
Sulle corrispondenze fra i punti di 
algebrica e, in particolare, fra 
una curva di genere due. 

una curva 
i punti di 

{Di CARLO ROSATI, a ~ i 8 a . )  

I n  questo lavoro, che si propone di continuare lo studio della teoria 
delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica, al quale 
ho dedicato due Note comparse nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (*), 
espongo dapprima una semplice interpretazione geometrica delle p~ relazioni 
a cui soddisfano gli interi caratteristici di una corrispondenza nella classica 
rappresentazione di HuawiTz, mostrando che ad ogni corrispondenza, e a 
tutte quelle che da essa dipendono, si pub associare una omografia razionaIe 
di un iperspazio S~_, reale, trasformante in s~ un certo S~_~ immaginario. 

Mi occupo poi delle corrispondenze (che chiamo speciali) nelle quali 
hullo il determinante degli interi caratteristici: esse sono rappresentate da 
omografie singolari, e ad ognuna di esse vengono associati due sistemi re- 
golari di integrali di 1. a specie riducibili. Se inversamente la curva possiede 
sistemi siffatti, S u di essa esistono corrispondenze speciali. 

Nelle Note su ricordate ho visto che se due corrispondenze T e T- ' ,  
l 'una inversa dell'altra, sono dipendenti, esse devono essere o equivalenli o 
residue, cio~ la differenza o la somma dei gruppi G e G-' omologhi per la 
T e T- '  di un punto variabile sulla curva, deve variare in una serie lineare; 
ed ho inoltre provato che il numero base e. della totalith delle corrispon- 
denze algebriche ~ uguale alla somma dei humeri base ~, e tt~ delle corri- 
spoadenze della prima e della seconda specie. 

(~) ROSAT1, Sulle cor~'ispondenze algebriche f,'a i punti  di una curea algebrica. Rendicotdi 
della R. Accademia dei Lincei, Vol. XXII (1913). 
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Chiamerb le prime corrispondenze simmetriche (con lieve estensione del 
signiiicato della parola), le seconde emisimmetriche. E pot chiaro che il nu- 
mero ~., b effettivamente il numero base de]le corrispondenze simmetriche 
(eoincidenti con le loro inverse) perch,, se T ~ equivalente a T- ' ,  la corri- 
spondenza simmetrica T +  T -~, esseado dipendente da T, pub sostituire T 
nella costruzione della base. 

Caratterizzo allora le omografie che rappresentano corrispondenze sim- 
metriche ed emisimmetriche: esse nascono moltiplicando per un sistema 
hullo fisso (sistema nul[o fondamentale) i sistemi nulli e le polarith razionali 
trasformanti in s~ l'S~_~. Le corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche 
iadipendenti, esistenti sulla curva, sono quindi tante quanti i complessi li- 
heart razionali e le quadriche razionali indipendenti che contengono l'S~_,; 
dal che segue subito che i valori di~,, e di ~.~ non possono oltrepassare p~. 

Considero pot le corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche speciali, 
le quali nascono da sistemi nulli e da polarith degeneri. 

Nella 2. a parte applico queste considerazioni al caso p - ~  ~. In esso, ri- 
correndo alla notissima rappresentazione di KLEt~ dello spazio rigato sopra 
una quadrica di S~, ed applicando alcune propriefft sopra gli spazi fonda- 
mentali delle omograiie involutorie razionali, determino i valori di ~,, e di g.~ 
in tutti i cast possibili (*). 

Per la dimostrazione della effettiva esistenza di curve cut si riferiscono 
i valori trovati di ~,., e di ~,.~, utilizzo una elegante interpretazione geome- 
trica, dovuta al prof. ScoRzA, della disuguaglianza riemanniana f ra i  periodi 
degli integrali uormali della curva. 

(~) [l numero t~l coincide col numero base delia totalit'£ delle curve tracciate sulia  su- 
perticie di JACOm relat iva al ia curva. Cl:r., a questo proposito, la importaute Memoria dei 
sigg. BAaNERA e D~: FRANCHIS: Le hombre R de M. Picard pour les smfaces hyperellipti- 

q~tes, etc. (Ren4iconti del Circolo MMem. di Palermo, Tomo XXX, 1910). 



e, in particolare, fra i punli  di una curva di genere due. 

P A R T E  P R I M A  

§ ]. SIGNIFICATO GEOMETI:tICO DELLE IIELAZIO]NI DI HURWlTZ. 

1. Data una curva C di genere p, si indichino con u~ u~ . . . .  u~, i p in- 
tegrali normali di prima specie ad essa relativi, e sia 

1 0 . . . .  0 a , ,  a , ~ . . ,  a,~ 

0 1 . . .  0 a . ,  a~.o..,  a ~  
(0 

• • • . • o o , • , * • . o * * . , 

la tabella dei loro periodi alle retrosezioni ~, % . . .  a.~. 
Se T 6 una corrispondenza algebrica fl'a i punti di C, che faccia passare 

da un punto generico x al gruppo degli omologhi y ' . . . y ~ ,  si hanno le no- 
tissime relaz[oni di Hul(WiTZ (*), 

u~ (y') = ~ ~ ,  u, (x) ÷ ~ (h = J, 0~,..., p) .  (~) 
r~-l i 

In esse le r:~ sono costanti che dipendono dall'origine delle integrazioni, 
ed i humeri  r:,, soddisfano alle 2p  "~ condizioni 

i 
(k, ~ =  l, 0: , . ,  p), (3) 

i i 

nelle quali i numeri  h, g, H, G sono interi (interi caratter~stici della corri- 

(~+) HURWITZ, Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemei~terte Correspoudeuz- 
princip. Math. Annalen, Bd. ~8 (1886). 
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spondenza). L'elimiuazione delle =~ dalle (3) conduce poi aUe p~" relazioni 

i i m  i 

(k, l =  1, 2 , . . . ,  p), 
(¢) 

the legano i periodi el.,, agli interi h, g, H, G. 

h,~ g,~ di ordine 2p,  si dirh deter,~il~a~de della cor- II determinante . H~ G,~ ~ ' 

rispondenza. 
Volendo dare una interpretazione geometrica alle formole di HURWITZ, 

ricorreremo ad una rappresentazione che abbiamo altra volta utilizzato. Si 
consideri cio~ entro un So.~,_, I'S~,_,, che diremo :~, intersezione degli iper 
piani ~, % . . .  :% le cui coordinate sono le orizzontali della tabella (1), e si 
faccia corrispondere a~ ogni ciclo di C il punto razionale di S~,_~ che ha 
per coordinate omogenee gli interi che legano il cicto alle retrosezioni, e ad 
ogni integrale di 1. a specie l ' iperpiano della stella (~)le cui coordinate sono 
i periodi normali dell 'integrale stesso. Sappiamo allora che l 'appartenenza 
di un punto razionale di S~p_, ad un iperpiano della stella (:¢) significa che 
t 'integrale corrispondente all 'iperpiano ha il periodo hullo lungo il ciclo che 
ha per immagine il punto (*). 

Si osservi ora che, facendo descrivere ad x un ciclo ~ sulla curva C, i 
punti y' y " . . .  y~ si permutano fra loro e nasce quindi un ciclo ~', che diremo 
omologo di % il quale ~ la somma dei cicli a cui equivalgono le sostituzioni 
circolari in cui si decompone la sostituzione prodotta sui punti suddetti. 

Preso inoltre un integrale di 1. a specie qualsiasi ~ (x), la somma dei 
valori che esso ha nei punti y ' y " . . . y ~  omologhi di x, considerata come 
funzione di x, darb~ un nuovo integrale di 1. a specie U(x), che diremo pure 
omologo di u(x)  per la eorrispondenza T. 

La T produce dunque una trasformazione sui cicli ed una sugli inte- 
grali, e le due trasformazioni hanno questo legame: s e i l  ciclo ~ e l'inte- 
grale u(x)  hanno per omologhi il ciclo ~' e l 'integrale U(x), il periodo di 
U(x) lungo ~ ~ uguale al periodo di u(x)  lungo d. 

(+) ROSATI, S~gli integrali abeliani riducibi~i. Atti della R. Aceademia di Torino, Vol. L 
(1915). La ra:ppresentazione cui alludiamo ~, in certo modo, duale dell'altra, cui ~ ricorso il 
prof. ScoRz~_ nella Nota: Sugli inlegrali abeliani riducibili (Rend. t~ della R. Acc. dei Lincei, 
Vol, XXIV, 1915). 



e, in particolare, f ra  ~ pun t i  di ulna curva di genere due. 5 

Consideriamo dapprima la trasformazione sui cicli. Si osservi percib che 
il significato dei humeri h, g, H, G ~ che, detti d~ d~.. .  d~ i cicli omologhi 
delle retrosezioni, si hanno le omologie 

~', .~ h,, ¢r~ + h~, ~. + .  . . + h~, % + g~, %+~ + g~, %+~ + . . .  -4- g~, %, 

( i =  1, 2 , . . . ,  p) 

da queste discende chela  trasformazione sui cicli prodotta dalla T si rispec- 
chin in S,~,_~ nella omografia razionale (~) ~ definita dalle formule 

(~ = l ,  ~,.. . ,  p) 

Questa omogralia si didt immagine della corrispondenza T. 
Anche la trasformazione che la T produce sugli integrali si traduce nella 

stella (a) in una omografia l], la quale, quando si prendano nella stella me- 
desima gli iperpiani ~:, %. . .  % come iperpiani di riferimento, vien rappre- 
sentata dalle formule 

, ~'~ = ~,~ ~ + ~.~ ~.. + . . .  + , ~  ~ .  

Dalia rappresentazione suddetta scaturisce allora in modo semplice il 
signifieato geometrico delle relazioni di HunwlTZ. 

(~) Una proiettiviff~ (omografia o reciprocitiO fra due spazi distinti o sovrapposti si dice 
razionale quaudo ad ogni elemeuto raziouale (di coordinate razionali) fa corrispondere un 
elemento razionale. Ci5 esige che i coefficienti della sostituzione lineare omogenea c h e f a  
passare da un elemento all 'omologo si possano ridurre interi, quando vengano moltipIicati 
per un conveniente fattore. Se i due spazi sono sovrapposti, in uno spazio razionale unito 
di una omografia razionale viene subordiaata una omografia razionale. 

tn seguito dovremo considerare proiettiviffl su forme elementari (conica, schiera ri- 
gata, ecc.). Un elemento di una tal forma si dirh razionale quando le sue coordinate hello 
spazio ambieute sono razionali; se la forma contiene infiniti clementi razionali, una proiet- 
tivitb~ sulla forma che ad ogni elemento razionale fa corrispondere un elemento siffatto, si 
dice raziol~cde. 
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Si supponga ini~atti helle formule (3) di fissare il valore dell'indice h e 
di dare ad I i valori 1, 2 , . . . ,  p : i primi membri delle 2p  relazioni, che cosi 
si ottengono, sono le coordinate in &~-i deli 'iperpiano della stella (~) che cor- 
risponde ad ~ nella omografia II, mentre i secondi membri sono le coordinate 
dell'iperpiano omologo di ~ nell'omografia n -'. 

Facendo altora percorrere a k i valori 1, 2,..., p, si vede che, in forza 
delle 2p" relazioni (3), gli iperpiani :q a.2... % hanno gli stessi omologhi nel- 
l 'omografia ct -I dello spazio S,~._~ e nell'omografia n della stella (~), eio~ la 
9. -1 subordina nella stella (:~) l'omogvafia n. 

Le relazioni (4) esprimono dunque che la omografia ~, immagine della 
corrispondenza, trasforma in s~ lo spazio ~.. 

Reciprocamente, data in S~_~ uu'0mografia razionale a soddisfacente alla 
condizione suddetta, saranno determinati infiniti gruppi di valori, fra loro 
due a due proporzionali, degli interi h, g, H, G; e ciascun gruppo di valori 
soddisfer~ alle relazion[ (3), e quindi alle (4) che ne conseguono, perch~ 
le (3) esprimono appunto che il corrispondente ne]la .Q--t delt 'iperpiano 
% ( k =  1, ~,..., p) della stella (:~) appart iene alia stella medesima. 

Atlora, come ~ noto (*), si possono costruire sulla curva infinite corri-. 
spondenze due a due equivalenti che hanno i numeri di ciascun gruppo come 
interi caratteristici; variando il gruppo, si ottengono infinite corrispondenze, 
due a due dipendenti, the hanno tutte per immagine l 'omograiia ft. 

I1 significato geometrico delle relazioni di Hu~wlTz ~ quindi contenuto 
nel risultato : 

Og~vi corrispondenza fra i punti  della curva C ha per im,magine ~en'o~no- 
grafia razionale dello spazio $2~,_~ ehe trasforota in s~ lo spazio :¢ (e quindi 
iI suo eoniugato ~o); e, reciproeamente, ogni omografia razionale soddisfacente 
alla condizione suddetta, ~ immagine di infinite corrispondenze, fra loro due 
a due dipendent.i. 

I1 num~ro base ~ delia tota]it~t delle corrispondenze sulla curva C coin- 
cide dunque col numero delle omogralie razionali indipendenti dello spazio 
S~)_~ che trasformano in s5 lo spazio :~. Si vede poi subito che l'omografia 
immagine dell'identit'a e di ogni eorrispondenza a valenza ~ l 'omografia 
identica. 

(-z-) HURWfTZ, !OC, cit.,§ 1t. 



e, i1~ partic.olare, fra i punti  di una curva di genere due. 

§ ~. CORRISPONDENZE SPECIALL 

2. Diremo speciale una corrispondenza quando ha per immagine un'o- 
mografia singolare. Vedremo ora che tali corrispondenze esistono quando e 
soltanto quando la curva possegga sistemi regolari di integrali riducibili. 
Sarh utile percib premettere il 

LEMMA. Ogni spazio S~,_,+~ condotto per ~ non pub contenere piit di 2 q 
punti razionali linearmente indipendenli. 

Si supponga infatti che in un S~_,+q condotto per ~ siano contenuti °2 q -4- J 
punti razionali indipendenti, e siano c, c~...c~+, dei cicli sulla curva che 
abbiano i suddetti punti per immagini. Presi allora altri 2 ( p -  q ) -  1 cicli 
c', c'~.., d~(p_~)_.,, indipendenti  fra ]oro e dai primi, in guisa da formate con 
essi un sistema completo di 2 p  cicli indipendenti ,  si conducano per 
I'S~_,+~ p - - q  iperpiani iudipendenti, cui corrispondano sulla curva gli inte- 
grali U, U~... Ut_~. Se 

,, /k-----l, O_,...,p__q 
~ ' = ~ ' ~ ' + i ~  ~'[t" - - l ,  2,..., ~ ( p - q ) - 1  ) 

indica il periodo dell'integrale U~ lungo il ciclo c',, sarh possibile determinare 
~ ( p - - q )  valori reali non tutti nulli ;(, ~,,, ;%tL~,..., ;~-q F-~,-,~ soddisfacenti alle 
2 (p - -  q) - -  1 equazioui iineari 

t t! I ;~ o~',~ - b  ~.~ ~o". -t- ?~ o~'~z H- F~ ~'"-~ ~-" ' " ~ )'~,-~ c%_~.~ ~- ~.~_~ ~ ,,_~,~ --=- 0 

(/----I, 2,..., O~(p__q)__ 1); (5) 

ma allora l'integl-ale 

(7-, ÷ i ~,) u, ÷ (~ + i )~) u~ ÷ . . .  ÷ (7~_~ ÷ i ~,-9 u~_,~ 

avrebbe i periodi uulli lungo i cicli c, c~... c~+, e, in forza ~ delle relazioni (5), 
periodi reali lungo i cicli c', c'~.., c'.~(~_q)_,. Sarebbe percib una costante, i[ 
che contradlce all'ipotesi che gli integrali U, U.o... U~)_~ siauo indipendenti (~), 

(*) Questo ragionamento ~ analogo ad uno di SEW, ab riprodotto alia pag. 339 delle sue 
Lezioui di Geometri~t alrjebrica (Padova, Dz'aghi (1908)). 
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3. Possiamo ora dimostrare  il 

TEOHEMA I. I l  determinante H di una  corrispondenza T ha sempre 

per  caralteristica u~  numero p a r i  2 q. Quando ~ 0 ~ q ~ p, la somma dei va- 

lori che uJ~ integrale generico della curva ha nei p u n t i  del gruppo omologo 

di u~  punto  variabile x genera, al var iare  dell'integrale, u n  sislema regolare 

riducibile o¢)~-~; la curva possiede poi  un  secondo sistema regolare riducibile 

oJ -q - ' ,  i cui iJ~tegrali dhnno somma costante nei p u n t i  del gruppo suddelto. 

Siano q ed r (0 ~ q ~ p ,  0 ~ r ~  2p)  le carat terist iche dei de terminant i  
delte omografie n ed ~. 

Quando 6 q----0, cio6 quando  tutti  i coefiicienti =,~ sono nulli, la corri- 
spondenza  T 6 a valenza zero ed avr~ quindi  nulli tutti  gli interi  caratteri- 
stici, onde 6 r ~ 0. 

Supposto poi c h e l a  omograi ia  H non sia singolare,  dico che anche n 
non  pub essere singdtare. Facciamo infatti descrivere a un iperpiano ~ la 
stella (~): ] ' iperpiano ~', cor r i spondente  di ~ nel l 'omogral ia  non singolare n, 
6 sempre de[erminato  e descrive tut ta  la stella (~). E siccome ~' 6 anche 
omologo di ~ nella n - ' ,  se la fi fosse singolare,  ~' dovrebbe passare costan- 
temente  per lo spazio ?' luogo dei punti  che in gt hanno  l 'omologo indeter- 
minato. Ne segue c h e ? '  dovrebbe esser contenuto  in a, il che non pub av- 
venire perch6 ?' 6 uno spazio razionale,  ed 6 nolo ehe ~ non pub contenere  
alcun punto  reale. Abbiamo dunque  c h e s e  6 q = p ,  deve essere r - ~  2p.  

Supponiamo ora che sia 0 ~ q ~ p .  La omograt ia  n 6 in tal caso sin- 
golare di specie p - - q ,  ed ammet te rh  come pr imo  e secondo spazio singo- 
lari (*) due stelle }2~_q_~ e x2~_~ i cui sostegni, che diremo :¢' ed :¢", saranno 
r ispet t ivamente un S~_,+q ed un S~_,_q uscenti  dallo spazio :¢. Anche la omo- 
grafia ~ ira i punt i  di S,~,_~ ~ singolare e d[ specie 2 p  - -  r ;  essa ammet te rh  
quindi  come primo e secondo spazio singolari  due spazi delle dimensioni  
rispettive 2 p - - r - - 1  eel r - - 1 ,  che indicheremo con ,:'e ~". Ora b nolo  che 
le stelle di centri  ~" e ~' costi tuiscono il primo ed il secondo spazio singolari  

(~) Un'omografia singolare di specie h iYa i punti di un Sr possiede due spazi singolari 
Sn_~ ed St-h, fl primo dei quali ~ ii luogo dei punti che hanno l'omologo indeterminato ed 
il secondo contiene l'omologo di ogni altro punto dello spazio (Cfr. BERTINI, Introduzione 
atla Geomelria proiettiva degli iperspazi, etc., pag. 58, Pisa, Spoerri, !907). Chiameremo bre- 
vemente questi spazi primo e secondo spazio singolari deii'omografia. Allorch~ l'omografia 
singolare opera su iperpiani anzich~ su punti, esisteranno due stelle singolari di iperpiani, 
che continuecemo a chiamare primo e secondo spazio singolari dell'omografia. 



e, in particolare, fra i punti  di una curvet di genere due. 

dell'omografia fl -* fca gli iperpiani di S~,_,; quindi, dovendo la g~-* subor- 
dinare entro la stella (:¢) l'omografia n, si deduce ehe p" ~ eontenuto in ~' 
e ?' in :~". E poieh~ gli sp:azi ~' e 8" sono razionali, in virtfl del lemma pre- 
eedente dow'tt essere 

r ~ q ,  2 p - - r  ~ ( p - - q ) ;  

da cui segue r-----~ q. 
Le s[elle Z~,-~-, e ,.~_.,x", i cui centri :~' ed z" contengono rispettivamente 

due spazi razionali di dimensioni .°2-q-- i e o (p _ q _  1) sono dunque (?) 
immagini di due sistemi regotari ~ ' -~ - '  e ~ - ~  di integrali riducibili. Se ora 
ricordiamo il significato all'omografia n, vediamo che i sistemi suddetti sono 
quelli appun[o di cui ~ parola nell 'enunciato del teorema. 

Una corrispondenza T, col determinante di caratteristica 2 q (0,~ q ~ p )  
si dirh speciale, di specie p - -  q. Essa d efinisce dunque, nel modo anzidetto, 
due sistemi regolari riducibili oc ~'-~-~ oc q-', che diremo associati alla corri- 
sponde~tza. 

Osservazione. I due s[stemi regolari riducibili associati ad una corrispon- 
denza speciale T e quindi i due spazi singolari R~(~_~)_: ed R~_, dell'omo- 
grafia P-, immagine di T, non sono necessariamente indipendenti (*~). In gene- 
rate avverr~ che i due spazi suddetti avranno comune un R~,_~ appoggiato 
ad :¢ lungo un st_, (***). In tal caso la n subordina nel suo 20 spazio singo]are 
R~_, un'omografia singolare co, di eui R~_~ ~ il 1 ° spazio singolare; i! 2 ° 
spazio singolare di o), ~ ua R~(~_~,)_, luogo degli omologhi nella oh di tutti i 
punti di R.,~_~ e quindi di tutti i puati di R~,_, nella omografia n~, quadrato 
delia ft. E poieh~ la 9- ~ ~ l'omografia immagine della corrispondenza T ~ (****), 
I'R~(~_~,)_~ dovr'h essere lo spazio raz[onale eorrispondente ad un sistema rego- 
lure ridueibile c~-~+'~ -~ i cui integrali dhnuo somma costante nei punti del 

(~) RoSATI, S~tgli iutegrali abeliani riducibili, toc. cir. 
(~)  Nella mia Nota dei Rendiconti dei Lincei (Vo]. XXIV, agosto 19t5), in cui sono 

esposti i risultati di questo lavoro, vanno soppresse nel primo enunciato del n. ° ~ le parole 
tra loro indipendenti. 

(*~) Perch~ il sistema cougiuugente due sistemi regolari riducibili ~, per una osservazione 
di SEVSR~, regolare. (Cfr. SEWR~, Sugli integrali abeliani riducibiti, Rend. t~ della R. Ace. dei 
Liacei, Vol. XXfII, 1914, e ta Nota gih citata di ScoazA). 

( '~ '~) Per la regola, che invocheremo anche al n. ° 7, con cui si ottengouo gli interi carat- 
teHstici di una corrispoudenza prodotto di altre ([~UB.WITZ, ]OC. c]t., ,~ ~.0). 

Anncdi di Matematica, Serie III, Tomo XXV. 2 



[0 R o s a l i :  S u l t e  c o r r i s p o n d e n z e  f r a  i p m d i  d i  m m  c u r v a  a l g e b r i c a  

g r u p p o  onmtogo  di un  p u n t o  variabi le  x pet' la e o r r i s p o n d e n z a  T~; lo spazio 

s tesso  dovrh  qu ind i  appogg ia r s i  ad  :c |IlllgO 1.In 8~_h_ l . 
A n a l o g a m e n t e ,  se i due  spazi  R.:,,_, ed lt~,,=,)_, s m te r~eeano  in tin R2,.._,, 

la c.~, s u b o r d i n a  in R.:~,,_~,)_, u n ' o n m g r a t l a  s ingo la re  co.. ehe  aw'5 R~=._~ c o m e  

1 ° spazio  s ingo la re  e come  ~o spazio  un  R.,~,>,,_,.,)_,, il qtlale, pet" esse re  il 
luogo de l l ' omologo  di u n  quals ias i  p u n t o  di R..~,_, per  la f r  ~, i m m a g i n e  di T ~, 
dovrh  appoggia rs i  ad  :,. l ungo  un  s,~_,_,>, ed  essere  lo spazio raz iona le  eor- 
r i s p o n d e n t e  ad u n  s i s t ema  rego la re  r idueibi le  ~"-"~',+'+-~ i eui in tegra l i  d f n n o  

s o m m a  cos tan te  nei pun t i  del  g r u p p o  onlologo di x per  la T '~. P o s s i a m o  eosi 
p rosegu i r e  finchb si g iunge rh  ad  u n a  om0gra f i a  ~ di tin R~(,~_,,_, 2 ..... ,,-0-~ in 
eui tltlo dei due  spazi  s ingolar i  R,,,~ ~ R,,(,, ,~ , . . . . . .  ,~) , s '" . . . . . .  . . . . .  pa t l see ,  eio~ aequ i s t a  
la d i m e n s i o n e  - -  1. Sarh  un  R ,  il I ° spazio sing. di o), (e q t d n d i / ;  = 0, d o g  co, 

5 non  s ingolare)  se ne l l ' omogra l i a  p r e e e d e n t e  ~,_, il 2.o spazio s ingolare  
R~(~_,~_,~_ .... ,,_,)_, t~ i n d i p e n d e n t e  dal  1 ° R.,,,_~_~ ; sar~'t invece un  R ,  il ~o spazio  

s ingo la re  di ~, (e qu ind i  l, = q - -  1, - -  l., . . . . . .  I , . ,) se nel ia  o~,_, il 2 ° spazio 
sing. te c o n t e n u t o  nel I ° o eo iuc iden te  con esso. Ne[ 1 ° easo le omogra t i e  
fY/-'~ ~ ; + ~ . . .  ]la, l lnO e o s t a n t e m e n t e  come  ~o spazio  sing. lo s tesso R~(~ _,,_,.: . . . .  ,,_~)_, 
ehe  spe t ta  ad  n ' ;  nel  ~o easo t e n  ;+~, n._, ~,... h a n n o  eome  2 ° spazio  sing. u n  R _ , ,  

eio~ sono  tall ehe ogni pun to  di R..>, }tlt per  esse l ' omoIogo  i n d e t e r m i n a t o .  
[[ s ignif ieato~dei  u u m e r i  1, 1.~.../;._~ l, b d u n q u e  e sp res so  dal  tittto ehe 

es i s tono  r i s p e t t i v a m e J d e  1) - -  q, 1) - -  q -~- l, , . . . ,  I) - -  q -{- l, -5- " • • q -  l,_~ i n t e g r a l i  

iJ~di l )endent i  the  dish.no sommc~ costa.rite ne i  l )un l i  del  g r u j ) p o  omologo d i  x 

~' " I , e the  il  n n m e r o  deg l i  i n t e g r a ! i  in  d ipen -  p e r  le c o r r i s p o n d e n z e  I,  T S . . . ,  ' ' "  

d e n t i  eh, e dd, n n o  somma ,  costa.rite J~ei pu~d i  del gruI)l)O omologo  d i  x p e r  le 

T ~+~, T~+~,.., ~ c o s t a n t e m e n t e  p - -  q --~- 1~ -~- • • • ~-  I,._~ J r  l,., i n  cu i  ~ l~ ~ 0 ovvero 
l,-----q - - l , -  . . . . . . . . . . .  l , . ,  secondoch& ,s'i (tg il  1" o i l  2" de i  cas i  s u a c c e n n a t i .  _rn, 

] ~... soJ~o (l~tJtcl~te eorri81)ol tde~ze a t'a, l e ~ z c ~  zero. qnes to  secondo  caso le !l ' '+', ~'"~ 

[l r a g i o n a m e n t o  iht[o l)rova [)ut'e t h e  fra i h u m e r i  I~ 1,~... I~ s u s s i s t o ~ o  

le d i s u g u a ,  g l ic tnze  1~ ~ l.a -~_ • • • ~ I~. 

G l[ spazi  s[ngolat '[  di (-)- sono adul~(lUe i nd ipenden t i  q u a n d o  non  es i s tono  
in tegra l i  t h e  d imno  s o m m a  cos t an t e  nel grupl)o  omoiogo  di x pe r  la T ~ senza  
t h e  d i ano  s o m m a  eos t an te  nel g ruppo  omologo  di x per Ia T. 

Neli ' ipotes[  elm i due  sisLem[ regohu' i  ri(lucibili s i ano  h ld ipenden t i ,  il 
t e o r e m a  p r eeeden t e  b fac ihnen te  inverLil)ile. Vale (flog il s e g u e n t e  

4:. T~-om.:~a [l. Dat i  due  s i s t e m i  r ego la r i  r i d n c i b i l i  co.mpleme~;ta, r i  ~c"-"- '  

e z~v '~-~, es i s tono  deIle c o r r i s j ) o n d e ~ z e  sp(,ciali ,  d i  specie  p .--(1, a lle q u a l i  i si- 

s l e m i  m e d e s i m i  sono assoc ia t i .  
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I due sistemi sono infatti rappresentati da due stelle d'iperpiani i cut 
ceutri ~' ~" sono uu S~,_,~ ed un &~,_,_,, intersecantisi in ~. e contenenti ri- 
spettivamente due spazi razionali R~_, ed R~,_,I)_, indipendenti, appoggiati 
ad :¢ lungo un s,~_, ed ua s~,_~_,. Si indiehi ora con ~ un'omografia razionale 
dello spazio R~_~ trasformante in s~ ['s,~_, ; di omografie soddisfaeenti a questa 
condizione ne esiste a hneno una:  l'omografia identica. Possiamo allora co- 
struire entro I'S~,_, un'omografia razionale -Q, singolare di specie 1)---q, the 
ammetta come primo e secondo spazio singolari l'R~(~,_~)_, e I'R~q_~ e che su- 
bordini in questo secondo spazio la (o. Poichg la fi-' fra gli iperpiani di S~_~ 
induce manifestamente nel!a stella (z) un'omogratia singolare di cut le stelle 
di centri a' e :,." costituiscono il I)rimo e il secondo spazio singolari, la 
sarh immagine di iniinite corrispondenze speciali, di specie p - - q ,  fra loro 
due a due dipendenti, a cut sono assoeiati i sistemi daft di integrali riducibili. 

Osservazione L Le corrispondenze speciali di specie p --  q, indipendenti, 
associate ai dati sistemi riducibili, sono dunque [ante quante le omograiie 
razionali ~ indipendenti  dello spazio B~_, trasformanti in sg lo spazio s,~_~ 
(e quindi il suo eoniugato °~_,.~(°) ~ Poie h~ le omografie di Ro.~. _, che trasformano 
in sg questi spazi formano un sistema lineare ~-~'~"-', si deduct :  

I l  mouero  delle corr i spondenze  special i  di  ~ e c i e  1) - -  q ind ipenden t i ,  a cut  
sono associat i  due da t i  s i s temi  r iducibi t i  complementar i  ~c "-'-~ e oc ~=~, non 

pub oltrci)as~are 2 q~. 
Osservazioue LL Scambiam[o l'ufficio dei due spazi R~(~,_,,)_~ ed R,,,,_,, si 

ottengono omografie singolari immagini di corrispondenze speciali di specie q, 
A due daft sistemi regola,'i riducibili complementari vengono dunque asso- 
ciati due sistemi di corrispondenze speciali, uno di specie ~v--q e l'altro di 
specie q. Ed ~ chiaro che it corrispondenze eli un sistema sono indipendenti 
da quelle dell'altro. 

Osserva, zione I I I .  Le considerazioni fatte nella Osserv. I del n. ° prec, 
possono estendersi al prodotto di due o pifl corrispondenze speciali. 

Siano T, e T~ due corrispondenze speciati di specie p - - q ,  e p - -q , , ,  
R~<~,_,,,)_~ ed R~,,~_, gti spazi singolari dell'omografia a, immagine di T,, 
R.,.(I,_,,..)_, R,,,~._, quelli deli'omografi~t .-% immagine di T2. Supposto che il 
~o spazio sing. di .% cd il 1 ° di -% s'intersechino in un /?._,,_,, ed apparten- 
gano quindi ad nn R..,(,,_,,.~.,~,,,_,)_,, t'R,,,_, g il luogo degli omologhi per la n, 
di tutti i punti contenuti  in un R.(,~_,,,_~,)_, uscente dat 1 ° spazio sing. d i n , ,  

O" " b2(l l--q2 } q l - - l ~ -  1 mentre eh omologhi per la f~.~ dei punti di 1' descrivono un 
R:(,,,_,)_, contenuto nel o_(, spaz[o sing. d[ f~; gli spazi R.0_,,_~,,_~ ed 1~.,_(,,,_,,_, 



1~ R o s a t i :  &rile corrisponde~ze frc~ i puJdi di u~a  curva algebrica 

saranno manifestamente il 1 ° e ~o spazio singolari dell 'omogratia a, n~ im- 
magine  della eorrispondenza T, T~. Questa eorrispondenza ~ dunque speeiale 
di specie p - - q ,  + l  e dei due sistemi regolari ridueibili ad essa associati 
il 1 ° ~ eontenuto  nell 'analogo di T, mentre il ~o eontiene l'anatogo di T~. 

Nei caso partieolare l = q , ,  quando dog il ~o spazio sing. di ~-, ~ eon- 
tenuto nel 1 ° di a ,  (o eoineide con esso), la eorrispondenza T, T= ~ a va- 
lenza zero. 

La circostanza precedente si verifica per due eorrispondenze T, e T= 
speciali di specie p - - q  e di specie q, cui sono associafi gli stessi sistemi 
d'integrali ridueibili (V. Osserv. prec.). Dunque:  I due sistemi di  corrispon. 
deJ~ze speciali  cui sono associati  gli stessi s is temi complemenlari  di  integrali  

r iducibi t i  sono tall che il prodotto di  una  corrisloondenza di  un  s is tema ~er  
u n a  dell'attro, di~ origine ad  u n a  corrispondenzc~ a ,ralenza zero. 

,,"~. COIIRISPONDENZE SIMMETtllGHE El) EMISIMMETllICHE. 

RECIPROCIT,~ INVOLUTORIE CHE LE RAPPRESENTANO. 

5. Gli interi caratteristici delle eorrispondenze simmetriche ed emisim- 
metriche, cio~ delle corrispondenze che sono rispettivamente equivalenti o 
residue delle loro inverse, sono legati da certe relazioni che ~ facile di de- 
terminare. 

Sia T u n a  corrispondenza cui spetti il determinante I h~ g'~ I 
I 

nolo (*) the fra gli interi caratteristici di T e quel!i h',~ g',~ H'~k G',, della cor- 
rispondenza inversa T- '  sussistono le relazioni 

h',~ = G,,, g',~ = - -  g~.,, H',~ = - -  ~o , ,  V',~. = h , ,  (6) 

sicch~ il determinante della T -I sal'?~ --[t~.~ ha.i ." 

Se ora supponiamo che la eorrispondenza T sia simmetrica, ovvero emi- 
simmetrica, sodd[sfacente cio~ o alia condizione T - -  T -~ -~ 0, ow, ero all'altra 
Tq-  T- '  ~ 0, i suoi interi caratteris{ici dovranno avere valori rispettivamente 

(~) Cfr. la Nora ai § lO della ~Iemoria di Hoi/W[TZ gi~ citata. 
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uguali o eontrari dei corrispondenti della T- i ;  e reeiproeamente se l 'una o 
l 'altra di queste circostanze si verifiea, la eorrispondenza T sar~ rispettiva. 
mente equivalente o residua della sua inversa T -~. 

Abbiamo dunque il r isultato:  
Gli  i n t e r i  c a r a t t e r i s t i c i  d i  u n a  c o r r i s p o n d e ~ z a  s i m m e t r i c a  so~w legat i  da l l e  

r e l a z i o n i  

h~  --- G~, , g,~ = - -  g~, , H,~ = - -  H~, ; (7) 

e que l l i  d i  u n a  c o r r i s p o n d e n z a  e m i s i m m e t r i c a  da l l e  a l l r e  

h,~ = - -  G~., , g,~. = g~, , H,.~. = H~.,. (s) 

6. Vogliamo ora earatterizzare le omografie immagini delte eorrispon- 
denze simmetriche ed emisimmetriehe. 

Sia T una eorrispondenza cui spetti il determinante i h,~H,,, g'~G,~ ed fl 

l 'omografia immagine di T, la quale, come abbiamo visto, ~ rappresentata 
dalle formule 

( i = 1 ,  o , . . . ,  p) .  

Indicando con r.~ ~ x ,  y ,  - -  x~ y ,  le coordinate di retta nello spazio S ~ . _ , ,  

si consideri il complesso l[neare 

r, ,~,+l  - t -  r~,~,÷,., - )  • • - t -  r~,,~.~ = 0 

ed il sistema nullo non singolare ,4 determinato da questo complesso, e cite 
deiinito dalle formuIe 

:, = - -  x~,+,, ~.,,+, - -  x ,  ( i - ~  J, o , . . . ,  p).  

Sappiamo (~) the to spazio S~,_., -~ ~, e quindi iI suo eoniugato %, sono 
spazi totati nel detto eomplesso, sono cio~ trasforma[i ill S~ dal sistema 
hullo .4. 

Si moltipliehi ora la omografia ~ per il sistema nullo 1/: nasee la reef  

(~) ROSATI, Sugli inlegrali abeliani riducibili, loc. cit. 
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proeitgt razionale R = .o,..4, defitiita daile formule 

(i------ t ,  ~ v) 

~' - -  . ' ' h,~, ' H .  + . . -  + I~.~, x . > .  . ~, ~i - - -  h i ,  x l  @ h~.. :~,, - T  . . . .  I- X~> - t -  ~ ,  ~ 

la quale m~mifestamente trasfot'ma in s~ gli spazi ~ ed %. 
Da ora innanzi associeremo alia corrispondenza T, insien~e alta omo- 

grafitt fi, anche ht reeipvoeith R che lmsce da .q neI modo che abbiamo de(to. 
Tale reciproeith R si dirlt pure . immagine della eorrispondenza T. 

E ehiaro elm due eorrispondenze dipendenti hanno per immagine la 
stesstt reeiproeith, e ehe, invet'samente, data una reeiproeith razionale R tras- 

h,'" spazi ed % poieh6 la omogratia o Rz/  gode della formante in s6 ~h ~ , - - =  
stessa propriet5, la R g immagine di iniinite eorrispondenze, due a due fra 
loro dipendenti. 

Faeeiamo ora l'ipotes[ e h e l a  T sia una eorrispondenza simmetriea or- 
veto emisimmetriea. L'esame delle relazioni (7) e (8) ehe legano nei due casi 
gli interi earatteristiei della T, mostra ehe il determinante della reeiproeit5 R 

rispettivamente emisimmetrieo e simmetrieo. Si giunge quindi al risultato: 
L~  reciprocit& razionale  immafl ine  di ~u~c~ corrispoJMenza si,mmelricc 0 

un  sistemc~ Jt~dlo e q~ellc~ immagiJle di  una  corrisponde~za emisim~zetrica 0 

unc~ polar  it& 

[n partieolare t'identith e le eorrispondenze a valenza (ehe sono, eom'5 
no(o, equivalenti alle inverse) hanno per immagine it sistema hullo fonda- 
mentale -4. 

Con eib restano dunque earatter}zzate anche le omogralie the sono im- 
magini di eorrispondenze simmetriehe ed emisimmetriehe; esse si ottengono 
moltiplieando per il sistema nullo fondamentale .,4 rispettivamente i sistemi 
nulti razionali e le polarith razionali ehe trasformano in s~ lo spazio ~ (e 
quindi il eoniugato ~o). 

Vediamo atlora ehe i humeri ~, e ~,~ detle eorrispondenze simmetriehe 
ed emisimmet~'iehe indipendenti  uguagliano rispettlvamente il nunlero dei 
eomplessi lineari razionali indipendenti  the ammeltono ~ ed ~o come spazi 
totali e quello delle quadriehe razionali indipendenti ehe eontengono i me- 
desimi spazi; eib eonduee subito alla eonseguenT.a: 

[ mtmer i  base ,% e iz,~ delle corrisponde~ze simmeb'icho ~'d e miMmmelriche 

soprc~ ~tna c~rc(e di 9enere p non posso~m ollrel)assa, re p~-. 
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7. Le relazioni (6) ehe legano gli interi earatteristiei delle corrispon- 
denze T e T -1 dieono ehe le reeiproeith immagini  di T e di I '-1 sono inverse 
l 'una dell'altra. 

Rieordando poi la regola (*) con eui, noti gli iuteri earatteristiei di due 
eorr ispondenze T e T', si o t tengono quelli della eorr ispondenza prodot to  T T', 
si vede ehe l 'omogratia immagine di T T'  ~ il prodot to  delle omografie im- 
magini di T e di T'. Se allora T e T' sono tali ehe il loro prodot to  ~ una 
eorr ispondenza a valenza, le omografie immagini  di T e di T' sono inverse 
l 'una dell'altra. Chiamando complementari due eorrispondenze soddisfaeenti  
alia eondizione suddetta ,  abbiamo il r i sul ta to:  

gr~ct corrispondenza e la sua i~versa hanno per immagini due reciprocitd~ 
inverse; due corrisponde~,ze eomplementari hanno per immagiui due omografie 
inverse. 

In partieolare : 
Le omogrctfie invoIutorie sono immagini di corrispo,~de~ze ehe hanno il 

quadrcdo dotato di valenzc~. 

Si supponga  ora ehe una  eorr ispondenza T e la sua inversa T -1 siano 
complementari ,  ehe eio~ i prodott i  T T  -1 e T - 1 T  siano dotati  di valenza. 
La T e la T -~ hanno  allora per immagini  due omograiie 9. ed .q-~ l 'una in- 
versa dell 'altra; ma poieh~ anehe le reeiproeith immagini  di T e di T -1 sono 
inverse l 'una dell 'altra, ~ 1/ dow'h essere l ' inversa di fi-~ _.4, eio~-ca .4 ~ .4 ~, 
e quindi  la P. ~ permutabi le  col sistema nullo fondamentale  .4; reeiproca- 
mente, se l 'omografia ~, immagine di  T, ~ permutabi le  con _4, la T e la T -~ 
sono eomplementari .  D'altra parte, detti ~. e [~ gli indici di T, si consideri 
la eorr ispondenza simmetriea S ehe si ottiene assumendo come omologhi 
due puuti, quando  appar tengono allo stesso gruppo G,~ omologo di un punto x 
per la T, e la eorr[spondenza S' dedotta  in modo analogo da T-*. Si avramm 
allora le equivalenze 

T - ~ T ~ x I - - k S  T T - ' ~ } I - ~ S '  

helle quali con I si ~ indieata l ' identitS; da queste risuita ehe le eorrispon- 
deqze T e T -~ sono eomplementar i  quando e sottanto quando te eorrispon- 
denze S e d  S '  sono dotate di valenza. Se S ed 8 '  si dieono le eorrispon- 
denze la, terali della T, si pub dunque  enunc ia te :  

(*) H~;nwH'z. loe. ciI.,§ tO. 
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Le omografie permutabili col sistema hullo fondamentale .4 souo immagini  
di corrispo~tdenze che h a m w  le lore lalerali dotctte di valenza. 

8. Passiamo era ad occuparci delle covrispondenze simmetriche ed 
emisimmetr iche speciali. 

Sia T u n a  corr ispondeuza speciale di specie p - - q :  la omografia rt, im- 
magine d[ ~", sarh dun(lue singolare ed avr5 come primo e secondo spazio 
singolavi due spazi razionali R~(~,_,,)_, ed R,,~_,. Se poi la T g s immetrica o 
emisimmetrica,  i l  prodotto ~ A darh ovigine o ad un sistema nullo S, ovvero 
ad uua polaritg. P. Ma allora 5 ciliate the  il complesso lineare relative ad S 
o ta quadrica the  individua la polarit'a P dovranno essere specializzati ed 
avece lo spazio R~(,,_,,>_, come spazio singolare, e the  inoltre I'R,~_, ~ polare 
di quello uel sistema nullo fondamentale  A. 

gediamo dunque  the  i sistemi regolari ridueibili assoeiati ad uua e e l  
r ispondenza speciale simmetvica o emisimmetrica T sono indipendent i  e tali 
ehe i 'uno di essi individua l'altro (*). 

Noi diremo the  la T appartiene al sistema regolare riducibile ~c "-' rap- 
presentato dalla stella d' iperpiani il eui centre  eontiene l'R=(e_~)_,. Come 
abbiam visto, questo sistema ridueibile 5 generate  datla somma dei vatori 
the  un integcale variabile della curva possiede nei punt i  del gruppo omo- 
logo per la T di un punto variabile x. 

Date, inversamente,  un  sistema regolare ridueibile ~ - ~ ,  esistono corri- 
spondenze simmetriehe ed emisimmetriche appartenent i  ad esso 

Si co~lsideri lo spazio razionale R.~(,,_,,)_~ eontenuto  nel centre  della stella 

(~) C,h'. il n. ° ~ della mia Nora cita~a ,< Sttgli integrali abeliaui riducibili>~. Colgo l 'occa- 
sione per avvertire che la dimostrazioue ivi contenuta si pub ulteriormente semp|ificare os- 
servando che unit retta reale ~fppoggiata allo s2~ctzio a, e quindi al coniug"ato %, ~lon pub ap- 

parteuere at complesso A. Se inf~tti a~ + i fl~, % - -  i fl~ (k - -  1, 2 , . . . ,  2p) sono le coordinate 
di due pmlti  P Po immaginari  coni~lgati appartenenti  ngli spazi ~ %, l ' ipotesi the la eongim> 
genre P Po sia del compiesso A conduce ai l 'uguagiianza 

(~, ,~,.+, - -  %+, ~ )  + ( ~  ~:, i-~ - ~,~-0- ,e,.,) + . . .  + (% o.~, - =.~, &,) = O. (1) 

Ma Fintegrale di 1. a specie, che ha per immagine l ' iperpiano poiare di P nel sistema hullo A, 
ha i periodi normali uguali a 

% ~, + i p~+, . . . . .  ~ ,  + i ~ , ,  - % + i ~) . . . . .  - (% + i ~,) ; 

lit (t) eontra(tic(, dUn(lUC alia disuguagiianza fondtm~entale di R1E.~IAN~', dal the  segue In verit£t 
dell 'assecto. 
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d' iperpiani ehe rappresenta  il sis[ema riducibile dato, e sia R~_, il suo po- 
}are nel s istema nullo fondamentale  -4. Segando .4 con R~_, si ottiene in 
questo spazio uu  sistema nullo non singolare ),, t rasformante in s~ l's~_, 
lungo iI quale R~_, si appoggia ad x. Se ora ~ ~ un 'omograf ia  di R~_, che 
nasce molt[pticando per  ; t u n  sistema rmllo razionale z ovvero una  polarith 
razionale = trasformanti  in s~ l's~_,, la omografia singolare gt di specie q 
detlo spazio S~,,_, che ha come pr imo e secondo spazio singolari I'R,(~_~)__, 
e I'R~_, e che subordina  in quest 'ul t imo spazio la ~, ~ immagine di infinite 
co,-rispondenze, due a due dipendenti ,  r ispett ivamente simmetriehe od emi- 
s immetriehe,  appartenenfi  al s istema riducibile dato. E poich~ di omografie ¢o 
soddisfacenti alia pr ima condizione ne esiste a lmeno una ed ~ t'identit~t, si 
deduce ehe ad u n  dato sistema riducibiIe oo ~-' apparlengono sempre corri- 

spondenze speciali di specie p - - q  simmetriche. 

In ogni caso vediamo che le corr ispondenze s immetr iehe ed emisimme- 
triche indipendent i  appar tenent i  at dato sistema ridueibile sono tante quanti  
i sistemi nulli z e le polarit~ = indipendenti  di R~_, ehe t rasformano in s6 
l's~_,. Donde si t r a e  che:  

I humer i  delle corrispondenze sim~netriche ed e.t~dsimmetriche indipendenti ,  

speciali di specie p - -  q, appartenenti  ad un  dato sistema riducibile ~ " - ' ,  no~ 

possono oltrepassare q~. 

Osservazione 1. Poich~ i sistemi regolari riducibili associati ad una  cor- 
r ispondenza speeiale s immetriea o emisimmetr iea  sono indipendenti ,  per l'Os- 
servazione del n. ° 3 si ha la propriet;t:  Se T ~ una  corrispondenza simme- 

trica o emisimmetrica,  ogni integrale che dia s o ~ a  costa~de ~ei p unli  del 

gruppo omologo di u~  punto  variabile x per la corrispo~denza T ~ (i ~--- 2, 3,...) 
deve dare somma costa,~de nei p m d i  del grul~po vmologo di x 13er la T. 

Osservazim~e IT. Siano f~ e f~' le omogralie immagini  di due eorrispon- 
denze T e T - '  inverse l 'una dell'altra. Poich~ le reciproeit'~ ct.4 e fY.4 sono 
t'tu~a inversa delI'altra (n. ° 7), dovr~t essere n ' = . 4  o..-' .4, in cui n - '  indica 
la omografia inversa di o fra gli iperpiani di S,~,_~. Se dunque  .q ~ singo- 
lare, la ca' ~ pure singolare della stessa specie di ca ed i suoi spazi singolari 
(1 ° e ~o) sono polari di quelli di o (2 ° e 1 °) nel sistema nullo -4. Si ha dunque  
it r isultato : Se le corrispondenze T, f " ,  T3,... so~,o speciali di specie p - - q ,  

p - -  q @ l~, p --- q -b l~,..., anche le corrisponde~ze i~Tverse T - ' ,  T -~, T-::,... 

so,to speeiali della stessa specie 1) - -  q, P -~- q -~- l , ,  p - -  q -~- l.~,... 
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P A R T E  S E C O N D A  

§ & LA COPPIA DI RETTE CORt/1SPONDENTE AI PERIODI DI UNA CURVA 

1)t GENERE DUE. 

9. Vogl iamo era applieaPe le cons ideraz ioni  preeedent i  alia rieerca dei 
III.IIIIOP[ base P,t e [J~ pep Ie el.lPve di ~enele  due. 

Sia 
1 0 aq ~ c&,, } 

0 1 Q,~ (t.,., 

la tabella dei f)eriodi normal i  dei due [ntegPali di 1 a specie di una  eurva  C 
di genere  due. l due spazi ~. ~0, di eui ab b i amo  par ta to  nei humer i  preee- 
denti ,  sono oPa due rette immaginaPie eoniugate  di seeonda  specie di un  S~ 
Peale ~o, ed apl)aPtenenti  al eomplesso  l iueare fondamen ta l e  .,4 di equazione  

p,:, = o. (10) 

~ n o l o  ebb la  e o n d i z [ o n e  n e e e s s a r i a  e s u f f i e i e n t e  pe l ' eh~ la [abelhl, (9) 

sia quel[a dei per iodi  noPmali di u.ua curva di genere  due,  6 espressa  dalla 
d i suguagl ianza  

a',, - -  a% > o, (l t) 

nelta quale  a.',, a',~ c&~ indieano i eoeffieienti del l ' inm]aginar io  i in ct,, a,= c ~ .  
Ques ta  eondizione 6 suseett ibi le  di tu]a elegante intePpPetazione geome- 

triea, dovuta  al pPof. ScoRz.a (*), la {luale b. utile qui r ieordare ,  perchi? ad essa 
d ov rem o  PieoPPePe in seguito.  

Se si stabil isee una  relazione omograt iea  ~'ea.le fra il s [s tema l ineare ec ~ 
{li eompless i  l ineari  eou tenen t i  t e rette :~ ~, ed uno spazio S:,, in guisa  eio~ 
el~e a eompless i  reali eoPr i spondano punl i  Peali di esso, i eomplessi  speeiali  
del s i s tema vengono  ral)pPesentati  sui 1)unti di tma quadr iea  l eale a punl i  

(~) Scol/za, ,9~dle fitnzio~,i ipei'ellittiche si1,rdohtri. Rendieonti delia II. a Accademia dei 
[,incei, Vol. XXfI[ (l{)lz~). 
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ellittici. La ( l l )  esprime allora, secondo il teorema di Scol~z& che il con> 
plesso fondamentale (10) ha per immagine un punto interno alia detla 
quadrica. 

Una coppia di rette immaginarie coniugate di ~ specie, appartenenti  al 
complesso (t0) e soddisfacenti inoltre alla condizione det teorema di Scol~z~, 
definisce dunque una tabella d[ period[ normali (*); s[ dirgt percib la coppie~ 
d i relte corrispondente a.i period[ della curva. 

10. Abbiamo visto che, in virt~t della interpretazione geometrica delle 
formule di Ho~WlWZ, per determinate i numeri  :.,, e y.~ delle corrispondenze 
simmetriche ed emisimmetriche indipendenti,  e quindi il numero base .g, -q- :~-.. 
della totalit'a, delle corrispondenze, dobbiamo ricercare quanti sono i com- 
plessi linear[ razionali e quante le quadriche razionali indipendenti che con- 
tengono la coppia (~ ~o). Si not[ sub[to che, per essere queste rette imma- 
ginarie conjugate di ~ specie, le dette quadriche, quando sono reali, do- 
vranuo essere a punt[ iperbolici. 

Da ora [nnanzi la totalit'a deile corrispondenze che dipendono da k cor- 
rispondenze indipendenti, si dirh brevemente un &_, di corrisi~onde~ze. 

Le corrispondenze special[ provengono datla presenza sulla curva di in- 
tegral[ r[ducibili a ellittici (n. ° 3). 

Si consider[ un integrale eltittico I e sia r la retta razionale, appoggiata 
alia coppia (~ %), ad esso corrispondente. Ad I appartiene sempre un So d[ 
corrispondenze simmetriche speciali (n. ° 8); sono quelle che hanno per im- 
magine il sistema hullo singolare ind[viduato dal complesso lineare speciale 
di asse r. Perch~ ad I appartengano corrispondenze emisimmetriche, occorre 
c h e l a  polarith rispetto alia quadrica degenere nella copp[a di plan[ r % r % 
sia razionale, cio6 the i due piaui medesimi siano gli element[ dopp[ di una 
involuzione razionale entro il fascio di asse r. Prendendo allora in questo 
fascio gli element[ di rlferimento razionali, dovranno le due coordinate ~ o~', 
the  il piano r ~ ha entro il fase[o, soddisfare ad una equazione quadrat[ca 
omogenea a coefficient[ inter[ e a determinante negativo. E poich6 to ed c.,' 
sono i period[ ridotti dell 'integrale riducibile I, si deduce the l 'integrale stesso 

a moltiplicazione complessa. Abbiamo dunque il r isultato: 
Ad uJ~ integrale eli[It[co C~l)partieT~e semi)re .ul~. So di corrispo~Menze sf~e- 

ciali simmetriche ; quctndo l'iutegrale ~ a ~uoIlipIicazioJ~e co~Jtplessct, ad esso 
appctrtiene pure un So di corrispoJ~de.~ze sl)eciali e~uisim~etriche. 

(~) Basta, per scriverc la tabella, considerare le coordinate dei piani the da una delle 
rette proiettano i vertici 2 ed I delia piramidc di riferimento, 
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§ 5. DIGltESSIONE. 

11. La ricerea, di cui si parla nel n. ° precedente, viene facilitata r i eof  
rendo alia notissima rappresentazione di KLI,:IN dello spazio rigato ~ = (~ ~0) 
sopra una quadriea V~ di S~. Ma, pet' proeedere con ehiarezza, dobbiamo 
premettere aleune osservazioni sulle quadriehe di S~ con S~ reali, e sulle 
omografie involutorie razionali di un iperspazio. 

TEOREMa IIL .Data i~t $5 uJ~a quadrica ~on specializzata V~ eontenente S~. 

real,i, un S~ reale, ~wn tangente ad essa, la sega in u~a V~ (male) a punt i  
iperboliei od ellittici, secondoch~ l'S, polare dell'S~ 6 secante o nol~ secanle 

della quadrica stessa ; e due S~ polari reali la segano in due coniche che sono 

insieme reali o immagin~rie,  
In virt~t del signifieato geometrico della legge d'inerzia di SYLWE- 

ST~:a (*), l 'equazione della V~ con S, real[ si pub infatti, mediante una tras- 
formazione reale delle coordinate, ridurre alla forma 

Osservando allora le sezioni della V~ con un S, ed un S~ opposfi, ov- 
vero con due S~ opposti della piramide di riferimento, t'asserto viene subito 
provato. 

12. Sulle omografie razionali involutorie ei oceorreranno in seguito i 
seguenti due teoremi:  

TEOREMA IV. I1~ una  ontografia involutoria razionale di S .  , gli spazi fon- 
dameutali,  quando hanno dimeusioni diverse, so~lo razio~lali. 

Infatti, per l'ipotesi fatta, l 'equazione di grado n +  l a coefficienti ra- 
zionali, da eui dipende la rieerea degli spazi fondamentali dell'omografia, 
dovrh ammettere due sole radiei, di diversa lnolteplieitgL Ciaseuna di esse 
appartiene dunque al eampo di razionalit~t dei eoeffieienti, sar'a eio~ razio- 
hale. Di qui segue subito ehe sono razionali gli spazi fondamentali me- 
desimi. 

COI~OLL.~mO. Le omografie involutorie razionali iJ~ ~tno spazio di di'men- 
sione pari  hamto sempre gli spazi fondamentali  razionali. 

(*) Vedasi, ades., BERTINI, Tutroduzione alla geometrict proiettiva degli iperspazi (loc. tit.), 
pag. 12~, 
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TEOREMA V. ~rvt uno spazio So.,,,+, di dimensione d ispar i  s ia data  uJ~'omo- 
graf ia involutoria razionale con gli  spazi  [ondamental i  S.. S',,. di ugual  di- 
me~,sione. Se uno di questi, S,,,, ~ contenuto in  uno spazio razionale, owero 
contiene uno spazio razionale,  S,. ed S'.~, sono razionali .  

Se infatti S, (l~>m) ~ u n o  spazi0 razionate passante per S.,,, entro S~, 
che ~ unito nell'omografia data, questa subordina un'omografia involutoria 
razionale ta quale ha gli spazi fondamentali di dimensione diversa: uno di 
questi ~ S.~, l'altro l ' intersezione di S, con S'~,. Per il teorema precedente, 
to spazio S., dovr~t dunque essere razionale, dal che segue subito che ~ ra- 
zionale anehe S',,,. 

Supposto poi ehe S~ ( l ~ m )  sia uno spazio razionale contenuto in S.,, 
faeendo il ragionamento duale, eonsiderando cio~ l'omografia involutoria ra- 
zionale subordinata nella stella di eentro S,, s i  giunge alla dimostrazione 
della seeonda parte del teorema. 

§ 6. RAPPRESENTAZIONE DELLO SPAZIO RIGATO ¢o = (~t ~o) 

SOPRA UNA QUADRICA DI 8~. 

13. Assumendo come immagine di una retta di o) il punto di S~ ehe 
ha per coordinate on~ogenee le coordinate pRiekeriane della retta, lo spazio 
rigato ~)--~(~0) viene rappresentato sulla quadriea ~ di S0 Ia eui equa- 
zione 

ai punii e ai piani di o~ vengono a eorrispondere gli So. dei due sistemi della 
quadriea , ,  ehe diremo pr imo  e secondo sistema. 

Qui importa notare ehe, in siffatta rappresentazione, quando un ente 
di ~ (punto, retta, piano) 5 reale o, in partieolare, razionale, t'ente omologo 
di ~, ~ pure reale o razionale. 

Un sistema hullo di o~ ha per immagine un'mnologia armoniea di S~ i 
eui spazi fondamentali  sono un So e un S~ polari rispetto a *. Se il sistema 
nullo ~ razionale, l 'omologia suddetta ~ razionale ed ha quindi (teor. IV) 
gti spazi fondamentali razionali. 

Una polarith di o) ha per immagine un'omograiia involutoria di S~ i eui 
spazi fondamentali sono due S~ polari rispetto a q). Se la polarit'h ~ razio- 
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hale, l 'omografia ~ pure razionale; sui suoi spazi fondamentali  possiamo sol- 
tauto affernmre che sono reali, quando si sappia che la quadrica a coeffi- 
cienti razionali, fondamentale della polariffL b reale a puuti iperboliei, ovvero 
immaginaria (*). 

Gli ~ complessi lineari dello spazio (o contenenti le rette :¢ ed ~.0, yen- 
gone rappresentati  dagli ¢,~ iperpiani passanti per una retta reale a non 
seeante la ¢ , ; f ra  questi 5 l ' iperpiano razionale ~, immagine del complesso 
fondamentale .4. La polarit~ rispetto a ,l, trasforma questi iperpiani nei punti 
dell'S~ -----'~, polare di a, e fornisce quind[ la rappresentazione reaIe dei com- 
plessi liueari stessi sui punii di un S~, a cui si riferisce il teorema del pro- 
fessore SCORZA. I complessi speciali sono rappresentati  dai punti della qua- 
drica ? a punti ellittici (leer. III) sezione di • con % ed il complesso fon- 
damentale .4 da un punto razionale P, che, per il teorema suddetto, dovr'h 
essere iuterno a ?. 

Inversamente ~ ehiaro ehe una ret/a reale a,, non seeante l a d , ,  il eui 
S~ polare eontenga un punto rc~zio,lale P iuterno alia quadriea reale ? a 
punti ellittiei in eui il detto S~ sega la % determina una eoppia (~ =o) di 
rette eorrispondente ai periodi di una eurva di genere due (**). 

(*) Seritta l 'equazioae delia quadrica sotto la forma canonica 

a, .~ + a, x~ + .8 xl + a4 x~ ....... o, (t) 

ill cui i coefficienti at sono uumeri interi positivi o negativi, Ira le coordinate pifickcriane 
p~  p'i~ di due rette polari rispetto ad essa, sussistono, com'~ facile vedere, le relazioni 

P P'is ~ aacq Ps~ P P's~ -- al as P~, 1 
l 

P P'la =~ a4 a21)42 p p'4~. ~ o i as  pl8 " (~) k 

PP'I4 ~ a= aspca P ])'~s ~ al a~ ~)14 ; ~) 

queste sono poi le formule delia omogratia razioualc involutoria di S 5 the rappresenta ta 
polarit5. Poich~ I'equazione da cui dipende la ricerca degli spazi fondamentali di detta omo- 
grafia ammette te due radici triple 

p _~- +_ ~ Ctl a~ ~fs Cq , 

si deduce ehe i due S~ foudamentali dell'omografia stessa sono reali, quando la qmtdriea (I) 
5 ~ puati iperbolici ovvero immaginaria;  sono immaginari eoniugati, quando la quadrica 
suddetta ~ a punti ellittici. 

I due ,.% saranno pol razionali soltanto nel ease in cui il prodotto c q a ,  a a a ,  sia un 

quadrate. 
(**) Gou una omografia razionale the non muti la ¢, si pub iufatti colldurre l'iperpiano 

polare di P nell'iperpiano lhs + P~ - -  O. 
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14:. Un punto razionale di -: ~ dunque immagine di un So di eorri- 
spondenze simmetriehe della eurva C; in partieolare P ~ immagine dell'S,~ 
eostituito dalte eorrispondenze a valenza. Quando il punto giaee sulla qua- 
driea % l'So g di eorrispondenze speeiali; il punto si assume anehe come 
immagine dell'integrale ellittieo eui appartiene il detto So di eorrispondenze. 

Un S, ed un S.~ di eorrispondenze simmetriehe sono rappresentati  da una 
retta e da un piano razionali dello spazio -:. Poieh~ la quadriea y non eon- 
tiene rette reali,,si deduce ehe non possono esistere sulla eurva degli S, di 
eorrispondenze simmetriehe tutte speeiali. 

Un piano reale di -~, non tangente a % ehe, insieme at suo polare ri- 
spetto a ~,, definisea un'omografia involutoria razionale, ~ immagine di un So 
di eorrispondenze emisimmetriehe non speeiali. Nelle eondizioni dette si trova 
eerto ogni piano razionale di T non tangente a ~. 

Caratterizziamo ora i p ian i  rappresentanti  gli So di eorrispondenze emi- 
simmeh'iehe speeiali. Sia pereib M un punto razionale di ,~ immagine di un 
integrale ellittieo a moltiplieazione eomplessa, e indiehiamo con ,u. il piano 
ivi tangente alia ?. I1 piano lz'--~Ma, sat5 polare di lJ. rispetto a *, eio~ ri- 
spetto alla V] speeializzata in eui l ' iperpiano ..,~ t angen te  in M a ~, sega 
la O. Nella stella dell 'iperpiano ~, ehe ha il eeniro in M, si eonsideri l'omo- 
graiia involutoria i eui spazi fondamentali sono ~t e :J; essa subordina nelle 
due sehiere di S~ del prhno e del seeondo sistema appartenenti  alla V~, 
eiaseuna delle quali eontiene infiniti S, razionali, due involuzioni I, e 12. 
La eondizione perch5 M sia immagine di un integrale ellittieo a moltipliea- 
zione eomplessa, e quindi il piano ~,. rappresenti un So di eorrispondenze 
emisimmetriehe speeiali, ~ e h e l a  seconda involuzione 1~ sia razionale. 

ehiaro ehe s e i l  piano b'- (e quindi anehe IJ.') g razionale, le involu- 
zioni L e 1; sono entrambe razionali. Dunque un piano razionale di "~ tangenie 
a ? (*) ~ eerto immagine di un So di eorrispondenze emisimmetriehe speeiali. 

Se una eorrispondenza emisimmetriea deserive un S, o un S~, il piano 
di "~ ehe la rappresenta varia in un faseio o in una stetla. Si vede dunque 
the non possono esistere sulhl eurva degl[ S~ di eorrispondenze emisimme- 
triehe l.utte speeiali. 

(~) Quando un piano razionale di v tocca y, il punto di contatto ~ pure razionale. Questo 
punto 6 infatti quel[o ehe il piano ha eomune col suo polare rispetto a 0. 
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,~ 7. DETEItMINAZIONE DEI VALOt,II 1)I ~., 1,3 DI ~-,.,. 

15. Per  quan to  abb i amo  visto al n. ° 6, i valori  possibil i  pe r  il n u m e r o  
base b'-, delle eor r i spondenze  s immet r iehe  sulla eurva C sono 1, °2, 3, 4.. 

E s a m i n i a m o  il 
12 Caso : ~,., := 1. Lo spazio *: cont iene  al lora l 'unieo p u n to  razionale  1", 

immaghle  dell'So delle eo r r i spondenze  a valenza. P r o v e r e m o  ora ehe non  
esis tono sulla C eor r i spondenze  emis immet r iehe ,  onde  ~ ~,~ = 0. 

La eurva  in tan to  non  poss iede  eo r r i spondenze  speeiali,  non  e o n t e n e n d o  
ht quadr iea  ? a leun p u n t o  razionale.  • 

Si s u p p o n g a  ehe esista su C una  eo r r i spondenza  emis immet r i ea  n o n  spe- 
eiale; essa sarh r app re sen t a t a  da un  p iano reale X dello spazio ~., non  t angen te  
a ?, ehe ins ieme 31 suo  polare  X' r ispet to  alla quadr iea  q~ ind iv idua  un 'omo-  
gratia involu[or ia  razionale.  Ques ta  omogra t ia  subord ina  in ~. t 'omologia  ar- 
moniea  ehe ha  per  spazi fondamen ta l i  il p iano  X ed il p u n t o  L = (?,":), ehe 
t~ polo di ?. r i spet to  alla quadr iea  ?. I1 p u n t o  P non  pub giaeere nel p iano ), 
n~ eoineidere  col pun to  L, eh~ a l t r iment i  uno  dei piani  ;(;~' ver rebbe  a eon- 
tenere  u n  p u n t o  razionale,  e dovrebbero  perei6 en t rambi  essere razionali  
(,1. ° le ,  Teor.  V), eontro  l ' ipotesi  a., = 1. Ma allora l 'omologo di P nell 'omo- 
logia (L, ;~) saril un  p u n t o  razionale  dis t into  da P, e ei6 eont radiee  pure  al- 

l ' ipotesi. 
Ved iamo d u n q u e  ehe I'So della eo r r i spondenze  a valenza esaur isee  la 

totalit~ delle eo r r i spondenze ;  si ha eiot~ it no tevole  r i su l ta to :  
Se una curva di genere due non possiede corrispondenze singolari simme- 

triehe, ogni corrispondenza su di essa ~ dolata di ,valeJ~zct. 
16. 2." Ca.so: u, = ~. La eurva  poss iede  un  S, di co r r i spondenze  sim- 

me t r i che ,  r app re sen t a to  nello spazio -: da u n a  retta razionale r, con t enen t e  
il pun to  P e secante  la ? in due  pun t i  reali L~ L~. 

Faee iamo l ' ipotesi  ehe esista su C u n a  co r r i spondenza  emis immet r ica  T 
e sia ~. il p iano  dello spazio = ehe ad essa eorr i sponde .  Se ]a T ~ speeiale,  
i[ p iano ;~ ~ t angen te  a ? in uno  dei pun t i  L ,L~ (che dovrh perci6 essere 
razionale),  e passa  qu ind i  per  13 ret ta  s, polare  di r, r i spet to  a % 

Se poi T g non  speeiale, il p iano  ?. non  toeea la quadr iea  ?, e, ins ieme 
al suo  polare  ;~', ind iv idua  un 'omogra t i a  involu tor ia  razionale,  la quale su- 
bordina  hello spazio "¢ l 'omologia  a rmon ica  ehe ha per  spazi fondameniaf i  
il p iano  X ed il pun to  L---(), 'v),  poh) di 1~ r ispet lo a ?. 
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Poich~ ~ non contiene punti razionali esterni ad r , ,  la r, dovr'~ essere 
trasformata ia s~ da questa omologia, e, non potendo giacere in ;( (n. ° 12, 
Teor. V), dovr~ passare per il puuto L. Ne segue che ). dovr~t contenere la 
tetra s. 

I plant dello spazio ~, the rappresentano corrispondenze emisimmetriche, 
vauno dunque ricercati nel fascio (s), donde segue che aI massimo ~ ~,.~ ~ ~. 

Si prenda ora su r, uu punto razionale qualsiasi X e sin ~ il suo iper- 
piano polare rispetto a ¢, il quale segherh v nel piano ~ del fascio (s) che 

polare di X rispetto a ~. Un piano ), del fascio (s), che sin immagiae di 
uaa corrispondenza emisimmetrica ~wn specia~e, ~ trasformalo dall'omologia 
armonica razionale (X, ~) di S0, o, cib che ~ lo stesso, dall'omologia armo- 
nica (X, ~) di ":, in un piano che ~ pure immagine di una tale corrispondenza. 

Cosl aoa pub dirsi se ~. rappreserlta una corrispondenza emisimmetrica 
speciale, perch~ l'omologia (X, ~) muta bensi l 'uno nell'aliro i punti L, L~, 
ma trasfo~'ma gli S~ di un sistema di ¢ uscen[i da .L~ negli S~ dell'altro st- 
Sterna uscenti da L~, onde pub aw'eaire che l'uno dei punti e non l'altro 
sin immagine di un integrale ellittico a moltiplicazione complessa (cfl'. n. ° 14.). 

Facendo pot variare il punto razionale X su r~, si deduce che se la 
curvet contiene una corrispondeJ~za emisimmelrica non speciale, contie~e un S~ 
eli corrispondenze emisimmetriche. 

in questa ipolesi, possiamo dire di pifl ehe se i punti L, ed L~ sono ra- 
zionali, e quindi immagini di due integrali ellittici (~), questi devono essere 
a moltiplicazione complessa; cio~ se l'S~ di corrispondenze simmetriche con- 
tiene due So di corrispondenze speciali~ anche l'S~ deUe emisimmetriche con- 
tiene due So di corrispondenze speciali. 

[ufatti, l'S~ -~ (a s), polare di r, rispetto a ¢, ~ razionale e sega ~ in una 
quadrica V~ a punti iperbolici (o2 ll).  Essa coatiene poi nelle sue due schiere 
infinite geaeratrici razionali, traccie nel detto S~ degli S~ razionali dei due 
sistemi uscenti dal punto razionale L~ (ovvero dal punto L~). L'involuzione 
gobba che ha per assi le retie a e d  s, essendo subordinata nel detto S~ dalle 
omografie razionali fi~volutorie (),),')di S~, immagini delle corrispondenze 
emisimmetriche, sar'h razionale e subordinerh quindi a sun volta due invo- 
luzioai raziouali helle due schiere di generatrici della V]. Cib basin per af- 

(~) Se [ 'uno ~ razionale, Io ~ anche l 'a l t ro,  perch~ ulteriore intersezione della quadrica 
razio~ale ~ con Ia retta razionale ~'~ uscente da un suo punto razionale. Si ha cosl, per via 
geometrica, la coaferma di ua aoto teorema di PinAta). 

Ann~di di M, demedica, Serie Ill ,  Tomo XXV. 
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fro'mare che i due integrali  ellittiei avent i  per  immaghf i  i pun t i  razionali  L, 
ed L, sono a mol t ip l icazione eomplessa .  

Dal r ag ionamen to  fatto d iseende  ehe, nel easo 7,---~ ~, le sole ipotesi  pos- 
sibil[ sono le seguen t i :  

a) ,u.~-----o ?.~ = O. La c~rvct possiede un 8~ d i corrispoudeJ~ze si,mme 

h'iche e nessuna emisimmeh'ica. 
Questo  caso si suddiv ide  in d u e :  

a') Le oorrispondenze simmetriohe sono tulle .non speciali. 
a") Esistono nel delto S, due So di corrisponde~ze speciali. La  curve 

possiede a llora, due i~degrali elliltici, nessuno dei quali a moltiplioazione com- 
plessa. 

b) 3~ = ~, g-2-----I. Sulla curve esisle un  S~ di corrispondeJ~ze simme- 
triche contenente due So di corrispondeJ~ze speciali, e un So di corrispondenze 

speciali emisimmetricl~e. La curve possiede d'tte inlegrali ellittici, dei quali mlo 

a moltiplicazioJte complessa. 
c) ~.,-----o2, ~J.o-~-2. Stdla eurva esiste un S~ di eorrisponde~ze simme- 

triche ed un S~ di emiskmmeh'iche. Questo  caso si suddiv ide  pure  in d u e :  
e') Non esistono sullc~ curva corrispondenze speciali. 
e") I due S~ conteu,gono enh'ambi due So di corrispondenze speciali. Lct 

curva possiede cdlora due integrali ellittioi, entrambi a moltiplicazione com- 

plessa. 
17. 32 Caso: g., = 3. Le eor r i spondenze  s immet r iehe  delia eurva for- 

mano  un  S.., r app resen ta to  ent ro  lo spazio ~ da un  p iano raz iona le  r,~ pas- 
sante  per  .P e seeaute  quindi  la quadr ica  ~ in una  eoniea reale non de- 

genere  f. 
Suila curve  esiste eerto un  8o di eo r r i spondenze  e m i s h m n e t r i c h e  non spe- 

ciali r app re sen t a to  pure  dal p iano  razionale  r.~ (n. ° l&); dieo che, al l ' infuori  
di quelle esistent i  nel det to & ,  la curva non possiede altre eo r r i spondenze  
emishnmet r iehe .  

Esista infatti una  eorr[spon(lenza emis immet r i ca  non  speeiale indipen- 
(lente da que l le :  sht ?. il p iano dello spazio % diverso da r , ,  e h e l a  rappre- 
senta  e ),' it suo polare r ispet to a ,J,. 

La omograf ia  razionale involutor ia  ()., k ' ) d i  S~ subo rd ina  hello spazio ": 
l 'omologia  a rmoniea  ehe ha  pet' spazi fondamen ta l i  il p iano  ;~ ed il p u n to  
L = (V -), polo di ;t rispet, t o a  9. Poieh6 -. non eont iene  pun t i  razionali  esterni  
al /)iano r , ,  il piano stesso sar5 uni to  in qnel l 'omologia  e dovr5 quindi  pas- 
sai'e [)e~J' il ee,~tro 15 della me(lesima. [ l l esso  verr5 poi snl)ordinala  un 'omo-  
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logia armonica razionale che ha L per centro e la retta I ~ (7, r~) per asse. II 
punto L e la tetra 1 dovranno quindi essere razionali (n. ° 1~, Teor. IV), e 
saranno quindi razionali i piani ), ),'(n. ° 12, Teor. V), contro l'ipotesi ~, ~ 3 .  

Suppongasi ora che e sista su  C u n a  corrispondenza emisimmetrica spe- 
ciale, rappresentata dal piano ~ tangente a ~ in un punto razionale X della. 
coniea f, la quale verr~ percib a contenere intiniti punti razionali. Indicato 
aliora con ~ l'iperpiano razionale tangente in X aila % e con V~ la quadrica 
specializzata in c u i ~  sega la ~, nella stella dell'iperpiano ~ che ha il centro 
in X, l 'omogratia involutoria, che ha per spazi fondamentali il piano ~ ed 
il piano .~'= X a ,  subordina nella schiera degli S~ del seeondo sistema di Vi 
una involuzione razi(~nale I~ (n. ° 1Q. 

n piano razionale r'~, polare di r~ rispetto a ¢, ~ contenuto in ~ e sega 
la Vi in uua conica f '  con infiniti punti razionali (quelti che r'~ ha comuni 
con gli S~ razionali di V]), e la involuzione /9 determina su f '  un'involuzione 
razionale.. L'omologia armonica del piano r',, che subordina su f '  quest'ul- 
tima involuzione, sar't dunque razionale; e poich~ il centro di essa ~ il 
punto (r'~ ~), si deduce che lo spazio -: contiene un punto razionale esterno 
ad r'~, contro l'ipotesi. 

Si deduce dunque che quando ~ t'-, = 3, dovr~t essere y~ =-1, cio~: 
Se le eorrispondenze simmetriche della curva formano un S~, la curva 

possiede un So di corrispondenze emisimmetriehe non speciali. 
In tal caso pub darsi che:  

a) L'S~ delle corrispondenze simmelriehe sia tulto di eorrispondenze non 
speciali. 

b) Nel detto S, siaJw contenuti infinili So di eorrist~onde~ze speeiali. La  
e~trva possiede altora infiniti inlegrali ellittiei, nessu~w dei quali a mollipli- 
cazione complessa. 

18. 4? Caso: g.,-~-~. Sulla eurva esiste un S~ di corrispondenze sim- 
metriche rappresentate dalt'intero spazio :, che dovrh essere allora uno spazio 
razionale. La quadrica ? contie~e infiniti punti razionali, quelli che .~ ha co- 
muni con gl[ S~ razionali di ,~. I1 piano tangente a ~ in uno di questi punti, 
essenclo l 'intersezione dello spazio -~ con l'iperpiano razionale tangente nel 
punto medesimo alia O, ~ razionale. Gli inliniti punli razionali di ? sono 
dunque immagini di itltegrali el[ittici a mottiplicazione complessa (n. ° 14,); 
ed i piaai in essi tangenti alia ? rappresentano degli So di corrispondenze 
emisimmetriehe speciati. 

Ogni piano razionale di ~., non tangente a ?, ~ immagine di un S, di 
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cor r i spondenze  emi s immet r i che  n o n  special[;  inversamente ,  un  p iano  the  sia 
immag ine  di un  tale So, per  il fatto elm ~ co n t en u to  nello spazio razionale ~, 

razionale.  Segue d u n q u e  ehe q u a n d o  ~ ~,,-----&, deve essere lJ.~ = 4~, eio~: 
Se la curva possiede uJ, S~ di corrispondenze simmetriche, possiede anche 

Utt S a d i  corrisponde~ze emisimmetriche. Tanto il primo come il secondo S~ 
conlengono i~finili So di corrispondenze sl)eciali, e sulla cur.ca si ha m~o in- 
fin[t[ integral[ ellittici tutti a moltiplicaziol~e complessa. 

OSSERVAZtO~E. Notevole ~ i[ fatto the  q u a n d o  es is tono sulla eurva  inte- 
gral[ ellittici, la conoscenza  del n u m e r o  e delia specie di quest[  conduce  sub[to 
alia de te rminaz ione  de[ valor[ di t~., e di t'.~. 

Cos[ se la curva poss iede  due  (sol[) integral[  ellittici, che non  s iano a 
mot t ip t icazione complessa ,  si ha  ,%-----2, t'.~ = 0. 

Se de[ due  integral i  uno 5 a mol t ip l icazione complessa,  si ha t'., = ~, 
g.2 -= 1. 

Se e a t r a m b i  son6 a molt ipl icazione complessa ,  si ha  t'., = 2, b'-~ = ~. 
Se la curva poss iede  pifi di due integral[ ellitfici, ne possiede,  come 

noto,  infiniti. Pub  darsi  al lora che n e s su n o  di quest[  sia a moi t ip l icazione 
eompiessa ,  ovvero tut t i  s iano a mol t ipl icazione eomplessa .  Nel p r imo  caso 
si ha y., = 3, ~.~ = 1, nel secondo ~.~ = ~, ~ - =  ~. 

§ 8. DIMOSTI/AZIONE DELLA EFFETTiVA ESISTENZA DI CURVE CU[ St RtFERISCONO 

I VALORI TROVAT1 DI ~., E DI ~.~. 

19. Sia P un  pun to  razionale  di S~ e r, il suo ipe, 'piano polare r ispet to 
a *. Po i eh~  la g~ in eui r: sega * cont iene  S, reali, la sua equaz ione  in 
si pub,  med ian te  una  t ras formazione  reale detle coordina te ,  r idurre  alla forma 

ques ta  dice the  in ogni  qu in tup la  reale polare  di V[ esiste un  S, non  secante  
il cui S~ polare  ha  c o m u n e  con V~ u n a  con[ca immaginar ia .  C h i a m a n d o  a, 
ed ~ l '& e 1'8~ suddet t i ,  l'S~ = P ~, polare  d i a  r ispet to  a q,, sega (1) in u n a  
quadr iea  ? a pun t i  ellittici (n. ° l i ) ;  e poichg il p iano ~, polare  di P r ispet to  
a ?, sega ? in una  con[ca immaginar ia ,  il p u n to  P sartt in te rno  a ?. Var iando  
la sudde t t a  qu in tup l a  reale in m o d o  con t inuo ,  1'88 = P~. varia con conti- 
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nuifft in torno a /). Ne segue c h e l a  re t ta  a pub essere  scelta in modo che 
l'S~ ~ P :¢ noD_ contenga,  all ' infuori di P, a lcun punto  razionale (*). 

La te t ra  a fornisce allora (n. ° 13) u n a  coppia ( ~ o )  cor r i spondente  ai 

periodi  di una  curva  di genere  due che si t rova helle condizioni del 1. ° Caso 
(n. ° 15). 

20. Sin r, una  re t ta  razionale  secante  la quadr ica  ~ in due punt i  reali 
L~ L~. Nelt'S~ polare  di r~, i l  quale sega • in una  quadr ica  V~ a punt i  iper- 
bolici (n. ° 11), si consider i  un te t raedro  polare della V] stessa e siano a a '  
i due spigoli opposti  non secanLi. L'S~ ~ r, a', polare di a rispetto a (~, sega 
in una quadr ica  y a punt i  ellitLici che h a  comuni  con r, i punti  L~ L~. Va- 
r iando con continuit'~ il det to te t raedro ,  I'S~ ~ r~ a' varia con continuit'~ ia- 
torno ad r~; ne segue che a pus  esser  scelta in modo che l'S~ ~ r, a' non  
con tenga alcun punto  razionale es terno ad r , ,  n~ alcun piano fondamenla le  

di una  omograf ia  razionale involutor ia  t ras formante  in s~ la • (*~). 
Se allora i due  punt i  L~ L~ non  sono razionali,  la re t ta  a fornisce la 

coppia (:':~0) cor r i spondente  ai periodi di una  curva che si t rova helle con- 
dizioni del 2. o Caso a') (n. ° 16). 

Facciamo ora ]'[potesi che L, ed L~ siano razionali.  A1 var iare  cont inuo 

dell'S~ ~ r~ o7, il piano ;~ tangente  in L, alla y, cio~ t ' intersezione del detto S~ 
con l'ipeL'piano ,4, tangente  in L, a ~, val'ia pure  in modo continuo. Nei due 

sistemi di S~ della V~ sezione di ~/~ con ~, il piano ;~ ed il suo polare ),', 
subord inano  dunque  due involuzioni che var iano pure  in modo continuo.  
La re t ta  a pus  quiadi  essere scelia in modo che nessuna  delle due involu- 
zioni sin razionale,  ed allor~ fornisce una  coppia (an0) corr ispondente  ai 
periodi di una  cm:va che si t rova nelle condizioni del ~.o Caso a") (n. ° 16). 

21. Si m a n t e n g a  l ' ipotesi che i pmtt i  L~ L~ in cui r~ sega (I) siano ra- 
zionali. La V~ sezione di • con l'S~ polare di r~ ~ a punti  iperbolici e con- 
t iene nelle sue due schiere iniinite generatr ic i  razionali,  traccie nel detto S~ 
degli iatiniti S~ razionali  di • uscent i  da L~ e da L~. Si tissi al lora in una  

(*) Qui applichiamo la propriet~ : Uuo spazio ~'eale Sk che si muove iu uu S~ I n  l n o d o  
e o n t i n u o ~  uou pub contenere uno spazio ~'aziouale variabile. L'ipotesi opposta cond urrebbe 
infatti ali'assurdo che l'insieu~e cosLituito da una iufinit~ di spazi razionali avrebbe la stessa 
potenza del continuo. 

(**) Poichb an tai piano dipende d a u a  gruppo d'interi ([i coefficienti dell'omografia ra- 
zionale), l'insieme costituito da una infinifft di questi piaui non pub avere la potenza del 
continuo. Vale dunque per essi Ia considerazione fatta nella Nora precedente per gli spazi 
raziona[i. 
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schiera uu'involuzione elliitica I~ che mahdi ogni generatrice razionale in una 
l)ut'e razionale (basra, per ir~dividual-e I~, prendere due coppie sel)arantisi di 
generatrici l'azionali), e sia /t  un'involuzione ellittica detl'altra schiera scelta 
in mode generico. Le due inroluzioni I, e I~ stabiliscono fl'a i punti della V~ 
una col'rispondenza biunivoca involutoria, la quale, com'~ facile vedere, 
omografica; e siccome manda i~ s0 ciascuna delle due schiere, sar'a conte- 
nuta in utm involuzione gobba dello spazio S~. Pea" il fatto che le i~volu- 
zioni I, e I~ souo ellittiche, gli assi a e a" d[ questa involuzione gobba sono 
reali e non secanti la V~. L'S~ = (r, a') sega quindi la • in una quadrica ? 
a punti ellittici, c!le ha comuni con r, i punti L, L, .  Tenendo tissa l'invo- 
luzione razionale [~ e variando con continuit'a /1, si pub fare in mode che 
l'S~ = r, a', il quale varia con continuit'a i~ltol'no ad r , ,  non conte~lga punti 
razioJmli estel'ni ad r~; ma poich~ era ut~o dei punti L, L~ ~ immagine di 
ua  [utegrale eliittico a moltiplicazione comptessa (quello cio~ che proietta la 
schiera sostegtlo di I~' reed[ante S.~ del ~.o sistema di • (n. ° 1:~)), si deduce 
che Ia l'etta et fornisce una coppia (:~ ~o) corrispondeHte ai periodi di una 
curva nelle condizioni del ~.o Case b) (n, ° 16). 

22. Le involuzioni I,I.~ siano era entrambe razionati, ma scelte del 
resto in mode affatto generico; i due punti L~L~ sono allora immagini di 
integi'ali ellittici a moltiplicazione complessa, e la retta a fornisce quindi la 
coppia (:~ %) cor, 'ispondenie ai periodi di una curva helle condizioni del 
~.o Case c") (n. ° 16). 

OSSERWZmNE. Poich~ le iavoluzioni I, e I~ devono era essere razionali, 
non ~ pi~t possibile farle variare in mode continue. Serge quindi il dubbio 
che non si possa evitare che lo spazio S~-----r, cd venga a contenere punti 
razionali estet'ni ad r , .  

S[ osservi anzitutto che quando, per una determilmta coppia di involu- 
ziolli razionali I, 1~, un punto t'azionale est.er~lo ad r, viel~e a cadere i~ % 

dovr'g divenire uno spazio razionale, non potrgt cio~ coll[enere utl solo piano 
razionale passante per v,.  Questo.piano segherebbe infatti la ~ in una co- 
nica f con infiniti put~ti ~'azioKlali, fra i quali L, ed L~ sarebbero immagini 
di integt'ali ellittici a moltil)iicazio~e complessa, e ci6 uot~ pub avvenire CONe 
abbiam visto al n. ° t7. 

Quando 1)el lo spazio v diviene ~'azionale, dovrgt esser razionale la sua 
polare a risl)etto a ¢, e quit~di anche a'. I1 dubbio cui sopra abbiamo ac- 
cetmato sar~t quindi ~'imosso, qua~do si mostt'i che con ut~a scelta ge~et-ica 
delle involuzioni [, L. nel caml)o ~:azionale le rette a a' non sono ~'azionali. 
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Si r ipe ta  perc i5  per  lo  spazi0  r igato  (a a') la r a p p r e s e n t a z i o n e  di KLEIN 

t h e  a b b i a m o  sop ra  app l i ca to  al lo spazio  ~ ~ (:¢ :~o). Le  due  sch[ere  del la  qua-  

dr ica  V~ c o n t e n u t a  in de t to  spazio son  r a p p r e s e n t a t e  da  due  coniche  f f', 
co~ infi~fiti p u a t i  raz ional i ,  sezioni  di (I) con un  S.. ed u n  S'~ polari ' ,  e le 

due  h lvo luz ion i  I~ I2 da  due  involuz ion i  sul le  con iche  s tesse  avent i  per  centr i  

due  p u a t i  r az iona l i  H H "  di S~ e di S'~ in te rn i  ad  f e d  f ' .  Le in te r sez ioa i  

A A '  di • con l~ rett~t H H '  (le qua l i  sono  ce r t amen te  reali  p e r c h , ,  corn '6 

facile vedere ,  I 'S,  po la re  di H H '  sega  • in u n a  q u a d r i c a  a p u n t i  iperbolici)  

sono  poi  le i m m a g i a i  delle reL[e an'.  E s iccome ogui  r e t t a  raz iona le  se- 

can te  la (~ pub  metter~i  helle cond i z ioa i  del la  H H '  (*), si deduce  che con 

u n a  scel ta  gene r i ca  delle I~ e I~ nel  c a m p o  raz ioua le  le re t te  a n '  non  sono 

razional i .  

23. Pe r  d i m o s [ r a r e  l ' e s i s tenza  di curve  per  le qua l i  si verif ica il 

~o Caso c') p r o c e d e r e m o  nel  m o d o  seguente .  

Si coas ide r i  in S~ u n ' o m o g r a f i a  raz iona le  i nvo lu to r i a  t r a s f o r m a n t e  in s~ 

Ix ~, i cui  p ian i  f o n d a m e n t a l i  ),;~' s i ano  real i  m a  non  raz ional i ,  ed ino l t r e  

secant i  la ~) in  coa iche  i m m a g i a a r i e  (**). Si ind ich i  poi  con  r~ la r e t t a  razio- 

ha le  c o n g i u n g e n t e  due  pm~ti raz iona t i  o mo l o g h i  ne l l ' omogra f i a  ())J).  L 'S~  

po la re  di r ,  sega  • ia  u u a  V~ e i due  p iaui  ).)J in due  re t ie  a a' polar i  ri- 

spe t to  a q u e s t a  V~. Poich6,  per  l ' ipotesi  fa t ta ,  a ed a '  sono e u t r a m b e  n o n  

secant i ,  13 V~ sarh  a pun t i  iperbol ic i  e qu ind i  r,  segher~t ,b in due  pun t i  

real i  L~ L~. Essi  non  sara~mo poi  raz iona l i  se i due  pun t i  raz iona l i  omologh i  

ael la  omogra f i a  (k ;~'), coag iun t i  dal la  r~, sono scelti  in m o d o  geae r i co  (**~). 

('~) Giustiiichiamo l'asserzione. Sia infatti r u n a  retta razionale secante la ,I, ia due pullti 
A A' reali ma non razionali; ii suo S~ polare rispetto a ~ ~ razionale e sega ~ in una qua- 
drica V~ a punti iperbolici con iafiniti punti razionali. Si costruisca un tetraedro razionale 
polare rispetto a questa quadrica e siano r 1 r~ i due spigoli opposti non secanti. L'S s = (r rl), 
polare di r~, sega ~ ill ulna quadrica V~ a punti ellittici, con infiniti punti razionali. Un 
piano ), condotto per ~'1 e per un puato razionale di questa V~ sega ¢ in una conica f con 
ialiniti puati razionali e la r in un punto razionale H, che sar~ interno ad f. II piano i', 
polare di )~, passa per r~, sega 0 in una conica f '  conteaente inliaiti punti razionali, e la r 
ia un puato razionale H' inferno ad f'. La retta r 6 dunque helle coudizioni richieste. 

(**) Per la dimostrazioae della possibitit-~ della scelta dei piaai ~ )~' soddisfaceati alle con- 
dizioai suddette, vedasi ia nora al ~t. ° i3. 

( ~ )  Supposto che l'omografia 0 ~ ~') sia rappreseatata dalle formule (2) della nora al n. ° 13, 
i~ facile provare con semplice calcolo che l'equazione di 2 ° grado da cui dipende la ricerca 
dei punti L, L~ ha il discriminante sempre positivo, se a~ a~ ('8 a4 sono posilivi, ma noll Im- 
ces~ariam(,nto u~ quadrato. 
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Lo spazio =----(a'r~), polare  di a, segherh  ,I, in u n a  quadr ica  ~ a pun t i  el- 
littici, avente  comuni  con rl i pun t i  L~ L o. Inol t re  ~ facile vedere  che in -¢ 
non  esiste alcuJl punLo razioaale  es terno ad r , .  Infatt i  l ' ipotesi  che -r sia ra- 
zioaale,  ovvero con tenga  un  p iano  razionale  passan te  per  r , ,  con t rad ice  al 
fatto che ~" cout iene  il p iano  Y, non  razionale,  fondamen ta l e  de l l 'omogra l ia  
raziotlale i avo lu to r ia  (;~),') (vedansi  i n. i 17, 18). 

l~ chiaro allora che la ret ta  a fornisce u n a  coppia  (0¢ %) co r r i sponden te  
ai peviodi di una  Curva helle condizioai  del 2. ° Caso c') (n. ° 16). 

2t .  Siano r~ ed r', due piani  razionali ,  polar i  l ' ispetto a (P e secant i  
la q, ia due coniche reali f ed f'. Si p r e n d a  in r', una  re t ta  a, reale ma 
noa  razionale,  non secante  la f ' .  il suo spazio polare  T segher'h ¢, in u n a  
quadr ica  ? a pun t i  ellittici avente  c o m u n e  col p iano  razioaale  r~ la conica 
reale f. Essendo  a non  razionale,  lo spazio ~ non  cont iene  punt i  razionali  
es terni  ad to; ae seg.ue che a fornisce la coppia (~ ao) co r r i sponden te  ai pe- 
riodi di una  curva  nelle condizioni  del 3. ° Caso a) (n. ° 17). 

S t  poi r,  ~ il p iano de t e rmina to  da tre pun t i  razionali  di *, la f con- 
t iene infiniti  put~ti razionali ,  ed o t t en iamo  il 3. ° Ca~o b) (n. ° 17). 

[afine oglfi ret ta  razionale  non  secante  la ,I, foraisce la coppia  (~ ~o) 
velativa al 4~. ° Caso (ml. ° 18). 

Pisa, luglio 1915. 


