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~ber die Darstellung 

der Zahlen als Summe yon vier Quadraten. 

Von R. Daublebsky yon Sterneck in Wien. 

Aus der Identit~tt: 

~ - ( a ~ - ~ b ~ - - c ~ - - d ~ ) ~ - ~ - ( a ~ - - b - ~  ~ - c ~ - - d ~ )  ~ 

erschliel3t man erstens~ dag man~ um zu beweisen~ dal3 jede ganze 
Zahl die Summe yon vier (oder weniger) Quadratzahlen ist: dies 
nur ftir Primzahlen zu beweisen braueht. Da ferner die Primzahl 2 
offenbar eine solehe Darstellung zuli~13t~ so kann man sich darauf 
beschriinken~ dell Satz ftir ungerade Primzahlen/9 zu beweisen. 

L a g r a n g e  hat ferner gezeigt~ daI3 aus obiger Identit~tt aueh 
gefolgert werden kann, dais die ungerade Primzahl 2~ sobald sie in 
der Summa yon vier Quadraten aufgeht, selbst in dieser Form 
d~rstellbar ist. 1) 

Der Beweis des Satzes~ dal~ jede ganze Zahl als Summe yon 
vier Quadraten dargestellt w erden kann~ reduziert sieh also darauf~ 
zu zeigen~ dal~ jade ungerade Primzahl p in der Summe yon vier 
oder weniger Quadraten aufgeht. Hiezu sind versehiedene Methoden 
verwendet worden; so hat  E u l e r  im 5. Bande der Novi Commen- 
tarii der Petersburger Akademie bewiesen, dal3 jede Primzahl in 
der Formel t ~ --~ u 2 -~- 1 aufgeht. Etwas allgemeiner hat L a g r a ng e 
in den Abhandlungen der Berliner Akademie bewiesen~ daI~ jede 
Primzahl in der Formel t ~ - - B u  2 -  C aufgeht~ wenn B und C 
beliebige dutch die Primzahl unteilbare Zahlen sind?) 

W~hrend diese Beweise immerhin einige zahlentheoretisehe 
Kenntnisse voraussetzen~ wie etwa u. a. den Satz, daft eine Kongruenz 
naeh einem Primzahlmodul niemals mehr Wurzeln haben kann~ als 

i) Vgl. L e g e n d r e ,  Zahlentheorie, deutsch yon Maser~ 1. Band 1886. S. 215. 
2) L e g e n d r e ,  Zahlentheorie. 1. Band. S.212. 
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der Grad anzeigt~ kann man auch :nit noeh einfaeheren ~r aus- 
kommen. So finden sich in dem neu ersehienenen Buehe yon 
W e r t h e i m 1) zwei Beweis% welche sieh auf einfaehe Bemerkungen 
fiber die Verteilung der quadratischen Reste in der Reihe 
0,1, 27 . . . :p --1 grandeu und zum Teile yon A. M a t r o t  gele- 
gentlieh des Kongresses der ,Association frangaise pour l'avancement 
des seieneeg t zu Limoges 1890 verSffentlieht wurden. 

Im folgenden mGehte ich mir erlauben, eine noch einfachere 
SehlulSweise mitzuteilen, die ieh mir zu Vorlesungszweeken zurecht- 
gelegt habe und die blo6 mit dem Begriffe des quadratisehen Restes 
und Niehtrestes sowie den: Satze auskommt~ dag das Produkt zweier 
Reste oder zweier Niehtreste ein Rest~ das Produkt eines Restes 
und eines Nichtrestes aber ein Nichtrest ist. Man kann namlieh die 
Tatsaehe, dal~ jede ungerade Primzahl/9 entweder in der Summe 
zweier oder dreier Quadrate aufgeht, in ~blgender Weise ersehliel~en: 

Es sollen R: R'~ R"~ . . . .  quadratisehe Reste, N~ iV'~ 2v'", . . . .  
quadratisehe ~iehtreste (rood is) bezeiehnen. 

Ist - - 1  quadratiseher Rest der Primzahl io, so ist - - R '  ein 
Rest, also 

R ~ - -  R' (modlo) 
oder 

R -[- R' ~ 0 (rood is) 

also gibt es in diesem Falle zwei Quadrat% deren Summe dm'eh 
p teilbar ist. 

Ist - - 1  quadratischer Nichtrest der Primzahl is, so mul3 es 
inamer zwei quadradsche Reste geben~ deren Summe einem Niehtreste 
kongruent ist; denn ware far je zwei beliebige Reste immer 

_s d- R' _= R" (rood p) 

so w~irde dutch beiderseitige Addition eines Restes folgeu: 

R -4- R' d- I~"' ~ S" -4- R" '  ~ R:v (modis) ; 

ebenso wgre die Summe yon vier beliebigen Resten immer wieder 
ein Rest~ und dureh Fortsetzung desselben Vers fande man 
sehlie$1ich: dal3 die Summe yon i ganz beliebigen quadratischen 
Resten immer wieder ein Rest ware: 

R -~ R' -~- R" -[- . . . .  -~- R(~-:) ~ R(o (modis). 

Maeht man nun aber die spezielle Annahme, dag 

R ~ R' ~ R" . . . . .  RC-*) 

x) W e r t h  e im~ Anfangsgrtinde der Zahlenlehre. Braunschweig 1902. S. 396. 
2) Der Fall  R ~-  R' ~ 0 (rood. p) schliel3t sich hier yon selbst aus~ da - -  1 

als quadrat. Nichtrest (rood.2) vorausgesetzt isk 
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sei~ und nimmt ftir i einen Niehtrest, so kiime man auf den 
Widersprueh 

i .  S ~_ S (o (rood _p), 

so dag also das Produkt aus einem Richtreste und einem Resle 
ein Rest ware. Es muB also jedenfalls zwei quadratisehe Reste 
geben~ deren Summe einem Riehtreste kongruent ist 

R -~- R' ~ N(mod. p). 

Run ist aber - - 1  quadratischer ~ichtrest; es ist d a h e r :  

- -  N ~  R" (mod.  1o), 

so dag die Beziehung besteht: 

R -~- R '  -~- R "  ~ O (mod. p) .  

Es gibt also in der Tat drei quadratisehe Reste, mithin auch 
drei Quadrate~ deren Summe dt~reh/o teilbar ist, womit der Satz 
nun aueh in diesem Falle bewiesen ist. 1) 

Gelegentlieh einer Durehsicht des handsehriftliehen Rachlasses 
des Prager Philosophen und 5lathematikers Bernhard B o l z a n o  
(gestorben 1848) land ieh dureh Zufall eine Notiz vor~ die sieh 
ebenfalls auf die Darstellbarkeit der Zahlen als Summe yon vier 
Quadraten bezieh~. Daselbst wird in der atiereinfaehsten Weise der 
Hilfssatz L a g r a n g e s  bewiesen~ dal3 es immer zwei Zahlen t und u 
gibt, welche der Bedingung 

t ~ - -  B u  s - -  C ~ 0 (mod. 2) 

geniigen, wenn B und C irgendwelehe durch p unteilbare Zahlen 

bedeuten. Ftir die Werte t = 0~ 1, 27 p - -  1 durchl~tuft niimlich �9 ' ~ 2 

t., p ~ -1  inkongruente Werte (rood. T) und ebenso durehli~uft ftir 
2 

u ~ 0~ 1~ 2~ p - -  1 der Ausdruek B u ~  - C p -4- 1 . . .  ~ ~ inkongruente 

Werte (rood. p). Es mug nun mindestens einer tier ersteren Werte 
mit einem der letzteren (mod. p)iibereinstimmen~ da es sonstp-J--1 
inkongruente Werte (rood.T) geben mtil~te, e) Ftir die betreffenden 
~Verte t u n d  u wird daher 

t ~ ~ B u  ~ ~ C (rood. p) 

~) Das R e s u l t a t  is t  nu r  ein spez[eller Fall  des Satzes yon L e b e s g u e  
(Recherches sur  Ies nombres,  Liouv.  J. 2) fiber die Anzahl  der Wurze ln  der 
Kongruenz a 1 y~ -~- a 2 y~ ~__ a (rood. p), worauf  reich Herr  Professor P. B a c h m a n n 
aufmerksam zu machen  die Gfite hatte. 

~) Eine dieser B o 1 z a n o schen verwandte  Schlul~welse mit  demselben Grund- 
gedanken findet; sich in B a c h m a n n s  ,Ar i thmet lk  tier quadrat ischen Formen"  
1. Abt. Leipzig" 1898. S. 488. 
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oder also 
t 2 - -  B u  2 - -  C = _ ~ O  (rood.p). 

Indem man B = C ~ - -  1 setzt~ geht daraus hervor~ daft jede 
Primzahl/9 in der Summe dreier Quadrate aufgeht. 

Auch dieser B o l z a n o s e h e  Beweis seheint so nahe zu liegen~ 
daft es fast Wunder nimmt~ dieselbe Saehe bei L a g r a n g ' e  in so 
umstandlieher Weise behandelt zu finden. 


