19.

Ueber die Integration der Differential-Formel 322 VR , wenn
R und ¢ ganze Functionen sind.
(Von Herrn N. I Abel)

1.
VVenn man den Ausdruck

1) z=log C”———i"——f{)

wo p, ¢ und R ganze Functionen einer verinderlichen Grifse « sind, nach x
differentiirt, so erhilt man:

gs =+ d(gVR) _ dp—d(gVR)

; p+qv R p—qvE "’
odger:
Joe =9V B) (dp+d<qu>) —(p+gvR) (dp— dWR))

= e

das heilst:
do= 220V B) —2dp gV R

. PP—q B

Nun ist

d(gvB)=dg. \/R+%q.7—%,

also, durch Substitution,
_pg-dB+ 2(D(lq gdp). R

4 = BYE
folglich, wenn man ,
2) pPq- iI—l+2( q:iz) R=M und
=g .R—-—N

setzt:
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VR
M dx
3) dz;-—’jv‘. ’ﬁ—i,

wo, wie leicht zu sehen, M und /V ganze Functionen von  sind.

Danun z = log (]7 v VR ) so 1st, wenn man 1ntegrirt,

— gV E
M de . P+ gV E
4 N VR log (p —qv. R)
Daraus folgt, dals sich in dem Differential 4% ‘[ R’ fiir die rationale Function ¢ un-
zihlige Formen finden lassen, die dieses Differential durch Logarithmen inte-
grabel machen, und zwar durch einen Ausdruck von der Form log (p _(]\‘;ﬁ

Die Function ¢ enthilt, wie man aus den Gleichungen (2) sieht, aufser R, noch
zwel unbestimmte Functionen p und ¢, und wird durch diese Functmnen
- bestimmt.

Man kann nun umgekehrt die Frage aufstellen, ob es miglich sei, die Func-

tionen p und ¢ so anzunchmen, dals ¢ oder S eine bestimmte gegebene Form
bekommt. Die Auflésung dieses Problems fiihrt zu vielen interessanten Resulta-

ten, die als eben so viele Eigenschaften der Functionen von der Form ‘97’%‘ 7u
betrachten sind. Ich werde mich in dieser Abhandlung auf den Fall beschriinken,

wenn — eine ganze Function von « ist, und folgende allgemeine Aufgabe auf-

N

zulosen suchen:

. 1
»Alle Differentiale von der Form ‘gf(—%, wo ¢ und R ganze Functionen von

»a sind, zu finden, deren Integrale durch eine Function von der Form

»log (]7 li) ausgedriickt werden kdnnen.”

2.

Differentiirt man die Gleichung
N=p"—¢".R,
so crhilt man:
dN=2pdp—2qgdg.R— ¢".dR;
also, wenn man mit p multiplicirt,

pdN=2p'dp—2pqgdg.R—pq".dR,
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das heilst: wenn man statt p* seinen Werth &V + ¢°. R setzt,
pdN=2Ndp+2q¢'dp. R —2pgdq. R—pq*.dR,
oder
pdN = 2Ndp — q(2(pdq —qdp)R +pgq. dR),
folglich, weil
2(pdg—qdp)R+pg.dR=M.dz (2.),
pAN=2N.dp—qgM.d=,

oder:
, d 1N
qM:ZN.(—[g;—-p,:—i;,
und folglich
(lp
5) W (2 ]Vd@) 7

Nun soll 22 i Function v ko i . ,
un soll — eine ganze Function von sein: also ist, wenn diese Function

durch ¢ bezeichnet wird:
dp dy
90=2 s —P N Az

dN . .
Daraus folgt, dals p . Naa cne ganze Function von 2 sein mufls. Nun ist,

wenn man
) N=lg(x+a) (@+a)*...... (x+ an)™

setzt,

dy __m o m m,

Ndz ™ v+a a4a, '~ x4+ a’
also muls auch

m m, m,
p(x+a+w+a‘+ ...... +x+a,,)
eine ganze Function sein. Dieses aber kann nicht Statt finden, wenn nicht das
Product (x +@a@) ...... (x + a,) cin Factor yon p ist. Es muls also
p=@+a...... (x +a,).p,
sein, wo p, eine ganze Function ist. Nun ist
N=p'—¢" . R,

also:
log (k- (@-+a)" . (r+a)™*=p,’ (5+0)* (@+a) . (o) — " R
Da nun B keinen Factor von der Form (x+a)® hat, und man immer anneh-

men kann, dals p und ¢ keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist klar, dafs
24*
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m=m =...... m,=1
und B=log(z+a)(x+a)......(c+a). R,
sein muls, wo R, eine ganze Function ist.
Man hat also
N=log(zx+a)(x+a)...... (z + a,) und
R=N.R,
das heilst: ¥V mufs ein Factor von R sein. Man hatauchp=HN.p,.
Substituirt man diese VWerthe von & und p in die Gleichungen (2.), so fin-
det man folgende zwei:
p.N—q"' . R, -—'1
6) (M _ dR + ( dq

‘N——piq"(—l; (]dx ‘Ri:Q

Dic erste dieser Gleichungen bestimmt die Form der Functionen p,, ¢, ¥V
und B, und wenn dieselben bestimmt sind, so giebt hernach die zweite Glei-
chung die Function ¢. Diese letzte Function kann auch durch die Gleichung
(5.) gefunden werden.

da:

3.
Es kommt nunmehr alles auf die Gleichung
7) Pag‘N—qE'B’=i
an.

Sie kann zwar durch die gewShnliche Methode der unbestimmten Coceflicien-
ten aufgelost werden, allein die Anwendung dieser Methode wiirde hier dulserst
weitliufig sein, und schwerlich zu einem allgemeinen Resultat fiihren. Ich werde
mich daher eines andern Verfahrens bedienen, welches demjenigen hulich ist,
das man anwendet, um die unbestimmten Gleichungen vom zweiten
Grade zwischen zwei unbekannten Gréfsen aufzulésen. Der Unter-
schied besteht blofs darin, dals man, statt mit ganzen Zahlen, mit ganzen Func-
tionen zu thun hat. Da in der Folge hiufig die Rede von dem Grade einer
Function sein wird, so werde ich mich des Zeichens & bedienen, um denselben

auszudriicken, auf die Weise, dals § P den Grad der Function P bezeichnet,
z. B.

6(xm+aa:m"+ .......... )=m,
(x -+ cx =2’
) r e = — 1 etc.

x4k
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Es ist ibrigens klar, dals folgende Gleichungen Statt finden:
S(P.Q)=36P+40Q,

a(-g)' =8P — 30,
S (P") =mdP;

ferner
(P + P)=46P,
wenn & P’ nicht grifser als & P ist.
Eben so will ich, der Kiirze wegen, den ungebrochenen Theil ciner
rationalen Function z durch
Eu
bezeichnen, auf die Weise, dafs
u=FEu+ v,
wo du’ negativ ist.
Es ist klar, dals
E(s+s') = E(s)+ E(s'),
und also
E(s 4 s")= E(s),
wenn d's’ negativ ist.
In Riicksicht auf dieses Zeichen hat man folgenden Satz:
» YVenn die drei rationalen Functionen u, ¢ und z die Eigenschaft haben, dals
w=¢"+z,
»50 1st
E(u) = x E(v),
»Wenn 8z < do.
Es ist nemlich, zu Folge der Definition,
u=F (u)}+
o =FE(v)+ ¢,
wo du! und 8¢ kleiner als Null sind; also wenn man diese Werthe in dic Glei-
chung ©* = ¢* =+ z substituirt:
(Euw) + 2u' Eu 4+ u” = (E¢)’ + 20’ Eo 4 ¢ + z.
Daraus folgt:
(Ewyf —(Ee) =z4+ " —u’+2'Eo+ 20 Eu=1,
oder:
(Eu+ Evo) (Eu— E¢) = t.
Nun ist, wie leicht zu sehen, ‘
dt<dv;
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6 (Eu + E¢) (Eu— Ev) dagegen ist wenigstens gleich d¢, wenn nicht
(Eu+ Ev) (Eu— Ev) gleich Null ist; es ist also nothwendig
(Eu+ E¢) (Eu— Ev)=0,
welches
Eu==xFo
giebt, wic zu beweisen war.
Es ist klar, dafls die Gleichung (7.) nicht Statt finden kann, wenn nicht
S(Np)=d(4&, ¢°), das heilst,
SN +28p, =dR, + 24dqg.
Daraus folgt
§(VR,)=2(q—3Sp,+JR)).
Der hichste Exponent in der Function B muls also eine gerade Zahl sein.
EsseidV =n—m, SR = n -+ m.

4.
Dieses festgesetzt, werde ich nunmehr statt der Gleichung
p - N—q¢" . R =1

folgende:
8) pf N—qg* R =v
. .. . SN+ SR,
setzen, wo ¢ einc ganze Function ist, deren Grad kleiner ist als —

Diese Gleichung ist, wie man sicht, allgemeiner; sie kann durch das nem-
liche Verfahren aufgelost werden.

Es sei ¢ der ganze Theil der gebrochenen Function R~—lund ¢’ der Rest,

N

so hat man
9) R =N.t+1?¢,

und es ist klar, dals £ vom 2/mte» Grade ist, wenn ¥ =n—m und § R, = n+m.

Substituirt man diesen Ausdruck fiir R, in die Gleichung (3.), so ergicbt sich

10) (p,"—¢q".t).N—qg°.t' =0.
Es sei nunmehr
1) t=t"+t ........ ,

so kann man immer ¢, so bestimmen, dafs der Grad von ¢! kleiner ist als m.
Man setze nemlich

t =a0+a‘.x+ag.x2....+a,2mxzm
L, =B +pB, 4. ... + B a"
o=y, 9, T Feiiinn. +y a2

so-gicbt die Gleichung (10.)
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VR’
2me1 2m — m

2m 2 m -1
& o, & Ao, 2 Feodoexr e, x HondaxHa

=ﬁ2mx2m+2/3m m~ixm-t+(ﬁ2m-l+ Qﬂmﬁm-z)'xzm-2+(Qﬁmﬁm~3+2ﬁm-lﬂm-2)x2m-3+ cte
me1q -2

+y._.x +fym__2wm +.oiini oy 4y,

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die Cocfficienten mit cinander ver-

gleicht:

U = [

Tyt = Qﬁm . ﬁm-t

a'zm—z = Qﬂm ° ABm-.z + ﬁzm-g

Pz = zﬁm 'ﬁm—s + 2/3111—1 'ﬂm-—Z

%y = 218111 'ﬁm—lr + 2[3311-1 ’ﬁm-—a + [))gm—z

ete.

@, =28, By A2B, B A2B oA
Y1 = %y _2/3111—1'180_248;1:-2'[31'— """"
Ve =%, —28 L Be—28, B, — e

Vs a, = 213 1 [)’ 0
f}jo = ao - 1802
Die m + 1 ersten Coefficienten dieser Gleichungen geben, wie in jedem
Falle leicht zu sehen, die Werthe der m -+ 1 Grifsen 8_, 3 ) cvveee- [3,, und
die m letzten die Werthe der Grifsen y,, y,, V5 v v .. Vo

Die vorausgesetzte Gleichung (11.) ist also immer mdéglich.
Substituirt man nun in dic Gleichung (10.) statt ¢ seinen Werth aus der
Gleichung (11.), so erhilt-man:
12) (p = )N —¢g V.U, +t')=r.
Hieraus folgt
tl

2
P gy
q) 14t +

Bemerkt man nun, dafs

(4
+ .
q

‘ G, e ,
d‘(z . +JV+(/“) <41,

so ist, dem Vorhergehenden zufolge,
E({—} =+ Et,==%1,

also hat man
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P:= =% tx * q + p 4
wo 8B <dg;
oder, da ¢, mit beiden Zeichen genommen werden kann,
pP.= tl * 9 + ﬁ ¢
Substituirt man diesen Ausdruck statt p, in die Gleichung (12.), so geht dieselbe in
13) (B*+2Bt,g)N—q* .s=v
itber, wenn man der Kiirze wegen
N +it=s
setzt.
Aus dieser Gleichung folgt leicht:
q_ t,N)” _NEN+s) o
Bs - st s B
eder, weill £°N¥+s=R,, (indem R, =tN + ¢/, s= NV +¢t/, und
= txg +1 I:)-’

2 R )
(/3_._.;'— _52 .;’%7

Es sei nun
RN=r"+7,
wo dOr! < drist,

t V\® r\2 o
(5-7)=(G) +5-—
Nun aber ist, wic leicht zu sehen,

f’(%'-;}’;«-)«’(f:)’

so hat man:

also
E(§—5)=5(3).
folglich
(g) — (r -+ £, IV) :
also, wenn man
E(l—-':;i-]!) = 2u setzt,

g=2u.B+ ;w0 dp, <dBist -
Substituirt man diesen Ausdruck fiir ¢ in die Gleichung (13.), so erhilt
man folgende:
B N+2BtNQuf+p)— s’ +4uf f+57) =0,
das
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das heilst:
BNV A dut N—dsu’ + 20N —2us)B5, —sB =r,
oder, wenn man
14) s, =N+ dpt N— 4su’
C ot VN —2us=—r,
sclzt,
13) s,.5°—2r, .38, —s.B7 =¢.
C o g t, v .
VWeil £ (L—t—-’-—-) = 2p 1st, so hat man
s
1+t N=2s.u+4FE, wodE<ds,
folglich giebt die letzte der Gleichungen (14.) -
ro=r—FL
Ferner erhillt man, wenn man den Ausdruck fir s, mit s multiplicirt,

@

ss,=Ns+4utNs — 45" = Ns + ¢ *N — (2su — t V)

Nun ist 2s 0 — £ NV =r, also
ss,=Ns+t°'N° —r°, und r* 4 ss, = N(s + ¢,°N).
Es ist ferner
s+t'N=R,
also
16) rf4ss =N.R =1
Vermige des Vorhergehenden ist £ =r* 4 1, also
P—ri=ss, =1, (r+r)r—r)=ss —1.
Da nun 87/ < drist, so folgt aus dieser Gleichung, dafls
d(ss)y=d(r+7r)(r—r,),

das heilst, weill r — r = E, wodE <dr,

ds +ds, =dr+d L
Nun ist 8 £ < ds, also

s, <dr.
Ferner hat wnan:
s=N.U U, wodsl! =<dNund §t' < dt,,
also
8s <N+ di,.

Aber B = N (s + (*N), folglich:

SR =241+ 20N,
oder, dadR=26r=26r,

8t +SN=0dr,.

193
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Daraus folgt also, dafls
ds<dr,.
Die Gleichung p,*. V — ¢ . R, = ¢ ist also nunmehr in die Gleichung
s, B —2r, BB, —s.Bi=v
tibergegangen, wo dr, =jdR=m, 3, <dB und §s <m, ds, <m.
Man erhilt nemlich diese Gleichung, wenn man
Ap= t.g+f
17) ’pl 1 7
q = 2‘“’ ‘ /3 + 161
setzt. £ ist durch die Gleichung
t=t¢"+t', wo ot/ < ¢, und t=E(§4)
b . b &4 1 b4 N >
bestimmt, w aber durch die Gleichung
r+it vV
o (D),

Y

wo " +r'=RBN,s=Nt'+R—N.¢t

Ferner ist
r,=2u.s—1tNmN,

1

18) {s, = N+ 4ut N — 4sp’,

rf4ss,=RN=R.
Es kommt also nun auf die Gleichung (15.) an.

5.

Auflésung der Gleichung:
s, BF=—2r BB, —s.BS=v,
wo ds<dr‘, ds,<dr, do<dr, 3, <df.
Dividirt man die Gleichung '
19) s,.p°—2r BB, —sB=v

mit s, (*, so erhilt man
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mithin

E(%) = E(:—) (=),

I

wo man das Zecichen -+ nchmen mufs, weil sonst E ( 7 ) gleich Null sein

(f)= 2 (2)
)=

ﬁ = 2[3l * IU“: -+ 182’ wo 6[32 < 6ﬂx
Substituirt man diesen Werth fiir 3 in die gegebene Gleichung, so kommt

St (/322.-]-4-/31/3!(“[4‘4#[2./3‘2)—27’1[3‘ (ﬁz+2lulﬂx)——sﬂ(2 =,
oder:
20) s, BF—=2r,. 8, .3, —s, B =—0,
wo rg=2,u,s‘——r,,sg—-,s+41(,u‘ ds .’
Da E(g—‘):,ul, 50 st
; r[=((‘l"s(+E[, wo d\E,<d‘.S‘,.

wiirde, also

daher, wenn man

setzt,

Dadurch erhilt man
r,=r, —2E,
. . SZ = + 4‘E1((‘L1 ki
also, wie leicht zu schen,
or,=dr,ds,<dr,.

Die Gleichung (19.) hat folglich dieselbe Form wie die Gleichung (20.), und
man kann also darauf dieselbe Operation anwenden, nemlich wenn man setzt
M, = E(%)’ r,=s,uM, + Ez, [)’i — 2‘¢1,2ﬁ,"z -+ (92.
Dieses giebt i
s, B =21, BB, — s, BE=+v,
3 = 2‘“’252 —r=r 2E“,
s =S, + 4"2 /’Lsz - 432({1'92 = Sl + 4E2(uz’
und 43, <df3,. :
Fahrt man auf diese Weise fort, so erhilt man, nach n— 2 Transforma-
tionen, dic Gleichung:
21) Sa /32:;-1 - 2rn * /3 -1 ﬂn-z = Sa-t ﬂgn = (“"1)“-l .0,
wo 03 <df3, _, o
Dic Grofsen s, r,, 3, sind durch folgende Gleichungen bestimmt:
25"

wo
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VR'
ﬂn—i = zfun "7 -+ ﬂn+(’
n
rn lu'n— ¢ n— n 12
2
S = Su-t + 1‘rn--tlu'n--t 43:1-1 o n—-1?

wozu noch die folgenden hinzugefiigt werden kénnen:
rr=ums +E

n n ns

rn = rn~ -~ En-—-i,
Sn = Sn—-z + 4’hn--l : 'u’n-i'

Da nun die Zahlen
BB, 8B, OB, 8B, elc.
eine abnehmende Reihe bilden, so mufs man nach einer gewissen Zahl von Trans-
formationen ein 3 finden, welches gleich Null ist.  Es sei also
B.=0.
Alsdann giebt die Gleichung (21.), wenn man n = m setzt;
22) s B _ =1t

Dies ist die allgemeine Bedingungsglcichung fiir die Auflésbarkeit der Glei-
chung (19).

sm hiingt von den Functionen s, s,, r, ab, und 3
werden, dals

_, mufs so genonnnen

ds =+ 283, _ <dr
Die Gleichung (22.) zeigt an, dafs man fiir alle s, s, und r, unzihlige Wer-
the von ¢ finden kann, welche der Gleichung (19.) genug thun.

. . i . [ - me—{ 2
Setzt man in die gegebene Gleichung statt ¢ seinen Werth (—1)™" .5 .5,
so erhilt man

Y T T TPy KRN P
welche Gleichung immer auflisbar ist.

Es ist leicht zu sehen, dafs 8 und 3, den gemeinschaftlichen Factor 3
haben. Nimmt man daher an, dafs 8 und 3, keinen gemeinschaftlichen Factor
haben sollen, so ist 8 _, unabhingig von a. Man kann alsdann 8__, =1 setzen,
und folglich hat man die Gleichung

B —2r BB, —sB=(—1)"""s,.

Die Functionen 3, 3,, f3,, -..... werden durch die Gleichung

ﬁ“_,=2ﬂ/nﬂn+‘3n+‘
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bestimmt, wenn man der Reihe nach n =1, 2, 3
bemerkt, dals 3, = 0, nemlich:
/jm-z = 2(“;11_1 ’ /3m-l’

I/J)m—.% = 2‘u’m—2 ° /ygm—z + IB

.......................

B =2u.03+8,
Diese Gleichungen geben
1
AR 20, + 5

S=20, +—F
T

=24,
ﬁm,-—’.’ *?

folglich erhilt man, durch auf einander folgende Substitutionen:

B _ 1

—=2u, 4+
3 ' ——
/t 2[“L2+2‘(L3+. 1
o
L . P
l‘m—l qu'm-—i

197

s e m — { setzt, und

Man hat also die Werthe von 8 und 8,, wenn man dicsen Kettenbruch in einen

gewGhnlichen Bruch verwandelt.

Setzt man in die Gleichung :
p‘“.]V—-(/"'.R

fiir ¢ seinen Werth (—1)™ 7" . s, so erhiilt man

= ¢
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Pl N =gt R=(— 0"

wo "
q = 2‘(1, * /3 +[3:’
pt = tt ‘ 9 +ﬁ’
also
l{;—l =1, +[j =i + T
o (5)
9 — Py
BT
folglich
Py — 4 4+ 1
q o 2u+
210+
’ 1U'1 .ZMZ + . 1
+-—
. 2y
Die Gleichung:
ptzN_qz‘Rf =0
giebt
f&)’_ L
kq - N T §¢N
Pe —1/(B. ¢
q —V(]V + q" ]V)’
also, wenn man mn unendlich grofs anmmmt:
r. _1/&..
q - ]/N’
folglich hat man:
R, 1
Ry i
“r
ke + 2w, + et

Man findet also die Werthe von p, und ¢ fiir alle 72, wenn man die
Function V]—If,—'- in cinen Kettenbruch yerwandelt *).

*) Die obige Gleichung driickt hier nicht cine absolute Gleichheit aus. Sie deutet nur
auf eine abgekiirzte VWeise an, wie die Grofsen 7,, #, « , me, ... ... gefunden wer-
den konnen. Sobald indessen der Kettenbruch einen Werth hat, ist derselbe immer gleich

Vi
=3
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7.
Es sel nun ¢ = a, so ist
s, =(—t)" " a.
Sobald also die Gleichung ,
pPVN—¢" . R =a

aufléshar scin soll, so mufs wenigstens eine der Grilsen

unabhiingig von « sein.

Und umgekehrt: wenn einc dieser Grifsen unabhingig von # ist, so ist es
immer maiglich zwei ganze Funetionen p_ und ¢ zu finden, die dieser Gleichung
genugthun. VVenn nemlich s = a, so hat man die Werthe von p, und ¢, wenn
man den Kettenbruch

2,4 1
+on
in einen gewShnlichen Bruch verwandelt. Im Allgemeinen sind, wie leicht zu
,» elc. vom (n— 1t*) Grade, wenn VR vom
2nt® ist. Die Bedingungs-Gleichung
s = a

gicht also » — 1 Gleichungen zwischen den Coefficienten der Functionen V und
R,, und daher kann man nur n 41 dieser Coefficienten willkiirlich annehmen;

sehen, die Functionen s, s , s

die iibrigen sind durch die Bedingungs- Gleichungen bestimmt.

8.
Aus dem Vorhergehenden folgt nun also, dals man alle Werthe von B, und
N findet, welche das Differential {3{(1:177" durch einen Ausdruck von der Form
R, . Ny
Joer (PF 9 V (£,
integrirbar machen, wenn man nach und nach die Grolsen s, s , s, ...... s

unabhiingig von x setzt.
Da p =p,N, so ist auch
___Q_(ifv_. ] 10 (p' fN-'- q fRi))
JV &N PYN—qgvyR,

oder:
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P gda —1o (y{N+\/R.)
V(BN T B\y Y N=VR/)
WO
23) —o 4 — t
y=e 20+ 1
2,u1+2‘u£+..
C 4

1
2

wenn man annimmt, dals s, = einer Conslanle ist.

Wenn nun /2, ¥ und p,, ¢ so bestimmt sind, so findet man ¢ durch die
Gleichung (5.). Diese Gleichung giebt, wenn man p V statt p und ¢ statt

— selzt,

N

Hieraus folgt, dals:
do=dp, +IN—1—dg=dJ0p—dg—1.
Nun aber ist, wie man vorhin sahe, dp 4+ dq =+ n, also
do=n—1.
Wenn also die Function R oder B,V vom 2nt* Grade ist, so ist dic Function
¢ nothwendig vom (n — 1)t* Grade.

9.

‘Wir sahen oben, dafs
R=RN

sein muls; man kann aber immer annehmen, dafls dic Function &V constant ist.
In der That ist

odx =1Io <p1 \f]V+_q‘fR1>

JYBRN) T PA\p Y N—gV R/
also auch
" eda =1log (/’ Y N+ gy R, ) Llog (P,1N+B + 29p v (R, N))
v (B PN N—qv &, PIN+R, —2¢p (BN)

das heilst, wenn man
piN+ R, =p' und 2pqa=9q
fetzt,
? /
Zedw _ (p + g m)
"z pP—q' VR
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Es ist klar, dafs p’ und ¢’ keinen gemeinschaftlichen Factor haben; also

kann man immer
N=1
setzen. Man hat also statt der Gleichung p * N — ¢°R_ = 1 folgende:
pri—qg” . R=1,

deren Auflésung man erhilt, wenn man oben &V gleich 1, und A statt R, scizt.

Da IV =1, so hat man, wic leicht zu sehen,

t=R; t,=r; R=r"+35,

folglich:
/4
/ {
/ {37 =r + 2__—-1:.
w
l ¢ 2‘“1_*_ .;_______.
200, 4+
+ 1
9 ’
" gy
R=r+:,
AT
AL——L(;); ro=s.ute;
r,=r—e¢, s, =14 4de. u,
,
24) (“"=E }L y Fe =5, lu‘x+£1
4
r,=r,—¢g, s, =s+deu,
r, .
o -—E(;— , ro=p S, e,
“n
Tapo =T =&y Sy, =5, + de 1y
— Al m-—1
w,_ =Kk T Tt = M Sa +e¢ \
' m—1
\ —_— -_— —
T, ST T o S, e, u, = a
Wenn nun B, ry o, gt o oonooou durch diese Gleichungen be-
stimmt sind, so hat man: '
p +9 »/B)
25) \[R p'—q'v R
- 2 dp

— ) ;' . ;Z; )
wic aus der Gleichung hcn’orgeht, wenn man ¥ = { setzt.
L - 206
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10.
Man kann dem Ausdrucke
(YN gV R
log (p“f]V-- q,fn)
eine einfachere.Form geben; nemlich die Form
PV + gV I
log Gy — i)
+v’ R

ty N+ R, +‘f R,

=l (t Y N— )+1

Dieses lilst sich lelcht , Wie fo]gt, bewelscn.
‘Wenn man setzt:

vV R roAv R
®( R +:;1{)+ o5 ("=, _‘/R)

a, ; 1
E ] ——
Ba 2o + 3 ,
- ’
-
2 (Lm_‘ ’
so ist, wie aus der Theorie der Kettenbriiche bekannt,
a, =a  +2u . (a)

Bo= B ¥ 20, B, (5)

Diese Gleichungen geben durch Elimination von w4 _ :

Uy [3‘-1 - ﬁm <Oy =TT (mm-t'ﬂm-z —-ﬁﬁ-l * a‘m-—z)’

“n-,Bm_,"'ﬁm * gy =(-q 1)"‘";

also ,

wie bekannt.
Die beiden Gleichungen (a) und (4) geben ferner:
a: = a’:—z + 4a’m-¢ s G Mgy + 4‘“’:—: * a’:;—:’
ﬁ:=‘8:l-’-+ 4ﬁﬂ-~‘ ﬁm-—ﬂ ‘(m"'+4ﬂ:—l‘ﬁ2—l‘
Hierans folgt
o N — ﬁ’ R,
B (@ 00 N8, Bo B Aug (g V-5, R).

Nun aber 1st:

=3 V-

m-2°

a, -N—pg R =(—1)" .s

a’;-i IB: t 'R —(— 1)""‘*. m—i'
:\—2 ﬁm e’ R _(”1)111-" Sea2?

also, wenn man substituirt:
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S0 = Sy A=), o, NP, B, R)—ds,_m_..
Vermige des Vorhergehenden aber ist

Su=Su_thu,  To_ —hs__, . my_,
folglich:
Tat = (_.1)"‘ ° (a'n-ia'm-z N_pm-xpn-z Rx)
Es sel ’

z,=a VN+3 yvR ud 2/ =a vN—E VR,
so erhilt man, durch Multiplication:
z, 2 =a 0 N—B B8 R +(@@pf._, —o._B)YVR).
Es war aber, wie wir sahen,
Wi = C_ Ba=(—1)"" aa N—p B _ R =(—1)""".r,
folglich ist
2, 2 = (—1)"" (r, +VR),
‘und auf dieselbe Weise
2oz =(—=1)""(r,—VR).

Hieraus folgt, durch Division:

. /
Zn Faey _TmHVE
7 = B
Z m zm-—l rln - fﬂ
. . zm__‘ o« g e
das heiflst, wenn man mit . multiplicirt,
met
2 _Tm +vR z__,
g r.—vRZ _,
Setzt man der Rethe nach
m=1, 2, 3 ........ m,

so erhilt man

[ 1 (1]
2 = =,
2/, r,—v R 2,
z, r,+v R z

-------------------

woraus leicht folgt:
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Fu 2, T H+YIR r+vH r +yvR r.+y R
AT YR, =Y R —yERE PR &
Nun aber ist o '
2, =a, Y N4+ B,y R =t yN+yR,
dy=a,yN—B vy R =t yN—yR,
Zm amVN + /‘i,,fb);
" EARYG ey R
also : - A
26y “Y VBV B 1y Ny B, oy R r 4y R VR

4V NP,y N—y R, r—y R =y B 1,V K’
und wenn man die Logarithmen nimmt, '
f]V+ﬁm\fh )
26) l°g< VN—B VR
ty N4y R, r.4y I r +‘[]i (r -I-\fR
=log ;=R YIN—VE, )"' l°g(r,-‘/h ( )"’ ~+lo

wie zu beweisen war.

11.

a VN+f VA,
(bm\/jv—" {.'}m{ﬁx ?

Differentiirt man den Ausdruck .z = log < S0 er-

hilt man nach den gehdrigen Reductionen :

20ty — Bpd o) VB, — 4, , (B,dN— NdR,)
(o, - NV — B, R) V.R)

—-ﬁm.li,=(——1) sy

dz =

Nun i1st

also wenn man

. met da, (R,AN — NdIR)
21 (=1 2( dw “‘dx)NB_ Fonlrs d=

setzt,

(lz-—q dx
VY
' o, dx
und z = ,WS’
folglich _ : '
J‘g{s ____,_l.x_ I a vN+ B VR,
o VED =8 G VN = .V R,
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VR
28) me (l.fv

LtV NV, eV Ry r+\/ -Wh
=lo <z =y i) e =R) e g(r—,/ﬂ>+ Hlos g
In diesem Ausdruck ist s hochstens vom (n— 1) und ¢ nothweud:b vom

(n—1 4 ds_)e» Grade, wovon man sich auf folgende Weise iberzeugen kann.

oder:

Differentiirt man die Gleichung
20) @l N—p R =(—1"".5,
so findet man folgende: .
2a Nda + ol dV —28_d3 R, — 2 dR, = (—1"""ds_,
oder, wenn man mit @_/V multiplicirt,
al N(2Nda +a dN) —2a B d NB,—pBa NdB =(—1)""a Nds_.
Setzt man hier statt o’ V seinen Werth aus der Gleichung (29), so crhilt man
V (—)" s, @QNda, +a dN) l
+B.(2VR B da, +a B B .dAN=2a dB NR ~B o NdR )=(—1)""a Nds,
das heifst:
B (204 dB,, — Brda VR, — o B (R AN — NdR))
=(— 1)'“"(‘ @2Nda, + aydN) — a_ Nds )
Nun ist, vermége der Gleichung (27.), die Grolse ]m].er Hand gleuh
Bu(— )77} u’a:, also hat man
30 . (2]V(la,m e IV Nds,
) B Om =5, + dx)—“"‘ T
Well nun ds_ < n, so ist die Function rechter Hand, wie leicht zu sehen, noth-
wendig vom (d's,, + d ¥V + da, — 1)y Grade; also :
do, =0s, + 6N+ da, — 3, — 1.
Aber aus der Gleichung folgt, dals
2da, + 0N =268+ IR,
also do, =s,, + QN—_E—{-I—{-
oder, da & V + dR, = 2n, ‘
do,=ds,+n—1,
das heifst: ¢ ist nothwendig vom (d's,, + n — 1)t Grade.

1,

Daraus folgt, dals die Function §5 vom (. — 1)e» Grade ist.
m
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Setzt man in die Formel (28.) V = 1, so ist £, = r, und also

31)fm{R-—l Tty I{>+l (r +‘fﬁ>+ ....+log(r ﬁ)

wo, zu Folge der Glexchung (30.),

g . 9 do, ds,,
m Qm"' Smd:;‘—a/m.‘;z;h
Setzt man in die Formel
Sy = a,
s0 ist:
th+{B .4y R r.+v R
32 A
)f sy =) Hlos (CTR) + o Hog (R )

pm.9m=a.(2ly.%ﬂ+ m(fiiv)

und wenn man N = 1 setzt,

+ r +\rR
33)f = log -—?Ii) < fli)+ -+ log( —\fﬂ)
2 da,
Om = En * dx ‘
Dem Obigen zu Folge ist diese Formel eben so allgemein als die Formel

(30.), und giebt alle Integrale von der Form f ,L[(—il% , woound R ganze Func-

tionen sind, die sich durch eine logarithmische Function von der Form

' ptaoy R

o log ( qﬂi)

ausdriicken lassen.
12.

In dem Ausdruck (28.) ist die Function E:E durch die Gleichung (30.) gege-
ben. Man kann aber diese Function auf eine bequemere Art, mit Hiilfe der
Grofsen ¢, r,, 7, etc. g, g, My ounn.. ausdriicken.

Man bezeichne die Function 4

log (r =7 R) durch z,

so erhilt man, wenn man das Differential nimmt,
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R
dR dR
1 —_—
= _(lr + 3 ..V(R dr, ?'{R,
™ 'm+‘fR rm—'{’R

oder, wenn man reducirt,

y r..dR—2Rdr 1
dz, = .
m T .
L . ri— R v R
Nun ist, wie wir vorhin sahen,
- 2
+ 4Ium-1 AR TR L
also, wenn man mit s, _, multiplicirt,

4
Sm'sm-l - sm-x * sm—: -+ 4lu’m-l sm-l * rm-l - 4 (Sm-d l““m-x) >
das heifst:

— s _ 2
St Ser = Sm-x - Spe -+ LA (23m—1 Hoa rm-l)’ .

Sm = Sm—l

Num ist
T = 23 m=1 l("’m- m-l’
folglich, wenn man diese Grifse substituirt,
]
Sm * sm-‘l S -1 m-ﬁ + 7m -1 rm)
woraus man man durch Transposition
2 2
LS + Sm ¢ Sm-1 = Tm-x + Sm-2 *Sm-g

findet.

Aus dieser Gleichung folgt, dals r, + s, . S, einen und denselben Werth
fiir alle m hat, und dafs also aueh

r+ss +ss

. m m-l
ist. er sahen aber oben, dals r* + ss, = R, also auch

34) R=r, 4+,

m“m-1°
Setzt man diesen Ausdruck fiir R in die Gleichung, so erhilt man nach
gehorigen Reductionen:

2 dr, (k r ds:

dz m m m~-1 rm

SYR T s VET 5, VR

Da nun:

r,= 25.,.-; By —T

ds,

t, so geht das Glied — —-—-"—'—3 — = in

\fR
ds ds
~ e R Y5 VR

diber.  Also erhilt man

m~2
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14
o 1 ds, r, ds__, r. _,
dz, = (2dr — 20y d.sm_l) . \fR- . .‘/.1,1+ s VR ,

und durch Integratlon

35) f‘* fl’ —z +f(2(lr —2u, _ ds, ){11+j

Dicser Ausdruck ist, wie man sicht, eine Reductions-Formel fiir dle Inte-

"X -1

1 } 1? f (lsm rnl S- . ] l. l d \ . l l]s T
rrale von der ¥ — =, : L ne ’ m _m
gra orm . 7 i le giebl nemlich das Integra f S . VH

durch ein anderes Integral von derselben Form und durch ein Integral von der

Form , wo ¢ cine ganze Function ist.

\/ B
Selzt man nun in diesc Formel statt 72 der Reihe nachm — 1, m—2,...
.. 3, 2, so crhilt man m — 1 Ghnliche Gleichungen, welche addirt, folgende
geben, wenn man bemerkt, dals r, dasselbe ist wie 25u — r,, das heilst, vermoge
der Gleichung
ot N =2s5u,
dasselbe wie — ¢ V:

ds, 1, ﬁ(ls t N
_ﬁ_\_/.ﬁ — (2 2+ o +z.m)—f;—.‘7—g

+j 2 ((Ir!+¢1f“+(lr,+...+¢irm~ﬂds&p!(lsl—p¢(73;...—ﬂmzlsm)‘—[—i—ﬁ )

d s
Man kann nun ferner das Integral f ‘[ F rcduuren Differentiirt man

nemlich den Ausdruck

LtV VR,
= =log (; V= ,f]i,)’
so erhilt man nach einigen Reductionen:

—2dt N, —t (R AN — ]VJR)

lz = .
¢r= (L*N=R.)vE
Nun ist '
' B, =t'N+s.
Substituirt man also in die obige Gleichung statt B diesen Ausdruck, so findet man

A
Jz = (2N dt, + tdN) . \-f—‘ﬁ — if;‘ . f/_%
y

folghcb wenn man integrirt,

ds N —
[ \7§ z+f(21th +dNt). ,/li
Da-
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7'

/
Dadurch geht der Ausdruck fiir f O ‘/. i

in folgenden tiiber:

+f9 (]th +3t dV+dr+dr, 4. dr,—pds—u ds, —u ds ,—.. .——(umdsm),
das heilst, wenn man statt z, z,, 2, . ... .. ihre VWerthe setzt:

6 ds, T
56) f S, VE
=/2(NVdt,+}t,dN+dr,+dr +... Adr, — pds—pds,—....—p, ds,),
tv N+y R, r.+v R r,+y R r 4y R
I%Q{N—fR)l%( ¢R>I%Qrwua"wﬂr—fﬁ
Diese Formel ist ganz dicselbe wie die Formel (28), und giebt:

Is
In m 40 (]th, +3t, dN+dr . +dr, —puds—pds, .. .——,um(lsm) .

3n%=_

Der obige Ausdruck erspart aber die Berechnung der Functionen o und 3.

Wenn nun s unabhdnglg von z ist, so verschwindet das Integra£f~ -——Ti,

und man erhilt folgende Formel:
| 38) f_‘/_]_’(%t‘d]v+ Ndt +dr +dr+...+dr —pds—pds —...—u_ ds,_ )
R +v R
+Io (l \f]V+\fh>+log<r Y >+] (r +\}'K)+ o (r y )

tvN—V R, —vV' R 4y I
Wenn in dem Ausdruck (16.) ¥ =1, soist £, = r, und folglich:
3g)f__ e f2 (11r+dr +dr,4....+dr —uds —u, ds, — - = ds )
r+v R r.+y I r.+v R
—log( — VT — log <r —{1{) ...... — log <7F7E)’

und wenn man hier 5 = a sclzt:

fz (dr+dr +dr, . Adr,—pds — uds, —..—pu Im_')

40) _logct\‘;g)_,_l (’ +‘/ﬁ)+....‘...+log(::——;:—§i—i.

Dem Obigen zu Folge hat diese Formel dieselbe Allgemeinhcit wie (38,
I 27
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und giebt daher alle Integrale von der Form J 7 B’ wo ¢ eine ganze Function

ist, die durch eine Function von der Form

(p + ‘l\/R)
— VR

N

2usgedriickt werden kann, .

‘Wir sahen oben, dafs

VR,_t . #1+_

also, wenn mém' N= 1 s_clzt:

' 2 —
S, F 24, + ete.

R=r-+4 |
v 2u +
20, + 2u, +
e 2u, +
Im Allgemeinen sind die Grofsen », #,; By unnns #, von einander ‘ver-
schieden Wenn aber eine der Grofsen s, s, s,, . ... S unabhanglg von

a ist, so wird dér Kettenbruch perlodlsch Diéses kann man auf folgende
Art beweisen: '
Es ist
' Ty + S, .'sm+‘=.R=br’+s,
also, wenn s, =a,
,rxgn-l-l r'—s_a"‘m{-x“( +1+r)(rm+x—r)'
Nun ist & Tmps =07, ds < dr, ds,,, <dr, folglich kann diese Gleichung
nicht bestehen, wenn nicht 'zu'gl'e;ic‘her Zeit

—

| 3
.

T =715 8, m“

._E<m+)
Smia

oy =a. E(7),
" das heilst, weil E (g) =#, ’

Da nun

so ist auch

P‘m{»\l =k,
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Es ist ferner o ‘
Smie = Sm F 4pupaTmpr — 48040 - Smpa
das heilst, weil s, = @, 7.y, =71, £, ,=ax, '
Smps = @ (1 4 461 — 4K's);
folglich, das, =1 4+ 4ur — 4#%,
' Smps =GS,.

Nun ist

Tmps = 2Fnt1 Smpr — Ty = 2Ks =17,
also, da r, = 2#s —r,

rm+g = I‘.
Daraus folgt ferner
Fops=EFE "'“——-“; E;i,
m+z
also:
— "l
Pm{-ﬁ —Tb‘.

Setzt man dieses Verfahren fort, so ist leicht zu sehen, dals allgemcin:

+1
41) rm+n =T Sm+n = * Samt
-+
® =2 oy

m+n

Das Zeichen + muls genommen werden, wenn n gerade ist, und das Zeichen —,
wenn n ungerade ist. ,
Setzt man in die Gleichung ,
Sy Sa =T+
a stat s, so erhilt man
(rp=r)(rp+r)y=s—a.s,_
Hieraus folgt

=T, Sp., = P
. rm
Nunist #, =E{ — ), also
Sm
. o E(r),
das heilst
: Y 1 )
o : mT g

Ferner hat man
27*
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Tm T s =25, Faoys
C s

das heilst, da r, =r,s__, = p

m=3

« 2
rr__, -——a—. K

m=-1 "

Aber r 4 r, = 25k, also
2s
'rm-l - rx = —E (Km-l - a"u)'

Nun ist

das heifst, weil Sy ===

S
(rm-:l + rl) (r -1 - rl) =E (asl - Sm-Q)'

‘Wir sahen aber, dals
2s

m-1"_ r: = -; (‘“m-l - a‘“)’

also, wenn man substituirt,

m-2*

z(rm-i-l + rx) ("m—l - a”) = aS‘ —_—

Danun d (ryy, 4+ r,) >d(as, = s,_,), so gicbt diese Gleichung
®

ey = AF, S

m-1 asl ?

folglich auch
rm—l = r:'
Durch ein dhnliches Verfahren findet man leicht:

S _-.S3
m-3 a

[4
P R —
a

und allgemein:

=+ 1

—_ —_ ,E
i2) z T =Ta_ s Sy =0 | S,
Fm-u=a_ *Faoye

14.
Es sel nun:
A) m eine gerade Zahl, = 2k
In diesera Falle ist leicht zu sehen, dals, vermige der Gleichungen (41.)
und (42.), die Grélsen r, 7, r,, 7, .o 08, S, S 0 By, B
folgende Reihen bilden:

T e e e .

2 ¢
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01 2...2k—22k—1 2k 2k+1 2k+2...4k—1 4k 4k+1 4k+2 Ak+3 4k+4
T T, Teewn T, r, r r r, ..r, r,r r r, r, el
s s
S S, S, as, - e o as .5 s 1 s s, s, etc
Hopr oK at! ag - ay £ I ' I r I I #® t
B p 5 . ., etc.

B) Es sei m eine ungerade Zahl, = 2k — 1.
In dicsem I“allg geben die Gleichungen

+1 *1
Sga=06"5,_ uds, _ =a s _,
firn=Fk, L
st |
S, =aT s,_
folglich
a=1.

‘Die Griflsen r, r, ete. s, s, cte. u, u, etc. bilden also folgende Reihen:
012 ....k—2k—1k k4t....2k—22k—12k2k412k+2 etc
PO T, e Teg Tany Taeg Taeg oo T, r r r, r, etc.
S S, S, v Su_y Sei Sucs Spey veee S 1 s s, s, etc
Moy g ovoe g g My My gy verr M r My M, ete

Hieraus sichet man, dals wenn cine der Grifsen s,s,,s,.... uuabh‘.ingig
von x ist, so ist der aus y" B entsichende Kettenbruch immer periodisch, und

hat allgemein folgende Form, wenn s,, = a,

1
VR=rez— 1

2M+2‘U«1 +-., 1

'.+——~
2
-&-’- 2(11l.+-1-
Q L or 1
a Zau+—
74+etc.+__£_. 1 »
AP

vR=r o 1
{ Q(Ilvi'!' ., 1 .
20+ 2‘u+—__ i
2 Z‘T~ 1
2w+ etc.
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~ Das Umgekehrte findet ebenfalls Statt; das heilst: wenn der aus v R entste-
hende Kettenbruch die obige Form hat, so ist s_ unabhiingig von a. Denn es sei

so hat man, da

m m m?
r —r— r
m= 5 S &

Danunr, =r__, +¢,_,, wode, _, <dr, soist klar, dals auch
T =T 49y, Wody <dr
Dadurch wird die Gleichung

s
rifl—")l=geg —
( a ) 0 T Vo
folglich:
s = a;
wie zu beweisen war.
Verbindet man nun dieses mit dem Vorhergehenden, so findet man folgen-
den Satz:
,» VVenn es méglich ist, fiir ¢ eine ganze Function von der Art zu finden, dafs
edx y+v R
QAT _ oo (Y FV L2
vE="s(F=%)
,s0 wird der aus y"R entstehende Kettenbruch periodisch sein, und folgende
., Form haben:

L
VR=r+" 1
2(“’ 21“’:'.. 1

o+ 1
2 —
oty
24— 1
2u+
2u, + etc.
,und umgekehrt, wenn der aus y"R entstehende Kettenbruch diese Form hat, so
»ist es immer mdglich, fiir ¢ eine ganze Function zu finden, die der Gleichung
' edw _ o (Y HV Ry
VR~ % <_y g B)
,genugthut. Die Function y ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

y=r+

1
2u+ 1 -
20, + 2u, + "
3 ‘.
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In diesem Satz ist die vollstindige Auflésung der im Anfang dieser Abhand-
lung aufgestellien Aufgabe enthalten,

-

15.

'Wir haben gesehen, dals wenn s,, _, unabhiingig von « ist, allemal s, = 5, _,,
" und wenn s,; unabhiingig von x ist, s, = ¢sy_, ist, wo ¢ constant ist. Das Um-
gekehrte findet ebenfalls Statt, wie sich auf folgende Art beweisen lifst:
I Esseizuerst s = s,_,,
Es 1st R : -
Teer F Sp Sy =T1p S Sp_a>
also, da s, = s, _,, ’

. Ty =T,
Nun ist
n = .55 +g,
Skeo = Mg_a- Sk-sz+ L P *
folglich
= e = (U — iy )+ & — & o
Aber

Ty =Ty g Moo =Ty, + 28 _,,
folglich, wenn man substituirt,
0=1s5 (4 — thya) + &+ 5,
Diese Gleichung giebt, wenn man bemerkt, dafls: de, < ds;; dg_, < ds,_,,
Uy = My &= &,
Ferner ist 7y, = r; — 2¢,, also, vermdge der letzten Gleichung,
Mg = Moy + 28,
das heilst, weil r,_, =r,_, — 2¢ _,,
t4r = Tkea
Nun ist
2
rl-l-l -+ Sy - Sk{-l =Ty_q + Sp—a * Sk-g >
also, dar,,=n_; s =s._,, auch
Sl(+l = Sk_s .
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen ,
Tepr = Ui - Skpa + &g, und r_, =y g S5 &,
so erhilt man - ’ .
Tepr = k-5 = Sk (1U'k+1 - #ﬁ-;) + &4 — G5



odz

- 216 ‘ Abel, Integration von Z—— TE

Nun aber st
: Tppr =Tpg und 1, =1, — 24,
folglich .
. O=Sk+l ("k{-l —Pk'-5)+€k+1+ek—5‘
Hieraus folgt '

Brgpr = Bogs &gy = — &g
Fahrt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, dals allgemein:

Tegn = Tkenot1? “egn ™ Pkonoe? Skgn — Sken-z*

Setzt man in die letzte Gleichung . = k& — 1, so findet man
Sak-1 = S-
Nun ist klar, dals s_, dasselbe ist wie 1; denn es ist allgemein
I
B=rl4+s_.5,_:
also, wenm m = 0, ‘
BR=1"4s5.5__.

Aber R =7° + s, folglich s_ = 1, und also auch
Sexmy = 1.
II. Es sei zweitens s, =cs;_,.
Es ist ;
n=#.5+g und o =#_, .5, &,
folglich:
Tk ™ Thke1 = Sk (et — ) o — &,
Nun ist 7, — 1, _, = — 2§, _,, folglich
0=s_ (e, —m_)+e+g_,
Diese Gleichung giebt
oy = % e =

Da nyn
M= T = T 20 T TS T 28,

so erhilt man durch Addition '
T = Theye
Ferner ist
'k+t+sk sk{-t—rk 1+sk * Skego
also,dar,, =n_,s=cs_, , ,
1 .
c

Sk-l-( =7 Skesr

Fiahrt
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Fihrt man auf diese VWeise fort, so erhilt man
x4
' Sk = ’

also, s, unabhingig von . : .
Diese Elgenschaft derGrofsen s, S, S, etc. zeigt, dafls die Gleichung sSy=a
mit 5, = a*'.s,_,, und dieGleichung s,, =1 mit s, = s, _, identisch ist.
Wenn man also die zu sy =— @ gehorige Form der Function R sucht, so kann
man statt s, = @, §, = g™=* . 5_, setzen, und wenn man die zu der Gleichung

o = 1 gehorige Form sucht, so ist es hinreichend, sy =15, _, zu setzen; was die
Rechnung sehr abkiirzt, :

i6.

Vermoge der Gleichungen (41.) und (42.) kann man dem Ausdrucke (40.)
eine einfachere Form geben. -

Man erhilt nemlich: o
a) Wenn m gerade und == 2k ist: |

f2 (dr+dr, +.. .+drk ,Fadr,— ‘uds pds, — ﬂx-‘d“u-.:)“fi'j‘i
43)
r+v R +{R e fR r.+v R
= 1 log(———\41 LI
=log (7= I{)+ BV R )t ‘5( VR ‘log(r.-—{R)'
b) Wenn m ungerade und =2k — 1 ist:
'fz(dr+dr,+...+d _—uds—uds —..—p  ds, | 5‘(1.._ ll_‘)\/R
44) (" :
. r+y R +v R Teoy HV R
.._log( )+I <r ) ...... +10g(m.
17.
Um das Obige auf cin Beispiel anzuwenden, wollen wir das Integral
edx .
vV (@ +ad’ + B+ oy + J)
" nehmen. ‘ ’
Hier ist 8 B = 4, also sind die Functionen s, s, S S, ... vom ersten

Grade, und folglich giebt die Gleichung s, = Const. nur eine Bedingungs-
Glexchung zwischen den Grifsen a, 8, ¥, 6, & :

“Wenn man
x* +aa: + Bat +fyx+d‘ @ +ar b dct+ex

L 28
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setzt, 30 hat man: T RE T Y S PR R R ARV T U VR AR T I
r=a2"4+axr+b, s=c+ex.
Um die Rechnung zu veremfachen, wollen wir ¢ = 0 setzen

Alsdann st : DL
s=ea, pnd folglxch

g,

Ferner
r. —r-—Zs—xg"—ax+b—2b——x’+aa:-—b

's --1+4e‘u.—1+4 —e +-——--+1

a:+ax—-b e U et
=EQ)=E +i‘:‘-"-+1§ =5 " T 16
_dae et }
& = ‘“"‘“45"'165’—1”
% '"""4‘*"*‘*(41;""16'?)” 4b“( )
Es sei nun
Erstens: .. s, == constant.
Alsdann gxebt die Glelchung .
- 4b - dab |

$, = = +-—-—+1
e

b =0,
fo]glich

R—*a:"-l-h ax,

fZ(dr 2‘u.ds)fR--.log (r+‘fR)

das heilst, weil‘a-—-w+a, s=ex,
(Brt+a)yds +aw+{
Y ((z* + ax)* +em) +ax*—f

Dieses Integral findet man auch leicht, wenn man Zihler und Nenner des. Diffe- .
rentials mit & multiplicirt.
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Zwextens Es sei s, = constant.

In dlesem Fall gxebt dle Formel, weil k =1,
A r+v R X
f2((lr+ 1dr, — ,u,(ls)‘[R log (=05 )+ 1o (r _‘[R)

Nun aber giebt s, = Const., 5= cs, also

4 4ad
—.x-t. —~—+1—cea:,‘
e e

folglich die Bedingyngs- Glelchung

b +1=0, das belfst

e=-—4ab,
folglich'

R = (a" +ax+b) -—4aba:

Dvanunfemer‘u—x_*‘ ,r—-x +aw+br'—x +ax—10b, sow;rd
die Formel: S 2 o

_ (4x + a) dx —1 x’+ax-j—[)v+f1_{ 1 o' +az—b+y R
,/:f((a: +ax+b) 4abx) °8 2+ax‘+‘ b—fﬁ)+2 9g 2+ax—b-‘/R)»

Drittens: Esseis, = Const.

| Diese Glei&_hung giebt s =s,, das heilst:

2

ae e '
Hicraus findet man ‘ ,
e=—2b(axy(a" +45)).

Dic Formel (44.) giebt folghch, weil k=2,
(5x + a3V (a" + 4&)) dax
f,[((x ‘yax+0b)'—2b (a+f((a + 4b). 3.)

2+ ar+b+vy R x +ar—b+y¢y R
::log( +ax+b\-—\fﬂ)+l (ac +ar—b— {1{)
Ist 7. B. a=0, b =1, so erhilt man folgendes Integral:
(bx—1).dzx

v{((z®+1)— 4x)
_ (x+1+\/((x +1)'~—4x) ( — 1y ("4 1) — 4r)
=% \z ' —y (" + 1) —4a ! -—1-f((x+1)’——4a')

Viertens: Es sei s, = Const.
Dieses giebt s, = ¢s,, das heilst: ’

28*
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b ab
45*)“’ (G er— )‘“40 = +1).c.

Hleraus erhilt man, wenn man die Coefficienten verglelcht und nachher
¢ eliminirt,

e . ae e
165 (¢ +4ab)'=— b AT 6)’

(e + 4ab)* = 166> — e(e + 4abd),
e’ + 6ab . e = 85’ — 8a°b*,
e =— 3ab = (80> + a%b*) = — & ((3a % y'(a® + 8b)).
Vermdge dieses Ausdrucks gicbt die Formel (43.)
(6x + 3@ — iy (a® + 8b) dx) =1lo x’+ax+b+\ffR>
\/((x +ax+b) “b(3a+y (@ +8h)z)  ©°\&+ar+b—yR
ax—6+fB) v taz+i(a—y(a"+8b))+V R
+3lo
‘t+ax—b—y (x +ax+;(a——f(a +86)) v
Setzt man z. B. a =0, 6 =1, so bekommt man:
f (x+%) de 1 a’ iy (@' + x+d)
fx Fadatd  ° \Fri—y (v 42 o+l
o =iy (@' a2’ a4 o'y (' +2" 41
+ 4 log (S Lt HTED) o lop (LR EERY)
Auf diese Weise kann man fortfahren und noch mchrere Integrale finden. So
z. B. lifst sich das Integral '

+ Iog

(x+1).dx

IVt s )

durch Logarithmen ausdriicken.

Wir haben hier die Integrale von der Form 5—%{3: gesucht, die sich durch

eine logarithmische Function von der Form

(g+sz
gV R

ausdriicken lassen.

Man kinnte das Problem noch allgemeiner machen, und allgemein alle In-
tegrale von einerlei Form suchen, die sich auf irgend eine Weise durch Loga-
rithmen ausdriicken lassen; allein man wiirde keine neue Integrale finden. Es
findet nemlich folgendes merkwiirdige Theorem Statt:
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» YVenn ein Integral von der Form

»Wo ¢ und R ganze Functionen von @ sind, durch Logarithmen ausgedriickt
,» werden kann, so kann man es immer auch folgender Mafsen ausdriicken:

%:Alog(;;—;%\—;—%).'

»Wo A constant ist und p und ¢ ganze Functionen von « sind.“
Dieses Theorem werde ich bei einer andern Gelegenheit beweisen.

20.

Bemerkung iiber die Lagrangische Interpolations-Formel
(Von.Herrn Prof. Dirksen.)

Bekannﬂich kommt die Bildung der Lagrangischen Interpolations - Formel
auf die Lisung von folgendem analytischen Probleme zuriick:

Man wiinscht eine algebraische ganze, die (7 — 1)** Ordnung nicht iiber-
steigende, Function von #, die hier, der Kiirze wegen, mit f(x) bezeichnet wer-
den mag, zu finden, so beschaffen, dals sie die Werthe 4, A4,, 4,,......
A__, licfere, wenn man darin fiir # nach und nach dic n Werthe

------

[N 2 TR TR a,_, substituirt.
Der Forderung nach ist
f@ =M, +Mazx+Ma"+Mz"+.... M2 +..,. M,_z"""
einc algebraische ganze Function von der (72 — 1)* Ordnung; und da das Pro-
duct aus den nFactoren
T— 0 E— Qe T —Cyyeveee . T—Qyyerv...T—a,_,
die Grolse (x—a,) (x—a,) (x—a)......(x—a,)...... (x—a,__) nament-
lich, eine cben solche Function von der nt** Ordnung ist: so wird, der Theorie
der Zerfillung gebrochener Functionen gemils, der Bruch:
S(=x)

(x—a,) (x—a,) (x—a)....(—a,)....(@—a__)

. ( C C . ‘1 C A e
leich ‘e L. - 2 4 LI 2 N S ]

B —_— r—a r—a Tr—a xr—a xr—a
x ao A P 3 (lv . $



