
19.
Ueber die Integration der Differential-Formel ~, wenn

R und? ganze Fraictionen sind.
(Von Herrn IV. //. Alel.)

1.

V V enn man den Ausdruck
i Sp-*"= loe l *-

8 V —
1) z

wo /?, q und R ganze Functionen einer veränderlichen Gröfse sind, nach
differentiirt, so erhält man:

* dp ~f

oder:
(p *""" 7 ·̂̂ ) (^ ̂J&— ..

das heifst:
2/>.<%/.fi)-

XI Z —· P. P" il·· r ' ' 4' Ö"p* —f.R
Nun ist

also, durch Substitution,
pq

= *— * - - - 2(p —q
folglich , wenn man

setzt:
I. 24
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186 Alcl, Integration von ̂ 7«.

WO, wie leicht zu sehen, M und N ganze Fimctionen von oc sind.

Da nun z = log (^ _ -* ^ > ) > so ist, wenn man integrirt,

4X CM dx
4) - =

Daraus folgt, dafs sich in dem Differential ^, für die rationale Function un-

zählige Formen finden lassen, die dieses Differential durch Logari thmen inte-

grabel machen, und zwar durch einen Ausdruck von der Form log (- - r R) ·r
Die Function Q enthält, wie man aus den Gleichungen (2) sieht, aufser JR, noch
zwei unbestimmte Functionen p und ^, und wird durch diese Functionen
gestimmt.

Man kann nun umgekehrt die Frage aufstellen, oh es möglich sei, die Func-
Mtionen p und q so anzunehmen , dafs Q oder -^= eine bestimmte gegebene Form

bekommt. Die Auflösung dieses Problems führt zu vielen interessanten Resulta-

ten, die als eben so viele Eigenschaften der Functionen von der Form / ^™ zu
J V**

betrachten sind. Ich werde mich in dieser Abhandlung auf den Fall beschränken,
Mwenn -jr= eine ganze Function von ist, und folgende allgemeine Aufgabe auf-

zulösen suchen:

„Alle Differentiale von der Form - * wo und R ganze Functionen von
»x sind, zu finden, deren Integrale durch eine Function von der Form

l - V-T> l ausgedrückt werden können. w
v > — iRJ ö

2.
Differentiirt man die Gleichung

N = P*-<]*.R,
so erhält man :

(IN =2pdp — 2cid(j.R — cf. dR ;
also, wenn man miip multiplicirt,

= 2p*dp — 2pqdq .R—pq* . dR,
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A bei, Integration von VTJ. 187

das heifst: wenn man statt p2 seinen Werth IV + g2 . R setzt,
pdN = 2Ndp + 2q*dp . R — 2pqd(j . R — pcf . dR,

oder

folglich, weil
2(pdq — qdp)R+pq.dR = M.dx (2.),
pdN=2N.dp — cjM. dx,

oder:

und folglich

M ,Nun soll -ft eine ganze Function von a; sein: also -ist, wenn diese Function

durch bezeichnet wird :

M _ / dp AN5) - 2 ~ ñ ·

dN
Daraus folgt, dafs p . j^-ã- eine ganze Function ãüç ÷ sein muis. Nun ist,

wenn man
#= log (x + af (x + a

setzt,
dN _ m ___ mt __ mn

Ndx ~~ ÷ + a x + at ...... ÷
also mufs auch

m ðé m
x

\
a

eine ganze Function sein. Dieses aber kann nicht Statt finden, wenn nicht das
Product (x 4- #) ...... {̂  + n) ein Factor ãüç ñ ist. Es mufs also

p = (÷ + #) ...... (o: + a0) . pt

sein wo p eine ganze Function ist. Nun ist
J^ = /-r /

2 . JK,
also:

Da nun keinen Factor von der Form (x+df hat, und man immer anneh-
men kann, dafs p und (j keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist klar, dafs

24*
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188 Abel, Integration von

m = mi = mn = l
und Jß = log (x + d) (x 4- at) (# Hh #n) * -ß,

sein mufs, wo i?i eine ganze Function ist.
Man hat also

JY = log (x + a) (x + af) (# 4- cn) und

das heifst: N mufs ein Factor von JR sein. Man hat auch p = N. pt.
Substituirt man diese Werthe von R und p in die Gleichungen (2.), so fin-

det man folgende zwei:
P'

M
#-r.y

Die erste dieser Gleichungen bestimmt die Form der Functionen pl9 q, N
und Rt, und wenn dieselben bestimmt sind, so giebt hernach die zweite Glei-
chung die Function Q. Diese letzte Function kann auch durch die Gleichung
(5.) gefunden werden.

3.
Es kommt nunmehr alles auf die Gleichung

an.
Sie kann zwar durch die gewöhnliche Methode der unbestimmten Coefficien-

ten aufgelöst werden, allein die Anwendung dieser Methode würde hier äuiserst
weitläufig sein, und schwerlich zu einem allgemeinen Resultat führen. Ich werde
mich daher eines ändern Verfahrens bedienen, welches demjenigen ähnlich ist,
das man anwendet, um die u n b e s t i m m t e n G le i chungen vom zweiten
Grade zwischen zwei u n b e k a n n t e n Gröfsen a u f z u l ö s e n . Der Unter-
schied besteht blofs darin, dafs man, statt mit ganzen Zahlen, mit ganzen Func-
t i o n e n zu thun hat. Da in der Folge häufig die Rede von dem Grade einer
Function sein wird, so werde ich mich des Zeichens a bedienen, um denselben
auszudrücken, auf die Weise, dafs dJP den Grad der Function P bezeichnet,
z.B.

(o?m 4- auc&^i Hh. )= rm,
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Ab ei, Integration PO/Z |r .̂ 189

Es ist übrigens klar, dafs folgende Gleichungen Statt finden:

ferner
<y (p + P') = <f p,

wenn P' nicht grofser als S P ist.
Eben so will ich, der Kürze wegen, den u n g e b r o c h e n e n Thcil einer

ra t ionalen Function u durch

bezeichnen, auf die Weise, dafs
u = EU + u',

wo dz/ negativ ist.
Es ist klar, dafs

und also

wenn Ss negativ ist.
In Rücksicht auf dieses Zeichen hat man folgenden Satz :

„Wenn die drei rationalen Functionen u, v und z die Eigenschaft haben, dafs
U

2=:v2 + z9

„so ist
JE(iO =

„Wenn < cJV.
Es ist neinlich , zu Folge der Definition,

,
wo Suf und (JV kleiner als Null sind; also wenn man diese Werthe in die Glei-
chung u2 — vz + z substituirt :

(Eu)2 + 2 u'Eu + u'2 = (Evf 4- 2 v* E v H- v'2 + z,
Daraus folgt:

(Eu)* - (Evf = z + i><*-u'* + 2 v'Ev + 2
oder:

(Eu + EP) (Eu - jßr) =R /,
Isun ist , wie leicht zu sehen»
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190 A bei, Integration von

ä (Eu 4- JE?) (JE u — jEV) dagegen ist wenigstens gleich dV, wenn nicht
(Eu + Ev) (Eu — jEV) gleich Null ist; es ist also nothwendig

(Eu + Ev) (Eu — Ev) — 0,
welches

giebt, wie zu beweisen war.
Es ist klar, dafs die Gleichung (7.) nicht Statt finden kann, wenn nicht

o(Npt") = d( 4 7«), dts heifst,

Daraus folgt
<f(# t) = 2(3 cj — (5>t t

Der h chste Exponent in der Function jR mufs also eine gerade Zahl sein.
Es sei ä N = n — m, SRi — n + m.

4.
Dieses festgesetzt, werde ich nunmehr statt der Gleichung

Ë·.ËÃ-ã.Á, = ß
folgende : s) Ë·.ËÃ_Õ.Á =,

. . , . , · , , , . - i <$1V+SRsetzen, wo v eine ganze Function ist, deren Grad kleiner ist als - - - l .JL
Diese Gleichung ist, wie man sieht, allgemeiner; sie kann durch das nem-

liehe Verfahren aufgel st werden.
7?

Es sei t der ganze Theil der gebrochenen Function -^-und t9 der Rest,

so hat man
9) Ri —N.t + t',

und es ist klar, dafs t vom 2mten Grade ist, wenn $N=. n — m und <$Rt = ôé+çé.
Substiluirt man diesen Ausdruck f r Rt in die Gleichung (3.), so ergiebt sich

10) (p* — f . t). N— <f .*=*<>.
Es sei nunmehr

11) t = t,° + t\ .........
so kann man immer tt so bestimmen , dafs der Grad von t\ kleiner ist als m.
Man setze nemlich

t = a ·+· a . ÷ + a . oc* . . . . -t- a a ; m

_
so giebt die Gleichung (10.)
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A bei, Integration von - . 191

+ ym - 1^- i -ym- 2
a ; + · · ...... + yt* + y.

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die Coefiicienten mit einander ver-
gleicht :

et = ß*2m l m

etc.
+ 2£n_1 . /?, + 2/?m_2 .
- »A.-, · A - 2ßm-2 -

- ß*

mDie ra-t-1 ersten Coefficienten dieser Gleichungen geben, wie in jedem
Falle leicht zu sehen, die Werthe der m 4- l GroTsen /?m, /?m-j , ....... ßQ9 und
die m letzten die "Werthe der Gröfsen <y0, yg , yg, ...... »- 1 *

Die vorausgesetzte Gleichung (11.) ist also immer möglich.
Substituirt man nun in die Gleichung (10.) statt / seinen "Wcrth aus der

Gleichung (!!.)> so erhält man :
12) O/ - f . O N - / (TV. /'. + /') = r.

Hieraus folgt

r f N

Bemerkt man nun , dafs

so ist, dem Vorhergehenden zufolge,

also hat man
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192 Abel, Integration von

wo
oder, da tt mit beiden Zeichen genommen werden kann,

Pi^tfl + -
Substilulrt man diesen Ausdruck statt pt in die Gleichung (12.), so geht dieselbe in

13) (â* + 2âßé(ú)Àí—<ú* .s = v
ber, wenn man der K rze wegen

setzt.
Aus dieser Gleichung folgt leicht:

/ff ;*,Ë\* _N(tt*N+s) _ v
V s ) * j« 7]?'

©der, weil ß'Í+s — R^ (indem Ht = t# + *', = Nt't -f- <7, und
< = *t« + i',),

x,y tJf\'_Rtff v
\ S ) ~ S* S *'

Es sei nun
RiN—re + r/,
wo oV < tfr ist,

so hat man:

Nun aber ist, wie leicht zu sehen,

also

folglich

also, wenn man

q = 2 ̂  ./? + /?,; wo d/?t < tfjS ist.
Substituirt man diesen Ausdruck f r 9 in die Gleichung (13.), so erhalt

man folgende:
úâ^öìâ + âÜ - åøì'â' + Áìââ + â*) = ,,

das
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as hcifsl:

t, V — 2<u.s == — r t

oder, wenn man

14)
scl/J,

15) st .

( r -l- l /y\
-^—j = 2 ist, so hat man

l ·+· t^N = 2s . + JL, wo d_/£ < d.y,
folglich giobt die letzte der Gleichungen (14.) -

rf = r - K
Ferner erhält man, wenn man den Ausdruck für st mit s

Nun ist 2s — tfl = /*,, also

Es ist ferner

also
16) ri

2 + .s.9f =N.Rt = JL
Vermöge des Vorhergehenden ist K — r2 + r', also

r2 — r/ = .95l — r', (r + r t) (r — r^ = .s
Da mm (i r' < dr ist, so folgt aus dieser Gleichung, dafs

rf(iif) = rf(/- + r')(r-r l),
das heilst, weil r — r j = 7i, wo JJ^J < <i r,

rf.? 4- rf^ = dr + dE
Nun ist d E < d.v, also

d.^ < dr.
Ferner hat man :

s = #./', + //, wo r5/ ' < d A u n d d/'
also

os <dA T +d7 | .
Ahcr /i = N (s + //A), folglich:

r'.

o er,

I. 25
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194 Ab ei, Integration von

Daraus folgt also, dafs
*$«*>..

Die Gleichung p? . N — q2 . Rf = v ist also nunmehr in die Gleichung

übergegangen, wo d>r = \<$R = m, äßt < S und (f s < m, d^f < m.
Man erhält nemlich diese Gleichung, wenn man

setzt. £f ist durch die Gleichung
t = // + /',, wo rf^ < d^ und i = JB

bestimm 1 9 aber durch die Gleichung

wo r2

Ferner ist
r, = 2 . s —

18)

Es kommt also nun auf die Gleichung (15.) an.

5.
Auflosung der Gleichung:

wo cTj < cFr', , äst < rfr, , 'v < dr„ Sßt < / .
Dividirt man die Gleichung

mit *, /S,2, so erhält man

£!A
und folglich

Hieraus folgt, da d - + — < *
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A bei, Integration von VTJJ- 195

mithln /r \=* ·<'*'>·
Wo man das Zeichen 4- nehmen mufs, weil sonst E (~ J gleich Null sein

w rde, also

daher, wenn man

]
setzt,

â = 2â,.ì
Substituirt man diesen Werth f r in die gegebene Gleichung, so kommt

*. ( * + * A A/*. + W · /V) ~ 2r< < ( , + 2/i. ) - ,/?/ :
oder:

20) *. - /?/ - 2r. . A . /?. - 5, . &' = - o,
wo r = 2/i,*, — Ë, J, = * + 4l·,,«, — úß.ì*.

Da JEß ^^ = /*,, so ist
rr =^,Ë, +-E,, WorfjE, <

Dadurch erh lt man

also, wie leicht zu sehen,
d>2 = ü>é? rf^g < dre.

Die Gleichung (19.) hat folglich dieselbe Form wie die Gleichung (20.), und
man kann also darauf dieselbe Operation anwenden, neinlich wenn man setzt

ìË = JE(^), rz = s2<a2 + E* , =
X > > 2 7

Dieses eiebt
*,.Á·-2'./».&-*.·Á·

wo
r, = 2/**«*« — r« = r

i! —
5 = 5 + 4 r i — 4i

und
F hrt man auf diese Weise fort, so erh lt man, nach n — 2 Transforma-

tionen, die Gleichung:
21) *„ - /52

n_, - 2r. . /?„., · /Sn_2 - *„_, · \ = (-l)-'
w o t f A < t f / S B . , .

Die Gr fsen s , r , n sind durch folgende Gleichungen bestimmt:
" 25*
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196 he L Integration von « .y/c

Wozu noch die folgenden hinzugefügt werden können ;
r = u s + K

II · 11 11 11>

r = r _ 9 Kn n — t *"' ii

Da nun die Zahlen
* >* <·* » ........ tf/?n, etc.

eine abnehmende Reihe bilden, so mufs man nach einer gewissen Zahl von Trans-
formationen ein ßn finden, welches gleich Null ist. Es sei also

=0.m

Alsdann giebt die Gleichung (21.)» wenn man n = m setzt;
_22) i. ./*·„_, = (- l)1"1 *;

Dies ist die allgemeine Bedingungsglcichung für die Auflösbarkeit der Glei-
chung (19).

sm hängt von den Funclloncn s> .v f , rt ab, und ßm_i mufs so genommen
Werden, dafs

. ..
Die Gleichung (22.) zeigt an, dafs man für alle s, $t und rr unzählige Wer-

the von v finden kann, welche der Gleichung (19.) genug thun.
Setzt man in die gegebene Gleichung statt <- seinen \Verth ( — l)m~ . S

m*ß2
m„i9

so erhält man

welche Gleichung immer auflösbar ist.
Es ist leicht zu sehen, dafs und ß^ den gemeinschaftlichen Factor ßm_t

haben. Nimmt man daher an, dafs und ßt keinen gemeinschaftlichen Factor
haben sollen» so ist ßm_t unabhängig von a\ Man kann alsdann ßn„t = 4 setzen,
und folglich hat man die Gleichung

*, . /S" - 2 rf /?/?.-*/?/ = (-!)— v
Die Functionen ß> ßt> /?2, ...... werden durch die Gleichung

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 6/10/15 4:48 AM



Ale l, Iniegratioji von TTT*. 197

bestimmt, wenn man der Reihe nach n = l , 2, 3, ....... m — l setzt, und
bemerkt, dafs m = 0 , ziemlich :

• ôç — 2 « n i — l " / m — é *

= 2^./?,

Diese Gleichungen geben:

L-
' (fc)

A _

= 2Ë¿-2

folglich erh lt man, durch aufeinander folgende Substitutionen:

'— = 2ìé Ç i
2 2/C6 Hh*

• • . . + __L___i__

Man hat also die Wcrthe von â und /?x, wenn man diesen Kcltcnbruch in einen
gew hnlichen Bruch verwandelt.

6.
Setzt man in die Gleichung

f r r seinen Werth (—l)1"*"1 . s , so erh lt man
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198 A bei, Integration von ~ ~ .

WO
g =

also

* = ,.+£ = ,.

folglich

giebt .N f .N'

also , Wenn man in unendlich grofs annimmt :

£L(j
folglich hat man :

^c _ , +_±
W ~ '< + 2 +

2* m — l

Die Gleichung:

Man findet also die Werthe von /?£ und q für alle m, wenn man die
/ W

Funclion l/ ^ in einen Kettenbruch verwandelt *).

*) Die obige Gleichung drückt liier nicht eine absolute Gleichheit aus. Sie deutet nur
auf eine abgekürzte Weise an, wie die Gröfsen tt, ^, ^, / * * , . · » » * . gefunden wer-
den können. Sobald indessen der Kettenbruch einen Werth hat, ist derselbe immer gleich
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Altel, Integration von ô^ç. 199

7.
Es sei nun ^ = a, so ist

( . \ m — 2
— Ï â·

Sobald also die Gleichung
/ é /ËÃ-/ .« ,= á

aufl sbar sein sollr so mufs wenigstens eine der Grofseo

*> V -V *metc·
unabh ngig von o* sein.

Und umgekehrt: wenn eine dieser Gr fsen unabh ngig von ÷ ist,, so ist es
immer m glich zwei ganze Funelionen p und cj zu finden, die dieser Gleichung
genugthun. Wenn nemlich sm = <z, so hat man die Werthe von pi und <y, wenn
man den Kettenbruch

in einen gewohnlichen Bruch verwandelt* Im Allgemeinen sind, wie leicht zu
sehen, die Functionen s, s^9 s2, etc. vom (n — lten) Grade, wenn NR t vom
2/zten ist. Die Bedingungs- Gleichung

^ = a

gicbt also n — l Gleichungen zwischen den Coefficienten der Functionen N und
J?4, und daher kann man nur n+ i dieser Coefficienten willk rlich annehmen;
die brigen sind durch die Bedingungs- Gleichungen bestimmt.

8.
Aus dem Vorhergehenden folgt nun also, cfafs man alle Werthe von Ri und

O fi /T>

N findet, welche das Differential —„ — %T durch emen Ausdruck von der Form

integrirbar machen, wenn man nach und nach die Gr isen sr s , srg * * — „ sr
unabh ngig von ÷ setzt.

Da p = pJNi, so ist auch

oder:
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23)

wenn man annimmt, dafs s = einer Constanle ist.
2/x '

• na—l

nun 7^ , N und p^ q so bestirninl sind, so findet man ñ durch die
Gleichung (5.)· Diese Gleichung giebl, wenn man p^N statt p lind Q statt

setzt,

_ (U-L
\ ' º /1 ff»

Hieraus folgt, dafs:

Nun aber ist, wie man vorbin sabc, S p ·+· $q -f- n, also
SQ = n — l .

Wenn also die Funclion .R oder litl\f vom 2nteu Grade ist, so ist die Funclion
Q nothwendig vom (n — l)teu

ir saben oben , dafs
9.

t
sein mufs; man kann aber immer annehmen, dafs die Function IV constaftt ist.
In der Tbat ist

also auch

Ë - 1 ]oe- » Jog

das heifst, wenn man

fetzt,
/j/^-l- , =// und 2/7,7 = 9'

p9^_ /X + yVHx
J //i - logV~yV^^
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Es ist klar, dafs p4 und q* keinen gemeinschaftlichen Factor haben; also
kann man immer

setzen. Man hat also statt der Gleichung p * N— (i*R = l folgende:Ã? / i I I ¼

deren Aufl sung man erh lt, wenn man oben N gleich l, und H statt Hf setzt
Da N = l , so hat man, wie leicht zu sehen,

' Ú ' ' .

folglich:

' *>^ — r + L_ é
r' 2 ,u -h l

" +
l

R = r* + s ,

rt = r — å, SL = l -4- 4 c . /z,

24)

E- ÃË= Ji l — l , r =s=V ^ / ' n
*

\ r = r — £ , . 9 = 5 -H £ , /á = ó.
V m m— i ro — t ' n» m — 2 » — l « m — t

ATenn nun 7i, r, /^, ^a4 , · - <a
m_ t durch diese Gleiehungeit be-

stimmt sind, so hat man:

wo Q = — · -7—,. ^ dx
aus der Gleichung hervorgeht, wenn man N

I.
i setzt.

26
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10.
Man kann dem Ausdrucke

eine einfachere Form geben ; nernKch die Form

r 4-/Á\ , , frt+^R\ . fr*+fR

^Dieses l fst sich leicht» wie folgt, beweisen
Wenn man setzt:

ci i
** ^ . t -* A-—— ÃÎÃ l «-f- Ë

,á< m— <

so ist, wie aus der Theorie der Kettenbr che bekannt,

fi = fi .» m * m — 2 · m — l * m— t

Diese Gleichungen geben durch Elimination von
a- · ̂ .i — ̂  · <*m-i = ~ K-t-/3«

also ,

wie bekannt.
Die beiden Gleichungen (a) und (A) geben ferner:

a e = a a
A - f - 4 a , . a ft./u „ -f· 4xx ^ · ae

m m— 2 m — l m—ii « m — i · m — l m— l

= ..
Hieraus folgt

Nun aber ist:
«

also, wenn man substituirt:
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f. = *.-. + 4 - . -
Vermöge des Vorhergehenden aber ist

folglich:

Es sei

«.^
so erhält man , durch Multiplication :

*. · <.., = «m «... A" ~ /?. /U », + (^ .̂,
Es war aber, wie wir sahen,

^...-^..^»(-irS^a^^^.
folglich ist

*.*'.., = (- 1)""1 (»·,·»·/«),
tmd auf dieselbe Weise

*'.·*.-, = (- O"" (r. -

Hieraus folgt, durch Division:
z ay r -t-m m — t ___ in

z' *5 r -m m— t m

das heifst, wenn mait mit -^ — multiplicirt,

rm m

Setzt man der Picihe nach
m = l, 2, 3 ........ m,

so erhält man

9-' ± »— \ R y4
» t r t ·"··"· y J.I. Ä ^

woraus leicht folgt:
26*
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r>
rt-

Nun aber ist

und

also
yt-/fl

'"'r-SR'
und wenn man die Logarithmen nimmt,

r,+S'&\ . é Ë,+/Á\ , Ë^^^
e zu beweisen war.

11.

Differentiirt man den Ausdruck z = log f m - - m - j , so er-
m » ^ m · *

h lt man nach den geh rigen Pveductionen :
_ 2(a

Nun ist

also wenn man

setz.t,

l | *m * ilxund z == '

folglich

f?» _j ifL_-i" r^sx+
' J *. ÕßÁ,Ë) -10g Um/^-
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Abel, Integration von ^—¹. 205

oder:
r>o\ A» (IX28);ß·7*

_1 ftrfN-+-SK\ /l't+'fR^ /r+^fR\ ] /"''an^V-^N

~ ° g \ t r fN— //æ/ + °8(Ô^^ºú) + 0^v^f~R/~*~''''+ °S \rm — / y'
In diesem Ausdruck ist s h chstens vom (AI— l)tcn und ñ nothwendjV vomm ð» ï

(",^— ^ -}- s )ten Grade, wovon man sich auf folgende Weise berzeugen kann.
Differentiirt man die Gleichung

so findet man folgende:
2a Nda +a' <lir—2 dB R — 2 dR, = (—i^'iL· %m m in * m * m * * ðé é \ m'

oder, wenn man mit «m^V multiplicirt,

Setzt man hier statt á VV seinen Werlh aus der Gleichung (29), so erhalt man

das heifst :

. (2(«m^m ~

Nun ist, verm ge der Gleichung (27.), die Gr fse linker Hand gleich

— * yA"l9m^a:9 a"so ̂ at man

/2Mla atll^\ Ndsso) A. . fc. = ̂  (-—= -H ̂ -) - «„ -3^=.
il nun cf sm <. n, so ist die Function rechter Hand, wie leicht zu sehen, uoth-

wendig vom (Ssm + $JV+ <$am — l>e» Grade; also
tH^ ^ +

Aber aus der Gleichung folgt, dafs

also ^m = ̂

oder, da 0 N + cTJ?I = 2n,
S9m = fsm + n— f >

das heifst: ^m ist nothwendig vom (^^m + n — l)te" Grade.
9lDaraus folgt, dafs die Function -^ vom (fi — 1)*âú* Grade ist.
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206 Abel, Integration PO/I ßßßl/R

Setzt man in die Formel (28.) N =. l, so ist t = r, und also

wo, zu Folge der Gleichung (30.),

Setzt man in die Formel

so ist:

wo

und wenn man 'N = i setzt,

Dem Obigen zu Folge ist diese Formel eben so allgemein als die Formel

(30.), und giebt alle Integrale von der Form i -j^s 9 wo Q und R ganze Func-

tionen sind , die sich durch eine logarithmische Function von der Form

Am'^ t Ë+/Á\^, /ÃÃ+^Á\ - /̂ m \ x

J T^ = 1°gtl^ + los(r^^

ausdr cken lassen.

12.

9In dem Ausdruck (28.) ist die Function — durch die Gleichung (30.) gege-
m

ben. Man kann aber diese Function auf eine bequemere Art, mit H lfe der
Gr fsen tl9 rl9 r f > etc. ì, ì^ ì^ ........ ausdr cken,

Man bezeichne die Function

so erh lt man f wenn man das Differential nimmt,
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, Integration »an -7-5. 207

, JA

* =
oder, wenn man reducirt,

Nun ist,, wie wir vorhin sähe»,

also, wenn man mit s^^^ multiplicirf,

das heifsl:

Nun ist

folglich, wenn man diese Gröfse substituirt,
— .a ___ »

woraus man man durch Transposition
r* + s . s = r* 4- s .s

findet.
Aus dieser Gleichung folgt, dafs r^ + s^ . sm^ einen und denselben Werth

für alle m hat, und dafs also auch

ist* 'Wir sahen aber oben, dafs rt
2 ·+· sst = li, also aucli

Setzt man diesen Ausdruck für JR in die Gleichung, so erhält man nach
gehörigen Reductionen:

rm sm^ rm

Da nun
rm =

ist, so geht das Glied! ^^ . m

-über. Also erhält man
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208 Ë hei, Integration von -ôôß.

und durch Integration

Dieser Ausdruck ist, wie man sieht, eine Reduclions- Formel f r die Inte-

grale von der Form l — — . -^~. Sie giebl nemlich das Integral l ——.--—-
€/ -̂ ra V -"- J Sm V ·"-

durch ein anderes Integral von derselben Form und durch ein Integral von der

/

tdoo \ · . . .
-j-j\, wo t eine ganze Function isL

Setzt man nun in diese Formel statt m der Reihe nach m — i, m — 2,... .
. . . . 3, 2, so erh lt man m — l hnliche Gleichungen, welche addirt, folgende
gehen, wenn man bemerkt, dafs r0 dasselbe ist wie 2 s ì, — rt, das heifst, verm ge
der Gleichung

rt -4-^= 2 s ì,
dasselbe wie — ttlY:

, . Ë

-pds^^dst~pf ^^Hr* l *· 1 1 » ' ß · é * » â · «-·" -J · · · · · "· çé ^"—«r ^-^x»^vt ^*'g»*-'e · · · Ë*ðé**-*ºç/ /" É? ·

Man kann nun ferner das Integral · — . ->-« reduciren. ifferentiirt man

nemlich den Ausdruck

so erh lt man nach einigen lleduclioncn :

TSun ist
Rt = l*N+s.

Substituirt man also in die obige Gleichung statt Rc diesen Ausdruck, so findet man

folglich, wenn man intcgrirt,

• /T · $
Da-
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Ale l, Integration von 777?. 209

V/? r

/

ds ô
—" •"71? Hvf°%eri(len ber:Sm V ·"

Ë« Ã,

Hh/2 (TV^+f^d^+cfr^^
das heifst, wenn man statt 2, ££ , Z2 ...... ihre Werthe setzt;

/

ds r
-t'T

\nCT(i^±£R^\ 1 (r<+SB\ l „ fr,+VR\ i / r - , + V x- los ̂ /-ËÃ-/·^ ~ los tr^Ts) ~ log (r7=73) ™ log t^7S>
Diese Formel ist ganz dieselbe wie die Formel (28), und giebt:

^
Der obige Ausdruck erspart aber die Berechnung der Functionen co und â .

Wenn nun sn unabh ngig von o; ist, so verschwindet das Integral l — s . "~!Ú15>
m t/ 5

TO V ·"
und man erh lt folgende Formel ;

38)

Wenn in dem Ausdruck (16.) N= l , so ist it = r, und folglich:

und wenn man hier sm = a setzt:

(dir + Jrr + i/ra 4- .... Hl· //rm — ̂ urfc — /á,þ, —....— t*>m_j.
40)

Dem Obigen zu Folge hat diese Formel dieselbe Allgemeinheit wie (38.),
L 27
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) Integration PO«

und giebt daher alle Integrale von der Form l -7-^* wo t eine ganze Function
' · ' ' · ' · . * */ V ·** ' '

ist, die durch eine Function von der Form

ausgedrückt werden'kann. -

· · · · - > · · '· ! ; > · ' ·" ' " ' · 13.
"Wir sahen oben, dafs s

±- i
+ 2n. +~—— · i

also, wenn man = l setzt:

- i l

Im Allgemeinen sind die Grßfsen **, j*f, ̂  . . . . . . ̂  von einander ver-
schieden. ^Wenn aber eine der Gröfsen $, sl9 s^9 ...... sm unabhängig von
o? ist, so wird der Kettenbruch periodisch. Dieses kann man auf folgende
Art beweisen:

Es ist

also, wenn sm = a,

Nun ist t f r^j = d>, o s < <i>, (f$m,, < rfr, folglich kann diese Gleichung
nicht bestehen, wenn nicht zu gleicher Zeit

—i, · i - '·—.^ · :

Da nun

so ist auch

das heifst, weil JE l - J =
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£s ist ferner

das heifst, weil sm == o, rm^1 = r, ^m^l = a^,

folglich, da $c = l 4- 4r*r — 4Ë,

Nun ist
rrafa = 2^13. Sn

also, da rt = 2ps — r,

Daraus folgt ferner

«^ lIII 7

also:

Setzt man dieses Verfahren fort, so ist feicht zu sehen, dafs allgemein:
dt é

~" n —l * m-f n * n—l

Das Zeichen + mufs genommen werden, wenn n gerade ist, und das Zeichen —,
wenn n ungerade ist.

Setzt man in die Gleichung

á statt sm, so erhalt man

Hieraus folgt
rm =

Nun ist rm = E ( — l, also

das heifst
— i

, > · m ~ a '
Ferner hat man

27*
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212 A bei, Integration von -£é·

rm- i == ^s
m-i ' '"m- » »

das heifst, da rm =s r, ^m-1 = -,

r - f - r = —

Aber r 4- rf = 2$j», also
rm-i ~ Ãé — ~ V

Nun ist

das heifst, weil jm-1 =-,s
a

* * f , s ,
I j' , *·** Ã, / l é m ****"* f J ·«»— -~ I c^o, 1 · ^ _ lV IM"" » l x N III ·· * I ' v-» \ × ÚÚÉ ·* Z /fl

Wir sahen aber, dafs
rm-l ri == "̂ ~ v m-1 /eV>

also, wenn man substituirt,

2 (rm4-i + r,) (^m-l /i*) === a%yi — 5m-2·

Da nun rf (rmtl + r,) > a(asz — ̂ -J, so giebt diese Gleichung

folglich auch
r m-i= r i ·

Durch ein hnliches Verfahren findet man leicht:

= r * = i ^ ^ =—' -ci x̂
und allgemein:

42) j """g. dtV

14.
Es sei nun:

A) m eine gerade Zahl, = 2k
In diesem Falle ist leicht zu sehen, dafs, verm ge djer Gleichungen (41.)

und (42.), die Gr fsen r, rt, re, r3 >, si, 5g f*, ̂ , /*2

folgende Reihen bilden:
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A bei, Integration von ~yg. 213

0 i 2 ....2k-2 2k-l 2k2k+l 2&+2...4 -1 4& 4&+1 4k+2 4k+3 4/Ã+4
rf r r

- á -á á

A* A* A« ·... —31 2 á
r
á á

B) Es sei m eine ungerade Zahl, = 2k — 1.
In diesem Falle geben die Gleichungen

*— ~ a~f r n = k,

r r, ,

•s ^ ^

A* A«, A

*2 etc.

?2 etc.

* etc.

i
Ë und ^ . . = án — i 2l t—n-1

folglich
"k-l'

Die Gr fsen r, ;·( etc. 5, 5, etc. ì, /uj etc. bilden also folgende Reihen:
0 1 2 ....k—2k— l k k+1 2k—2 2k— l 2k 2h+i 2h+2 etc.

rk-, 'k-,
s s ....sk_t sk_t

r
t
r

r r, r£ etc.
^ ^â ü'2 etc.
ì fjii {i^ etc.

Hieraus siehet man, dafs wenn eine der Gr fsen s, ̂ , s2 . . . . unabh ngig
von ÷ ist, so ist der aus <fR entstehende Kettenbruch immer periodisch, und
hat allgemein folgende Form, wenn sm — a,

2/c*i+·.

a

a r etc. +

Wenn ôç ungerade ist, so hat man berdem a = ß , und alsdann

l l

~ u_ i , "

"'+^^-^^**«.+*
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214 AIelf Integration von -fTis.

Das Umgekehrte findet ebenfalls Statt; das heifst: wenn der aus /jß entste-
hende Kettenbruch die oWge Form hat, so ist sm unabhängig von x. Denn es sei

"* =
so hat man, da

rm = ^m ' ̂ m + *m>
r

rm ~~ J "*«* + £ta·

Da nun rm = rm-1 + em-el, wo tfem-l < rfr, so ist klar, dafs auch
^m = ^ + yjn, wodym<(fr.

Dadurch wird die Gleichung
r(1-^)=Ä--y-

folglich:
^m = a'»

wie zu beweisen war.
Verbindet man nun dieses mit dem Vorhergehenden, so findet man folgen-

den Satz:
„Wenn es möglich ist, für Q eine ganze Function von der Art zu finden, dafs

„so wird der aus >fR entstehende Kettenbruch periodisch sein, und folgende
., haben:

^ o.. . etc.

„und umgekehrt, wenn der aus /"ü entstehende Kettenbruch diese Form hat, so
„ist es immer möglich, für 9 eine ganze Function zu finden, die der Gleichung

„genugthut Die Function y ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

-£
2r*
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In diesem Satz ist die vollst ndige Aufl sung der im Anfang dieser Abhand-
lung aufgestellten Aufgabe enthalte^,

15.

Wir haben gesehen, dafs wenn $^_ô unabh ngig von ÷ ist, allemal 5^^»^.^ i
und wenn s^ unabh ngig von ÷ ist, s± = cs^^ ist, wo c constant ist. Das Um-
gekehrte findet ebenfalls Statt, wie sich auf folgende Art beweisen l fst:

L E$ sei zuerst ,?k = £ t_ 2 ,
E s i s t . . · . . · · . - . ' . · · · · < '

rk-i + ^k-i \-* — rk + '9k * 5k-i>
also, da sk = s^9,

rk — rk-i-
Nun ist

folglich
1 — rk-* = ^ C^i — >k-a> + £k — ̂ k-^

Aber
rk= = rk-·' 7'k-a= Ãú;-1 + 2^k-2>

folglieh, wenn man siibstituirt,
0 = *k Oak — ̂ Ç2) + ek + %_ 2 .

Diese Gleichung giebt^ wenn man bemerkt, dafs: üå^ < rf^t; (yrt-2

/ak= =/ / 'k-2> ^k = - £k-2'
Ferner ist rk· ë = r^ — 2ek, also, verm ge der letzten Gleichung,

rk|i = rk-i + 2£rk-a>
das heifst, weil rk-l = rk-2 — 2£k„2,

Ã4·|º ==: rk-«·
Nun ist

rHi + ^k · 5kf é = rk-a + ^k~a · ̂ k-s^
also, da ri^l == rk-2, s^ = .^.2, auch

Hi — %-3 '
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen

rk|i = ̂ Hi · ̂ kt é + åÇ÷ imcl rk-8 — ^-e-^-s^^
so erh lt man

rkfi ~ rk-5 =:: ^fef i (^kfi ~ ^k-s) + £kfi £ k^3 '
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216 Abcl, Integration von

Nun aber ist
rkfi —

folglich
0 = *H

Hieraus folgt

Fährt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, dafs allgemein:
T " " 7* /£ "·' ' IA C ' . . " . . ! o

k+ft 'k-n-l> ^k^n — ^k-n-*» ^k+n °k-n-2'

Setzt man in die letzte Gleichung n = k — l , so findet man

•iak-i:=:'s-i·

Nun ist klar, dafs smmi dasselbe ist wie l ; denn es ist allgemein

* = £ + *«·*._,·
also , wenn m = 0 ,

jR = r
f + i . j_t.

Aber JR = rz + 5, folglich i_t = l , und also auch

^-< = 1·
. Es sei zwei tens s^. = csi_1.

rk = ek und Vk_, = ̂ -t . ,,.̂
Es ist

folglich:

Nun ist rk — rk-1 = — 2£k_ t , folglich
0 = sk^ (c^k - ^k_ t) + ek + *iei.

Diese Gleichung giebt

^ = -·^- k̂ = — c k- i ·
Da nun

rk ~ rk-i — ~ 2fk-i> rk+i — rk = ~ 2ek>
so erhält man durch Addition

rk+t — rk-r
Ferner ist

r k+i + 5k · ̂ k+i ̂  rk«i + *k-4 · 5k~ 2>
also,dark>|4l = rk^ l , .sk = c^lt t

_ l
^k + t — ~ · ^k-2-

Fährt

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 6/10/15 4:48 AM



Integration van ITB* 217

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man
s ss CÄ *

also, s£k unabhängig von &.
Diese Eigenschaft derGröfsen s, $f l s^ etc. zeigt, dafs die Gleichung ^=ö

mit sk =s a—1 .^k_ t, und dieGleichung $2k_ f == l mit s± = 5k_2 identisch ist
Wenn man also die zu f^ — gehörige Form der Function jR sucht, so kann
man statt s^ = «, ̂  = a^1 · ·**_ setzen, und wenn man die zu der Gleichung
jrßt = l gehörige Form sucht, so ist es hinreichend, 5^ = $^ zu setzen; was die
Rechnung sehr abkürzt.

16.
Vermöge der Gleichungen (41.) und (42.) kann man dem Ausdrucke (40.)

eine einfachere Form geben.
Man erhält nemlich:

a) Wenn m gerade und = 2k ist:

/ 2(Jr+JrI+....+Jrk-|+|Jrk~^—^ /— ••••~^k-A-1)^
43) J y

b) Wenn m ungerade und = 2k — l ist;

44)

17.
Um das Obige auf ein Beispiel anzuwenden, wollen wir das Integral

gclx
ax? 4- ßx* + yx +

nehmen.
Hier ist R == 4, also sind die Functionen s, sf9 s^9 s^ . . . . . . vom ersten

Grade, und folglich giebt die Gleichung sn = Cönst. nur eine Bedingungs-
Gleichung zwischen den Grofsen a, ß, y, tf, .

Wenn man

I 28
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218 4*fi,· InteerM n von

seti&t, so hat man: ··>.·<·.']".:'*:

Um die Rechnung zu vereinfachen, wollen wir ==±0
Aisdannist ' · ; v - » · ' * . · · · , · · · * ' ' i j " » . ' · » ·

j ; i j? sss âßû, und folglich * ^ .

. . , .
das heifst:

.

=-- + - , € = 6.
e e

Ferner
r^ —- r — 2å = Ë?2 — á÷ + b — 2b = o?2 H

' , · · · * ; ; . . : · ' .y Ë?+^ ·· » &b '-- A b · .s. = 1 + 4^=1 + 45. -- = — . o?H -- ^ l,1 ^ e e i /
— bS á? + a^c — ) ,. f

i».^*·».^! Wz·— -OT·« â J
g2 ^

'
t e ' ,\

Es sei nun :

Erstens: > , ^t =5? constant.
Alsdann giebt die Gleichung '' "' '""

folglich

das heifst, weil ì = , s =

/

· ( 3 o? Jr a) dx ^ _ i
/"((á;2 + ax)*+ ex) ~ S

Dieses Integral findet man auch leicht, wenn man Z hler und Nenner des, Diffe-
rentials mit ÷ muljtiplicirt
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:, Es sei sf = constant.
In diesem Fall giebt die Formel , weil k = l ,

Nun aber giebt $2 ss= Gonst., ^ rs= CJ, also"

^ e

folglich die Bec ngijngs -Gleichung — -- H i == 0, das heifst:

folglich
JS -s (á?2 + áá: + )2 —

Da nun ferner ì = — — — , ô = á;2 + (èßô + b, r? = Ë?2 + aa? — b9 so wird

die Formel: /
• Ã (4^r + á) J^r , /x*
J /((× +áá?.+Á)1-4ßé&ñ)" °S V

Dri t tens : Es sei $5 = Const
JDiese Gleichung giebt s =^2, das heifst:

ae e* , __ + __ _ ^ _

Hieraus findet man
e = — 2Ý (á

Die Formel (44.) giebt folglich, weil k = 2,
/»

J
,

g

Ist 7. B. á = 0 , b = l , so erh lt man folgendes Integral :
( 5 ÷ — - l ) . rfo?

4- 1)'- 4.

Viertens: Es sei 54 = Const
Dieecs giebt sg = cst , das heifst;

28
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Hieraus erh lt mai*, wenn man die Coefficienten vergleicht und nachher
c.eliminirt,

(e + 4e£)* = 16ï3 — e(e ·
e2 H- 6ab . e == 8ü3 — 8á'£* ,

e = — 3at> =t= /"(8Ý3 + tfb") =1 — 6 ((3á ± /(«'
Verm ge dieses Ausdrucks giebt die Formel (43.)

/

(6a? + §Q — |>Ë(«8 + 8&) da) _
/((a?*+aa?+ ) f— Ý ( 3á + ̂ Ë(á2 -f- 8Ý) or) ~" °g

Setzt man z. B. o = Ï, Ý = |, so bekommt man
Ã (x + \)dx _ M

J /V+a?'+a;+i) ~" â g

Auf diese "Weise kann man fortfahren und noch mehrere Integrale finden. So
z. B. l fst sich das Integral

(a? -4- y) · dx

durch Logarithmen ausdr cken.

Wir haben hier die Integrale von der Form É ̂ ô gesucht, die sich durch
eine logarithmische Function von der Form

ausdr cken lassen.
Man konnte das Problem noch allgemeiner machen, un«I allgemein alle In-

tegrale von einerlei Form suchen , die sich auf irgend eine Weise durch Loga-
rithmen ausdr cken lassen; allein man w rde keine neue Integrale finden. .Es
findet nemlich folgendes merkw rdige Theorem Statt;
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Dirksen, Über die Lagrangische Interpolaiions-Formel. 221

„ Wenn ein Integral von der Form

/

§dx
TE\„wo 9 und R ganze Functionen von sind, durch Logarithmen ausgedrückt

„Werden kann, so kann man es immer auch folgender Mafsen ausdrücken:

„Wo A constant ist und p und q ganze Functionen von sind."
Dieses Theorem werde ich bei einer ändern Gelegenheit beweisen.

20.
Bemerkung über die Lagrangische Interpolation-FormeL

(Von.Herrn Prot Dirksen.)

JJekanntlich kommt die Bildung der Lagrangischen Interpolation« - Formel
auf die Losung von folgendem analytischen Probleme zurück :

Man wünscht eine algebraische ganze, die (rc — l)te Ordnung nicht über-
steigende, Function von x> die hier, der Kürze wegen, m\\f(oc) bezeichnet wer-
den mag, zu finden, so beschaffen, dafs sie die \Verthe AQ> Al9 A^ ......
A ...... A^ i liefere , wenn man darin für nach und nach die n Werthe
aQ9ai9a2 ---- . . a^ ...... ße_4 substituirt

Der Forderung nach ist

eine algebraische ganze Function von der (n — l)ten Ordnung; und da das Pro
duct aus den wFactoren

? — 0, — ö4. — a2, ..... *x — a^ ...... — am„i9

die Grofse (x— aQ) (x—a) (x—a^) ...... ( — ) ...... (^— ,̂ ) nament-
lich eine eben solche Function von der 7iten Ordnung ist; so wird, der Theorie
der Zerfallung gebrochener Functionen gemais, der Bruch;

. _ £(f) _
(x— aj (x— at) (x— a^ ---- (x— aj ----- (x— ao_)

*-«.-.
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