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Resume de recherches sur la symetrie des
polyedres non eulenens*

(Par M. Camille Jordan ä Chalon s. Saöne.)

U ne surface sera dite d'espece (m, n] si eile est limitee par m eon-
tours fermes et si peut d'autre part y tracer n contours fermes ne se cou-
pant eux-memes ni mutuellement, sans la partager en deux regions distinctes.

L'importance des deux parametres m et n ressort des propositions sui-
vantes:

1°. Une surface d'espece (m, n) est m + 2n fois continue (zusammen-
hängend), en donnant & ce terme la meme defmition que M. Riemann (tome 54
de ce Journal). On doit excepter le cas oü m = 0: la surface est alors non
plus 2n fois, mais 2n + i fois continue.

2°. Tout contour trace sur une surface d'espece (m, n) peut etre re-
duit par une deformation progressive a une combinaison de certains contours
simples, en nombre m -\-2n.

3°. Pour que deux surfaces flexibles et extensibles ä volonte soient
äpplicables l'une sur l'autre, ü faut et il suffit qu'elles soient de meme espece.

4°. On a dans toute surface polyedrique d'espece (m, n) entre le nombre
F des faces, celui S des sommets et celui A des aretes, la relation

F+S = A + 2-m-2n
qui n'est autre que le theoreme a'Euler generalise.

En posant m — 0 et faisant varier n, on aura les diverses especes de
polyedres fermes.

Les polyedres de l'espece (0,0) ne sont autres que ceux que j'ai ap-
peles euleriens dans le memoire precedent. Le probleme de la symetrie se
pose d'une maniere analogue dans les autres especes de polyedres: mais
les resultats obtenus sont essentiellement differents d'une espece a l'autre.

Prenons par exemple les polyedres de l'espece (0, 1). (Un polyedre
presentant Taspect general d'un tore appartiendrait a cette espece). II resulte
de mon analyse que ces polyedres peuvent offrir trois sortes differentes de
symetrie.
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1°. S y m e t r i e ^^ -qua te rna i re . Polyedres offrant deux systemes
distincts de mn elements a rotation quaternaire et un Systeme de 2mn elements
a rotation binaire (ou d'aretes a retournement). Les autres elements et aretes
sont &mn fois repetes. Les entiers m ei n peuvent etre quelconques, sauf
cette restriction que si Tun d'eux se reduit a l'unite, l'autre doit se reduire
a i, ou a 2.

2°. S y m e t r i e wz^-b ina i r e . Polyedres oiFrant quatre systemes
distincts de mn elements a rotation binaire, (chacun de ces systemes pouvant etre
remplace par un Systeme d'aretes a retournement). Les autres elements et aretes
sont 2mn fois repetes. Les entiers m et n sont absolument quelconques.

3°. S y m e t r i e m^-aire. Polyedres presentant mn aspects sem-
blables: chaque element ou arete etant mn fois repete. Les entiers m et n
sont quelconques.

Dans les trois cas ci-dessus, les entiers m ei n pouvant etre pris aussi
grands que Ãüç veut, on peut toujours construire un polyedre de l'espece (0,1)
qui soit pareil a lui-meme sous un nombre d'aspects qui depasse toute limite
assignee a priori. La meme circonstance se presentait pour les polyedres
euleriens, qui sont susceptibles d'offrir une symetrie de rotation dont Tordre
reste arbitraire. Mais il est digne de remarque que les polyedres appartenant
a ces deux especes sont les seuls polyedres fermes qui jouissent de cette
propriete: cela resulte de la proposition suivante:

Theoreme. Le nombre K des aspects sous lesquels un polyedre
d'espece (0, n) peut etre pareil a lui-meme est necessairement limite, si n^>\.

La demonstration de cette proposition generale est assez delicate: en
voici l'abrege.

On peut supposer qu'aucune face du polyedre considere n'est s propre
homologue sous plusieurs aspects differents: car si cela avait lieu, on pourrait
prendre un point dans l'interieur de la face et le joindre aux divers sommets
de son contour, de maniere a remplacer la face par un Systeme de facettes
triangulaires: en operant de meme sur les faces semblables, on aura un
nouveau polyedre d'espece (0, n) jouissant des memes symetries, et ou aucune
face ne sera s propre homologue: on pourra etudier ce polyedre au lieu
du primitif.

Cela pose, soient f une face, /º, /25 · . · les faces pareilles: s'il en
existe d'autres, Tune d'elles, g, sera contigue suivant une arete a Tune des
precedentes, a f par exemple: ses homologues g^ g^ . . . sont respectivement
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88 Jordan, symetrie des poly dres non euleriens.

contigues a /\, fa etc ..... Si le polyedre contient d'autres faces, l'une
d'elles h est contigue suivant une arete a quelqu'une des precedentes, a g par
exemple: ses homologues AI, A2 . . . seront respectivement contigues a #x,
g2 . . . etc. On peut epuiser ainsi toutes les faces du polyedre: alors les
faces f , g, A ... etc. d'une part, /i, g^ At . . . etc., fr, #,, A2 . . . etc.,
d'autre part, forment des regions R/R^ R2 ... pareilles entre elles, en
nombre K, et qui par leur reunion constituent le polyedre.

Supposons que chacune de ces regions soit de l'espece (ì, í}. Soient
F, S, A les nombres des faces, sommets et aretes de chacune d'elles: on a:

F+S = Á + 2-ì-2í
ou en ajoutant les resultats relatifs aux K faces

(1.) KF+KS = ÊÁ+(2-ì-2í)Ê.
Soient F9 S', A' les nombres des faces, sommets et aretes du polyedre :

on a Ff = K F. D'autre part toute arete contenue sur le contour d'une region
se trouve sur celui d'une autre region: eile est par suite comptee deux fois
dans KA: on a donc en designant par a le nombre des aretes situees sur le
contour de

K A = A'+^aK.
Enfm les sommets situes sur le contour de R sont tous situes sur

le contour de deux ou d'un plus grand nombre de regions: soit en general
â é le nombre de ceux qui sont situes sur ë regions: on aura:

K8 = ÁÔ

Substituant ces valeurs dans (1.) il vient

(2.)

Dans chacun des contours qui bordent R le nombre des aretes est
egal au nombre des sommets: on aurait donc en additionnant les resultats
relatifs a ces divers contours

si ces contours ne se touchaient nulle part: mais si ã2 sommets appartiennent
a deux des contours limites , /3 a trois d'entre eux etc. . . . on aura plus
generalement
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D'autre part les diverses faces de R etant contigues entre elles
suivant des aretes, on peut passer d'un point quelconque de R a un autre sans
toucher les contours limites. Si donc on suppose la continuite de R detruite
aux sommets o les contours se rejoignent, ce qui demandera y2

+2y3+ — +(*-l)ys...
transversales infmiment petites, R restera encore d'une seule piece: d'o la
relation

Posons
ì + Æí—ãé — %ã* ----- (s— 1)7,— l = ö:

Fequation (2.) deviendra

(3.) i+v+^2 + ... + rs + ...+^+...+ K = 2n-2.

s _ j JY
Cela pose, ö+^ + '¹ -- — ̂ rrr:~2~' ]V etant un entier positif ou nul.
Si N>2 le multiplicateur de K est ^> £ : donc la valeur de K

donnee par Tequation (3.) ne peut depasser 2(2^—2).
Si N = 2, le multiplicateur de K est egal a

car on ne peut avoir a la fois /?3 = 0, . . . l = 0, ce qui donnerait 2n — 2 = 0
ou w = l, cas rejete de nos hypotheses. On aura donc

Enfm si IV = l, ou =0, Tequation (3.) donnera

D'ailleurs le multiplicateur de K est ^ = + > ' g ; d'autre

part, pour que " soit entier et >1 9 il faut que ce multiplicateur ne depasse pas
n— i: on a donc H ----- h& — <6» — 3ËÃ+1, limite que nous designerons par M.

Or soit donne en general un Systeme de Solutions entieres de l'equation

(4.) - -

jointe a l'inegalite

et designons par ft, , 2 ... celles des inconnues â qui ne sont pas nulles :
on peut assigner une limite superieure a chacun des indices ë^ ë2 . . . .
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90 Jordan, symetrie des polyedres non euleriens.

Car soit ëë le plus petit de ces indices: posons -ô·-Á+ ô~ Á+ ··· = — ,r r r ë, ' ë2 g

cette fraction etant supposee reduite a s plus simple expression, ainsi que -j-:

On aura (-%- ~ — j K = L. d'o K = ~~ = ^—, en posant b = dd, q=eo\>· u g / aq — bp ae — dp
d etant le plus grand commun diviseur de b et de q.

K etant entier, ae — dp divise Lbe: mais il est premier a e: donc il
divise Lb: on a donc ae—dp^Lb ou en multipliant par ä,

aq-bp^ Lbd ̂  Lb\ Mais -2- ̂  ̂g ^
,, , ë. , rd ou q^>-^-p: donc en n^ Ëé r

M

d'o ë1< —

La quantite li etant ainsi limitee, de meme que âëé qui est au plus

M, •j- il ne sera susceptible que d'un nombre fini de

l'une d'elles a volonte et posons -r— ºÃ^é^ºÔ1 on aura

egal a M, -j- i. ne sera susceptible que d'un nombre fini de valeurs: prenonsË

avec

on en conclut comme tout l'heure l'inegalite

tt

ë2 est ainsi limite, de meme que âëæ: on reconnait de meme que /L3 etc.
sont limites.

Tous les entiers ë19 A2r) ë3 . . . âëé, /3 a , /5/3 . . . etant ainsi ren-

fermes dans ceftaines limites, le multiplicateur de K9 -r --- ôôâéé — r" 2 · · ·ï . Ë , A2

n'est susceptible que d'un nombre limite de valeurs: en les substistuant suc-
cessivement dans Tequation (4.), on aura les valeurs correspondantes de K,
en nombre limite.

La consideration des aspects peut s'etendre aux surfaces polyedriques
non fermees: soit P une semblable surface, d'espece (m, n): ajoutons~y m faces
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auxiliaires ayant respectivement pour contour las m contours limites de P:
on aura une nouvelle surface Q d'espece (0, n): et si P est pareil a lui-
meme sous plusieurs aspects, Q le sera sous ces memes aspects: et de plus
les m faces auxiliaires seront leurs propres homologues sous tous ces aspects.

Si veut que P soit pareil a lui - meme sous un nombre d'aspeets
illimite,, K, il en sera de meme de Q: donc n<^2 comme on vient de le
voir. D'ailleurs on ne peut avoir n = l, car dans ce cas aucun element de Q
ne pouvant etre doue d'une rotation plus que quaternaire, les m faces auxi-
liaires ne peuvent etre leurs propres homologues sous plus de 4m aspects:
d'oü /f^4/w. Enfin si n — 0, comme tous les elements de Q, excepte un,
ou deux au plus, ne peuvent etre leurs propres homologues que sous un
nombre limite d'aspects, cinq au plus, on ne peut avoir m > 2: car si m — 3
fune au moins des trois faces auxiliaires ne pourrait etre son homologue sous
plus de cinq aspects et par suite aurait au moins ^K homologues distinctes
relativement aux K aspects consideres. On aurait donc m > ^Ky d'oü
K ̂  5 m; K serait donc limite.

Ainsi les seules surfaces polyedriques qui puissent etre pareilles a
elles-memes sous un nombre illimite d'aspects sont (avec celles des especes
(0,0) et (0,1) deja trouvees) celles des especes (1,0) et (2,0).

Chälon sur Saöne 1866.
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