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Sur les formes quadratiques positives quaternaires.

Par A. Korrixe et G. ZoLoTarErr.

La re.cherche des limites précises des minima des formes quadra-
tiques positives de déterminant donng, les variables étant des nombres
entiers, présente des grandes difficultés et constitue un des points les
plus importants dans la théorie de ces formes. Jusqu'd présent on ne
conuait les limites précises des minima que pour les formes binaires
et ternaires. Dans nos efforts de trouver ces limites pour des formes
avee un nombre plus grand des variables nous avons obtenu quelques
résultats non sans importance pour la solution du probléme, que nous
nous sommes proposé, résultats, que nous fairons connaitre dans un
autre mémoire.

Dans cette note nous allons nous occuper des formes quaternaires,
et comme premicr résultat de nos recherches nous allons démontrer
la limite précise de leurs minima. Tl est trés-remarquable qu'elle suit
immédiatement de la limite connue pour les formes ternaires.

Soit
i=4, k=4
= X %
=1, k=1

une forme gquaternaire positive de déterminant — D.

T1 est permis de supposer que le coefficient @, soit le minimum
de f, car dans le cas contraire on peut trouver une forme équivalente
a f, qui satisfait 3 cette condition.

Cela posé, considérons la forme

F (X, X, X5 X))
qui se déduit de f par la substitution
2 =X +1X, + mX, + nX,
Ty L X, + m X3+”1X4
A LX, + my X 4 X
2, = L,X, + myXs + X,
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Les coefficients de cette substitntion I, m ... .. sont des entiers,
qui ne sont assujetties qua la seule condition
by, m,
(1 by My, my| =4 1.
ly, my, ny
11 est évident, que le minimum commun a,, de f et F figure dans
F comme le coefficient de X2
Faisons dans F X, —0,

en laissant les autres variables quelconques, et désignons par — A le
déterminant de la forme ternaire
F (X, Xy, Xy, 0).
I1 est facile de voir que le minimum de cette forme est aussi g, |,
et par conséquent en vertu de la limite connue des minima des formes
ternairves nous aurons

@) a, <YIA.
Soient maintenant

. Yis Yur Ysy) Yy
les variables de la forme

P W5 Yor Y35 Ya)
adjointe & f, respectivement correspondantes & %, z,, x,, z,, cest &

dire, soit @ (y,, ¥y, Y5, ¥, le produit Df (x,, z,, @5, x,) transformé
par la substitution:

__ 4 of
yi"‘%axﬁy %am;ys %603’ '—19004

Le nombre A est representé*) par la forme ¢ en y faisant
Yy =0
Yy = myly — myl,
Yy = mgly — myl,
. . Yy = myly — myl,
ou les guantités
li} 123 ZS; Mgy, Blgy Wi
ne sont assujetties qu'a la condition (1), & laquelle on peut évidemment,
satisfaire par le choix convenable de %, n,, u,, si les nombres
myly — myl,
mgl, — myly
ml l2 - m'2 ll
n'ont point de diviseur commun,

*} Mathematische Werke von Jacobi, 2. Band. — Hermite, premidre letire sur
la théorie des nombres. p. 223,
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Nous disposerons de 1., 1,, I
\ 13 by b3y My, my, m, de sorte que la
ternalire e ! forme

' @0, 42, Y5, 9)
regoive la valeur minimum en y posant

Yo = Myly — myl
Yy = mgly — m L
Yo =y —myl,.
Cela est toujours possible en vertu du théoreme connu®), et les

nor.nbres Yo, ¥, ¥y qui donnent le minimum de ¢ n'ayant point de
diviseur commun, la condition unique pour les entiers

L, L, 1, m

o 12 byy b3y My, Wy, M

est satisfaite. 3
Ainsi le minimum de

3) . 9 (0, Y25 Y5 Ys)
sera précisement la quantité A et par conséquent en ayant égard i
ce que le déterminant de la forme (3) est — D?a,, il viendra

4) A<LYTDYa,,.

Les inégalités (2) et (4) donnent

ay < ‘]I/Zf D.

La limite f/Zf’ﬁ est précise, car il est le minimum de la forme

positive
i‘/ﬁ [+ 2,2+ @t + 2+ 20+ 22+ %, %)

de déterminant — D.

Nous avons donc le théoréme suivant: On peut assigner auz

variables de toufe forme quadratique positive quaternaire de déterminant
— D des valeurs entiers telles que lo valewr de la forme me Surpasse

point la quantitc )
V4D,

ot il cxiste de telles formes dowt les minima sont dgaux &
V4D.

*) (tauss: Disquisitiones Arithmeticae, art. 279
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