
Sur los formes quadratiques positives quaternah'es. 

Par A. KORV.INZ e~ G. ZOLOTARE~'I,'. 

La recherche des limites prdcises des minima des formes quadra- 
tiques positives de ddterminant donnd, les variables &ant des hombres 
entiers, prdsente des grandes difficult6s et constitue un des points los 
plus importants darts la thgorie de cos ibrmes. Jusqu"~ pr4sent on ne 
commi~ los limites prddses des minima que pour los fl)rmes binaires 
et s Dans nos efforts de trouver cos limites pour des formes 
avec un hombre plus grand des variables nous avons obtenu quelques 
rdsultats non sans importance pour la solution du prob15me, que nous 
nous sommes propose, rdsultats, que nous fairons connaitve dans un 

autre mdmoire. 
Darts cette note nous allons nous oecuper des formes quaternaires~ 

.et comme premier r&ultat de nos recherches lmus allons d&nontrer 
la limite prdcise de leurs minima. II est tr~s-remarquable qu'elle suit 
immddiatement de la limite comme pour los ibrmes ternaires. 

Soit i=4 ,  ,~=4 

i = l , k - ~ l  

une forme quaternaire positive de d&erminan t - / ) .  
I1 est portals de supposer que le coeffieieng al~ soit le minimum 

de f ,  car darts le cas contralto on pout troaver une forme dquivalente 

f, qui satisfaig '~ cette condition. 
Cela posd, consid&ons la forme 

(X,, X~, X:~, X,) 

qui so dddui~ de f par la substitution 

x:~ ~ t2 X2 + m~ X3 + '~2 X4 
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Les coefficients de cette substitution l, m . . . . .  son~ des enfiers~ 
qui ne soar assuje~ties qu'g la seule condition 

(1) 12, mz, % - - - ~ ! _ l .  

13 ~ m3 ~ ~3 

I1 est gviden~ que te minimum commun a,~ de f e t  F figure dans 
_F comme le coefficient de X~ ~. 

Faisons dans F 
X,  = 0~ 

en laissan~ les autres variables quelconques, et d~siguons par -~ A l e  
ddterminant de ta forme ternaire 

o ) .  

I1 est facile de voir que le minimum de eette t'orme est aussi a~ ,, 
et par consdquent en vertu de la Iimite connue des minima des ibrmes 
ternaires nous aurons 
(2) 

Soient maiutenant  

les variables de la forme 

adjointe ~ ~ respeeLivemen~ 
dire, soit ~ (y~, y~  y~, y~) 
par la substitution: 

Y J, Y:, Y3, Y4 

Y2, Y3, Y4) 
correspondantes ~ 'x~, x~, x 3, x t~ c'est .~ 

le produit D / ( x , ~  x2, xa, x~) tr~nsibrm6 

~/' ~f  ~f  " 

Le nombre A est representg*) par la forme T en y faisant 

Yl ~ 0 

Ya ~--- ma lj - -  ml l~ 

Y4 ~ m112 -- m2~1 
off les quantitds 

Ii, 12, 13, m,, ,m2, m~ 
ne sont assujetties qu'~ la condition (1), h laquelle on pent 6videmment. 
satisfaire par  le choix eonvenable de nl~ n2, na~ si les nombres 

m ~  1 a ~ m 312 

ma~ 1 - -  m, 13 

m~ 12 - -  m 211 
n 'ont  point de diviseur commun. 

*) ~athemagache Werke yon Jacobi. 2. Band. -- Hermito, premiere le~tre sar 
la thgorie des hombres, p. 228. 
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Nous dis~oseroas de ll, 12~ /3, ml~ m2, m3 de sorte quc la forme 
ternaire 

(0, Y2, Y3, Y,i) 
re~oive la valeur minimum en y posant 

Y2 ~ m2 l~ - -  m~ 12 

Y3 ~ m31~ --  mt 13 

Y4 ~-- mt 12 --  m21L �9 
Cela est toujours possible en vertu du th6orbme connu*), e~ les 

hombres Y2, Y3, Y4 qui donnent le minimum de r n'ayant point de 
diviseur commun~ la condition unique pour les entiers 

11~ 12~ 13~ ml~ ~n2, m 3 
est satisfaite. 

Ainsi le minimum de 

(3) ~ (0, y~, y~, Y4) 
sera prdcisement la quantitd A e t  par consequent en ayant ggard h 
ce que le ddterminant de la forme (3) est -- D2alj, iI viendra 

Les inggalitds (2) et (4) donnent 

La limite ~/~-]~ est prdeise, ear il est ]e minimum de la forrae 

positive 
~/4-~ [x,~+ x~ + x~ ~ + x~ + x,x,~ + x,x~ + x,~] 

de d6terminant ~ / ) .  
!Nous avons doric le thdor~me suivant: On peut assoner aux 

variables de route forme quadragque ~vositive quaternaire de ddterminant 
- - D  des valeurs entiers telles que la valeur de la forme ne surpasse 

~oint la quantitd 

et il existc de telles /brmes dont les minima sont dgaux d~ 

. 

*) G a u s s: Disquisitiones Arithmeticae, ar~. 279. 


