Neue Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie.
Von
Ferix Kreiw in Leipzig.

(Mit 2 lithographirten Tafeln.)

Es ist jetzt beildufig ein Jahr, dass ich in dem Schriftchen*):
»Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen wund ihrer
Integrale, eine Krginzung der gewdhnlichen Darstellungen® (Leipzig,
B. G. Teubner) eine Auffassung der Riemann’schen Theorie publicirte,
bei welcher die Riemann’sche Fliche, als beliebig im Raume gegebene,
geschlossene Fliche, den eigentlichen Ausgangspunkt abgab. Auf
einer solchen IFliche existiren, wie ich dort durch physikalische Be-
trachtungen zeigte, gewisse Potentialfunctionen, und die Wechsel-
beziehungen zwischen letzteren sind es, welche, in die Sprache der
. Analysis iibersetzt, die gewiinschten functionentheoretischen Resultate
ergeben. Die physikalischen Anschauungen sind dabei, wie ich in der
Vorrede hervorhob, nur ein vorliufiges Aequivalent fiir strengere
Ueberlegungen. Ich werde im ersten Abschnitte des Folgenden auf
letztere so weit eingehen, dass der Leser im Stande ist, sich in der
betreffenden Literatur mit Leichtigkeit zurecht zu finden.

Dartiber hinaus beabsichtige ich im Folgenden zuvérderst (und
zwar unoch in demselben ersten Abschnitte) eine gewisse Weiterent-
wickelung des in Betracht kommenden Ideenkreises, auf welche ich
itbrigens an verschiedenen Stellen meiner Schrift bereits hinwies
(pag. 61 — 63, etc.). Es handelt sich darum, den Begriff der Rie-
manp’schen Fliche noch frei zu machen von gewissen Zufilligkeiten,
die ihm vermdge der friiheren Darstellungsweise anhaften. Statt uns
die Riemann’sche Fliche als geschlossen vorzustellen, dirfen wir uns
eine berandete Fliche, oder auch ein Aggregat berandeter Fldchenstiicke
gegeben denken, wofern nur die verschiedenen Randcurvenstiicke ver-
moge irgend eines Gesetzes einander pasrweise so zugewiesen werden,
dass in abstracto eine geschlossene Mannigfaltigkeit vorliegt.

*) Im Folgenden durchweg als R. Th. citirt,
Mathematische Annalen. XXI. 10



142 g F. Kuem,

Eine so berandete Fliche denke man sich nun, wie ich im zweiten
Abschnitte des Folgenden erldutere, als Stéick einer anderen, ge-
schlossenen Fliche. Xs ergiebt sich sodann ein wichtiges allgemeines
Prineip, welches ich als Princip der analytischen Fortsetzung bezeichne.
Nur in speciellen Fillen kann dasselbe durch das von Hrn, Schwarz
so genannte , Princip der Symmetrie“ ersetzt werden. Ich particularisire
diese Ideen, indem ich eine gewdhnliche Kugelfiiche (oder Ebene) als
Trigerin der berandeten Bereiche auffasse und die Zusammengehorig-
keit der einzelnen Begrenzungskanten durch lineare Substitution ver-
mittelt denke. Auf solche Weise entsteht der allgemeine Begriff von
Functionen mit linearen Transformationen in sich, und ich gewinne
den Uebergang zu den Betrachtungen des dritten und vierten Ab-
schnitt’s, in welchen es sich um die Theorie der eindeutigen Funetionen
dieser Art handeln soll.

Man kennt die lange Reihe glinzender Publicationen, durch welche
neuerdings Hr. Poincaré die allgemeine Aufmerksamkeit auf diese
Functionen gelenkt hat®). Ich meinerseits habe, mit #hnlichen Ideen
bereits seit lingerer Zeit beschiftigt, die Poincaré’schen Verdffent-
lichungen durch zwei Noten begleitet®*), in denen ich bestimmte

#) Man sehe Comptes Rendus de I'Académie des Sciences de Paris t. 92
(1881, 1) pag. 333, 395, 551, 859, 957, 1198, 1274, 1335, 1484, t, 93 (1881, II) pag. 93,
188, 301, 581, . 94 (1882, I) pag. 163, 1038, 1166, sodann die Zusammenstellung
in Math. Ann. Bd. X1IX, pag. 553 — 564. Die ausgearbeiteten Abhandlungen sollen,
wie ich bdre, binnen Kurzem in dem neuen Mittag-Leffler’schen Journale er-
scheinen.

#¥) Math. Annalen XIX, pag. 565 — 568, sowie XX, pag. 49 —51.

Was die Entstebung meiner diessbeziiglichen Untersuchungen anlangt, so
bemerke ich in Erginzung friilherer Angaben das Folgende:

1) Dass es zweckmissig sei, die allgemeinsten eindentigen Functionen mit
linearen- Transformationen in sich in Betracht zu ziehen, und dass es vermdge dieser
Functionen gelingen miisse, fiir beliebige algebraische Irrationalitiiten dasselbe zu
leisten, was bei p = 1 durch die elliptischen Functionen erreicht wird, erkannte
ich im Sommer 1879 und habe ich damals in einer Vorlesung dber elliptische
Modulfunctionen meinen Znhorern diese Gesichispurkte entwickelt. Da ich aber
damals noch picht in der Lage war, bestimmte allgemeine Sitze anfzustellen,
beschriinkte ich wich in dem Aufsatze: Zur Theorie der elliptischen Modul-
functionen (Minchener Berichte vom Dec, 1879, oder auch Math. Annalen XVII,
pag. 62—70), der die Grandgedankenjener Vorlesung wiedergiebt, auf Modulfunctionen
in engerem Sinne, wihlte aber die Darstellung so, dass die aligemeinsten eindeu-
tigen Functionen mit linearen Transformationen in sich implicite mit in Betracht
gezogen sind. Uebrigens schliessen sich an jene Vorlesung ‘die ebenfalls hier-
her gehbrigen Arbeiten meiner damaligen Zuhorer, der Herren Dyck, Gierster,
Hurwitz an, wegen deren man Bd. XVII— XX dieser Annslen vergleichen mag;
diese Arbeiten sind natiirlich nicht ohne Rickwirkung anf mich geblieben.

2) Ausgangspunkt bei meinen damaligen Untersuchungen, wie iiberhaupt
bei meiner Beschiiftigung mit den elliptischen Modulfunctionen war zunichst
meine eigene Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer
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Theoreme, welche fiir die Anwendungen der neuen Functionen von
hervorragender Wichtigkeit sein diirften, formulirte. Ks wird sich im
Folgenden darum handelu, den allgemeinen Ideengang, der mich zu
jenen Theoremen fihrte, in zusammenhiingender und vervollstindigter
Form darzulegen. Zu diesem Zwecke betrachte ich im dritten Ab-
schnitte eine verhiltnissmissig umfassende Classe von eindeutigen
Functionen mit linearen Transformationen in sich. lch erliutere aus-
fithrlich ihre Art zu existiren, und gebe die Mittel an, um die zu-
gehOrigen linearen Substitutionen aus independenten Bestimmungs-
stiicken zu construiren. Sodann formulire ich in Abschnitt IV ein
allgemeines Theorem, welches ich seiner Wichtigkeit halber als
Fundamentaltheorem bezeichne, und das die Resultate meiner beiden
vorgenannten Noten als specielle Falle in sich schliesst. Allerdings
kann ich mich zum Beweise nur auf allgemeine Mannigfaltigkeits-
betrachtungen berufen. So sicher es wiinschenswerth sein wird, die

Verinderlichen (Erlanger Berichte vom Juli 1874, sowie Math. Annalen 1X,
pag. 183—208, 1875), sodann insbesondere die im Folgenden noch oft zu citirende
Arbeit von Hrn. Schwarz iiber die hypergeometrische Reihe (Borchardt’s Journal
Bd. 75, 1872). In letzterer wolle man namentlich pag. 317 —319 beachten. Als
ich dann spiter (Ostern 1881) den Gegenstand wieder aufnahm, sind namentlich
Hrn, Schottky’s Untersuchungen fir mich von Wichtigkeit geworden; man
vergl. dessen Abhandlung im 83. Bande von Borchardé’s Journal (1876, 77), sowie
seinen an mich gerichteten Brief im XX. Bande dieser Annalen, pag, 299—300.
Anch ist mir die Correspondenz mit Hrn. Rausenberger, welcher vou sich aus
zur Inbetrachtnahme der neuen Functionen gefiihrt worden war, von Anregung
gewesen; man sehe dessen Arbeiten in Bd. XX und XXI der mathematischen
Annalen,

3) Hrn. Poincaré’s Untersuchungen, die vermuthlich bis zum Frihjahr 1380
zuriickreichen, deren Publication sodann mit dem Februar 1881 beginnt, lernte
ich erst Im Juni 1881 kennen und habe ich seitdem mit Hrn. Poincaré in mannig-
facher Correspondenz gestanden; man sehe z. B. dessen Mittheilung in den Comptes
Rendus von 1881, I, pag. 1484 ff. Merkwiirdigerweise hatte Hr. Poincaré, der seiner-
seits durch gewisse Entwickelungen des Hrn, Fuchs, iiber die ich mich weiter unten
noch zu dussern haben werde, angeregt worden war, bis dabin die gesammte
hier vorgemannte Literatur und wohl iiberhaupt jene specifische Functionen-
theorie, die von der Betrachtung der Riemann’schen Fliche ansgeht, nicht ge-
kannt. Es hann daher nicht Wunder nehmen, dass seine ersten Publicationen viel-
fache Einzelheiten enthalten, welche von upserer Seite bereits publicirt waren.

4) Ich selbst bin erst Ostern dieses Jahres (1882) auf jenes merkwiirdige
Fragment aufmerksam geworden, welches sich unter XXV in Riemann's Nach-
lass abgedruckt findet und auf welches sich auch Hr, Schottky in seicem an mich
gerichteten Briefe bezieht. Riemann nimmt dort geradezu dagselbe Problem
in Angriff, welches Herr Schottky spiter ausfiibrlich behandelt hat, und kommt
wie dieser zu einer ausgedehnten Classe eindeutiger Functionen mit linearen
Transformationen in sich. In vollkommenerer Weise honnte meine Behauptung
von pag. 564 des XIX. Annalenbandes ,,dass es sich bei Untersuchungen im Sinne
des Hrn. Poincaré um die weiteré Durchfiihrang von Riemann’s allgemeinem
functionentheoretischen Programme handle® wohl kaum bestitigt werden.

10%
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betreffenden Ueberlegungen genauer durchzuarbeiten, so glaube ich doch
alle Punkte, welche bei einer strengen Beweisfiihrung erledigt werden
miissen, deutlich bezeichnet zu haben.

Vielleicht bringen die in Aussicht stehenden ausfiihrlichen Ab-
handlungen des Hrn. Poincaré in dieser Hinsicht bereits die noth-
wendige Erginzung. Die geometrische Denkweise bei Hrn. Poincars,
seine Anwendung des Continuititsbegriffes etc. diirften den meinigen
sehr nahe stehen®). Dariiber hinaus aber hat Hr. Poincaré von Vorn-
herein das analytische Bildungsgesetz der neuen Functionen mit Erfolg
in Angriff genommen, auch versucht, bei gegelenen algebraischen
Irrationalitiiten zugehorige eindeutige Functionen mit linearen Trans-
formationen in sich durch convergente Processe wirklich herzustellen.

Die Schiussbemerkungen, welche ich im fiinften Abschnitte des
Folgenden gebe, mibgen fiir sich selbst sprechen. Indem ich die
Tragweite erortere, welche unser Fundamentalsatz nach verschiedenen
Richtungen hin diirfte beanspruchen ktnnen, wiinsche ich <andere,
vielleicht jiingere Mathematiker anzaregen, auf diesem aussichtsreichen
Gebiete ihre Kriifte zu versnchen.

Noch darf ich hinzofiigen, dass ich die Entwickelungen der Ab-
sehnitte 1 und TI von Neujahr 1882 bis Ostern und diejenigen der
Abschnitte 11—V wenigstens der Hauptsache nach von Pfingsten
dieses Jahres ab bis zum Schlusse des Sommersemesters in meinem
Seminare zum Vortrag gebracht habe.
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Abschnitt 1.

Ueber die al]gemeinste Form der Riemann’schen Fliche und die
Gruppirung der zugehdrigen Existenzbeweise.

§ 1.
Allgemeiner Begriff der Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

Die Riemanw'sche Fiiche ist zuvirderst, wie schon bemerkt, und
insbesondere in meinem Schriftchen, eine i{ibrigens beliebige *), aber
geschlossene Fliche des Raumes. Indem wir uns unter Zugrunde-
legung irgend welcher krummliniger Coordinaten p, g das Bogen-
element ds? = Edp? + 2Fdpdq + Gdg® berechnet denken, leiten
wir aus ihm die partielle Differentialgleichung fiir die auf unserer
Flache existirenden Pofentialfunctionen ab:
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und es sind die Losungen dieser partiellen Differentialgleichung, mit
deren wechselseitigen Relationen sich die Riemann’sche Functionen-
theorie zunichst beschiftigt. '

Die- Verallgemeinerung nun, deren wir uns in der Folge zu be-
dienen haben, erwichst am natiirlichsten, wenn wir zuvirderst Alles
in der vorgenannten Definition enthaltene Geometrische abstreifen,
um dasselbe spiter, je nach Bediirfniss, in umgedinderter Gestalt wieder
einzufiihren.

Statt einer geschlossenen Fliche werden wir uns also iiberhaupt
eine zweidimensionale, geschlossene Mannigfaltigheit vorstellen miissen,
statt des Bogenelementes einen irgendwie gegehenen, auf jener Mannig-
faltigkeit eindeutigen, definiten Differentialausdruck zweiten Grades.

Wir k6nnen sogar in der Verallgemeinerung noch einen Schritt
weiter gehen. Die Differentialgleichung (1) bleibt ungefindert, wenn

#y Ich dricke mich an dieser Stelle in solch’ unbestimmter Form aus, weil
es keinen Zweck hat, bei der allgemeinen Exposition bereits zwischen. analytischen
Flichen oder solchen, die aus Stiicken apalytischer Flichen zusammengesetzt
sind, etc, zu unterscheiden, Analoce Bemerkungen koonten im Folgenden wieder-
holt gemacht werden.
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wir den Ausdruck fiir ds® mit einem belicbigen Factor multipliciren.
Es ist diess das fiir zwei Dimensionen ckarakteristische Verhalten,
welches zur Folge hat, dass Flichen, die conform auf einander ab-
gebildet sind, fiir die Zwecke der verallgemeinerten, hier in Betracht
kommenden Potentialtheorie einander gleichwerthig sind (R. Th. p. 19).
Es ist daher fiir unsere Zwecke richtiger, iiberhaupt nicht von einem
bestimmten ds*, also einem Differentialgusdruck zweiten Grades, zu
sprechen, sondern nur von der Differentialgleichung zweiten Grades
A — 0.

Eine fernere Ueberlegung bezieht sich auf die Forderung, ds?
rsolle definit sein. Wir werden hernach Beispiele anfiihren (§ 5. dieses
Abschnittes), bei denen ds?, allgemein zu reden, nur in einzelnen Be-
zirken der Riemann’schen Mannigfaltigkeit definit ist. Andererseits
darf man sich eine Riemann’sche Maunigfaltigkeit selbst wieder mit
complexen Elementen ausgestattet denken, wobei der Unterschied
zwischen definiten und indefiniten Differentialansdriicken von Vorne-
herein als unwesentlich in Wegfall kommt. Doch erwiihne ich bier Beides
nur, um den allgemeinen Begriff so unabhingig wie moglich hin-
zustellen; im Speciellen werden wir fortan an der Forderung eines
definiten ds® festhalten.

Es gilt nun, auf den so umschriebenen Begriff der allgemeinen
Riemann’sehen Mannigfaltigkeit alle die Sétze zu ilbertragen, welche
in meiner Schrift speciell fiir die geschlossene Riemann’sche Fldche
gewopnen wurden, Insbesondere also werden wir uns an die Vor-
stellung gewGhnen miissen, dass die auf solcher Mannigfaltigkeit existi-
renden eindeutigen oder nur durch Periodicitit vieldeutigen Potential-
functionen zu gewissen algebraischen Functionen und ihren Integralen
in der 1. c. dargelegten Beziehung stehen. Wir haben dann dasjenige
Instrument, dessen wir uns im Folgendea zur Untersuchung der alge-
braischen Functionen und der mit thnen zusammenhingenden Transcen-
denten bedienen wollen. In wie weit die hierbei zu Grunde gelegten
Anschauungen zuverlissig richtig sind, wird sogleich noch ndher er-
liutert werden.

§ 2.
Riickiibertragung auf die gewdhnliche Raumvorstellung.

Ob es mbglich ist, jede Riemann’sche Mannigfaltigkeit auf eine
geschlossene Kliche unseres Raumes im gewdhnlichen Sinne conform
zu {ibertragen, steht zuvirderst dahin; was wir dariiber wissen, ist
eben erst das Resultat der Riemann’schen Theorie. Dagegen ist von
Vorneherein kein Zweifel, dass wir allemal die nichste Umgebung
einer beliebigen (reguldr vorausgesetzten) Stelle unserer Mannigfaltigkeit
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auf ein Stiick einer stetig gekriimmten Fliche, und sogar auf ein Stiick
der Ebene conform werden iibertragen konnen. Es folgf diess ans
bekannten Sitzen tiber die Existenz der Losungen partieller Differential-
gleichungen, hier also insbesondere der Gleichung (1), in der Nihe
einer beliebigen Stelle.

Die auf solche Weise entstehenden Flichencalotfer mit ihren
Bogenelementen mdgen wir dann geradezu an die Stelle der abstracten
Riemann’schen Mannigfaltigkeit treten lassen. Wir haben dann als
statt letzterer ein Aggregal von beliebig vielen Fldchenstiicken, d
Randcurven in bestimmter Weise Punkt fisr Punkt paarweise zusamm
gehiren.

Zugleich verliuft, was wir eine Potentialfunction » auf der ur-
spriinglichen Riemann’schen Manuigfaltigkeit benannten, auf diesem
Flichenstiick derart, dass es innerhalb des einzelnen Flichenstiickes
der auf letsteres beziiglichen Differentialgleichung des Potentials ge-
niigt (B. Th. p. 19), iiberdiess aber in den Randpunkten, in denen
man von dem einen Flichenstiicke zu einem anderen (oder auch nur
zu einem anderen Theile desselben Flichenstiickes) ibergeht, gewisse
Randbedingungen befriedigt. Um letztere bestimmt bezeichnen zu
kbénnen, sei ds das Element der einen Randeurve, d# das Element
der zugehbrigen, nach dem Inneren des Flichenstiickes gerichteten
Normale. Dieselbe Bedentung mégen d6 und dv an der entsprechenden
Stelle fiir die zweite Randcurve besitzen. Daun wird offenbar, unter
¢ einen von den Zahlen %, ! unabhingigen Proportionalititsfactor ver-
standen, die folgende Relation gelten:

iy _ -y T 2*_‘:‘ :
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(,1=0,1, - - -, o),

und geben eben diese unendlich vielen Gleichungen das Gesetz, nach
welchem eine auf der einen Flichencalotte verlaufende Potentialfunction
tiber die Randcurve hiniiher analytisch fortzusetzen ist.

Unsere Vorstellung soll nun im Folgenden geradezu die sein, dass
wir uns statt der geschlossenen, abstracten Riemann’schen Mannig-
faltigkeit ein Aggregat von Flichencalotten der beschriebenen Art,
vielleicht auch nur eine einzelne Calotte mit zweckmissig zusammen-
geordneten Randeurven gegeben denken. Vermbge ihrer inneren Maass-
verhilltnisse wird dann eine solche Calotte genau so gewisse Potentiale
(und also complexe Functionen des Ortes) definiren, wie es in meiner
Schrift (R. Th.) die geschlossene Fliche zu Wege brachte. Und unsere
Methode soll sein, geradezu aus der Gestalt gecigneter derartiger Bereiche
ausgiebige Schliisse auf das Verhalten gewisser Classen analytischer
Functionen zu zichen.
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Beispiele folgen sofort. Hier nur noch eine kleine Bemerkung.
Wir brauchen in keiner Weise auszuschliessen, dass die Uebertragung
der geschlossenen Riemann’schen Mannigfaltigkeit auf die Theilbereiche
in einzelnen Puncten aufhdrt, conform zu sein. Um das betreffende
Verhalten in einer alle Fille einschliessenden Weise zu bezeichnen,
mdgen wir verabreden, dass wir die den Randlinien der Theilbereiche
entsprechenden Querschnitte auf der geschlossenen Riemann’schen
Mannigfaltigkeit jedeufalls durch alle solche Stellen hindurchlegen.
Die Randcurven der entsprechenden Theilbereiche werden dann an der
betreffenden Stelle eventuel eine Knickung zeigen, indem die auf-
einanderfolgenden Elemente der Randcurve statt eines gestreckten
Winkels einen anderen einschliessen. Die einfache Regel ist dann die,
dass wir eine Potentialfunction an solcher Stelle regulir nennen, wenn
sie, auf die ideale Riemann’seche Mannigfaltigkeit riickiibertragen, auf
letzterer reguldr verliuft.

§ 3.
Beispiele.

In den Beispielen, die ich hier zu bringen habe, sowie tiberhaupt
bei den Anwendungen, die ich im Folgenden beabsichtige, handelt es
sich durchweg nur um eine Flichencalotte, und diese eine ist ein
Ausschnitt aus der Ebene, bez. aus der Kugelfiiche, Diese eine Calotte
ist dann nichts Anderes, als dasjenige, was ich bei anderer Gelegenheit
als Fundamentalpolygon *) bezeichnet habe. Sei mir dabei im Folgenden,
weil vielfach von solchen behandelten Flichenstiicken die Rede zu sein
hat, welche Ecken tberhaupt nicht besitzen, die kleine Abweichung

gestattet, dass ich statt Fundamentalpolygon fortan Fundamenial-
" bereich sage.

Erstes Beispiel. Als nichstliegendes Beispiel bietet sich das Parallelo-
gramm der doppeltperiodischen Functionen. Indem die gegeniiberliegenden
Seiten des Parallelogrammes in einfachster Weise zusammen gehoren,
reprisentirt das einzelne Parallelogramm eine geschlossene Mannig-
faltigkeit p == 1. Die Existenz der doppeltperiodischen Functionen nnd
ihrer Integrale subsumirt sich also unter die allgemeine, auf be-
liebige Riemann’sche Mannigfaltigkeiten beziigliche, am Schlusse des
§ 1. formulirte Anschauung.

Zweites Beispiel. Ein zweites hier anzufiihrendes Beispiel, das
mir immer besonders instructiv erschienen ist, giebt Riemann in
Nuommer 12 seiner Theorie der Abel'schen Functionen (pag. 114 der
gesammelten Werke). Statt eines Parallelogrammes betrachtet dort
Riemann deren p, ibereinandergelegte, irgendwie gestaltete, welche

#) Zuerst Annalen XIV, pag. 183,
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durch (2p — 2) Verzweigungspunkte und (p — 1) zwischen letzteren
verlaufende Verzweigungsschnitte zu einem einheitlichen Ganzen ver-
bunden sind. Jedesmal die gegeniiberstehenden Seiten des einzelnen
Parallelogrammes sind im gewdhnlichen Sinne zusammengehorig. Rie-
mann macht 1. ¢ selber den Schluss, dass auf einem solchen Funda-
mentalbereiche dieselben Functionen des Ortes existiren miissen, wie
auf einer beliebigen geschlossenen Fliche desselben p.

Drittes Beispiel, . In Beispiel 1) ist die geschlossene Riemann’sche
Mannigfaltigkeit’ ausnahmslos conform anf den Fundamentalbereich
iibertragen. Dagegen fritt in Beispiel 2) eine Abweichung fir die
Conformitit in den (2p — 2) Verzweigungspunkten ein; da aber in
diesen Punkten die auf der idealen Riemann’schen Mannigfaltigkeit
zwischen verschiedenen Fortschreitungsrichtungen gemessenen Winkel
gerade verdoppelt werden, so ist es nicht nbthig, wie wir es im
Uebrigen am Schlusse des vorigen Paragraphen verabredeten, die Rand-
curven unseres Fundamentalbereiches durch diese Stellen hindurch-
zulegen. Anders ist es mit dem nun zu gebenden dritten Beispiele.
Es soll sich jetzt nimlich um denselben Fall handeln, den Hr. Schwarsz
im 72. Bande des Borchardt'schen Journals unter etwas anderem Ge-
siehtspunkte behandelt hat. Sei in der Ebene einer complexen Variablen
1) zuvt')rderst ein Kreisbogendreteck mit den Ecken a,, a,, a; und den
Winkeln ——, l » ;’ gegeben. Ein solches Dreieck kann dann (wie

Hy, bchwarz enthckelt) auf- eine Halbebene 2 conform abgebildet
werden, wobei man den Ecken a,, a,, a; noch drei beliebige Punkte
der Begrenzung jener Halbebene, also etwa, wenn wir die Axe der
reellen Zahlen als Begrenzung der Halbebene denken, z=0, 1, co
entsprechen lassen kann. Ist diess geschehen, so folgt aus dem Prineip
der Symmetrie, dass der zweiten Halbebene z ein beliebiges der drei
weiteren Kreisbogendreiecke entsprechend gesetzt werden kann, die
sich aus dem nurspriinglichen durch Inversion an einer seiner drei
Kanten ergeben. Wir wihlen als Inversionskreis etwa die Kante a,a,
und nennen die Ecke, welche bei der Inversion dem Pnnkie @, ent-
spricht, a,". So ist die Sache die, dass wir jetzt ein Kreishogenwiereck:
@, a, G3a," vor uns haben und zugehdrig eine Function # von 4 kennen,
welche auf diesem Kreisbogenviereck jeden Werth einmal und nur ein-
mal annimmt, sofern wir nimlich solche Begrenzungspunkte des Vier-
ecks, die in Bezug auf den Kreishogen a,, a; symmetrisch sind, als
identisch erachten. Diese Function z vou % besitzt im Inneren des
Vierecks weder Verzweigungspunkte noch Kreuzungspunkte, und auch
nicht auf dem Rande des Vierecks, sofern wir die Eckpunkte aus-

nehmen. In letzteren aber verliuft nicht z, sondern beziehungsweise
1

i 1
zh, (2 — 1)5, (%)k regulir. -
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Eben die Existenz der hiermit besprochenen Function z folgt nun
bei der gegenwiirtig zu entwickelnden Anschauung daraus, dass jenes
Kreisbogenviereck a,a,a,a," vermdge der Zusammengehorigkeit seiner
Kanten als Fundamentalbereich eine geschlossene Mannigfaltigkeit vom
Geschlechte p ==0 reprisentirt. Nur in den Ecken a,, a, bez. a,
und a, ist dabei die Beziehung zwischen der 7-Ebene und der ge-
schlossenen Mannigfaltigkeit eine nicht conforme. Auf jeder ge-
schlossenen Mannigfaltigkeit vom Geschlechte Null giebt es eindeutige
Functionen des Ortes, welche jeden Werth nur einmal annehmen
(R. Th. pag. 66). Unter ihnen ist unser z inbegriffen und zwar ein-
fach dadurch charakterisirt, dass es an den drei Stellen @, bez. a/,
a, und a; die Werthe 0, 1, oo annimmt.

Diese Art, die Existenz der Function z ans dem Hauptsatze des
§ 1. abzuleiten, erscheint einfacher als das indirecte vgn Hrn. Schwarz
gewihlte Verfahren*). Allerdings hat das letstere sofort den Vorzug,
wenn es sich darum handelt, 7 in der unbegrenzten Ebene % zu studiren.
Denn wihrend das Princip der Symmetrie unmittelbar ausreicht, um den
Gesammtverlauf des so verstandenen 2 zu iibersehen, miissten wir zu
gleichem Zwecke das erst im folgenden Abschnitte zu entwickelnde
Princip der analytischen Fortsetzung zu Hiilfe nehmen, wir miissten
also zwei Schnitte machen, wo das Verfahren des Hrn. Schwarz mit
einem ausreicht.

Viertes Beispiel. An letzter Stelle will ich noch ein Beispiel be-
irachten, bei welchem der in Betracht zu ziehende Fundamentalbereich
keinerlei Eckpunkte besitzt. Es seien in der %-Ebene irgend 2p ge-
schlossene und mit keinen Singularititen versehene, analytische Curven-
zlige gegeben, welche zusammengenommen einen 2p-fach zusammen-
hingenden Bereich abgrenzen. So oft wir dann diese Curvenziige paarweise
durch irgend ein analytisches Gesetz zusammenordnen, haben wir jedesmal
eine geschlossene Riemanao’sche Mannigfaltigkeit vom Geschlechte p
vor uns. Auf ihr entsprechen jenen 2p Begrenzungscurven gewisse p,
die Mannigfaltigkeit nicht zerstiickende Riickkehrschnitte.

§ 4.

Berechnung der Zahl p.

Der Volistindigkeit halber stelle ich hier diejenigen Sitze zu-
sammen, deren man sich zweckmissigerweise bedient, wenn man all-
gemein das Geschlecht p einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit berechnen

*) Auch Br. Dedekind erschliesst, Borchardt’s Journal t. 83, pag. 274, die
Existenz der fundamentalen elliptischen Modulfunction (die ein specieller Fall
unseres 5 ist) aus dem Gesetz der Symmetrie.
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will, die in Gestalt eines Fundamentalbereiches gegeben vorliegt. Die
betreffenden Regeln sind in der zar Anwendung geeigneten Form wohl
zuerst von Hrn, C. Neumann in seinen ,Vorlesungen iber Riemann’s
Theorie der Abel'schen Integrale¢ (Leipzig 1865) gegeben ™ worden.
Besitzt eine Fliche » Randcurven und gestattet tiberdiess u nicht zer-
stiickende Riickkebrschnitte, so bezeichnet Hr. Neumann 2y -+ » als
Grundzahl der Fliche®). Hinsichtlich der letzsteren gelten nun die drei
einfachen Regeln:

1) Jede Punktirung der Fliche, d. h. die Anbringung einer punkt-
formigen Oeffnung an irgend einer Stelle, erhdht die Grundzahl um 1;

2) Jeder in sich zuriicklanfende Schnitt, den man auf der Fliche
anbringen mag, lisst die Grundzahl ungeindert;

3) Jeder Querschnitt, d. h. ein Schnitt, der von Randpunkt zu
Randpunkt liuff, erniedrigt die Grundzahl um eine Einheit.

Sei jetzt irgend ein Fundamentalbereich gegeben. Unter seinen
Randcurven markiren wir zuvorderst digjenigen 2/, welche keine Eck-
punkte besitzen. Die iibrigen Randeurven zerlegen wir in ebenso viele
Stiicke, als sie BEckpunkte tragen. Die Gesammtzahl dieser Stiicke sei
2n. Sei ferner m die Anzahl derjenigen auf der Riemann’schen
Mannigfaltigkeit zu unterscheidenden Stellen, denen Eckpunkte des
Fundamentalbereiches entsprechen. Dann wird man von der ge-
schlossenen Mannigfaltigkeit (deren Grundzahl gleich 2p ist) im Sinne
der Analysis situs zum Fundamentalbereiche gelangen, indem man
zuerst an jenen m Stellen Punktirungen ausfithrt, dann letztere durch
n Querschnitte verbindet und endlich »" Riickkehrschnitte hinzufiigt.
Bezeichnet man jetzt mit g die Grundzahl des Fundamentalbereiches,
80 kommt:

2p+x —n=yg,
und diess ist die Formel zur Berechnung von p.

Es ist wohl kaum nothig, die Formel an den Beispielen des
vorigen Paragraphen noch besonders zu erliutern. Nur finde noch
die Bemerkung ihre Stelle, dass die vorgenannten Regeln ungeindert
erhalten bleiben, wie schon Hr. Neumann zeigte, wenn man statt
einer Fliche ein aus N getrennten Flichen bestehendes System in’s
Auge fasst, und als Grundzahl des Systems Xg — 2N 4+ 2 gelten

*) Es ist diess dieselbe Zahl, welche von Hrn. Schliéfli und mir bei spiterer
Gelegenheit als ,,ausserordentlicher Zusammenhang“ oder auch als ,,Zusammen-
hang schlechthin bezeichnet worden ist (vergl. z. B. mathematische Annalen VII,
p. 550, Note). Riemann’s ,Zusammenhang*‘ ist um eine Einheit grosser, sobald
v = 0 ist. Die Riemann’sche Festsetzung erscheint aus frither dargelegten Griinden
nicht zweckmissig. Da sie aber fast durchgiingig im Gebranche ist, so vermeide
ich im Texte, wo immer von geschlossenen Flichen die Rede ist, den Ausdruck
nZusammenhangt iberhaupt, wie ich es auch in meiner Schrift gethan habe,
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lisst, wo die Summe itber die Grundzahlen der einzelnen Bestand-
theile zu nehmen ist. Diese Bemerkung wiirde zur Geltung kommen,
wenn wir die Riemann’sche Mannigfaltigkeit, wie es in § 2. erliutert
wurde, durch ein Aggregat von Flichencalotten sollten ersetzen
wollen,

§ 5.
Anderweitige geometrische Deutungen.

Indem wir in § 2. die abstracte Vorstellung von der Riemann’schen
Mannigfaltigkeit in die concrete eines geometrisch gegebenen Funda-
mentalbereiches tibersetzten, benutzten wir die Anschauungsweise der
gewOhnlichen analytischen Geometrie, insofern wir die Individua jener
Mapnigfaltigkeit durch Punkée, den adjungirten Differentialausdruck
zweiten Grades durch das zugehirige Bogenelement versinulichten. Es
ist in keiner Weise meine Absicht, allgemeinere Arten der geometrischen
Deutung, die dem Functionentheoretiker Schwierigkeit bereiten kénnten,
im Folgenden zu verwenden®). Wohl aber sei es dem Geometer ge-
stattet, auf die Moglichkeit solcher Deutungen hier beiliufig hinzu-
weisen. FKinmal nimlich zweifele ich nicht, dass man im Laufe der
Zeit, je mehr sich functionentheoretische und geometrische Anschauungen
durchdringen werden, von solchen Vorstellungsweisen allgemeinen Ge-
brauch machen wird. Andererseits ist diess die Stelle, an der die
Jneuen Riemanw'schen Flichen®, wie ich sie bei (elegenheit ein-
fiihrte**), systematisch einzuordnen sind (siebe auch R. Th. p. 61—63).

Um mit den letzteren zu beginnen, so bezeichnete ich als die zu
einer Curve gehdrige Riemann’sche Fliche den geometrischen Ort der-
jenigen Punkte der Ebene, von denen aus sich imagindre Tangenteu
an die Curve legen lassen, — wobei jeder Punkt so oft zu zihlen ist,
als die Anzahl dieser Tangenten angiebt. Hat die Curve, wie hier
angenommen sei, eine Gleichung mit reellen Coefficienten, so wird
jeder Theil der Ebene von einer nothwendig paaren Anzahl von Blittern
iberdeckt und diese Blitter gehtren paarweise als ,conjugirte’ zu-
sammen. Wie eine derartige Fliche im Allgemeinen gestaltlich ver-
lduft, wurde bei friitheren Gelegenheiten ausfiibrlich discutirt. Dagegen
wurde nur erst beildufig des Differentialausdruckes zweiten Grades ge-
dacht, der nun an die Stelle des Bogenelementes tritt (siehe Annalen
IX, pag. 31, Fussnote). Derselbe stellt gleich Null gesetzt die imagi-
ndren Richtungen derjenigen beiden von dem einzeluen Punkte aus an
die Curve verlaufenden Tangenten dar, welche durch den Punkt selbst

*) Daher wird der gegenwirtige Paragraph beim Studium vorliegender
Arbeit iberschlagen werden kinnen.
*#) Mathematische Annalen VII und X.
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versinnlicht werden, sofern man ihn in dem eben herausgegriffenen
Blatte unserer Fliche, oder aber im conjugirten Blafte, gelegen denkt.
Die hiermit gegebene Dentung durch eine doch nur anf willkiirlichem
Wege zu erreichende absolute Fixirung des Differentialansdruckes ver-
vollstindigen zu wollen, hat fir die Riemann’sche Theorie, wie in
"8 1. bemerkt wurde, keinerlei Zweck. Auch haben wir hier einen Fall,
in welchem der zur Verwendung kommende Differentiolausdruck zweiten
Grades keineswegs durchweg definit zu sein brauchi. Denn wenn unsere
Curve reelle Ziige besitzt, so riicken zwei der bezeichneten imagindren
Richtungen, sobald man von der concaven Seite her auf den reellen
Zug zuschreitet, in eine reelle zusammen, um dariiber hinaus in zwel
getrennte reelle Richtungen verwandelt zu sein. Die einfachste Vor-
stellung ist dann (siehe L ¢.), dass lings des reellen Curvenzuges zwei
Blatter unserer Fliche vermoge einer Falfe verbunden sind. —

Die Punkte der hier in Rede stehenden Riemann’schen Flichen
versinnlichen in erster Linie die imagindren Zangenfen unserer Curve.
Ebensowohl wiirde man die imaginiren Punkte der Curve (indem man
dualistische Uebertragung eintreten ldsst) durch ein geeignetes Aggregat
von geraden Linien reprisentiren konnen. Ein solches Aggregat bietet
der unmittelbaren Vorstellung einige Schwierigkeit, aber theoretisch
genommen ist es ebensowohl als Versinnlichung der Riemann’schen
Mannigfaltigkeit zu gebrauchen, wie die von den Punkten gebildete Fliche.

Ich mbchte hier noch ein weiteres Beispiel geben, welches das
hiermit besprochene dualistische Gegenstiick der soeben betrachteten
Riemann’schen Flichen als speciellen Fall umfasst. Man nehme eine
beliebige Liniencongruenz (von oo Linien). Dass auch auf solche
Mannigfaltigkeiten die -Begriffe der Analysis situs anwendbar sind, er-
lauterte ich bereits Annalen IX, pag. 480 —482. Hier haben wir
hinzuzuafiigen, dass jede solche Liniencongruenz eo ipso einen Differential-
ausdruck zweiten Grades mit sich fiihrt, der freilich nicht absolut
fixirt ist; es ist derjenige, welcher gleich Null gesetzt aussagt, dass
zwei aufeinanderfolgende Strahlen der Congruenz sich schneiden®).
Giebt es nun innerhalb der Congruenz einen Bereich, in welchem
sich reelle auf einanderfolgende Strahlen iiberhaupt nicht treffen kinnen,
in welchem also jener Differentialausdruck definit ist, so reprisentirt
uns derselbe, indem wir die Strahlen als Individua gelten lassen, ein
Sttick einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

*¥) Ich mdchte hier beiliufig auf die neuerdings erschienene Dissertation
von Hrn Koenigs (Sur les propriétés infinitésimales de l'espace réglé, Paris,
1882, Annales de I'Ecole Normale Supérieure) aufmerksam machen, In derselben
werden gewisse Ideen, welche von Hrn. Lie und mir im fiinften Bande dieser
Annalen betreffs des im Texte erwihnten Differentialausdruckes zweiten Grades
entwickelt worden sind, auf’s Neue aufgenommen und zum Theil weijter gefiihrt.
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Das Strablensystem kann pun insbesondere das Secantensystem
einer Raumcurve sein. Der einzelne Strahl vertritt dann geradezu,
indem er doppelt zihlt, die beiden Punkte, in denen er der Curve be-
gegnet, Jene Differentialgleichung ldsst sich jetzt einfacher dahin
interpretiren, dass sie den Fortschritt zu solchen benachbarten Strahlen
bedeutet, welche mit dem gegebenen einen Curvenpunkt gemein haben.
Und hieraus nun erwiichst das oben erwihnte dualistische Seitenstiick
zu meinen ,neuen® Riemann’schen Flichen, wenn man die Raumcurve

in eine ebene Curve degeneriren lisst. -—— Ich mbchte mir vorbehalten,
diese Betrachtungen bei Gelegenheit weiter zu verfolgen.
§ 6.

Literarisches zum Dirichlet’schen Prineip.

Wollte man, wie es Riemann gethan hat, das von ithm sogenannte
Dirichlet’sche Princip als Beweisgrund gelten lassen, so wiire es leicht,
den allgemeinen Satz des § 1. fiir beliebige Riemann’'sche Mannig-
faltigkeiten oder auch direct fiir die Fundamentalbereiche der §§ 2., 3.
zu beweisen. In der -That verfihrt Riemann so in Nr. 12 seiner
Abel'schen Functionen bei dem oben (§ 3.) an zweiter Stelle auf-
gefiihrten Beispiele.

Es ist hier nicht der Ort, um die Grinde, welche gegen die
Beweiskriftigkeit des Dirichlet'schen Princips sprechen, zusammenzu-
stellen, so sehr ich eine solche Zusammenstellung im Interesse des
lernenden mathematischen Publikums fiir niitzlich erachten wiirde.
Auch brauche ich hier nicht auseinanderzusetzen, warum solche physi-
kalische Anschauungen, wie ich sie in meiner Schrift verwandte, in
rein mathematischen Fragen nur den Werth heuristischer Methoden
haben. Man beachte iibrigens, dass diese physikalischen Anschauungen
bei den allgemeinen in § 2. eingefilhrten Fundamentalbereichen nur
in sehr gezwungener Weise wiirden festgehalten werden kinnen.

Dagegen wiinsche ich hier tibér die einschligigen Untersuchungen
der Herren C. Neumann und Schwarz kurzen Bericht zu wystatien,
insofern ich glaube, dass dieselben lange nichi hinlinglich gekannt
und nach ihrer Wichtigkeit gewiirdigt sind. Es ist kein Zweifel, dass
diese Untersuchungen in allen Fillen der Anwendung geeignet scheinen,
das Dirichlet’sche Princip zu ersetzen und dass vermoge derselben ins-
besondere der allgemeine Satz von den auf den Riemann’schen Mannig-
faltigkeiten existirenden Potentialfunctionen als strenge begriindet er-
achtet werden kann. Und Dieses ist fiir uns hier die Hauptsache.
Mag der von den genannien Autoren gelieferte Beweisgang noch so
umstindlich sein, in ihm liegt die Berechtigung, jenen Fundamental-
satz zu benutzen und mit ihm als einem Instrumente, iiberall wo es
niitzlich scheint, zu arbeiten.
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Die Untersuchungen der genannten Autoren laufen vielfach pa-
rallel*). Beide beginnen damit, fiir Stiicke der Ebene, und also das
logarithmische Potential im engeren Sinne, die sogenannte Ramnd-
werthaufgabe zu behandeln, d. h. zu zeigen, dass bei vorgegebenen
Randwerthen sich auf jedem begrenzten Stiicke der Ebene eine zu-
gehorige, im Inneren des Stiickes iiberall endliche und stetige Potential-
function finden lisst. Hr, Neumann entwickelt zu dem Zwecke eine
besondere Niherungsmethode, die von ihm sogenanute Methode des
arithmetischen Mittels, welche fiir solche Bereiche, die eine durchaus
convexe Begrenzungscurve haben, sowie fiir deren Ergiinzungsbereiche,
die gewiinschte Potentialfunction direct herstellt, Hr. Schwarz da-
gegen beginnt mit Untersuchungen iiber conforme Abbildung und zeigt,
dass gewisse, sehr allgemein gestaltete Bereiche sich auf andere con-
form iibertragen lassen, fiir welche die Randwerthaufgabe auf Grund
friitherer Untersuchungen als erledigt angesehen werden kann, Beiden
Autoren gemeinsam sind sodanu gewisse Combinationsmethoden, ver-
mibge deren es gelingt, die Randwerthaufgabe auch bei solchen Be-
reichen durchzufithren, welche aus einer Anzahl von Stiicken der friiher
behandelten Art durch Ueberlagerung entstehen.

Wihrend nun Hr. Neumann vermdge der von ihm gewihlten Aus-
gangspunkte in der Lage war, seine Untersuchungen auf den Raum,
d. h. das Newton’sche Potential, auszudehnen (was fiir uns hier nicht
weiter in Betracht kommt), hat Hr. Schwarz seine Aufmerksamkeit
des Ferneren insbesondere denjenigen Erweiterungen zugewandt, welche
Riemann zwecks seiner functionentheoretischen Untersuchungen der
seiner Zeit iiblichen Potentialtheorie hinzugefiigt hat. Ich meine die
Einfiihrung vorgeschriecbener Unendlichkeitsstellen oder linearer Un-
stetigkeiten (Periodicititsmoduln), sowie die Betrachtung geschlossener
Mannigfaltigkeiten, modgen diese nun mehrblittrig iiber der Ebene
ausgebreitet sein oder als beliebig gekriimmte Flichen im Raume ge-
legen vorgestellt werden. Die Erliuterungen, welche Hr. Schwarz éiber

#) Ich nenne hier von den betr. Publicationen als besonders wichtig:

C. Neumann: Zwei Mittheilungen in den Berichten der k. sichsischen Gesell-
schaft der Wissenschaften, vom 21. April und 31. October 1870 [zum Theil
wieder abgedruckt in Bd. XI dieser Annalen, pag. 558 ff.]; sodann das ans-
filhrliche Werk:

Untersuehungen tber das Loganthmxsche und Newton’sche Potential (Leipzig,
Teubner 1877).

H. A. Schwarz: Zur Theorie der Abbildung (im Jabresbericht des Ziricher
Polytechnikums, 1869/70);

Ueber einen Grenziibergang durch alternirendes Verfahren, Ziiricher Viertel-
Jahrsschrift, Juni 1870;

sowie eine lingere M1tthe11ung an die Berliner Academie, siche Monats-
bericht vom 10. October 1870 {pag. 767—795 des betr. Bandes).
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diese Fragen giebt (siche die Abhandlung in den Berliner Monats-
berichten von 1870) sind allerdings sehr knapp gehalten. Fiir ge-
schlossene Flichen insbesondere erbringt er explicite nur den Nach-
weis, dass auf einer beliebigen, aus einer endlichen Anzahl sich nicht
beriihrender analytischer Stiicke zusammengesetzten Fliche wom Ge-
schlechte Null vermbge der vorgenannten Combinationsmethoden ein
itberall eindeutiges Potential construirt werden kann, das einen einzigen,
beliebig vorzugebenden algebraischen Unstetigkeitspunkt erster Ordnung
besitzt. Alles Andere sind Andeutungen. Ich habe es, als ich mich
zuerst mit diesen Untersuchungen beschiftigte, nicht ganz leicht ge-
funden, diese Andeutungen zu erginzen, und glaube also, dass es
manchem Mathematiker nicht unangenehm sein wird, wenn ich in den
folgenden beiden Paragraphen hierauf eingehe. Und zwar bringe ich
zuniichst mit freundlicher Erlaubniss des Verfassers einen Brief von
Hrn. Schwarz, in welchem derselbe auf meinen Wunsch seine Methode
zur directen Einfithrung von Periodicititsmoduln erlautert. Sodann
entwickele ich in § 8., wie man in genauem Anschlusse an die physi-
kalischen Betrachtungen meiner Schrift dasselbe Ziel erreichen kann,
indem ran fiir Mannigfaltigkeiten von beliebigem p direct nur die Existenz
jenes eben erwihnten Potentials nachweist, das an beliebiger Stelle
einen vorgegebenen einfachen algebraischen Unstetigkeitspunkt besitzt
und iibrigens eindeutig verliuft.

§ 1.
Ueber die directe Einfihrung der Periodicititsmoduls.

Hr. Schwarz schreibt mir unter dem 1. Februar 1882:

»oind die Unstetigkeiten, welche man einer Potentialfunction «
auferlegen will, von der Art, dass bei der Ueberschreitung einer Quer-
schunittlinie die Function um eine constante, vorgeschriebene Grosse
sich #ndern soll, so bedarf das Verfahren, welches in den Monats-
berichten der Berliner Academie vom Jahre 1870 fiir die Einfiithrung
punctueller Unstetigkeiten eingehalten wurde (vergl. die beiden Bei-
spiele Seite 788 — 790 und 792 — 794 daselbst) nar unerheblicher Modi-
fication, so lange der in Betracht zu ziehende Bereich noch eine
Randlinie besitzt, lings welcher die Function w« vorgeschriebene Werthe
haben soll.“

»Zunichst ist der Satz fir einen zweifach zusamwmenbingenden
Bereich T zu beweisen*). Durch @, werde ans 7' der einfach zu-
sammenhingende Bereich 7, durch @, — welcher Querschnitt mit ¢,

*) Wegen der Bezeichnungen und Ausdrucksweisen vergl. man durchweg
den Aufsatz in den Berliner Monalsberichten, iiberdies die Figur 1 auf der hier
beigegebenen ersten lithographirten Tafel, F. K.

t 4
Mathematische Annalen. XXI, 11
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keinen Punkt gemein baben darf, — gehe der Bereich 7 in den
Bereich T, iiber. Man integrire fiir 7, Awu = O unter der Be-
dingung: # = 0 am ganzen Rande, ¥ = 1 an beiden Ufern des Quer-
schnitts §,. Es sei ¢, das Maximum aller Werthe, welche « lings
der ganz innerhalb 7, liegenden Linie ¢, annimmt, Ebenso integrire
man Aw =0 fir das Innere von 7T, unter der Bedingung: # =10
am ganzen Rande, w =1 an beiden Ufern von @, Es sei g, das
Maximum der Werthe, welche % lings der ganz innerbalb T, liegenden
Lisie @, annimmt. Sowohl g¢,, als ¢, sind kleiner als 1.4

»Es seien nun die Werthe von « lings der ganzen Begrenzung
von 7 vorgeschrieben, lings ¢, soll (ut — u—) = K sein.“

yMan bestimme fiir den Bereich 7, eine Function «,, welche am
Rande von 7' die vorgeschricbenen Werthe hat, am negativen Ufer
von €, irgend welche Werthe, am positiven Ufer die um K grisseren
Werthe annimmt. Von dieser im Innern von T der Differential-
gleichung Awu, = O geniigenden Function denke man sich die Werthe
lings @, bestimmt und integrire fir T, die Differentialgleichung Awu =0
durch eine Function u,, welche lings des Randes von T die vor-
geschriebenen Werthe annimmt (lings der Begrenzungstheile ¢ und b
muss natiirlich u, = 4, — K sein), welche auf dem negativen Ufer
von @, mit w, — K, auf dem positiven mit wu, iibereinstimmt.
Hierauf bhestimme wman fiir das Innere von 7, eine Function wu,,
so dass Awuy; = 0, lings der Begrenzung von T' u, = u,, ldngs
des negativen Ufers von @, u; = u,, lings des positiven Ufers
Uy = U, + K:

,,Auf diese Weise fortschreitend bestimme man eine unendliche
Reihe von Functionen u,, u., %;, %, - - -, welche abwechselnd fiir das
Innere von 7, und das Iunere von 7, erklirt sind.

,Das Maximum (bezw. die obere Grenze) von | u; — w3 | d. h. des
absoluten Betrages von wu, — u; lings @, sei g, so ist der absolute
Betrag von u, — u, lings @, sicher nicht grosser als g - g,, lings @,
ist aber u, — w; == u, — u, (und zwar auf beiden Ufern), folglich ist
%, — u,, da diese Differenz am ganzen Rande von T gleich Null ist,
dem absoluten Betrage nach an keiner Stelle innerhalb 7, grosser als
g 4,, lings @, jedenfalls nicht grosser als g-g¢;-gq,. Mithin ist
oy — v | G- @y | % — % | < 9 " WS WY

,,Hieraus folgt zumichst, dass die Functionen wg,4: sowohbl, als
auch die Functionen w:, sich mit wachsendem Index zwei bestimmten
Grenzfunctionen « und #” nihern, welche beziehlich fiir die Bereiche
T, und T, erklirt sind und innerhalb dieser Bereiche die Differential-
gleichung befriedigen. Lings der ganzen Begrenzung @i, @, @;, b
des Theilbereiches T* ist w = " -4 K, es besteht daher diese Glei-
chung auch im Innern von 7% Lings der ganzen Begrenzaung des
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Theilbereiches 7' — T#% ist % = u”, es besteht daher auch diese
Gleichung im Innern von 7 — T#*4

»oetzt man aber % == im Innern von 7, so ist «” die analy-
tische Fortsetzong von #— iiber @, hinaus; diese Fortsetzung ist aber,
wie bewiesen, innerhalb T# gleich « — K d. h. gleich u* — K, also
ist die Function # = «' die gesuchte.”

»Bs ist also der Satz fiir einen zweifach zusammenhingenden Be-
reich, fiir einen beliebig vorgeschriebenen Periodicititsmodul und fiir
beliebig vorgeschriebene (im Allgemeinen stetige) Randwerthe be-
wiesen.“

sUnter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Satzes fiir einen
zweifoch zusammenhingenden Bereich kann man nun den analogen
Satz fiir einen dreifach zusammenhingenden 'Bereich beweisen. Es
sei T' dreifach zusammenbingend. Man construire einen Querschnitt
@, durch welchen 7 in einen zweifach zusammenhiingenden Bereich
T, tibergeht. Man construire einen zweiten Querschnitt ¢,, welcher
durch continuirliche Gestaltinderung auf @, reducirbar ist, der aber
mit ¢, keinen Punkt gemeinsam hat. Durch @, gehe 7' in T, iiber.

»Nun kann man, dem bereits bewiesenen Satze zufolge, fiir die
Bereiche 7', und T, die Functionen u,, #,, #,, - - - bestimmen, welehe
einen vorgeschriebenen’ Periodicititsmodul bereits besitzen, und, genau
dem vorher angegebenen Verfahren entsprechend, der Function % einen
zweiten Periodicititsmodul aufzwingen.®

»50 kann man fortfahren, so lange eben.iiberhaupt noch eine
Randlinie iibrig bleibt, lings welcher die Funection « vorgeschriebene
Werthe annehmen soll.#

,Will man aber auch diese letzte Randlinie fortschaffen, also zu
einer geschlossenen Riemann’schen Fliche ohne Randlinien tibergehen,
so kann man nicht auf dieselbe Weise verfahren, weil man beztiglich
des Beweises auf Schwierigkeiten stésst.

»Diese Schwierigkeit, welche mir anfinglich viele Miihe gemacht
hat, habe ich auf folgende Weise iiberwunden.*

»Aus der Riemann’schen Fliche T schneide man eine Kreisfliche
mit dem Radius B, heraus, die in ihrem Innern keine singulire Stelle
besitzt. Die von T noch iibrig bleibende Fliche mbge mit T, be-
zeichnet werden. Diese Fliche, welche also jetzt eine Randlinie be-
sitzt, gestattet die Anwendung des bewiesenen Satzes zweifellos. Zu
dem Kreise mit dem Radius R, construire man nun einen concentrischen
mit grosserem Radius B, und bezeichne das Innere dieses Kreises
mit 7,. Die beiden Kreise mit den Radien R, und E, sollen in dem-
selben Blatte von 7' liegen; es kann also immer erreicht werden, dass
anch der grossere Kreis keine singulire Stelle in seinem Innern
enthilt.«

11
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,Man nehme nun lings r = R, eine Werthenreihe beliebig an,
z. B. # = 0 und bestimme fiir den Bereich T, eine Function #,, welche
am Rande r = E, gleich Null ist und an allen Querschnitten die vor-
geéschriebenen Periodicititsmoduln besitzt. Eine solche Function exi-
stirt, lisst sich auch iiber den Rand von 7, hinaus fortsetzen, aber
von dieser Fortsetzung kann man keinen Gebrauch machen, weil die-
selbe fir # < R, nicht eindeuntig und stetig bleibt (natiirlich Aw, ==0).%

»Man bestimme hierauf fir das Innere von 7, eine Function wu,,
welche lings r = R, mit %, iibereinstimmt und fiir die Awu, = 0 ist.
Hierauf bestimme man fiir das Innere von 7 eine neue Function u,,
fiir welche Awu, = 0 ist, welche lings r = R, mit u, iibereinstimmt,
und welche im Innern von T an allen Querschnitten die vorgeschrie-
benen Periodicititsmoduln besitzt.«

nAuf diese Weise fahre man fort.«

,Genau dasselbe Verfahren, welches auf S. 792 dazu angewendet
worden ist, der Function u eine algebraische Unstetigkeit aufzuzwingen,
wird hier dazu benutzt, zu bewirken, dass die Grenzfunction, der die
Functionen #,, %,, - - - mit wachsendem Index unendlich nahe kommen,
in dem ganzen Innern des Bereiches 7', sich eindeutig analytisch fort-
setzen ldsst.* :

,yon wesentlichem Einflusse auf die Beweisfithrung ist hierbei
ein Hilfssatz, den ich im 74, Bande des Journals, Seite 232 erwihnt
habe (Mitunter ist es niitzlich u. s. w.).

,Dieser hochst einfache Hiilfssatz leistet in vielen Fillen sehr
gute Dienste, besonders fiir den Fall geschlossener Bereiche.

,,Hiermit glaube ich nun hinreichend angedeutet zu haben, wie
ich mir etwa den Nachweis der Existenz der iiberall endlich bleibenden
Integralfunctionen zurecht gelegt habe, auf den ich natdrlich grosses
Gewicht legen musste, wenn anders die von mir angewendete Schiuss-
weise iiberhaupt geeignet sein sollte, die Sitze zu beweisen, welche
Riemann gefunden und ausgesprochen aber eben nicht bewiesen hat.‘* —

§ 8.
Andere Gruppirung der Existenzbeweise.
Um jetzt einen Augenblick auf die physikalischen Betrachtungen
meiner Schrift zuriickzugehen*), so gestaltete sich die Anordnung dort
folgendermassen. Das erste Experiment, das ich als realisirbar voraus-

*) Niveaucurven des logarithmischen Potentials in der Ebene sind in neuerer
Zeit auf physikalischem Wege durch Herrn Guébhard in ausgezeichneter Schin-
heit realisirt worden. (Comptes Rendus 1881, 82). Vielleicht gelingt es den
Physikern-auch, jene Curvensysteme, die ich in R. Th. auf beliebiger geschlossener
Fliche betrachtete, experimentell herzustellen und dadurch dem niheren Studium
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setzte, bestand darin, dass auf die mit leitendem Materiale bedeckte
Riemann’sche Fliche an zwei Stellen die beiden Pole einer galvanischen
Batterie aufgesetzt wurden. So entstand ein iiberall eindeuntiges Potential
mit zweil gegebenen, einander erginzenden logarithmischen Unsietig-
keitspunkten. Sodann liess ich, an zweifer Stelle, die beiden Pole der
galvanischen Batterie zusammenriicken, zugleich aber die Inteusitit
des elektrischen Stromes sich ins Unendliche steigern. Dadurch erhielt
das nach wie vor iiberall eindeutige Potential einen einfachen alge-
braischen Unstetigkeitspunkt. Ein solcher Punkt besitzt eine Aze und
ein Moment, M. Nennt man die geodiitische Entfernung eines Punktes
der Fliche von jenem Unstetigkeitspunkte », und ¢ das Azimuth,
unter welchem der geoddtische Radius vector gegen die Axe geneigt
ist, so ist, fir sehr kleine Werthe von », der Werth des in Rede

stehenden Potentials _”ﬂ.j_‘@l‘. Eben diese Art von Polential werde

ich weiterhin als Elementarpotential bezeichnen, denn es zeigt sich, dass
man durch Ueberlagerung wvon Elementarpotentialen alle anderen er-
zeugen kann. — Endlich mein driffes Experiment! Ich traf eine der-
artige Anordnung, dass eine ganze Curve auf der Riemann’schen Fliche
als Sitz einer elektromotorischen Kraft und zwar einer gleichférmigen
elektromotorischen Kraft zu gelten hatte. Lief diese Curve von einem
Endpunkte zu einem zweiten hin, so wurden diese Punkte einander
erginzende Wirbelpunkte. Das zugehbdrige Potential wird bei An-
niherung an einen solchen Punkt dem von geeigneter Anfangsrichtung
an gemessenen Azimuth ¢ proportional und ist also unendlich viel-
deutig. Kehrt aber die Curve geschlossen in sich zariick, wobei man
voraussetzen muss, dass die Riemann’sche Fliche, lings dieser Curve
zerschnitten, nicht etwa in getrennte Theile zerfillt, so entstand ein
iiberall endliches Potential. Dasselbe verlduft auf der Fliche durchweg
stetig, gewinnt aber bei jeweiliger Ucberschreitung der benutzten Curve
einen der elektromotorischen Kraft proportionalexf Periodicititsmodul,
ist also ebenfalls unendlich vieldeutig.

Man erinnere sich nun einen Augenblick der Grundvorstellungen
des Newton’schen Potentials. Jenem eindeutigen Potentiale mit zwei
einander erginzenden logarithmischen Unstetigkeitspunkten entspricht
im Raume die Function

1 1
¢ (5 —+)

unter 7, # die geradlinigen Abstinde von zwei festen Punkten ver-
standen. Unserer Elementarfunction aber correspondirt der Ausdruck:
zuginoglich zu machen. — Auf die Controversen einzugehexi, welche sich an die
Guébhard'schen Versuche anschliessen , wiirde den Zweck dieses kurzen Hinweises
iiberschreiten.
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das Potential des magnetischen Moleciils. Nun kann man aus letzterem
das vorangefiihrte, c(—i- — -;rl-—), erzeugen, indem man eine Reihe

magnetischer Molectile desselben Momentes M mit ihren Axen an
einander reiht; es entspricht diess der Vorstellung, die wir uns von
einem Linearmagneten zu machen pflegen. Genau so wird man offenbar
auf unserer Riemann’schen Fliche die eindeutige Potentialfunction mit
rwei  einander ergdnzenden logarithmischen Unstetigheitspunkten aus
unserer Elementarfunction ableiten kinnen. — Aber die mathematische
Physik kennt auch eine Nebeneinanderstellung magnetischer Moleciile
desselben Momentes, Man erhilt vermdge derselben den Begriff der
transversal magnetischer Fliche (Helmholtz) und construirt hierdurch
unendlich vieldeuntige Potentiale’, fiir welche die Contour der transversal
magnetischen Fliche eine Wirbellinie ist. Genau so wird man auf
unserer Riemanw'schen Fliche die oben genannten unendlich vieldeutigen
Potentiale erzeugen kommen, indem man jeden Punkt derjenigen Curve,
die wir ols den Sitz einer gleichformigen elektromotorischen Kraft be-
zeichneten, nunmehr als Unstetigheitspunkt eines Elementarpotentials be-
trachten, dessen Aze mit der zugehirigen Curvennormale zusammenfallt
und dessen Moment einer infinitesimalen, dem DBogenelemente propor-
tionalen Grosse gleich ist.

Das Resultat dieser Betrachtungen ist sonach das folgende: dass
ndmlich auf beliebiger Riemanw’scher Mannigfaltigheit (also auch auf
beliebig gegebenem Fundamentalbereich), sobald erst die Ezistenz des
Elementarpotentials festgestellt ist, alle anderen in meiner Schyift in Be-
tracht gezogenen Potentialfunctionen durch Mittel der gewihnlichen
Analysis, ndmlich durch bestimmic Integrale™), hergestellt werden kinnen.

Die Existenz aber des Elementarpotentials auf beliecbiger Rie-
mann’scher Mannigfaltigkeit kann fast genau mit denselben Worten
dargethan werden, mit welchen Hr, Schwarz pag. 792 —794 sejner
Abhandlung in den Berliner Monatsberichten den analogen Beweis fiir
geschlossene Flichen vom Geschlechte Null gefiihrt hat. Man hat
sich nur zu erinnern, dass die nichste Umgebung jeder Stelle unserer
Mannigfaltigkeit auf ein Stiick der Ebene conform iibertragen werden
kann. Uebrigens wird auch bei dem Beweise des Hrn. Schwarz
eigentlich nirgends darauf Bezug genommen, dass p = 0 sein soll.
Hr. Schwarz betont den letzteren Umstand nur, um aus der Existenz
des Elementarpotentials ein bestimmtes Theorem iiber conforme Ab-
bildung abzuleiten. ‘

*) Sofern es sich um die unbegrenzte Ebene bandelt, hat bereits Hr. C. Neu-
mann von derartigen Integralen ausgiebigen Gebrauch gemacht.
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§ 9.
Berandete Flichen.

Um den Betrachtungen des § 8. einen gewissen Abschluss zn
geben, bespreche ich noch kurz den Fall berandeter Flichen, wobei
ich allerdings Nichts vorzubringen habe, was nicht den Specialforschern
-auf diesem Gebiete bekannt wire®).

Bekanntlich fihrt man die Theorie berandeter Flichen nach dem
Vorgange von C. Neumann (Borchardt’s Journal, Bd. 59, 1861) auf
die sogenannte G reen’sche Function zuriick**). Wir definiren dieselbe
als eine auf der berandeten Fliiche eindeutige Potentialfunction, welche
an vorgegebener Stelle wie log. » fir » == 0 unendlich wird und,
iiberall sonst stetig verlaufend, am Rande den constanten Werth Null hat,
Betrachtet man tibrigens die Formeln, deren man sich z. B. bei Er-
ledigung der Randwerthaufgabe bedient, genauer, so sieht man, dass
es nicht sowohl die Green’sche Function ist, welche man benutzt, als
ein Grenzfall derselben, der sich hinter dem nach der Normale eines
Randpunktes genommenen Differentialquotienten der Green’schen Fune-
tion verbirgt. Derselbe reprisentirt eine auf der berandeten Fliche
itberall sonst eindeutige und stetige, lings des Randes versehwindende
Potentialfunction, welche in einem einzelnen Randpunkte eine einfache
algebraische Unstetigkeit hat, deren Axe mit der zugehdrigen Rand-
normale zusammenfillt. Eine gewisse Scheu, Potentialfunciionen am
Rande selbst mit Unstetigkeiten auszustatten, mag davon abgehalten
haben, diesem Grenzfall einen besonderen Namen beizulegen.

Es ist nun iiberraschend zu sehen, wie diese Begriffshestimmungen
sich in die allgemeinen des vorigen Paragraphen einordwen, sobald
wir die berandete Fliiche, wie es u. A. in meiner Schrift zur Sprache kam,
indem wir Vorder- und Riickseite derselben getrennt auffassen und lings
der Begrenzungslinie verbunden denken™%), als einen besonderen Fall
symmetrischer, geschlossener Flichen gelten lassen. Will man die
Potentialfunctionen, welche, auf der Vorderseite der berandeten Fliche
verlaufend, lings des Randes den constanten Werth Null haben, anf

#) Vergl. z. B. das schon oben genannte Fragment XXV in Riemann's
mathematischen Werken.

#+) Urspriinglich hatte Hr, Neumann, indem er sich auf die Betrachtung
ebener Bereiche beschriinkte, von der im Texte genannten Function noch log. »
in Abzeg gebracht (unter r die geradlinige Entfernung von der Unstetigkeits-
stelle verstanden). Die im Texte gegebene, ibrigens schon von verschiedenen
Autoren benntzte Definition, scheint zweckmissiger und muss jedenfalls dann ver-
wandt werden, wenn man, wie hier beabsichtigt, die berandeten Flachensticke
beliebig gekriimmt im Raume verlanfend voraussetzen will.

##%) Jch spreche hier nicht weiter von den in meiner Schrift gleichfalls in
Betracht gezogenen Doppelflichen.



164 F. Kvein.

die Riickseite der Fliche analylisch fortsetzen, so braucht man nur
die einzelnen Potentialwerthe (indem man vom Punkte der Vorderseite
zum entsprechenden Punkte der Riickseite iibergeht) im Vorzeichen
umzukehren. So erweist sich dann die Green’sche Function als be-
sonderer Kall jenes ersten, im vorigen Paragraphen betrachteten
Potentials, welches zwei einander erginzende logarithmische Unstetig-
keitspunkte hat. Es ist nur die besondere Anordnung getroffen, dass
jene beiden Unstetigkeitspunkte an correspondirenden Stellen der beiden
Flichenseiten gelegen sind. Jener Grenzfall der Green'schen Fumction
aber (anf den es, wie gesagh, eigentlich ankommt) ist nichts Anderes
als unsere Elementarfunction, mit der Maassgabe, dass man, wum die
Symmetrie der beiden Fldchenseiten zu wahren, den Unsietigheitspunkt
auf den Rand und die zugehirige Axe in die Randnormale verlegé hat.

So ergiebt sich also ein merkwiirdiges Resultat. Die Theorie der
geschlossenen Flichen kann bislang (§ 6) nur so behandelt werden,
dass wan die geschlossene Fliche aus einzelnen berandeten Stiickeu
zusammensetzt, Umgekehrt aber gewinnt man die beste Einsicht in
die Lehre von den berandeten Flichen, indem man letztere als speciellen
Fall der geschlossenen Flichen auffasst.

Abschnitt II.

Das Princip der analytischen Fortsetzung.

§ 1,
Erliuterung des Princips an einem Beispiele.

Das allgemeine Princip, welches wir hier aufzustellen haben, ist
an sich ausserordentlich einfach, und nur seiner Wichtigkeit halber
wird ihm ein besonderer Abschnitt hier gewidmet. Dabei verlasse ich
fiir die Folge die Ausdrucksweise der Potentialtheorie, spreche viel-
mehr, indem ich mir jedes Potential mit dem conjugirten in bekannter
Weise vereinigt denke (R. Th. pag. 19), unmittelbar von den com-
plexen Functionen des Ortes. Von den Functionen, die ich in meiner
Schrift in Betracht zog, will ich hier der Kiirze halber nicht die
mit Periodicititsmoduln sondern nur die, eindentigen in’s Auge fassen,
bei gegebenem Fundamentalbereiche also nur solche, die in zusammen-
gehorigen Randpunkten iibereinstimmende Werthe aunehmen. Erinnern
wir uns noch, dass eine complexe Function des Ortes vollig bestimmé
1st, wenn wir ihre Werthe lings eines beliebig kleinen Linienstiicks
kennen.

Diess vorausgeschickt beginnen wir bei Darlegung unseres Prineips,
der vollen Deutlichkeit wegen, mit demselben Beispiele des einfachen
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Parallelogramms, das auch in § 2 des vorigen Abschnitls vorangestellt
wurde. Wir hatten damals nur ein einzelnes Parallelogramm betrachtet
und dessen gegeniiberstehende Kanten in einfacher Weise zusammen-
geordnet. Aber nun beachten wir, dass das Parallelogramm einen
Theil der unbegrenzten Ebene ausmacht und wir das in Rede stehende
Gesetz (die einfache Parallelverschiebung) als eine die ganze Ebene
betreffende Operation auffassen kbnnen, Vermdge derselben legt sich
neben unser erstes Parallelogramm ein zweites, ihm congruentes.

Zugleich modificiren wir in etwa unsere Auffassung. Statt unsere
complexe Function des Ortes nur innerhalb des ersten Parallelogramms
als bestehend vorauszusetzen, verfolgen wir dieselbe jetzt iiber das
Parallelogramm hinaus in die unbegrenzte Ebene. Wir finden dann
sofort: dass unsere Function in dem neuconstruirten, anlicgenden Paral-
lelogramm dieselbe Werthvertheilung aufweist, wie in dem alten. Denn
das neue Parallelogramm liegt genau so gegen die Kante, welche ihm
mit dem ersten gemeinsam ist, wie letzteres gegen seine gegeniiber-
stehende Kante; in den entsprechenden Punkten beider Kanten nimmt
aber unsere Function, nach Voraussetzung, identische Werthe an. —

Wir wiederholen nun den hiermit gemachten Schluss, indem wir
das urspriingliche Parallelogramm zunichst mit vier neuen Parallelo-
grammen umgeben, dann jedes von diesen abermals, und so weiter
fort, bis die ganze Ebene in bekannter Weise mit einem Netz von
Parallelogrammen iiberdeckt ist. In jedem dieser Parallelogramme ver-
lauft unsere Function genau so, wie in jedem anderen. Um uns der
gewohnlichen Sprachweise zu bedienen, mogen wir die unbegrenzte
Ebene als das (ebiet einer Variablen 3 betrachten. Dann haben wir
als Resultat: dass dieselben Functionen, welche wir als eindeutige Func-
tionen des Ortes auf wunserem Fundamentalbereich definirten, doppelt-
periodische Functionen der Variablen 1 sind. Dieser Satz darf natiirlich
sofort umgekehrt werden. Er enthilt in einfachster Form, was wir
jetzt als allgemeines Prineip zu formuliren haben.

§ 2.
Der allgemeine Fall.

Um nun bei beliebig gegebenem Fundamentalbereiche einen
ihnlichen Schluss machen zu kénnen, genligt es offenbar, anzonehmen:
dass derselbe ein Stiick einer anderen, umfassenderen Riemann’schen
Fliche gei*), und dass jene Operationen, welche die Kanten unseres
Fundamentalbereichs zusammenordnen, als Transformationen der ganzen

*) Noch aligemeiner wire es, auch diese Fliche wieder als Fundamental-
bereich gegeben zu depken, doch mache ich davon in dieser Arbeit keine An-
wendung, :
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Riemann’schen Fliche in sich selbst aunfgefasst werden kénnen. Ver-
mbge jeder solchen Operation legt sich dann neben den urspriinglichen
Fundamentalbereich ein neuer. Damit die Vorstellung des zu schildern-
den Processes den richtigen Grad der Allgemeinheit erreiche, wollen
wir gleich erwihnen, dass dieser neue Bereich moglicherweise an irgend
welchen Stellen iiber den alten hintibergreift oder auch Verzweigungs-
punkte in seinem Innern aufweist, die der alte nicht besass, ete. ete.
Unabhiingig davon gilt allemal der Satz: dass jede complexe Function
des Ortes, welche auf der durch den ersten Bereich versinnlichien
Riemann’'schen Mannigfaltigheit eindewtig ist, auf jedem der Nachbar-
bereiche diesetbe Werthvertheilung aufweist , wie auf dem wrspriinglichen.

Unm diese Behauptung in etwa zu zergliedern, sei 7 eine complexze
Variable, deren wir uns bedienen, um den einzelnen Punkt auf unserer
Riemann’schen Fliche zu bezeichnen. Sei ferner % = ¢@(7) diejenige
Transformation, welche neben den ersten Fundamentalbereich einen
zweiten legt, und also aus einer bestimmten Kante (K,) desselben die-
jenige (K,) macht, welche beiden Fundamentalbereichen gemeinsam
ist. Sei nun F'(y) eine Function, fiir welche Fy, = Fy, ist, d. h.
welche in entsprechenden Punkten der beiden Kanten iibereinstim-
mende Werthe annimmt. Man construire sodann die neue Function
F(yy = F(p(n) = F'(q), welche in dem neuen Fundamentalbereiche
genau so verliuft, wie (%) in dem alten. Offenbar stimmen die Rand-
werthe Fz, mit den entsprechenden Fy, iiberein. Aber letztere sind,
wie gesagt, ihrerseits mit den F'y, identisch. Daher stimmen F und F
wberhaupt lings der Kante K, iiberein und sind also dieselben Fumc-
tionen. Und eben diess behauptet in etwas anderer Ausdrucksweise
unser Satz, —

Es gilt nun, sich die Gesammtheit der Bereiche, welche aus dem
ersten durch fortgesetzte Reproduction entstehen, vorzustellen. Hierzu
giebt das im vorigen Paragraphen behandelte Beispiel der doppelt-
periodischen Functionen nur unvollkommene Anleitung. Bezeichnet
man namlich mit §; und 8, die beiden Verschiebungen, vermbge
deren sich neben das urspriingliche Parallelogramm Nachbarparallelo-
gramme legen; so ist 5,8, = 8,8,. Im Allgemeinen aber ist fiir eine
solche Relation, oder wberhaupt fiir irgend eine Relation zwischen den
entsprechenden Operationen 8,, S,, - - -, S, gar kein Grund vorhanden.
Die Operationen 8;, 8S,, - -, S,, zusammen mit ijhren inversen
S;—1, 8,~t, - .-, §~!, umgeben den urspriinglichen Fendamental-
bereich mit einem Kranze von 2» Bereichen. Combiniren wir nun
irgend zwei der Operationen, z. B. S;S;, so heisst diess, dass wir
zuniichst auf den anfinglichen Bereich die Operation:- S; anwenden,
dann aber auf den so gewonnenen Bereich die Operation S; (die ja
nicht nur fiir die Punkte des urspriinglichen Bereiches, sondern iiber-
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haupt fiir alle Punkte der Riemann’schen Fliche, die unsere Bereiche
trigt, nach Voraussetzung Bedeutung hat). Wir erhalten also einen
Bereich, welcher sich neben den anderen legt, der aus dem Anfangs-
bereiche durch 8; hervorgeht. — In #hnlicher - Weise will jede Zusam-
menstellong der Symbole S,%, 8,%, ..., S, gedeutet sein: jeder
Zusammenstellung entspricht ein bestimmter Bereich, und auch um-
gekehrt (so lange wir eben keine Relationen zwischen den § voraus-
setzen) jedem Bereiche nur eine Zusammenstellung. Ich werde weiter
unten auf diese Correspondenz zwischen Bereichen und Operationen
noch genauer eingehen {Abschnitt III, § 11) und will hier nur noch
auf Herrn Dyck’s ,Gruppentheoretische Studien“ (Bd. XX dieser
Annalen) verweisen, wo dieselben Verhdlnisse in einer nur unwesent-
lich particularisirten Form mit besonderer Klarheit, aber allerdings
etwas anderer Bezeichnung, besprochen sind.

Die Sache ist nun die, dass unsere Function F(n) sich auf allen
diesen (im Allgemeinen unendlich vielen) Bereichen gleichfGrmig repro-
duciren wird. Oder, wenn wir uns der Sprache der Analysis bedienen
wollen und die Operationen S, S,, --., 8, uns durch entsprechende
Formeln 7' = @,(n), 4 = @5(q), - - -, ¥ = @, () ersetzt denken:
Unser F(x) geniigt den Functionalgleichungen:

Flo,) = Fp,(n}) = - - = Fo,(n)) = Fly),
und natirlich den unbegrenzt vielen, die aus ihnen abgeleitet werden

Diese analytische Formulirnng ist allerdings insofern minder voll-
kommen, als die geometrische, als F, ¢ im Allgemeinen Ausserst viel-
deutige Functionen von 5 sind und daher die vorstehenden Functional-
gleichungen erst dadurch einen bestimmten Sinn bekommen, dass wir
ausdriicklich festsetzen, sie sollen dem Uebergange jedesmal vom einen
Bereiche zum Nachbarbereiche correspondiren.

Diess ist das Princip der analytischen Fortsetzung.

§ 3. :
Verbesserte Auffassung des Prineips. Regulire und symmetrische
Flichen,

Man kann innerhalb der Riemann’schen Theorie sozusagen drei
Stofen der Entwickelung unterscheiden. Allemal wird der unabhingig
Variabelen der gewdhnlichen Functionentheorie eine irgend wie ver-
laufende Riemann'sche Fliche (oder Mannigfaltigkeit) substituirt. Aber
an Stelle der abhingig Veriinderlichen tritt das einemal die einzelne
(reelle) Potentialfunction %, das zweitemal die complexe Funetion des
Ortes, u - 47, endlich das drittemal wieder eine Riemann’sche Fliche.
We die gewthnliche Analysis Abhingigkeiten zwischen zwei Variabelen
hat, da haben " wir jetzt eine conforme Beziehung zwischen zwei
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Riemann’schen Flichen. Es werden also nicht sowohl zwei complexe
Grossen, sondern direct zwel algebraische Gebilde in wechselseitige
Abh#ngigkeit versetzt.

Indem wir hiervon Gebrauch machen, konnen wir sagen, dass
unser Princip der analytischen Fortsetzung nichts Anderes ist, als eine
Schilderung der allgemeinsten conformen Beziehung, welche zwischen
zwei Riemann’schen Flichen, T und T7,, bestehen kann. Wird T,
in geeigneter Weise zerschnitten und beginnen wir mit einer von den
vielleicht unendlich vielen, unterschiedenen Abbildungen, welche T
aof T, vermbge des vorausgesetzten conformen Zusammenhanges erfihrt,
so erscheint das Bild von 7| als bestimmter Fundamentalbereich, d. h.
als ein Bereich mit bestimmter Zusammengehrigkeit der Kanten, iber
T, (oder einen Theil von T,) ausgebreitet. Die Sache ist dann die,
dass es nicht nothig ist, will man die ibrigen Abbildungen von T
finden, auf 7' selbst zu recurriren. Vielmehr geniigt es, jenen ersten
Fundamentalbereich ins Auge zu fassen und ihn auf 7, durch ana-
lytische Fortsetzung ins Unbegrenzte zu reproduciren. Und dieses ist
vielleicht der reinste Ausdruck unseres Princips. —

Indem wir von demselben Gebrauch machen, besprechen wir den
besonderen Fall, dass ndmlich T, eindeutige Transformationen in Sich
selbst besitzen mag. Es zerlegt sich dann 7| in eine gewisse (vielleicht
unendliche) Zahl kleinerer, unter sich #quivalenter Gebiete, und nun
ist die Sache offenbar die, dass es geniigt, auf 7, eine Abbildung
eines dieser Gebiete zu kennen, um aus ihr zunichst durch eine
geeignete analytische Fortsetzung ein erstes Bild der ganzen Fliche
T, und weiterhin alle solche Bilder zu erhalten. :

Hierbei nun erinnere man sich der Auseinandersetzungen iber
eindeutige Transformationen einer Riemann’schen Fliche in sich, wie
ich sie in meiner Schrift, pag. 69ff., gegeben habe. Neben die directen
Transformationen, die man gewdhnlich allein betrachtet, stellen sich
unter Umstinden inverse, denen eine conforme Abbildung ,mit Um-
legung der Winkel“. entspricht. Gestattet eine Fliche eine inverse
Transformation, welche, einmal wiederholt, zur Identitdt zuriickfiihrt,
so heisst die Fliche eine symmetrische.

Indem wir uns auf letztere Flichen beschrinken, besagt unser
allgemeiner Satz, dass es gendigt, auf T, nur eine Abbildung der einen
symmetrischen Hilfte von T, zu kennen, wm aus ihr durch analytische
Fortsetzung den Gesammiverlauf der Abbildung zw finden. Die Opera-
tionen S, S,,- - -, welche dabei zur Reproduction des Anfangsbereiches
dienen, sind dann natiirlick selbst von der inversen Art, welcher eine
Abbildung von T, auf sich selbst mit Umlegung der Winkel entspricht.

So gelangen wir zam Princip der Symmetric in seiner allgemeinsten
Gestalt und erkennen zugleich seine Stellung gegen unser Princip der



Zur Riemann'schen Functionentheorie. 169

analytischen Fortsetzung. Wo es am Platze ist, besagt es mehr als das
letztere, denn es trigt eben der Symmetrie von 7, Rechnung. Dafiir
kommt es aber auch nur bei symmetrischen Flichen T zur Geliung.

§ 4.
Funetionen mit linearen Transformationen in sich.

Die allgemeinsten Functionen mit linearen Transformationen in
sich erwachsen aus den Betrachtungen des § 2, indem man die Fuue-
tionen @, (1), @,(y), - - - einfach durch &reare Ausdriicke in 4 gegeben
sein ldsst. So war es in den Beispielen 1), 2), 3) des § 2 im vorigen
Abschnitte, und auch das Beispiel 4) daselbst liefert uns Functionen
mit linearen Transformationen in sich, wenn wir die damals nicht
niher definirte Zuordoung der 2p Randeurven eben durch lineare Sub-
stitution vermittelt denken. In allen diesen Fillen ist eine Ebene 5
(oder eine Kugelfliche 7, was auf dasselbe hinauskommt), die Trigerin
der unbegrenzt vielen Reproductionen, und so wollen wir es auch in
der Folge, da diese Annahme allgemein genug ist, voraussetzen.

Die angefithrten Beispiele zeigen zungleich, dass Functionen mit
linearen Transformationen in sich durchaus nicht eindeutig zu sein
brauchen. KEs ist diess erst eine mneue, in den spiteren Entwickelungen
des vorliegenden Aufsatzes hinzutretende Bedingung. Erst durch sie
gewinnt der Begriff von Functionen mit linearen Transformationen in
sich eine engere Umgrenzung. Verzichtet man auf Eindeutigkeit, so
gelingt es z. B. sofort, beliebig viele Functionen zu construiren, welche
dureh irgendwelche vorgegebene liceare Substitutionen in sich iibergehen.
Fiir die einzelne solche Substitution construire man nimlick einen
Bereich, dessen Begrenzungslinien vermdge der Substitution zusammen-
geordnet sind. Ueberdiess treffe man die Anordnung so, dass alle diese
Bereiche irgendwie uber einander geschichtet erscheinen. Es geniigt
dann, diese Bereiche durch irgendwelche Verzweigungen zu einem
einheitlichen Gangen zu verbinden. Dann definirt uns das letztere,
als Fundamentalbereich aufgefasst, zugehdrige Functionen der ge-
wollten Art.

Unter diesen allgemeinsten Functionen mit linearen Transforma-
tionen in sich nehmen nun wieder diejenigen eine besondere Stellung
ein, deren Fundamentalbereiche auch inverse lineare Umformungen in
sich selbst gestatten. Insbesondere kann es sein, dass man die Ge-
sammtheit aller dquivalenten Bereiche erhilt, indem man den Zalben
Ausgangsbereich durch symmetrische Umformungen dieser Art (d. L.
Umformungen von der Periode Zwei) reproducirt. Und hier ist es
nun, dass die Functionen einzuordnen sind, welche die Herren Schwarz,
Schottky u. A. (auch Riemann selbst) vermbge des Princips der Sym-
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metrie studirt haben. Es giebt zweierlei Arten symmetrischer linearer
Umformangen (R. Th. pag. 73). Beide erscheinen in der Ebene als
Transformation durch reciproke Radien; aber das eine Mal hat man
es mit einem reellen Inversionskreise, das andere Mal mit einem Kreise
von imaginirem Radius zu thun. Von den genannten Autoren wurde
durchweg nur die erste Art der Symmetrie benutzt. Daher erscheinen
ihre Ausgangsbereiche (die halben Fundamentalbereiche) von a priori
gegebenen Kreisbogen begrenzt. Insbesondere hat Herr Schwarz solche
durchaus schlichte Ausgangsbereiche betrachtet, bei denen sich diese
Kreisbogen zu eimem Linienzuge zusammenfiigen und das Geschlecht
p des Fundamentalbereichs also den Werth Null hat. Dariiber hinaus
behandelt Hr. Schottky den allgemeineren Fall, dass der, auch wieder
schlicht vorausgesetzte Ausgangsbereich, von mehreren Kreisbogen-
polygonen umgrenzt sei. Das p des Fundamentalbereichs ist dann
immer um eine Einheit kleiner, als die Zahl der Begrenzungscurven.
Herrn Schottky’s Figuren ergeben sich aus denen des Herrn Schwarz
sozusagen durch den im folgenden Abschnitte (§ 16) zu besprechenden
Process der Ineinanderschiebung.

Abschnitt I1I.
Eindéutige Functionen mit linearen Transformationen in sich.

§ 1
Vorbemerkungen.

Nach den Entwickelungen des vorigen Abschnitts ist die Bestim-
mung speciell aller eindeutigen Functionen mit linearen Transforma-
tionen in sich sozusagen ein geometrisches Problem. Wir denken uns
in der Ebene der complexen Variablen % einen iibrigens beliebigen
Fundamentalbereich abgegrenzt, dessen Begrenzungskanten wir paar-
weise durch gewisse lineare Substitutionen des % zusammenordnen,
reproduciren dann diesen Bereich vermbge jemer Substitutionen ins
Unendliche und fragen, wie man in allgemeinster Weise die verschie-
denen Bestimmungsstiicke zn wihlen hat, damit in der 7-Ebene
nirgends eine mehrfache Bedeckung durch die Fundamentalbereiche
eintrete. — Die hier gewdhlte negative Ausdrucksweise soll dabei ein-
schliessen, dass keineswegs die ins Unendliche vervielfiltigten Funda-
mentalbereiche die ganze Ebene zu iiberdecken braunchen. Vielmehr
werden sich im Allgemeinen natiirliche Grenzen fiir die Vervielfiltigung
der Fundamentalbereiche einstellen, tiber welche hinans dann auch die
zugehbrigen eindeutigen Functionen nicht kénnen fortgesetzt werden.

Es gelingt mir im Polgenden nun nicht etwa und es ist auch
nicht mein- Zweck, das: allgemeine, so pricisirte Problem in voller
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Allgemeinbeit zn erledigen. Vielmehr begniige ich mich, von einer
bestimmten Classe eindeutiger Functionen mit linearen Transforma-
tionen in sich (auf die sich dann aunch das Fundamentaltheorem des
Abschnitts IV zuniichst beziechen soll) eine mbglichst klare Vor-
stellang und scharfe Definition zn geben. Von dem Wunsche aus-
" gehend, .anch Denjenigen verstindliech zu schreiben, welche sich
noch nicht mit dieser Art von Functionen beschiftigt haben, gehe ich
schrittweise und bespreche zunéchst in den folgenden Paragraphen die
ibrigens wohlbekannten Functionen, welche bei Wiederholung einer
einzelnen linearen Substitution ungedndert bleiben (§ 2-—4), gebe so-
dann eine Uebersicht #iber gewisse weitere, einfache Fille unserer
Functionen, die bereits von anderer Seite oder bei fritherer Gelegen-
heit auwsfiibrlich behandelt wurden (§ 5—7) und untersuche sodann
insbesondere derartige Functionen, bei denen eine reelle Kreislinie die
natiirliche Grenze abgiebt (§ 8—14). Aus den so gewonnenen Fune-
tionen entstehen sodann durch Variation der Constanten (§ 15) sowie
durch Ineinanderschiebung (§ 16) gewisse allgemeinere, denen zwel
weitere Paragraphen gewidmet werden (§ 17—18); sie bezeichnen
die Grenze, bis zu welcher die diessmalige Untersuchung vorschreitet.
Iech will hier den Wunsch nicht unterdriicken, dass alle diese Dinge
von anderer Seite mit grosserer Ausfiihrlichkeit mgchten durchgearbeitet
werden, als es mir seither bei nur zu beschrinkter Zeit moglich ge-
wesen ist.

§ 2.
Ueber die geometrische Bedeutung der einzelnen Substitutionmen.

Was hier iiber die Bedeutung der einzelnen linearen Substitutionen

n' — _ﬂtﬁ_

yn+ 4
Man wolle sich dabei die betreffenden Figuren jedesmal in der Ebene
zeichnen; es ist dann aber niitzlich, sich dieselben auf der Kugel vorzu-
stellen. Denn auf der Kugel erscheinen solche Figuren, die wir als
gleichberechtigt erachten miissen, auch dem ungetibten Auge viel leichter
dquivalent, als in der Ebene.

Die erste Unterscheidung, welche wir zu machen haben, bezieht
sich auf die sogenannten Fundamentalpunkte der Substitution, welche
bei der Substitution ungeéndert bleiben. Indem dieselben durch folgende
quadratische Gleichung gegeben sind:

4+ (@ —a)g— =0,

+) Ich selbst habe diese Dinge z. B. schon im 9= Bande dieser Annalen (p. 1851F)
m ghnlicher Form zur Sprache gebracht. Wegen der einzufiihrenden Benennung
vergl, man Bd, XIV dieser Annalen, p. 122.

gesagt werden soll, ist nachgerade ziemlich bekannt.¥)
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konpnen dieselben entweder getrennt sein, oder, im besonderen Falle,
zusammenriicken.

Wir beginnen mit dem allgemeinen Falle und legen durch die
beiden Fundamentalpunkte hindurch ein erstes Kreisbiischel, welches
ich als Biischel der Meridiane bezeichne, Sodann construiren wir das
Biischel der hierzu orthogonalen Kreise, der Breitenkreise. Die Ebenen
der Breitenkreise schneiden sich (im Raume gedacht) alle lings der-
jenigen Linie, welche, in Bezug auf die Kugel, die conjugirte Polare
der Verbindongslinie der Kundamentalpunkte ist. Hierauf fithren wir,
statt %, eine neue Coordinate ¢ derart ein, dass { = 0 den einen,
{ = oo den anderen Fundamentalpunkt bezeichnet. Setzen wir {==r¢?,
so wird ¢ = Const. die Gleichung der Halbmeridiane, # = Const. die
Gleichung der Breitenkreise sein. Auf dieses kanonische Coordinaten-
system bezogen muss jetzt unsere Substitution nothwendig folgende
Gestalt annehmen:

— O
g=2 g,
wo g, 0, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung bezeichnen:

je—e B o
y 60—,

Und nun unterscheide ich, indem ich —§‘~=—— Reie setze, drei Fille.

2

Im ersten Falle sei #=1. Dann bleiben, wie ersichtlich, bei der
Transformation alle Breitenkreise ungeindert, die Meridiane aber ver-
tauschen sich in der Art uster sich, dass == Const. in ¢ =_Const. -}«
verwandelt wird. Diess ist, was ich als elliptische Substitution bezeichne.
Die elliptische Substitntion ist periodisch, wenn o mit 2z commen-
surabel ist; ist « einem ganzzahligen Theile von 2z gleich, so nenne
ich die Substitution gelegentlich primitiv.

Im zweiten Falle nehmen wir « = 0. Dann bleiben umgekehrt
die Meridiane ungeindert erhalten, die Breitenkreise aber, vertauschen
sich unter einander, indem # == Const. durch » = R - Const. ersetzt
wird. Ich nenne dann die Substitution eine hyperbolische.

Der dritte Fall, in welchem Rz 1, aéO ist, wird am Besten ver-

standen, wenn wir ihn durch eine Aufeinanderfolge einer elliptischen
und einer hyperbolischen Substitution ersetzt denken. Ein Punkt:
§ = r¢'9 ist nach der Transformation in { = + R - @@+ {ibergegangen.
Daher bleiben bei unserer Transformation die Curven:

« - log r — ¢ - log R = Const.

ungeiindert. Diese Curven sind die gleichwinkeligen Trajectorien unserer
Meridiane (oder Breitenkreise). Daher spreche ich im vorliegenden
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Falle von einer loxodromischen Substitution. Eine loxodromische Sub-
stitution ist ebenso, wie eine hyperbolische, nothwendig aperiodisch. —

Betrachten wir nun den Grenzfall, in welchem die beiden Fun-
damentalpunkte der Substitution zusammenfallen! Die Meridiane haben
sich dann in solche Kreise verwandelt, welche einander im Fundamen.
talpunkte beriihren. Aber die Breitenkreise, sowie die Schaaren zu-
sammengehoriger Loxodromen haben ihrerseits (wie man mit Leichtig-
keit findet) je das Namliche gethan, so dass also der specifische Unter-
schied zwischen den dreicrlei Curvenarten in Wegfall kommt. Wir
verstehen die Transformation am Besten, indem wir die Kugel vom
Fundamentalpunkte aws auf die gegeniiberstehende Tangentialebene
projiciren. Die Meridiane verwandeln sich daun in Parallelgerade der
Ebene, ebeuso die Breitenkreise ete. Sei { eine solche lineare Funetion
von %, welche im Fundamentalpunkte unendlich wird. Dann schreibt
sich unsere Substitution £ = ¢ 4- Const. und ist also durch eine blosse
Parallelverschicbung der Ebene versinnlicht. — Ich nenne diesen (noth-
wendig wieder aperiodischen) Grenzfall den Fall der parabolischen
Substitution.

§ 3.

Der zur einzelnen Substitution zugehirige Fundamentalbereich.

Um iiberhaupt Functionen mit linearen Transformationen in sich
zu erhalten, betrachteten wir im vorigen Abschnitte tibrigens beliebige
Fundamentalbereiche, deren Randeurven allein durch die vorgegebenen
Substitutionen paarweise zusammengeordnet werden mussten. Nun
aber wir uns hier auf eindeutiye Functionen jener Art beschrinken,
ist die Willkiirlichkeit des Fundamentalbereichs eine wesentlich ge-
ringere geworden. Offenbar darf derselbe jetzt in seinem Innern keine
z2wei Punkie enthalten, welche vermige der zugehirigen linearen Sul-
stitutionen oder irgend einer aus ihnen zusammenzusetzenden Substitution
dquivalent sind,

Es sei jetzt eine einzelne lineare Substitution vorgelegt. So wer-
den wir zuvorderst die Gruppe linearer Substitutionen bilden, die aus
ihr durch positive oder negative Wiederholung hervorgeht, und die
Gesammtheit der Lagen aufzufassen suchen, welche ein beliebiger Punkt
vermbge der Substitutionen der Gruppe annimmt. Dann werden wir uns
diesen Punkt beweglich denken und uns fragen, welchen moglichst grossen
Bereich derselbe iiberstreichen mag, ehe er an solche Stellen gelangt,
die mit Stellen, welche er friiher bereits eingenommen hatte, dquivalent
sind. Die Untersuchung zeigt, dass dieser Bereich von unwesentlichen
Verzerrungen abgesehen, jedesmal vollkommen bestimmt ist. Zu der
einzeluen Unearen Substitution gehbrt daher, in dem hier in Betracht

Mathematische Annalen. XXI. 12
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kommenden Sinne, jedesmal nur ein Fundamentalbereich (den wir dann
durch die zugehtrige Substitution bezeichnen konnen).

Sei unsere Substitution zuvirderst eine elliptische. So ist dentlich,
dass dieselbe jedenfalls eine periodische sein muss, wenn der zugehbrige
Fundamentalbereich, wie wir es doch verlangen miissen, eine endliche
Ausdehnung haben soll. Denn anderenfalls tiberdecken die Punkte,
welche aas einem beliebig angenommenen darch fortgesetzte Wieder-
holung der Substitution entsiehen, in immer dichter werdender Auf-
einanderfolge einen ganzen Breitenkreis. Wir konnen iiberdiess an-
nehmen, dass unsere Substitution primitiv, d. h. in der Gestalt

2iz
f=e' -t

darstellbar sei, unter ! eine ganze Zahl verstanden. Denn die Gruppe,
welche aus den Wiederholungen unserer periodischen Substitution
erwichst — und auf diese Gruppe kommt es jetzt bel unseren neuen
Ueberlegungen wesentlich an — kann immer auch durch Wiederholungen
einer primitiven Substitution erzeugt werden. Den Fundamentalbereich
aber, der zu der vorgenannten primitiven Substitution zugehort, erkennt
man sofort. BEr ist einfach eine Sichel von der Winkeloffnung -215‘—,
welche sich, von geeigneten Halbmeridianen begrenzt, vom Punkte
£ =0 zum Punkte { = oo hinziebt. Die unwesentlichen Aenderungen,
welche man an diesem Bereiche noch anbringen kann, bestehen nur
darin, dass man den einen Halbmeridian unter Festhaltung seiner End-
punkte verdrehen oder auch innerhalb gewisser Grenzen verzerren
kann, sofern nur mit dem anderen Halbmeridian genan die ent-
sprechende Aenderung vorgemommen wird.

Wir betrachten ferner die parabolische Substitution & =¢- Const.
So bietet sieh sofort als zugehdriger Fundamentalbereich in der Ebene
ein Parallelstreifen, den wir uns der Einfachheit halber geradlinig be-
grenzt vorstellen konnen. Wollen wirfauf die Kugel iibertragen, so haben
wir jetzt eine Sichel von der Winkeloffrnung Null, deren beide Ecken
in den Fundamentalpunkt der Substitution zusammenfallen,

Bei der hyperbolischen Suabstitution § = R -¢ oder der lozodro-
mischen § = Re“-§ wird die Sache insofern anders, als der zuge-
horige, im Wesentlichen wieder bestimmte Fundamentalbereich zweifach
zusammenhingend ist. Wir werden jetzt nidmlich als Fundamental-
bereich etwa den ringformigen Rawm erachten, der zwischen zwei
Breitenkreisen 7 = Const. und » = R - Const. eingeschlossen ist. Der
Unterschied zwischen den zweierlei Substitutionen ist dabei nur der,
dass bei den hyperbolischen Substitutionen solche Punkte der beiden
Breitenkreise zusammengeordnet erscheinen, welche auf demselben
Halbmeridiane liegen, wibrend bei der loxodromischen Substitution
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die beiden Kreise gegen einander sozusagen verdreht erscheinen. —
Ich unterlasse es zu schildern, wie man den so eingefithrten Bereich
durch Verzerrung der Begrenzungscurven noch modificiren kann, —
Dagegen mochte ich durch die hierhergehdrigen Figuren 2) und
3) der lithographischen Tafel dazu veranlassen, sich die verschiedenen
Gestalten vorzustellen, unter deuen sich die zuvbrderst auf der Kugel
gedachten Fundamentalbereiche bei verschiedener stereographischer Pro-
jection auf die Ebene iibertragen. So stellt Figur 2 eme Sichel von

. o k3 . < . . s .
der Winkeldffnung 5 Figur 3 einen ringformigen Fundamentalbe-

reich vor.

8 4.

Functionen, welche bel der einzelnen Substitntion ungéﬁ,ndert bleiben.

Der Vollstindigkeit wegen gebe ich hier die Functionen explicite
an, welche zu den im vorigen Paragraphen bestimmien Fundamental-
bereichen hinzugehéren. Im Falle der elliptischen oder parabolischen
Substitution hat die durch den Fundamentalbereich versinnlichte Rie-
mann’sche Mannigfaltigkeit das Geschlecht Null. Daher wird es eine
zugehorige Function geben, welche jeden Werth im Fundamentalbereich
_hur einmal apnimmt.  Als Funetion von ¢ betrachtet muss sie im Falle
der elliptischen Substitution bel ¢ = 0, wie bei £ = oo einpen (I—1)-
fachen Kreuzungspunkt besitzen. Analog im Falle der parabolischen
Substitution im Punkte { = oo einen Kreuzungspunkt unendlich hoher

2iml

Ordnung. Solche Functionen sind offenbar &, beziehungsweise e “°"*" .
Alle anderen Functionen, die im Fundamentalbereiche eindeutig sind
und auf der durch den Fundamentalbereich vorgestellten Riemann’schen
Mannigfaltigkeit keinen wesentlich singuldren Punkt haben, driicken sich
nach dem Fundamentalsatz tiber die Mannigfaltigkeiten vom Geschlechte
Null durch die beiden angegebenen Functionen resp. ratiomal aus. —
Bei den hyperbolischen und loxodromischen Substitutionen ist p = 1,
Will man zugehorige eindeutige Functionen bilden, so geniigt, es, aaf
die Theorie der doppeltperiodischen Functiomen zu recurriren. Sei
£ = Re® . § die vorgelegte Substitution. So folgt log § = log ¢
+ log B 4+ ie. Wir brauchen also nur eindeutige Funetionen von
log ¢ zu construiren, welche die Perioden log R + i«, uud iiberdiess,
damit sie in { eindeutig sind, die Periode 2¢z haben. Dass p == 1
ist, dviickt sich darin aus, dass alle solche Functionen®) sich durch
zwei derselben rational darsfellen lassen, zwischen denen eine alge-
braische Gleichung vom Geschlechte 1 besteht.

*} die im Fundamentalbereich keinen wesentlich singuliren Punkt haben,
12¥
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Auch konnen wir den Gesammtiverlauf, den diese Functionen in
der Ebene ¢ (oder auf der Kugel ¢) nehmen, mit Leichtigkeit iiber-
sehen. Bei der elliptischen Substitution zerlegt sich die Ebene einfach
durch [ Halbmeridiane in I nebeneinanderliegende Sicheln. Die Anzahl
dieser Sicheln wird unendlich gross, indem zugleich die beiden Fck-
punkte in einen zusammenriicken, wenn die elliptische Substitution
zur parabolischen wird. Im Falle der hyperbolischen oder loxodromischen
Substitution dagegen bekommen wir unendlich viele einander ein-
schliessende ringférmige Bereiche, welche. sich auf die beiden Fuanda-
mentalpunkte { =0 und { = oo immer enger zusammendringen.

Diese ausfiihrlichen Angaben migen dazu dienen, damit jedenfalls
diese ersten den einzelnen linearen Substitutionen correspondirenden
Fille volistindig verstindlich seien.

§ b.
Stellung der Gruppentheoris.

Durch die Bemerkungen des § 3 hat sich der Begriff des Funda-
mentalbereichs gegen den friiher gegebenen in etwa:verschoben. Statt
der einzelnen linearen Substitutionen, welche zwei von den Randstiicken
des Fundamentalbereichs zusammenordnen, betrachten wir dort die
Gruppe linearer Substitutionen, welche aus den genannten durch be-
liehige Combination und Wiederholung entsteht, — und es erscheint
der zuldssige Fundamentalberejch beinahe als ein Attribut dieser Gruppe.
Offenbar hat die Gruppe, welche einem brauchbaren Fundamental-
bereiche zugehort, keine unendlich kleine Substitution: sie ist discon-
tinuirlich, wie Herr Poincaré es ausdriickt. Wir werden fragen, ob
jede discontinuirliche Gruppe linearer Substitutionen eine und -nur eine
fir uns branchbare Eintheilung der Ebene in Fundamentalbereiche
liefert. Wire es der Fall, so konnten wir unsere urspriingliche Frage-
stellung verlassen und die Aufsuchung aller discontinuirlichen Gruppen
linearer Substitutionen als eigentlichen Zielpunkt wihlen.

Aber die nihere Betrachtung zeigt, dass da in dreifachem Sinne
noch ein Unterschied zu machen ist.

Einmal giebt es, wie ich hier in keiner Weise ausfiihven kann,
discontinuirliche Gruppen, denen iiberhaupt kein endlicher Fundamen-
talbereich zugehort*). Die Fundamentalpunkte der zugehdrigen linearen
Substitutionen sind iiberalldicht itber das ganze Gebiet der complexen
Variablen zerstreut. )

Andererseits werden wir sofort solche Gruppen kennen lernen,
bei denen das Gebiet der complexen Variablen durch gewisse natir-

*) Vergl. die beziigliche Andeutung von Herrn Poincaré in Bd. 93 der
Comptes Rendus, pag. 46.
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liche Grenzen in verschiedene Abthetlungen zerlegt ist. Innerhalb jeder
Abtheilung existivt ein zugehoriger Fundamentalbereich. Aber wenu
wir ihn vermdge der linearen Substitutionen reproduciren, die zuge-
horigen eiudentigen Functionen mit linearen Transformationen in sich
also analytisch fortsetzen, so werden wir nie aus der einmal gewahlten
Abtheilung herausgelangen. Wir werden also sagen miissen, dass ein
und derselben eortinuirlichen Gruppe in diesem Falle verschiedene Arten
von Fundamentalbereichen nnd-augehdrigen Functionen correspondiren,

Endlich aber giebt es Gruppen linearer Sabstitutionen, denen iiber-
haupt kein zusammenhingender Fundamentalbereich entspricht, oder
bei denen diess doch nicht fiir alle Theile der Ebene der Fall ist.

Daher scheint es, trotz der neuen Umgrenzung, die der Begriff
des Fundamentalbereichs erfahren hat, am Richtigsten, dass wir anch
im Folgenden immer von der Gebietseintheilung ausgehen. Nur wo
kein Missverstindniss moglich ist, empfiehlt es sich der Kiirze halber,
von der zugehdrigen discontinuirlichen Gruppe zu sprechen.

§ o.
Weitere Beispiele brauchbarer Gebietseintheilungen.

Ich wende mich nun zu der in § 1 bereits in Aussicht genom-
menen Aufzihlung solcher bereits anderwirts studirter, fiir uns branch-
barer Gebietseintheilungen, deren Betrachtung zum Verstindnisse des
spiteren niitzlich sein kann.

1) Wir nennen sundchst die Figuren der regquldren Korper: Doppel-
pyramide, Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder. Die zugehdrige Gebietsein-
theilung erwichst jedesmal durch symmetrische Reproduction eines
Kreisbogendreiecks. Die Winkel desselben sind bez. dem folgenden
Schema zu entnehmen:

T n T . .
S 3 T (1 beliebig),
T k4 k4

R 32

T TT k4

a0 3 a0

z &

2’ 37’ 5

Die Zahl der unterschiedenen Fundamentalbereiche, und also die
Gruppe der zugehdrigen Substitutionen ist endlick, und sind diess die
einzigen eudlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Verinder-
lichen, die es giebt (sofern man von den Wiederholungen einer ein-
zelnen periodischen Substitution absieht). Das Geschlecht p ist Null.

2) Als zweites Beispiel haben wir digjenigen Gebietseintheilungen,
welche bei den doppeltperiodischen Fumctionen in Betracht kommen.
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Und zwar zuvorderst die gewthnlichen Parallelogramme, vom Ge-
schlechte 1, die der Gruppe

g =9+ mo, 4 no,
correspondiren, unter ®;, @, die Perioden verstanden. Dann ferner,
den geraden doppeltperiodischen Functionen entsprechend, Parallelo-
gramme vom Geschlechte Null, wie ein solches durch Kigur 4 (auf
der ersten beigegebenen Tafel®)) versinnlicht wird; die zugehorige
Gruppe lautet:
N =41+ meo, + no,.

Endlich noch die besonderen Figuren, welche sich ergeben, wenn man
ein geradliniges Dreieck, das entweder gleichseitig ist, oder die Hilfte
eines gleichseitigen Dreiecks oder endlich die Hiilfte eines Quadrats
vorstellt, durch Spiegelung ins Unbegrenzte vervielfiltigt. Die zuge-
hirigen Substitutionen lauten, unter & eine dritte Einheitswurzel ver-
standen, beziehungsweise:

N+ oy (m+ne)e; g =ty (mtnae;
W= g (At ni)w,.

Zugleich sind die hiermit angefiihrten Gruppen (von den Wiederholungen
einer einzelnen geeigneten Substitution abgesehen) die einzigen discon-
tinuirlichen Gruppen, welche den Punkt % = oo, aber auch keinen
anderen Punkt der Ebene ungedndert lassen.

3) Als drittes Beispiel ziehen wiy digjenigen Gebietseintheilungen in
Betracht, welche aus der symmetrischen Reproduction cines Kreisbogen-

dreiecks mit den Winkeln %, 7’:—, l—’: erwachsen, wo 1, l,, I, ganse

Zahklen sind und % -+ '1_1; -+ % < 1 ist™). Es sind diess eben die-
jenigen Figuren, denen schon Herr Schwarz im 75: Bande von
Borchardt’s Journal eine Zeichnung widmete (Tafel II daselbst), und
“ die in den letzten Binden dieser Annalen von verschiedenen Seiten
ausfiibrlich bebandelt worden sind. Bei ihmen tritt — fiir uns hier
zum ersten Male — eine natirliche Gremze auf. Dieselbe wird von
der Kreislinie gebildet, welche zu den drei Begrenzungskreisen des
Ausgangsdreiecks (und also jedes anderen aus ibm abgeleiteten Dreiecks)
orthogonal ist. Trifft man eine solche Coordinatenbestimmung, dass
dieser Kreis als Axe der reellen Zahlen erscheint, so haben die Sub-
stitutionen der zugehdrigen Gruppe durchaus reelle Coefficienten. Wir

*) F1g. 5 und Fig. 6 ebendaselbst reprisentiren a) den halben Fundamental-
bereich des Ikesaeders, b) ein beliebiges Parallelogramm .in solcher Projection,
dass der Unendiichkeitspunkt der Ebene dem Bereiche angehért.

*#) Lisst man diese Ungleicbung fallen, so kommt man genaun zu den unter
1) und 2) besprochenen Fillen zuriick.
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haben hier einen solchen Fall, in welchem die Gruppe weiter reicht,
als die Ueberdeckung durch Fundamentalbereiche. Denn letztere finden
sich nur auf derjenigen Seite des Grenzkreises, auf welcher wir (zu-
fillig) das Ausgangsdreieck angenommen haben; die Gruppe aber
zerlegt anch denjenigen Theil der Ebene, welcher auf der anderen
Seite des Grenzkreises liegt, in dquivalente Gebiete.

§ 7.
Geometrischer Exeurs zum vorigen Paragraphen.

Wenn man sich mit linearen Substitutionen einer Variablen g
beschiiftigt, so ist es bekanntlich in vielen Fillen niitzlich, die Kugel,
auf der man die complexen Werthe von 5 deutet, als Fundamental-
fliche einer Nicht-Euklidischen Maassbestimmung zu betrachten *).

Den linearen Substitutionen 7 = %’j—fg entsprechen dann die Be-

wegungen des Raumes, den elliptischen insbesondere die reinen Drehungen,
den loxodromischen die Schroubenbewegungen etc. Jeder discontinuir-
lichen Gruppe linearer Substitutionen wird eine ebensolche von Be-
wegungen entsprechen.

Die Beispiele nun, welche wir im vorigen Paragraphen betrach-
teten, correspondiren simmtlich solchen Gruppen von Bewegungen,
bei denen je ein bestimmier Rawmpunkt festbleibt Im Falle der doppelt-
periodisehen KFunctionen ist dieser Punkt auf der Kugel gelegen: der
Punkt n = oo. Bei den reguliren Korpern ist es ein Punkt im Kugel-
innern, nimlich der Mittelpunkt der Kugel (so lange mai sich die
reguliren Korper unverzerrt in ihrer gewdhnlichen Gestalt denkt) Im
Falle des dritten Beispiels aber ein Punkt ausserhalb, der Pol nim-
lich jener Ebene, welche aus der Kugel den besprochenen Grenzkreis
ausschneidet.

Beschriinkt man seine Aufmerksamkeit auf die Winkel, welche
die Strahlen oder Ebenen, die durch den festen Punkt hindurchlaufen,
im Sinne unserer Nicht-Euklidischen Maassbestimmung mit einander
bilden, so darf man den Kegel, der von dem festen Punkte aus sich
an die Kugel erstreckt, als Fundamentalgebilde der Maassbestimmung
erachten. Wir haben danu in dem terniren, von jenen Strahlen und
Ebenen erfiillten Gebiete, eine hyperbolische oder elliptische oder para-
bolische Maasshestimmung **), je nachdem der Kegel reell oder imaginir
ist oder in eine Doppelebene (d. h., dualistisch zu reden, in zwel
conjugirt imaginire Ebenenbiischel) ausgeartet. Die hiermit bezeichnete

*) Siche Annalen IX, pag. 183,
*x) Wegen dieser Ausdrucksweise siehe Annalen IV: Ueber die sogenannte
Nichteuklidische Geometrie.
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Anschauungsweise ist desshalb niitzlich, weil sie einen wichtigen Hiilfs-
begriff an die Hand giebt. Projicirt man nimlich die auf der Kugel
ausgebreiteten, unter sich #quivalenten Fundamentalbereiche irgend
einer der von uns betrachteten Gebietseintheilungen von dem zuge-
hérigen festbleibenden Punkte aus, so sind die projicirenden Pyramiden
im Sinne der jeweiligen Maassbestimmung unter sich congruent. Ins-
besondere haben sie alle dieselbe Winkeloffnung. Hiernach erkennt
man z. B. sofort, dass nur endliche Gruppen linearer Substitutionen
maglich sind, wenn der festgehaltene Punkt im Kugelinnern liegt;
denn die Gesammtheit der von einem solchen Punkte aus sich erstrecken-
den Winkel ist endlich.

Wir werden im Folgenden von dieser Hiilfsvorstellung in einer
Form Gebrauch machen, die sich an die geometrischen Vorstellungen
der iiblichen Functionentheorie bequemer anschliesst. Die Strahlen
und Ebenen, welche durch den festgehaltenen Punkt hindurchlaufen,
iibertrage man mitsammt der fiir sie geltenden Maassbestimmung durch
Schnitt auf die Kugel, und von dieser, wenn man will, durch stereo-
graphische Projection auf die Ebene 7. So haben wir fiir die Punkte
der letzteren eine Maassbestimmung, bei welcher der (reelle oder
imaginire oder ausgeartete) Grenzkreis die unendlich fernem Punkte
abgiebt, und die geodiitischen Linien in diejenigen Kreise iibergegangen
sind, welche den Grenzkreis orthogonal schneiden. Im Sinne dieser
Maassbestimmung sind dann die jeweiligen Fundamentalbereiche, wie
wir sie im vorigen Paragraphen betrachteten, comgruent und also von
gleichem Flicheninhalt. Die zugehorigen linearen Substitutionen von
n aber bezeichnen eben so viele im Sinne unserer Maassbestimmung
zu verstehende Bewegungen®),

§ 8.
Ueber die allgemeinsten, von uns in Betracht zu ziehenden Gruppen
mit reellem Hauptkreise.

Wie im Vorhergehenden bereits angedeutet, werde ich die simmt-
lichen Gruppen, welche wir in § 6 betrachteten, als Gruppen mit
Hauptkreis bezeichnen. Dieser Hauptkreis .ist im Beispiel 1) imagindr,
im Beispiele 2) in einen Punkt ausgeartet, und sind diess, wie schon

*) Bs ist diess dieselbe Art Nicht-Euklidischer Maassbestimmung, von der
auch Herr Poincaré Gebrauch macht. Lisst man den Grenzkreis mit der Axe der
reellen Zahlen zusammenfallen (worauf also die zugehorigen Bewegungen durch
diejenigen linearen Substitutionen gegeben sein werden, welche reelle Coefficien-
ten haben), so ist der Ausdruck fir die Entfernung zweier Pankte x4 iy,,
&y + iy,, unter ¢ eine reelle Constante verstanden,

%3¢ are, sin ( }/(‘”’ — 2;;’% — 9)* )
152
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bemerkt, die einzigen Beispiele von Gruppen mit imaginirem, bez.
ausgeartetem Hauptkreis. Dagegen ist es leicht zu sehen, dass es iiber
das dritte Beispiel des § 6 hinaus noch unendlich viele discontinuir-
liche Gruppen (resp. Gebietseintheilungen) mit recllem Hauptkreise
giebt. Statt nimlich ein Kreisbogendreieck zu Grunde zu legen, mdgen
wir ein Kreisbogenvieleck in Betracht ziehen, dessen Seiten (verlingert
gedacht) simmtlich auf einem Hauptkreise senkrecht stehen, und
dessen Winkel, sofern sie nicht Null sind, irgend welche ganzzahlige
Theile von = sind. Wenn wir ¢in solches Kreisbogenvieleck symmetrisch
reproduciren, so erhalten wir wiederum eine brauchbare Gebietsein-
theilung , fiir welche der Hoauptkreis Grenzkreis ist. Das Geschlecht des
Fundamentalbereichs ist, wie im Falle des Kreishogendreiecks, gleich
Null. Teh verweise ferner auf meine Bemerkungen ,Zur Theorie der
elliptischen Modulfunctionen* im 17t" Bande dieser Amnnalen, sowie
inshesondere auf Herrn Dyek’s ,Gruppentheoretische Studien® im
20ten Bande daselbst. Es wird dort gezeigt, dass in den so erhaltenen
Gruppen mit Hauptkreis andere Gruppen als Untergruppen enthalten
sind, deren Fundamentalbereich nicht nothwendig symmetrisch ist und
ein Geschlecht besitzt, welches beliebig von Null verschieden sein kann.

Es ist Herrn Poincaré’s Verdienst, zuerst darauf anfmerksam
gemacht zn haben, dass man die allgemeinsten Gruppen mit reeilem
Hauptkreis aus einfachen Bestimmungsstiicken construiren kann *). Aber
nur fiir einen Theil seiner Gruppen ist der Hauptkreis selbst die natiir-
liche Grenze der Fundamentalbereiche. Zum Theil erreichen sie den-
selben nur in einzelnen Punkten, zum Theil fiberschreiten sie ihn und
tiberdecken die ganze Ebene. Ich werde im Nachstehenden nur solche
Fille betrachten, in denen der Hauptkreis mit der natiirlichen Grenze
zusammenfillt.

Zur Vereiufachung tiberlegen wir vorab das Folgende. Ein und
dieselbe Gruppe linearer Substitutioner kann in demselben Gebiete
der Ebene zu scheinbar sehr verschiedenen Fundamentalbereichen An-
lass- geben. Ich erinnere nur an das Beispiel der doppeltperiodischen
Functionen: dasselbe parallelogrammatische System kann auf mannig-
fachste Weise aus einzelpen Parallelogrammen aufgebaut werden. Um
tiber die verschiedenen dabei auftretenden Moglichkeiten Uebersicht za
gewinnen, ist es niitzlich, zunichst den Fundamentalbereich durch die
geschlossene Riemann’sche Mannigfaltigkeit (oder Fliache), welche er
versinnlicht, zu ersetzen, und dann hinterber zu iiberlegen, auf welche
Weisen man diese Fliche zerschneiden und ihr a.lso einen bestimmten
Fundamentalbereich substituiren kann.

Wir kehren also einen Augenblick die Betrachtung um. Statt die

*) Siehe Annalen XIX, pag. 5b4.
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Riemann’sche Fliche auf die 5-Ebene abzubilden, verfolgen wir 5 als
eine complexe Function des Ortes auf der Riemann’schen Fliche. Und
hier ist es nun, dass wir die Beschrinkungen, die wir im Folgenden
festhalten wollen, am deutlichsten bezeichnen kdnnen.

Offenbar hat 7, als Function des Ortes aof der Riemann’schen
Fliche*) betrachtet, die Eigenschaft, sich nach Durchlaufung irgend

eines geschlossenen Weges in der Gestalt —%:—t% zu reproduciren. Es

kanp sein, dass eine derartige, vou der Identitit verschiedene, Sub-
stitution sich bereits einstellt, wenn wir nur einen einzelnen Punkt
der Riemann’schen Fliche umkreisen. Einen solchen Punkt nennen
wir einen Verzweigungspunkt vonn und bedingen nun zunichst, dass; gleich
dem Geschlechte p der Riemanw'schen Fliiche, auch die Zahl n dieser
Verzweigungspunkte durchaus endlich sein soll. Dann aber beschrinken
wir auch noeh das Verhalten von % im einzelnen Verzweigungspunkte.
Die Bedingung, dass die Umgebung des Verzweigungspunkies in 7
eindeutig sein soll, lisst noch verschiedene Mbdglichkeiten offen. Wir
wollen festsetzen, dass n sich in der Nihe des einzelnen Versweigungs-

z;
punkles verhalten soll, wie Z/z n de?' Niihe von 2= 0. Hier soll [;

eine ganze Zahl sein, welche ich den Index des Verzweigungspunktes

nenne, die iibrigens in der Grenze auch unendlich werden mag (worauf
I -

log # an die Stelle von J/# tritt). Die Folge ist dann, dass y bes

Umbkreisung des Verzweigungspunkies eine elliptische Substitution, und

zwar eine primitive elliptische Substitution von der Periode b, im Grenz-

falle aber eine parabolische Substitution erfihrt.

Den Inbegriff der hiermit definirten Attribute (p, n, ;) bezeichne
ich weiterhin als die Signatur der n-Fanction.

Indem wir nun insbesondere solche Gebietseintheilungen in der
n-Ebene betrachten wollen, deren natiirliche Grenze eine Kreislinie ist,
wird der einzelne Fundamentalbereich nothwendig einfachen Zusammen-
hang haben. Es wird also darauf ankommen, die Riemann’sche Fliche
(p, ») anf die eine oder andere Weise in eine einfach zusammenbéngende
zu zerschneiden. Eine Uebersicht tiber die unbegrenzt vielen Moglich-
keiten, welche dabei auftreten, bat an dieser Stelle keinen Zweck. Es
wird vielmehr geniigen, wenn wir eine kanonische Zerschneidungsart
verabreden, die wenigstens iu der Hauptsache bestimmt ist. Diess soll
im folgenden Paragraphen geschehen. Der § 10 schildert sodann die
Gestalt des entsprechenden Fundamentalbereichs in der 5-Ebene. Wir

*) Die Riemann’sche Fliche selbst denke ich mir immer, im Anschlusse an
meine Schrift, ohne Verzweigungspunkte frei im Raume gelegen.
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benutzen dabei, um die Ideen zu fixiren, einen Umstand, dessen auch
Herr Poincaré erwihnt. In der Theorie der doppeltperiodischen Funec-
tionen zeigt man durch einfache geometrische Betrachtung, dass man den
Fundamentalbereich, das Parallelogramm, immer geradlinig begrenzt
voraussetzen kann. In ganz dhnlicher Weise beweist man, dass man als
Begrenzungskanten des einzelnen Fundamentalbereichs einer Gruppe mit
Hauptkreis immer solche Kreisbogen verwenden kann, welche (verlingert
gedacht) auf dem Houpthreise senkrecht stehen. Indem wir hiervon in
§ 10 Gebrauch machen, disponiren wir riickwirts iiber die Gestalt
jener Querschuitte, welche in § 9 auf unserer Riemann’schen Fliche
nur erst der Art und Aufeinanderfolge nach festgelegt waren. —

Noeh sei bemerkt, dass wir im Folgenden bei p = 0 immer n > 3
und bei p =1 immer n>1 vorausseizen wollen. Die hiermit aus-
geschlossenen Fille sind im Fritheren bereits erledigt und wiirde ihre
Mitberiicksicht¥gung die Ausdrucksweise (zamal bei den Constanten-
zihlungen) unndthig schwerfillig machen. Es sind diess ndmlich die-
jenigen Fille, in denen die Riemann’sche Fliche (p, n) unendlich viele
eindeutige Transformationen wn sich gestattet, welche die vorgegebemen
Verzweigungspunkte nicht dndern. Dem entspricht, wie hier beiliufig
bemerkt sei, dass die betreffenden linearen Substitutionen der Varia-
belen % mit unendlich vielen anderen linearen Substitutionen ver-
tauschbar sind.

§ 9.
Kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Flidche (p, »).

Um die kanonische Zersehneldung der Riemann’schen Fliche die
wir im Folgenden benutzer werden, herzustellen, beginnen wir mit
derjenigen Zerschneidungsart, welche, auf Riemann zuriickgehend,
auch sonst vielfach verwandt wurde. Zunichst werden wir irgend p die
Fliche nicht zerstiickende und einander nicht schneidende Riickkehr-
schnitte 4,, 4,, ---, A, construiren. Sodann erginzen wir jeden
derselben in bekannter Weise durch einen Querschnitt B;, der von
einem Punkte des 4; auslaufend zu demselben Punkte von der anderen
Seite zuriickkehrt. Die p so entstehenden Schnittpunkte (4;, B;) ver-
binden wir des Weiteren mit einem beliebigen Punkte O der Fliche
dorch Stiicke ¢ und legen endlich von demselben Punkie O aus nach
den » Verzweigungstellen, die beziehungsweise a,, a,, - -+, @, genannt
werden mogen, Schnitte L (=1, 2, ---, ). Dabei kbnnen wir,
indem wir noch bei jedem Schnitte zwischen einer positiven und einer
negativen Seite unterscheiden, die Aufeinanderfolge der genannten
Stiicke so wahlen, dass bei positiver*) Umkreisung der nun einfach

*) Als positiv nehme ick fernerhin diejenige Richtung, welche dem Dreh-
sinn eines Uhrzeigers entgegen lduft.
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zusammenhingenden Fliche die Aufeinanderfolge der Begrenzungs-
stiicke die folgende ist:
ot4a,t B4, B Y e

e, T AT B,” A4, B, e,

& 4,7 B, 4,” B et
LYL-L*L,” ... LYL, .

Nachdem Alles in dieser Weise geordnet ist, ziehe ich jetzt hinter-
her, — um n#mlich an Querschnitten und also an Begrenzungskauten
des spiteren Fundamentalbereichs zu sparen —, die Stiicke ¢;, indem
ich sie Immer kiirzer mache, schliesslich ganz in den Punkt O hinein,
so dass zuletzt, ausser den I,, auch die A;, B; simmtlich von O aus-
laufen. Der FErfoly ist dann einfach der, dass in deyp wvorstehenden

Schema die Stiicke ¢;~ iiberhaupt wegfallen und also nur 4p + 2n Be-
grenzungsstiicke ibrig bleiben. Man beachte die Winkel, welche die
aufeinanderfolgenden Begrenzungsstiicke unserer Fliche mit einander
einschliessen. Von derselben sind n gleich 2x, nimlich diejenigen,
welche in den Verzweigungspunkten a,, @,, - -+, a, von den dort zu-
sammenstossenden L,", L;” gebildet werden. Die iibrigen 4p + n
aber sind erst zusammengenommen gleich 2m; denn erst zusammen-
genommen ergeben sie auf unserer Fliche die ganze Umgebung des
Punktes 0. Man muss sich von dieser Umgebung eine Vorstellung
machen, wie sie fiir den Fall p =2, n =3 durch Figur 7 auf der
ersten beigegebenen Tafel schematisch reprisentirt wird.

Auf der so zerschwittenen Fliche ist nun n eindeutig, und wir
konmen also den Inbegriff der Werthe, welche 1 auf thr annimmt, als
einen Functionszweig betrachfen. Hitten wir keine bestimmte Zer-
schneidung verabredet, so kdnnten wir nur von der linearen Sub-
stitution reden, welche 7 bei Durchlaufung eines bestimmten ge-
schlossenen Weges erleidet. Jetzt aber diirfen wir mit Riicksicht auf
unseren Functionszweig von einer solchen Substitution sprechen, die
der Ugberschreitung einer unserer Querschnilte correspondirt. In der
That wird diese Substitution dieselbe sein, an welcher Stelle auch wir
den einzelnen Querschnitt iiberschreiten mogen. Wir werden hiernach
bestimmte Substitutionen S;, T;, resp. U, baben, welche % erleidet,
wenn wir von 4;, B, Ly beziehungsweise zu 4+, B+, L;+ hindber-
schreiten. Es sind diese 2p 4 x. Substitutionen die erzeugenden Sub-
stitutionen, aus denen sich alle anderen, die 4 erfihrt, zusammen-
setzen.

Die hiermit eingefiihrten Betrachtungen haben die grissste Aehn-
lichkeit mit denjenigen, vermdge deren man die Periodicititsmodyln
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algebraischer Integrale zu bestimmen pflegt. Es will beim weiteren
Verfolg derselben inzwischen ein wesentlicher Haterschied scharf er-
kannt sein. Bei den Integralen erscheinen beliebige geschlossene Wege,
welche wir auf der Fliche hinter einander durchlaufen mégen, eben
weil sie beide einen additiven Periodicititsmodul liefern, mit einander
vertauschbar. Eine solche Vertauschbarkeit tritt aber bel unseren
Functionen im Allgemeinen keineswegs ein.

Uebrigens finden wir fiir unsere S;, T;, Uy, indem wir die Punkie
az, O unserer Fliche umkreisen, noch gewisse Relationen. Zunichst,
wenn wir um a; herumgehen, so kommi diess auf dasselbe hinaus,
als wenn wir den Quersehnitt L, iberschreiten. Aber 5 reproducirt
sich identisch, wenn wir 4; im Ganzen l;-mal umkreisen, wo I; der
Index des betr. Verzweigungspunktes ist. Daher Eommt:

U = 1. ,

Wir umgehen nun ferner den Punkt 0. Da dieser Punkt durchaus
zufillig gewidhlt ist und filr unsere n-Function gar keine specifische
Bedeutung hat, so reproducirt sich 5 dabei jedenfalls identisch. Nun
werden bei dieser Gelegenheit die Quersehnitte A;, B;, L, wie Figur 7
aufweist, in bestimmter Reihenfolge iiberschritten. Indem wir letztere
markiren, gewinnen wir folgende Beziehung, die spiterhin als Funda-
méntalrelation bezeichnet sein soll:

ST STt ST s
GOSN T O U =

Hier bezeichnet die Aufeinanderfolge der Buchstaben (von links nach
rechts) die hintereinander auszufiihrenden Operationen. \
Vermdge dieser Relationen konnen wir die Benennung jeder
Substitution, die sich aus den §;, 7%, U, zusammensetzi, beliebig
modificiren, wovon noch wiederholt Gebrauch gemacht werden soll.
Es muss iibrigens hervorgehoben werden, dass .diese Relationen
das Verhalten von % in den Punkten a;, resp. in O keineswegs voll-
kommen charakterisiren. In nichster Umgebung von a, sollte sich %

%
verhalten, wie l/zk in der Umgebung von 2z = 0. Die Relation
0y~

Ukl" = 1 wiirde bestehen bleiben, wenn wir hier }/ # durch irgend
eine ganzzahlige Potenz ersetzten. Ebenso wiirde unsere Fundamental-
relation richtig bleiben, wenn % sich nicht erst bei voller Umkreisung
des Punktes O, sondern schon auf einem beliebigen ganzzahligen Theile
dieses Weges identisch reproducirte.
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§ 10.
Der kanonisshe Fundamentalbereich in der 7-Ebene.

Indem wir jetzt zur 7-Ebene zuriickgehen, bemerken wir vorab,
dass die linearen Substitutionen, welche % erleidet, in dem von uns
zu betrachtenden Falle jedenfalls nicht loxodromisch sind. Denn alle
sollen ja einen bestimmten Kreis, den Hauptkreis, ungeindert lassen.
Ist nun die Substitution, welche uns vorgelegt wird, elliptisch, so wird
der Hauptkreis fiir sie ein Breitenkreis sein, die beiden Fundamental-
punkte der Substitution sind conjugirte Pole in Bezug auf den Haupt-
kreis, und es liegt also der eine, aber auch nur der eine Fundamental-
punkt der Substitution auf derjenigen Seite unseres Hanptkreises, auf
der sich unsere Fundamentalbereiche befinden. Wird die Substitution
(im Grenzfalle) parabolisch, so riicken die beiden Fundamentalpunkte
in einen Punkt des Hauptkreises zusammen. — Ist dagegen die vor-
gelegte Substitution hyperbolisch, so wird der Hauptkreis die Bedeutung
eines Meridians haben und also durch beide Fundamentalpunkte der
Substitution hindurchlaufen. .

Wir entwerfen jetzt vermoge unserer n-Function (deren Existenz
wir hier als vorgegeben betrachten) ein erstes Bild der im vorigen
Paragraphen zerschnittenen Fliche, und gewinnen so, was wir den

. kanonischen Fundamentalbereich in der u- Ebene, und zwar als wrspring-
licher. Fundamentalbereich bezeichnen wollen. Es ist ein einfach zu-
sammenhingendes, nirgends iiber den Hauptkreis hinausgreifendes®),
mit 4p -+ 2n Begrenzungslinien und also ebenso viel Ecken versehenes,
allgemein zu reden, krummliniges Polygon. Von diesen Ecken ent-
sprechen 4p + n, die ich als Fcken erster Art bezeichnen will, dem
Punkte O unserer Riemanu’schen Fliche; die Conformitit der Abbildung
erleidet in ibnen keine Unterbrechung und es betrdgt aiso die Winkel-
summe der Ecken erster Art insgesammt 2. Dagegen bieten die Ecken
der zweiten Art, die den Verzweigungspunkten a,, @, ---, a, der
Riemann’schen Fliche entsprechen und demnach mit «, o, - - -, o,
resp. bezeichnet sein sollen, eine Abweichung von der Conformitit.
Der Winkel 2z, welcher auf unserer Riemanw'schen Fliche zwischen

Lt und Li eingeschlossen ist, erscheint in der - Ebene durch -o"lf’

£3
ersetzt. Die Ecke o ist dann zugleich Fundamentalpunkt der ellip-
tischen Substitution U,. Es geht’ daraus hervor, dass unser Funda-
mentalbereich sich in o an den Haupthreis hinanerstreckt, wenn Uy
parabolisch ist. Dagegen liegen die (4p + n) Ecken erster Art noth-

*) Alles dieses, weil wir vorausseizen, unsere Riemann’sche Flache sei in
7 eindeutig und der Hauptkrels sei die patiirliche Grenze fir die Reproductionen
der Fundamertalbereiche.
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wendig immer im Inneren des Hauptkreises. Denn da jede von ihnen
dem Punkte O entspricht, so miissen sich von jeder derselben aus, wie
wir unten noch genauer sehen werden, ganz &hnlich (4p 4 #») Funda-
mentalbereiche in der %-Ebene erstrecken, wie vom Punkte O aus auf
der Riemann’schen Fliche die (4p 4+ ») durch die 4;, B;, L; be-
grenzten Winkelriume.

Wir wollen uns die Gestalt der A;, B;, L; jetat so bestimmt
denken, dass die Begrenzungslinien unseres Fundamentalbereiches
Kreise werden, welche verlingert gedacht auf dem Hauptkreise senk-
recht stehen. Und zwar sollen die Kreishogen, welche den verschie-

+ . .
denen Ufern 4% B, L,® entsprechen, mit den correspondirenden

griechisehen Buchstaben AF, B, AT bezeichnet sein. Die Figuren
8 — 10 (auf der zweiten beigegebenen Tatel) sollen die Aufeinanderfolge
und Zusammengehorigkeit dieser Kreisbogenstiicke an deu schon oben
gewihlten Beispielen p = 2, n == 3 schematisch erliutern. Der Haupt-
kreis ist in allen Fallen stirker ausgezogen, desgleichen sind die Winkel
an den Ecken o; durch hesondere Markirung kenntlich gemacht. Die
Pfeile bezeichuen die Zusammengehtrigkeit der Kanten und giebt iiber-
diess die Pfeilspitze jedesmal den Sinn, in welchem die durch das bei-
gesetzte Symbol bezeichnete Operation, positiv genommen, wirksam
ist. Durch 87, T, U geht bezichungsweise AT aus A, BT aus
B, AvT aus Ay~ hervor. Unter sich differiren die drei Zeichnungen
nur durch ihre Beziehung zum Unendlichkeitspunkte der #-Ebene. Es
sind verschiedene stereographische Projectionen einer und derselben
auf einer Kugel zu denkenden Figur. Ich habe sie alle drei hergesetzt,
weil es im Folgenden unerlisslich ist, sich unseren Fundamentalbereich
bald in der einen, bald in der anderen Gestalt zu denken.

§ 11.
Die Gruppirung der Fundamentalbereich®,

Man versuche nun, sich ein deutliches Bild davon zu machen, wie
sich nnser Fundamentalbereich vermége der erzeugenden Substitution
SF, TX UX' vervielfiltigt und nach und nach (der Voraussetzung
gemiiss) die ganze Ebene bis an den Hauptkreis uberdeckt. Dabei
erinnere man sich der allgemeinen Erlduterungen, die in § 2. des
vorigen Abschnitts gegeben wurden, wbrigens aber der in § 9. dieses
gegenwirtigen Abschnitts aufgestellten Relationen. Um eine be-
stimmtere Ausdrucksweise zu ermbglichen, wollen wir jeden Funda-
mentalbereich vermige derjenigen linearen Substitution benennen, durch
welche er aus dem wrspriinglichen Fundamentalbereiche herausgeht. Der
urspriingliche Fundamentalbereich selbst ist hiernach = 1.



188 F. Krev.

Was zuvorderst die Bereiche angeht, die sich an dep urspriing-
lichen lings einer Kanfe auschmiegen, so sind diess offenbar s+,
TE, UF selbst. Wir leiten hieraus sofort die folgende allgemeine
Regel ab: dass ndmlich der Bereich TT (unter TT ein beliebiges sym-
bolisches Product der S, T, U verstanden) wvon den SE'TT, T:'T,
UE' T unmittelbar wmgeben ist. In der That, bei der Operation TI,
die den Bereich 1 in den Bereich TT wberfibrt, geht S in SA'TT
iiber, ete.

Wir suchen nun ferner die Bereiche, welche mit dem urspriing-
lichen, wo nicht eine Kante, so doch eine Ecke gemein haben.

Ist diese Ecke von der zweiten Art, so ist die Sache sehr einfach.
Wir haben, indem wir elwa e in positivem Sinme wmkreisen, der
Reihe nach die Bereiche:

1: Uk} Ub?) M) Uklh—l-

Die Relation Ug* =1 entspricht dem Umstande, dass der (o< 1)
Bereich wieder der erste ist. — Die Sache muss etwas anders dar-
gestellt werden, wenn {; unendlich, die Substitution U, also parabolisch
ist. Dann haben wir von ! ansgehend nach der einen Seite die Be-
reiche U3, U2, U3, - .-, nach der anderen Uy—1, U2, ete.

Etwas complicirter ist die Bebandlung der Ecken erster Art. Wir
wotrachten einen Augepblick nicht den Fundamentalbereich 1 selbst,
sondern nur seine Eckpunkte erster Art, und zwar zuvbrderst den Eck-
punkt (A;f, A7), Durch 8,~! wird aus ihm (A,—, B,1) [vergl. die
Figuren 8 —10]. Hieraus durch 7\7: (A~, B,™), sodann durch S,+1:
(Ay*, By™), endlich durch 7,+!: (A,+, B;t). Die weitere Hinzufiigung
der Operationen 8, 7,77, 8§, T,*' bringt den Punkt der Reihe
nach in folgende Lagen: (A,~, B;+), (A,~, B,7), (A+, B,), (Agt, Byt).,
S0 fortfahrend kommen wir schliesslich, indem wir zwischendurch
alle anderen Hckpunkte (A, B) einmal berihren, zu (B,~, A;*). Von
hier bringen Wir unseren Punkt durch U~ nach (A,-, A,%), dann
dureh U, pach (A,~, A;*), - -, endlich durch U,—' zor Anfangs-
lage (A,—, A1) zuriick. So haben wir aus dem ersten Eckpunkte erster
Art alle anderen durch gewisse Operationen hergestellt, die wir wy, m,, 2y, -+ -
nennen wollem,” Dabei ist:

my=1; @ =87 @=8""TY m=81T~8H, .
Hip—r== S‘-l Tl—-lsl-!'l T1+1 PP Sp—l Tp—lSpé—) Tp'!-l; z«ip: Typ 1 Ul‘l;
o Tapimer = SV 5 SRR T, Uyt
Hier unterscheidet sich jedes x von dem unmittelbar vorhergehenden

dadurch, dass rechter Hand ein einzelnes Symbol- 8, T oder U zu-
getreten ist. Ks gilt diess auch, wenn wir anf =, . 1 wieder my — 1
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folgen lassen. Denn zufolge umserer Fundamentalrelation resullirt
gerade 1, wenn wir dem %ipy.—y rechier Hand noch U,~' hinzuselzen.

Ich sage nun, dass wir alle Bereiche erhalten, die wn positivem
Sinne aufeinander folgend im Punkte (A;+, N.~) an den ursprimglichen
Fundamentalbereich anstossen, wenn wir einfach die vorstehende Tabelle
umkehren. Mit anderen Worten, ich behaupte, dass Folgendes die
Tabelle jener Bereiche ist:

—1 — . -
L A A

In der That: die hiermit aufgezihlten Bereiche gehen aus dem
urspriinglichen durch eine Operation hervor, welche je aus einer be-
stimmten Fcke erster Art des urspriinglichen Bereiches die erste Ecke
macht: die neuen Bereiche haben also mit dem urspriinglichen diese
Ecke gemein. Ferner: Jeder folgende Bereich geht, in Folge unserer
Tabelle, aus dem vorangehenden dadurch hervor, dass linker Hand
ein einzelnes Symbol 8, T, U zutritt (insofern wir es jetzt mit den
inversen Operationen zu thun haben); unsere Bereiche folgen sich also
liickenlos. Insbesondere wird die Fundamentalrelation das Aeguivalent
dafiir, dass der (4p -+ n)¢ Bereich sich an den ersten unmittelbar an-
schliesst. Dass aber auch die Aufeinanderfolge der Bereiche in posi-
tivem Sinpe statt hat, zeigt ein Blick auf die Figur.

Wir wihlen nun eine neue Ecke erster Art des urspriinglichen:
Bereiches, etwa diejenige, die aus (A;+, A,~) durch die Operation =’
hervorgeht. Wollen wir alle Bereiche haben, die in dieser Ecke zu-
sammen stossen, so brauchen wir offenbar die z—! der letzten Tabelle
rechter Hand nur mit dem Factor »’ zu multipliciren. Wir erhalten
dann die Aufeinanderfolge der gewiinschten Bereiche, nur nicht (was
tibrigens sofort durch cyklische Umstellung zu erreichen ist) mit dem
Bereiche 1 beginnend.

Nachdem wir so alle Bereiche bestimmt haben, welche mit dem
urspriinglichen eine Ecke gemein haben — ich will sie alle unter der
Gesammtbezeichnung P zusammenfassen — erledigen wir die gleiche
Aufgabe fiir einen beliebigen anderen Bereich sofort Wir brauchen
n%imlich wieder nur das Symbol TT dieses Bereiches linker Hand mit
den eipzelnen P zu muliipliciren.

Und nun kénnen wir uns folgende Vorstellung von der Gesammt-
heit der Fundamentalbereiche in der 5-Ebene machen. Wir beginnen
mit dem Bereiche 1 und umgeben ihn zuvdrderst mit dem Kranze der
anstossenden -Bereiche P. Man versteht diess am besten, wenn alle
Us elliptisch sind und also die Zahl der P endlich ist. Hernach be-
trachte man den Fall, dass einige U; parabolisch sein mdgen, als einen
Grenzfall. Um diesen ersten Kranz herum legen wir einen zweiten:
das sind diejenigen Bereiche, welche an irgend einen Bereich P an-

Mathematische Annalen. XXI. ’ 13
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stossen, und die wir also mit PP’ bezeichnen konnen. Dann folgt
ein dritter Kranz wvon Fundamentalbereichen P P 'P” ete. Und so
streben wir je linger je mehr der natiirlichen Grenze des Hauptkreises
zu, ohne denselben irgendwo anders, als in den Fuudamentalpunkten der
etwa vorhandenen parabolischen Substitutionen U, und der mit ihnen
gleichberechtigten Substitutionen, wirklich zu erreichen.

§ 12,
Ueber die zugehdrige Substitutionsgruppe.

Wir erginzen die Schilderung, welche wir nunmehr von dem
Verlaufe der 5-Function gegeben haben, noch durch gewisse Satze
itber die zugehbrige Substitutionsgruppe.

Wir fanden oben die Relationen U *= 1, wir haitten ferner die
Fundamentalrelation. Aus ihnen folgen unendlich viele andere durch
Transformation und Combination®). Ich sage nun zundchst, dass
hieriiber hinaus zwischen unseren S;, T;, Up keine anderen Relationen
moglich sind.

Sei nimlich R == 1 eine Relation (wo R ein Aggregat der 8, T, U,
ist), so werden wir dieselbe geometrisch deuterr®), indem wir zundchst
alle diejenigen Bereiche iu der %-Ebene markiren, welche, mit 1 be-
ginnend, der Reihe nach durch das letzte Symbol von R, durch die
Zusammenstellung der zwei letzten Symbole, der drei letzten Symbole ete.
gegeben sind. Von diesen Bereichen hat jeder folgende mit dem
vorangehenden eine Kante gemein, und die Anfeinanderfolge ist ge-
schlossen, eben weil B =1 ist. Statt von der Aufeinanderfolge der
Bereiche werden wir bequemer von einer geschlossenen Curve sprechen,
die der Reihe nach jene Bereiche durchsetzt. Und nun ist die Sache
die, dass wir diese Curve, ohne ihre Bedeutung zu #ndern, unter der
einen Bedingung beliebig verzerren kdnnen, dass wir, bei der Verzerrung,
die Eckpunkte der Fundamentalbereiche als unuberschreltbare Hinder-
nisse betrachten.” Denn eine jede solche Verzerrung hat nur den Effect,
dass in die Aufeinanderfolge der Symbole, welche wir K nennen, an
irgend welchen Stellen andere Symbolaggregate, die wir » nennen mogen,
zusammen mit dem jedesmaligen, unmittelbar dahinter folgenden »—*
eingeschaltet werden, wodurch offenbar an der Richtigkeit und dem
Wesen der Relation gar Nichts geiindert wird. Nun zeigt uns aber
die geometrische Anschawung, dass wicht nur der einzelne Fundamental-
bereich, sondern auch die. Gesammitheit aller Bereiche in unserem Falle

#*) Ist B =1 eine Relation, = irgend eine Operation der Gruppe, so heisst
2Rz =1 die transformirte Relation.

**¥) Vergl hierzu Hrn. Dyck’s ,,Gruppentheoretische Studien im XX. Bande
dieser Annalen.
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¢ine einfach susammenhingende Fliche bildet. Daher konnen wir, in-
dem wir iggerhalb des von unserer Curve umspannten Flichenstiickes
einen Punkt markiren, die Curve durch eine Reihenfolge von Schleifen
ersetzen, welche von dem markirten Punkte aus nach den verschiedenen
von der Curve umspannien Eckpunktenr von Fundamentalbereichen hin-
laufen, um je nach Umkreisung eines einzelnen Eckpunktes zum Aus-
gangspunkte zuriickzukehren. Das heisst aber: unsere Curve ist mit
der aufeinanderfolgenden Umkreisung gewisser Eckpunkte #quivalent.
Nun entsprechen die frither aufgestellten Relationen zwischen den
8, T, U den Umkreisungen der Eckpunkte des urspriinglichen Funda-
mentalbereiches. Umkreisen wir die Eckpunkte eines anderen Bereiches,
so erhalten wir nothwendig -— weil dieser Bereich aus dem urspriing-
lichen durch Ttransformation hervorgeht — die transformirten Rela-
tionen. Daher ist B = 1 ohne Weiteres mit einem Aggregate solcher
transformirter Relationen dquivalent, und hat also in der That keine
selbstindige Bedeutung, w. z b. w.

Wir fragen ferner nach denjenigen Substitutionen unserer Gruppe,
welche elliptisch sind. Man kann diese Frage auf die eben beantwortete
zuriickfithren. Doch ist es noch einfacher, sie direct zu beantworten.
"Eine elliptische Substitution unserer Gruppe hat einen ihrer Funda-
mentalpunkte nothwendig in demjenigen Gebiete, welches von unseren
Fundamentalbereichen iberdeckt wird (siehe oben). Daher stossen in,
diesem Punkte verschiedene Fundamentalbereiche zusammen, welche
vermdge der elliptischen Substitution #quivalent sind. Mit anderen
Worten: Dic elliptische Substitution muss sich in der Gestolt x Up n—1
darstellen lassen, wo U, eine derjenigen erzeugenden Substitutionen ist,
die selber elliptisch sind.,

Zu demselben Resultate fithrt vermoge einer Hiilfsbetrachtung der
Fall einer parabolischen Transformation., Um uns prignanter aus-
driicken zu kbonnen, miigen wir einen Augenblick den Hauptkreis der
7-Ebene mit der Axe der reellen Zahlen, den Fundamentalpunkt der
parabolischen Substitution mit dem Unendlichkeitspunkte zusammen
fallen lassen. Unsere Transformation wird dann die Gestalt 4 =4+ C
annehmen. Wir zerlegen entsprechend die Ebene % durch gerade
Linien, welche zur Axe der reellen Zahlen senkrecht sind, in Parallel-
streifen von der Breite C. Ich sage dann, dass in jedem dieser Streifen
nothwendig ein Fundamentalbereich vorhanden ist, oder auch eine Anzahl
solcher Bereiche, die sich parallel neben einander in's Unendliche zichen.
Wire diess nimlich nicht der Fall, so miissten wir, wenn wir einen
solehen Streifen in’s Unendliche verfolgten, auf andere und andere
Fundamentalbereiche stossen. Es wiirde dann, ausser unserer para-
bolischen Substitution, noch eine zweite Substitution geben miissen,
welche den einzelnen Fundamentalbereich in der Weise reproducirte,

13%
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lass sich die reproducirten Bereiche gegen den Punki 5 = oo anhinfen,
Diese Substitution wird parabolisch oder hyperbolisch sgin konnen,
wber 5 = oo zum Fundamentalpunkte haben. Wir combiniren sie mit
7 =17 - C und erhalten eine discontinuirliche Gruppe, welche in
unserer Gruppe mit Hauptkreis als Untergruppe enthalten ist. Diese
Gruppe miisste eine von denen sein, die wir in § 6. des gegenwiirtigen
Abschoittes an zweiter Stelle aufgezihlt haben. Aber keine dieser
Gruppen lisst die Axe der reellen Zahlen invariant; es kann also auch
keine solche Gruppe in unserer Substitutionsgruppe enthalten sein. —
Wir haben dabei ausser Acht gelassen, dass die zutretende Substitu-
tion vielleicht selbst in der Gestalt 4" = 5 -~ ¢’ enthalten sein kanu
(unter C’ eine reelle Constante verstanden). Aber dann wird sie, mit
7 =y 4 O combinirt, unsere anfinglichen Parallelstreifen -nur in
schmalere Streifen zerlegen, und unser eigentlicher Schluss erleidet
keine Aenderung. Also folgt: So oft in unserer Gruppe eine para-
bolische Substitution vorhanden ist, so g¢iebt es auch zugehrige Funda-
mentalbereiche, welche sich mit einer Fcke bis an den Fundamental-
punkt der parabolischen Substitution erstrecken. — Wenn aber Letzteres
bei einem Fundamentalbereiche der Fall ist, so reicht auch der urspriing-
liche Fundamentalbereich an den Hauptkreis hinan; es giebt also unter
den U; eine parabolische Substitution, und die vorgelegte parabolische
Substitution lisst sich in die Gestalt = Uz~ setzen, unter w eine
positive oder negative ganze Zahl verstanden.

Daher, wenn wir zusammenfassen: Unsere Gruppe enthiilt keine
anderen ellzptzscken oder parabolischen Substitutionen, als dzqyemgen
die sich in der Gestalt m Uy m—1 schreiben lassen.

Hieraus folgt insbesondere, dass auch die erzeugenden Substitu-
tionen §;, T; nothwendig hyperbolische Substitutionen sind. Sollte
namlich, wie man vielleicht denken mbchte, im einzelnen Falle S; (oder
T;) einem z U#a—' gleieh sein, so wire diess eine zwischen den er-
zeugenden Substitntionen bestehende besondere Relation, und eine solche
kann, wie eben bewiesen, in keinem Falle statt haben. Wir schliessen
daraus noch den hiibschen Satz, dass von den Begrenzungskreisen des
urspriinglichen Polygons die zusammengehdrigen A;+ und A;~! (oder
auch B;* und B;~) einander nie schneiden konnen. Denn A+ geht aus

— (wie die Figur zeigt) in der Weise vermdge der hyperbolischen
Substitution 8; hervor, dass die beiden Fundamentalpunkte von S; durch
A;t (d. h. durch den Vollkreis, der das Stiick A+ enthilt) und ebenso
durch A/~ von einander getrennt werden. Uebt man aber auf einen
so gelegenen Kreis die hyperbolische Substitution aus, so geht er
gewiss in einen anderen iiber, der ihn nicht schneidet.
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§ 13.
Umkehr der bisherigen Betrachtungen.

Die Voraussetzung, mit der wir in den letzten drei Paragraphen
operirt haben, war die Euxistenz der %-Function (p, u, ). Wir
werden uns jetzt fragen, ob wir den ganzen (Gedankengang nicht um-
kehren und also jede 5-Function (p, n, &) der in Betracht gezogenen
Art a priori construiren konnen.

s#u dem Zwecke bemerken wir zunichst, dass mit dem ersten
Fundamentalbereiche des § 10. die zugehdrigen Substitutionen S, 7, U
und also der Gesammtverlauf der #-Function bereits gegeben sind.
Denn jede dieser Substitutionen hingt, bei gegebenem Hauptkreise,
von hochstens drei reellen Constanten ab; sie hat aber zwei Ecken
des betreffenden Bereiches in zwel andere bestimmte Ecken desselben
Bereiches tiberzufiihren, was vier Bestimmungsstiicke. abgiebt und also
zur Fizirung der Substilution jedenfalls ausreicht. -

Aber ich sage, dass bei richtig angenommenem Fundamentalbereiche
allemal auch eine brauchbare w- Function der vorgegebenen Signgtur
resultirt. Als richtig angenommen bezeichne ich dabei einen Bereich,
der von Kreisbogen A X, B, At begrenzt, Substitutionen S;, T, U
gestattet, welche den betreffenden Hauptkreis ungedindert lassen,
und dabei nicht nur in den Ecken a; die vorgeschriebenen Winkel

Elf—, sondern auch als Winkelsumme der Jicken erster Art 2x besitzt.
E

In der That: Zuvorderst ist deutlich, dass zwischen den 8, 7, U
in diesem Falle die frither besprochenen Relationen bestehen miissen.
Denn diese waren nur eine Folge von Dem, was gerade hinsichtlich
der Winkel postulirt wurde. Wir reproduciren daraufhin unseren ersten
Bereich vermoge der S, 7, U. Es ergiebt sich dann zunichst, dass
unser urspriinglicher Bereich genau nach dem Schema des § 11. von
einem Kranze neuer Bereiche umgeben ist, von denen keiner iiber ihn
hiniibergreift. Aber das Gleiche gilt dann nothwendig von jedem
anderen Bereiche. Daher haben wir jedenfalls, duss die Riemann'sche -
Fliche (p, n, b), welche durch den ersten Bercich vermige der Zu-
sammengehorigheit seiner Kanten definivt wird, eine unversweigte Function
vor x 4st.

Aber wird unsere Biemann’sche Fliche in Folge dessen in 7 ein-
deutig sein*) und wirklich den vorgegebenen Hauptkreis zur natlirlichen
Grenze haben? Ich behaupte, dass Beides in der That der Fall ist.

*} Functionen mil patiirlicher Grenze konnen sehr wohl unverzweigt und
doch nicht eindeutig zu sein, wie einfache Beispiele beweisen und im Folgenden
noch dfter zur Sprache kommt. Man brancht z. B. nur den Bereich, in welchem
die Punction existirt, an irgend-einer Stelle Gber sich selbst hinibergreifen zu lassen.
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Und hier ist es nun, dass ich zum Beweise jene Nicht-Euklidische
Maassbestimmung brauche, welche am Ende von § 7. dieses Abschnitts
entwickelt wurde. Dabel beschréinke ich mich, der Kiirze halber, auf
den Fall, dass alle Substitutionen U, elliptisch sind. Sollten einige
derselben parabolisch sein, so miisste man eine Hiilfsbetrachtung an-
stellen, die derjenigen nicht undhnlich ist, welche wir am Schlusse
des vorigen Paragraphen entwickelten.

Im Sinne der erwihnten Maassbestimmung sind alle aus dem
urspriinglichen abzuleitenden Fundamentalbereiche congruent.  Wir
wollen uns nun zuvdrderst die Fundamentalbereiche so angeordnet
denken, wie in § 11. gegen Schluss besprochen. Sei § die kleinste
Entfernung, welche von einem Eckpunkte des einzelnen Fundamental-
bereiches bis zu einem Punkte einer nicht anstossenden Begrenzungs-
kante hinreicht. Dann hat jeder der unendlich vielen Ringe, mit
denen wir successive den ersten Fundamentalbereich umgeben, eine
Breite, die an keiner Stelle unter 0 herabsinkt. Jeder Punkt daher,
welcher in endlicher Entfernung von dem urspriinglichen Fundamental-
bereiche angenommen werden mag, wird schliesslich von den Repro-
ductionen des Ausgangsbereiches fiberdeckt, und nur der Haupt-
kreis selbst, als Ort der unendlich fernen Punkte, kann die natiir-
liche Grenze der Reproductionen sein, womit also dieser Punkt
erledigt ist.

Wollen wir jetzt ferner beweisen, dass unsere Riemann’sche Fliche
(p, #, L) in n eindeutig isf so haben wir zu zeigen, dass bei dem
geschilderten Reproductionsverfahren (bei dem gewiss niemals benach-
barte Bereiche iibereinandergreifen kinnen) auch nie entfernte Bereiche
ibereinandergreifen. Gesetzt, es gibe zwel solche Bereiche TT, und
My, so wiirden wir zwischen dieselben eine endliche Zahl unmittelbar
aufeinanderfolgender Bereiche: TI,, TT,, - - -, TTy_; einschalten kénnen.
Diese Reihenfolge, welche mit thren Endgliedern, TT, und Ty, iiber
sich selbst hiniibergreift, umspannt, im Sinne unserer Maassbestimmung,
jedenfalls nur einen endlichen Theil der Ebene. Nach dem, was eben
bewiesen wurde, ist letzterer mit Fundamentalbereichen vollkommen
ausgefiillt. Von diesen Fundamentalbereichen miissen aber zwei, welche
bez. an TI; und TIy angrenzen, selbst wieder iibereinandergreifen.
Indem wir sie an die Stelle von TT, und TIy setzen und durch die
Reihenfolge derjenigen Fundamentalbereiche verbinden, welche an
M,, M3, -+, Tly—1 von der Innenseite angrenzen, wiederholen wir
denselben Schluss fiir einen Theil der Ebene, der um ein Endliches
kleiner ist, als der gerade betrachtete. Offenbar miissen wir, so fort-
schreitend, schliesslich zu einem Verzweigungspunkte der #-Ebene
gelangen. Ein solcher aber ist, wie wir wissen, unmoglich. Daher
war unsere Voraussetzung betreffs der TT,, TTy unzulassig.
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Hiermit aber ist die Behauptung, welche wir zu Anfang des
Paragraphen voranstellten, sofern wir von der Mpglichkeit parabo-
lischer Uy absehen, in allen Stiicken bewiesen.

§ 14.
Die independenten Bestimmungsstiicke der #-Function mit Hauptkreis.

Auf Grund der vorangehenden Entwickelungen fragen wir jetat
zunichst, von wievielen Constauten ein geeigneter Fundamentalbereich
(p, n, ;) abhiingen mag, und suchen sodann nach zweckwmissigen
Bestimmungsstiicken der zugebdrigen 7-Function.

Was die erstere Frage anlangt, so konnen wir, bei gegebenem
Hauptkreis, etwa folgendermassen vorgehen.

Sei (um die Ideen zu fixiren) p > 0. So beginnen wir etwa
mit der Construction des ersten Quadrupels voun Begrenzungskreisen:
At B,—, A, Bf. Den Kreis Aj* und die beiden Eckpunkte auf
ihm werden wir beliebig annehmen*): vier Constante. Fiir B,~ ist
dann schon der erste Eckpunkt gegeben; indem wir B;~ beliebig durch
ihn hindurchlegen und auf B, den zweiten Eckpunkt annehmen, ver-
fiigen wir iiber weitere zwei Constante. Der Kreis A— ist dann, weil
er durch den zweiten Eckpunkt auf B,— hindurchmuss, bis auf eine
Constante bestimmt. Mit ihm zusammen- ist dann aber auch die Sub-
stitution S,~1, durch welche A,— aus A+ hervorgeht, fixirt. Denn
wir wissen, dass sie zwei Kreise (A;+ und A;~) und insbesondere deren
Schnittpunkte mit B,— in einander iiberfithren muss. Vermdge S,
erfahren wir sodann die Lage des zweiten auf A~ gelegenen Eck-
punktes, Durch diesen muss nun B,* hindurchlaufen, was abermals
eine Willkiirlichkeit frei lisst. Haben wir iiber sie verfiigt, so kennen
wir wieder die zugehdrige Substitution (7}) und aus ihr die Lage des
zweiten Bekpunktes auf B,t. Das erste Quadrupel mit seinen End-
punkten hingt also im Ganzen von 8 Constanten ab.

Bei jedem weiteren Quadrupel A+, Bi~, A/, Bt ist diese Zahl
nur 6. Denn der Anfangspunkt der ersten Seite, der beim ersten
Quadrupel willkiirlich war, ist bei den folgenden QuadrupeM durch
den Endpunkt des jeweils vorangehenden Quadrupels mitgegeben. So
héngen also die p Quadrupel zusammen von 6p -+ 2 Constanten ab.

Durch den letzten Eckpunkt des letzten Quadrupels legen wir
jetzt beliebig den Kreis At (1 Const.) und nehmen auf ihm den
zweiten Eckpunkt ebenfalls beliebig an (wieder 1 Const.). Dann ist
A~ vollkommen bestimmt, weil er, durch den letztéren Punkt hin-

*) Es wird also selbstverstindlich daran festgehalten, dass alle Begrenzungs-
kreise auf dem Haoptkreise sepkrecht stehen.
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durchgehend, mit A+ den Winkel 2T” bilden soll. Ebenso ist die

Substitution U, und also auch der zweite Eckpunkt auf A,— festgelegt.
Durch letzteren Punkt hindurch counstruiren wir jetzt A,*, nehmen
auf ihm den zweiten Eckpunkt an, ete. ete. Die n Paare A+, A
Liefern zusammen, wie man sieht, 2n Constante.

Von den so aufgezihlten 6p 4+ 22 4 2 Constanten gehen nun
noch 3 verloren, weil unser Bereich erstens ein geschlossener sein
muss, also der erste Eckpunkt des ersten Quadrnpels mit dem letzten
Eckpunkte auf A,~ coincidiren muss (zwei Bedingungen) und iiber-
diess als Winkelsumme der (4p - %) Ecken erster Art 2z aufweisen
soll (eine Bedingung).

Unser Fundamenialbereich hingt also, bei gegebenemi Haupthrerse,
definitiv von 6p + 20 — 1 willkirlichen Constanten ab.

Aber diese Constanten sind nicht ohne Weiteres Bestimmungs-
stiicke der 7- Function. Wir miissen nimlich beachten, dass wir die
Riemann’sche Fliche (p, n, &) bei vorgegebener n-Funetion noch in
sehr verschiedener Weise kanonisch zerschneiden und also durch einen
kanonischen Fundamentalbereich ersetzen konnen. Die hierin liegende
Wilikiirlichkeit ist eine doppelte. Einmal konnen wir jenen Punkt O,
den wir bei Construction des Schnittsystems auf der Fliche zu Grunde
legten, beliebig wandern lassen. Dann aber konnen wir die Art und
Reihenfolge der zugehorigen Querschnitte 4;, B;, I in hohem Maasse

"abiindern. Den ersteren Umstand miissen wir (da wir hier durchaus
reelle Bestimmungsstiicke abzihlen) mit zwei Einheiten in Rechnung
stellen. Der zweite Umstand dagegen bringt eine Reduction der Con-
stantenzahl nicht mit sich. Denn die Anzahl der bei ihm zu unter-
scheidenden Moglichkeiten ist nur eine discrete. Wir wollen sogar
fiur die Folge festsetzen (sofern nicht ausdriicklich das Gegentheil
stipulirt wird), dass wir diesen zweiten Umstand ganz ausser Acht
lassen wollen. Es kommt diess daranf hinaus, dass wir jede 5-Funec-
tion so oft zdhlen, als die zugehdrige Riemann’sche Fliche in kanoni-
scher Weise zerschnitten werden kann, oder auch — da durch die
Zerschngidung jene Substitutionen S;, T;, Up erst fixirt werden, aus
denen sich die zugehtrige Gruppe linearer Substitutionen zusammen-
setzt — so oft zihlen, als die zugehorige Gruppe linearer Substitu-
tionen aus Operationen S;, 7;, U, zusammengesetzt werden kann.

Jedenfalls haben wir: Die einzelne n-Funclion (p, n, L) hingt
bei gegebenem Haupthreise von 6p + 2n — 3 reellen Bestimmungs-
stiicken ab. < R

Es bieten sich aber auch sofort diejenigen Grissen dar, welche
wir zweckmissigerweise als Bestimmungsstiicke einfilhren. Wir wollen
der Einfachheit halber den Hauptkreis mit der Axe der reellen Zahlen
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zusammenfallen lassen. Dann hingt jede Substitution S; oder 7 von
drei, jede U, (insofern sie eine primitive elliptische Substitution von
der Periode {; vorstellt) von zwei reellen und independenten Constan-
ten ab. ‘Aber zwischen der S;, T;, U, besteht unsere Fundamental-
relation. Ich will annehmen, dass p > 0 sei™®). So schreiben wir die
Fundamentalrelation, indem wir einige Factoren von links nach rechts
hiniibersetzen, in der Art, dass etwa S, (oder I') beiderseits in der
positiven ersten Potenz auftritt. Die Fundamentalrélation liefert uns
dann drei lineare Gleichungen zur Bestimmung von 8, (resp. T)).
Daher kinnen wir geradezu (im Anschluss an die eben getroffene
Festsetzung) die 6p - 2n — 3 Substitutionscoefficienten der erzeugen-
den Substitutionen T'; (oder 8,), Sy, T, «+ <3 Sps Ty Uy Uy, i+, Ua
als die willkiirlichen Bestimmungsstiicke der %-Function befrachten. —
Willkiirlich sind die Bestimmungsstiicke insofern, als sie énnerhald
gewisser  Ungleichungen sich beliebig #ndern konnen. Diese Un-
gleichungen, deren arithmetische Fizirung hier unerledigt bleibt, finden
ihr geometrisches Aequivalent in der Forderung, dass zu den ange-
nommenen S;, T;, U; jedesmal ein zugehtriger kanonischer Funda-
mentalbereich soll construirt werden kbnnen.

Wesentlich sind iibrigens von den genannten 6p -+ 2n — 3 Con-
stanten nur 6p 4 2n — 6. .

Denn wir werden weiterhin alle solche 5-Functionen im Wesent-
lichen als ideutisch betrachten, welche linear von einander abhingen.
Nun verlegten wir bereits den Hauptkreis der 5-Functionen in die Axe
der reellen Zahlen. Aber diese selbst geht noch durch dreifach unend-
lich viele Transformationen in sich iber. Indem wir dieselben zu
Hiilfe nehmen, kéunen wir z. B. bestimmen, dass von den Funda-
mentalpunkten unserer erzeugenden Substitutionen bestimmte drei in
0, 1, oo fallen sollen. Dadurch kommen dann in der That von den
friiher aufgezihlten (reellen) Constanten drei weitere noch in Abzug.
Die tibrigen 6p -~ 21 — 6 bleiben in dem erwibnten Sinne unabhingig.

§ 15.
Die Variation der Constanten, an einem Beispiele erliutert.

Die Constanten, welche wir soeben zur Bestimmung der 7-Fune-
tion einfithrten, sind ihrer Bedentung nach zuvdrderst wesentlich reelle
Grossen. Aber es liegt nahe, zu fragen, was die Bedeutung sein mag,
wenn wir ihnen gestatten, complexe Werthe anzunehmen. Wird der
Gruppe, die aus den S;, T, U; durch Combination entsteht, auch

*) Den Fall p =0, der anch nicht schwer zu behandeln ist, iibergehe ich
der Kiirze wegen,
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dann noch eine brauchbare Gebietseintheilung entsprechen ? Wir finden,
dass diess in der That der Fall ist, so lange die Uminderung der
Constanten nicht sebr betrichtlich ist. Es tritt nuy an die Stelle des
fritheren Haupthreises eine andere, nicht analybische, Begrensungslinie
und die hyperbolischen Substitutionen der Gruppe sind, allgemeirn zu
reden, in loxodromische ibergegangen.

Um diese etwas unbestimmt gefasste Aussage zu verstehen, be-
trachten wir ein moglichst einfaches Beispiel. Ich wihle hierzu diejenige
symmetrische Gruppe, welche aus einem Kreisbogenpolygone, dessen
sammtliche Winkel gleich Null sind, durch fortgesetzte Spiegelung
entsteht. Sind simmtliche Begrenzungskreise des Polygons gegen einen
Haupikreis seukrecht, so entsteht bei diesem Spiegelungsverfahren
gewiss eine brauchbare Gebietseintheilung, wie diess oben (§ 8) in
allgemeinerer Fassung schon bemerkt wurde. Der Hauptkreis, welcher
seinerseits bei allen Spiegelungen invariant bleibt, giebt dabei die
patiirliche Grenze der fortgesetzten Reproductionen ab, Es mag dieser
Fall durch das Kreisbogensechseck der Figur 11 auf Tafel 2 erldutert
sein. Ich habe dabei, um den Vergleich mit den folgenden Fillen zu
erleichtern, die Begrenzungskreise iiber den Hauptkreis hinaus voll-
stindig ausgezogen.

Wir modificiren jetzt (um bei dem Beispiele der Figur zu bleiben)
unser Kreishogensechseck, zunichst etwa in der Art, wie Figur 12
angiebt. Die Begrenzungskreise haben jetzt keineswegs mehr einen
gemeinsamen Orthogonalkreis. Aber die Figur ist der fritheren doch
dadurch noch Zhnlich, dass nicht auf einander folgende Begrenzungs-
kreise sich iiberhaupt nicht treffen. Hieraus folgt unmittelbar, dass die
Reproductionen unseres Polygons, wie wn dem fritheren Falle einen ein-
fach zusammenhdngenden (aber allerdings wicht kreisformigen) DBereich
bedecken, der nmirgendwo iiber sich selbst hiniibergreift. Denn so oft wir
an einem der Begrenzungskreise des urspriinglichen Sechsecks oder
irgend eines der aus ihm abgeleiteten spiegeln, das Spiegelbild nicht nur
der angrenzenden Sechsecks sondern auch aller iibrigen Begrenzungs-
kreise fillt in das Innere des spiegelnden Kreises hinein und collidirt
also weder mit dem angrenzenden Sechseck, noch mit irgend einem
friitheren, das wir bereits durch anderweitige Spiegelung construirt
haben mdgen. — Was die natiirliche Grenze angeht, der diese fort-
gesetzten Reproductionen zustreben, so kbnnen wir beliebig viele Punkte
derselben construiren: die Beriihrungspunkte nimlich auf einander
folgender Begrenzungskreise irgend eines an der Figur betheiligten
Sechsecks. Diese Grenze ist natiirlich in keiner Weise mehr eine ana-
lytische Curve.

Wie aber, wenn wir das Sechseck weiter deformiren und also
den Begrenzungskreisen gestatten, zum Theil ibereinanderzugreifen ?
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Unmittelbar auf einander folgende Sechsecke werden sich auch dann
noch liickenlos neben einander legen und die durch den Fundamental-
bereich versinnlichte Riemann’sche Fliche wird nach wie vor eine un-
verzweigte Function jener Variabelen % sein, in deren Ebene wir unsere
Sechszcke construiren, Aber sie wird, von lLesonderen Fillen abgesehen,
Leineswegs mehr eine eindeutige Function sein. Man versuche etwa,
sich die Gesammtheit der Reproductionen des Sechsecks in Figur 13
vorzustellen, — Ein noch frappanteres (aber weniger tibersicbtliches)
Beispiel wiirde man erhaiten, wenn man dem urspriinglichen Sechsecke
selbst bereits eine solche Gestalt ertheilt hitte, dass es fiir sich ge-
nommen einen Theil der Ebene doppelt iiberdeckt.

In derselben Weise nun, wie hier im Beispiele, miissen wir uns
die Sache allgemein denken. Indem wir die Constanten einer %-Funec-
tion p, n, &, unter Festhaltung dieser Signatur, complex {assen werden,
behalten wir fiirs Erste noch eine brauchbare Gebietseintheilung. Es
greifen nur die fortgesetzten Reproductionen des urspriinglichen Fun-
damentalbereichs, sozusagen, iiber den Hauptkreis hinaus oder bletben,
an anderen Stellen, hinter ihm zuriick: die natiirliche Grenze aber,
der sie zustreben, ist zuvdrderst noch eine einheitliche Contour, welche
sich selbst nicht schneidet.

Auf eine genauere Untersuchung der Ungleichungen, denen unsere
complexen Constanten genfigen miissen, damit die natiirliche Grenze
den angegebgnen Charakter bebilt, gehe ich an dieser Stelle micht
ein*), Es muss geniigen, die allgemeine Mbglichkeit gewisser %-Fune-
tionen bezeichnet zu haben. Wir sehen, dass es bei gegebenen
.p, n, b eine unendliche Anzahl brauchbarer Gebietseintheilungen
sozusagen von demselben Typus giebt; unter ihnen bilden die
Gruppen mit Hauptkreis, die wir “seither allein betrachteten, wie
ich fortan sagen will, den Normalfall. Offenbar sind unter den ein-
deutig umkehrbaren #-Functionen derselben Signatur p, %, I, die hier
in Betracht gezogenen dadurch charakterisirt, dass ihnen nicht nur
ein einfach zusammenhingender Fundamentalbereich eignet, sondern
dass auch von der Gesammtheit der Fundamentalbereiche ein einfach

*) Was die explicite Formulirung derartiger Ungleichungen betrifft, so
mdchte ich hier am! die schon oben genannten Untersuchungen von Herm
Bausenberger im 20t und 21*® Bande der Avnalen verweisen, Uebrigens
subsumiren sich seine Gruppen weder simmtlich unter die hier im Texte be-
trachteten noch auch voter die anderen, welche im folgenden Paragraphen durch
Ineinanderschiebung hergestellt werden. Man kann seine Ausgangsgruppen alle
dadarch erhalten, dass man ein Kreisbogendreieck mit reellen oder beliebig
imagindren Winkeln durch Spiegelung vervielfiltigt (wobei die reellen Winkel
natiirlich ganzzahlige Theile von = sein missen). Hernach diirfen die reellen Con-
stanten, welche zur Fixirung der imaginiren Winkel dienen, ins Complexe hinein
variirt werden.
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zusammenhdngendes Flichenstiick iiberdeckt wird. Dem entspricht, dass
zwischen ihren erzeugenden Substitutionen S;, T;, U, keine anderen
Relationen existiren und iiberhaupt fiir sie ganz ihnliche Betrachtungen
gelten, wie wir sie in § 12 fir die Gruppen mit Hauptkreis dar-
gelegt haben.

Wollen wir andere eindeutig umkehrbare 7)-Functionen finden, so
miissen wir also dafiir sorgen, dass entweder bereits der urspriingliche
Fundamentalbereich in der %-Ebene einen mehrfachen Zusammenhang
hat, oder doech, dass ein mehrfacher Zusammenhang bei den Repro-
ductionen desselben resultirt. Ich erliutere im folgenden Paragraphen
einen Process, der uns mit unendlich vielen neuen #-Functionen der
ersteren Art versieht. Es sind diess die allgemeinsten 7-Functionen, mit
denen ich. mich im vorliegenden Aufsatze beschiftigen will, und mit
ihrer Besprechung (§ 16— 18) schliesst daher der gegenwirtige Abschnitt.

§ 186,
Der Process der Ineinanderschiebung,

Neben den Gruppen des vorangehenden Paragraphen, denen wir
alle diejenigen zuzihlen wollen, die wir in § 6 besprochen haben,
kennen wir von frither her noch jene einfachen discontinuirlichen
Gruppen, welche durch Wiederholung einer einzelnen linearen Sub-
stitotion erzeugt werden. Ist diese Substitution elliptisch oder para-
bolisch, so ist der Fundamentalbereich eine Sichel, hat also ebenfalls
den Zusammenhang Eins. Dagegen wird der Fundamentalbereich ring-
férmig und somit zweifach zusammenhingend, wenn die Substitution
hyperbolisch oder loxodromisch ist.

Es giebt nun einen allgemeinen Process, vermbge dessen wir aus
irgendwie vorgegebenen brauchbaren Gruppen andere, gleichfalls brauch-
bare zusammensetzen konnen , deren Fundamentalbereich einen beliebig
hohen Zusammenhang aufweist, Man grensze nimlich ein Stick der
n-Ebene durch mehrere solche Contouren ab, wie sie, einzeln genom-
men, vermige der Substitutionen der vorgegebenen Gruppen, als Be-
grenzung zugehdriger Fundamentalbereiche auftreten kinmen.. Combinirt
man dann die auf die verschiedenen Contouren beziiglichen erzeugenden
Substitutionen, so entsteht von selbst eine brauchbare Gebictseintheilung,
deren erster Fundamentalbereich jenes abgegrenste Stiick ist.

Ich bezeichne dieses Verfahren als Ineinanderschiebung, und erliutere
dasselbe zunichst an einigen Beispielen®).

Wir betrachten zuvorderst etwa -(Figur 14) einen solchen Theil

*) Eben hier kommt die Amchauungswexse zur Geltung, welche durch dle
Figuren 2, 8, 5, 6, 10 entwickelt werden sollte.
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der n-Ebene, welcher durch zwei Kreispaare: R,’, R,” und R), R,",
begrenzt ist. Die Kreise R, und R,”, sowie R, und R,” (die in der
Figur durch Pfeile verbunden sind) ordnen wir je durch eine hyper-
bolische oder. loxodromische Substitution, S; bez. S, zusammen, so
zwar, dass unser Grebiet ein gemeinsames. Stiick der beiden ringformigen,
auf letztere Substitutionen beziiglichen Fundamentalbereiche ist, Dann
finden die Gebiete S,**, §,£F, welche wir aus dem -vorgegebenen ‘Be-
reiche durch positive oder negative Anwendung der einzelnen er-
zeugenden Substitution ableifen kénnen, gewiss liickenlos neben ein-
ander Platz: die ersteren sind den aufeinanderfolgenden Werthen von
« entsprechend alle in B, bez. R," eingeschlossen, die anderen in
R,, bez. R,”, je nach den Werthen von + f. .Aber jedes dieser neuen
Gebiete trigt in seinem Inneren wieder zwei kreisformige Oeffnungen.
Und in diese Oeffpungen hinein legen sich, wiederum in liickenloser
Aufeinanderfolge, die Gebiete S,*¢ 8,18, bez. S,*# 8 te; die ersteren
sind jeweils in ein bestimmtes S,*#, die anderen in ein bestimmtes
8,te eingeschlossen. Innerhalb der so gewonnenen Gebiele finden nun
wieder die newen S,*F St 8,18 yesp. 8,2 8,37 S ke Platz. Und so
geht der Process fort in’s Unendliche. Eine Collision kann niemals
eintreten, weil die neu construirten Bereiche immer solche Theile der
y-Ebene iberdecken, welche bis dahin noch nicht benuizt waren.
Daher erzielen wir eine in der That brauchbare Gebietseintheilang.
Alle Substitutionen der zugehorigen Gruppe sind loxodromisch (oder
byperbolisch) und die unendlich vielen, iibrigens zerstreut liegenden
Fundamentalpunkte dieser Substitutionen sind es, welche als natiirliche
Grenze des von den Fundamentalbereichen iiberdeckten Gesammtgebietes
za gelten haben.

Nicht anders ist die Sache, wenn wir als Ausgangsbereich z. B.
denjenigen Raum nehmen, der nach Art von Figur 15 zwei Sicheln

gemeinsam ist. Die eine mag die Winkeloffnung —25—, die andere die

Oeffnung —gnl besitzen, unter m, # ganze Zahlen verstanden; die zu-
gehorigen Substitutionen, welche in der Figur durch Pfeile angedeutet
sind, mogen X, X, heissen. Wir verfahren dann genau so, wie eben
mit den S, 8, Nur haben wir jetzt die Relationen Zm =1, Zr=1
und kénnen dementsprechend die Exponenten - «, 4 f aunf den
Spielraum von O bis (m —- 1), resp. von O bis (n — 1) beschrinken.
Es ist wohl kaum ndthig, den ganzen Process hier noch einmal geo-
metrisch zu sehildern. Io gewissen Eckpunkten laufen nun jedesmal
m Sicheln, in anderen % zusammen. Die zugehdrige Gruppe enthiit
Jetzt unendlich viele elliptische Substitutionen, aber keine anderen
als digjenigen, die sich in der Gestalt =Xz, oder Sz dar-
stellen. Die natiirliche Grenze fiir die Gesammtheit der Fundamental-
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bereiche wird wiederum von den Fundamentalpunkten derjenigen
hyperbolischen oder loxodromischen Substitutionen gebildet, die an
der Gruppe participiren. —

Nehmen wir endlich an (wobei ich keine nihere Specification
eintreten lassen will), dass irgend eine Gruppe mit reellem Hauptkreis
bei dem Ineinanderschiebungsprocesse betheiligt sei*). So wird auch
dieser Kreis selbst bei den fortgesetzien Reproductionen des urspriing-
lichen Fundamentalbereiches unendlich oft vervielfditigt werden. Das
Gebiet also, welches von der Gesammtheit der Fundamentalbereiche
tiberdeckt wird, zahlt unter den Bestandtheilen seiner natiirlichen
Grenze neben anderen hier nicht niher bezeichneten Stiicken jedenfalls
unendlich viele Kreislinien, — .

Diese Beispiele werden geniigen, um den Begriff der Ineinander-
schiebung beliebiger Theilgruppen geliufig zu machen. Wir wenden
denselben nunmehr auf beliebige Zusammenstellungen der eben auf-
gezidhlten uns bekannten Gruppen an. Dabei lassen wir, in Ueberein-
stimmung mit friiheren Festsetzungen, nur die Beschrinkung eintreten,
dass immer bloss eine endlicke Zahl von Theilgruppen combinirt werden
soll. Die neu entstehenden Gruppen, resp. Gebietseintheilungen, ordnen
wir nach Typen, indem wir alle solche Gruppen zu demselben Typus
rechuen , deren einzelne Theilgruppen resp. demselben Typus angehbren.
Innerhalb des einzelnen Typus bilden diejenigen Gruppen den Normal-
fall, welche, neben beliebig vielen isolirten Substitutionen, nur Theil-
gruppen mit Hauptkreis enthalten.

Bs gilt jetzt, die Riemann’sche Fliche zu charakterisiren, welche
der einzelnen so erzeugten discontinuirlichen Gruppe entspricht, und
zugleich anzugeben, wie sich auf ihr unmser %, als complexe KFunction
des Ortes aufgefasst, verhilt.

§ 17.

Die neue x-Function auf der zugehérigen Riemann’schen Fliche.

Ich will annehmen, dass folgende Gruppen durch Ineinander-
schiebung vereinigt wurden: zunichst g Gruppen, welche aus einer
einzelnen elliptischen oder parabolischen Substitution, dann ferner
r Gruppen, welche aus einer einzelnen hyperbolischen oder loxodro-
mischen Substitution durch Wiederholung erwachsen, endlich aber
s Gruppen vom Hauptkreistypus, die also entweder selbst einen Haupt-
kreis besitzen oder aus einer Gruppe mit Hauptkreis durch Variation
der Constanten abgeleitet wurden. Die einzelne Gruppe unter den

¥) Vielleicht ist es niitzlick, auch solche Beispiele durchzudenken, wo der
Hauptkreis imaginir oder in eimen Punkt auvsgeartet ist,
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letztgenannten mag die Signatur =, » besitzen (wo ich also die friiheren
jateinischen Buchstaben durch griechische ersetzt und der Kiirze halber
die Indices der einzelnen Verzweigungspunkte fortgelassen habe), Dann
ist der Kundamentalbereich in der 7-Ebene von ¢ 4 27 4+ s verschie-
denen Curven begrenzt. Jede Curve der ersten Art besteht aus zwei
Stiicken @, ©”, welche, fiir sich genommen, eire Sichel von einer
gewissen Winkeloffnung begrenzen®). Die 2+ Curven zweiter Art
gehdren paarweise als B’ und R” vermdge der betreffenden hyper-
bolischen oder loxodromischen Substitution zusammen (vergl. noch
einmal Fig. 14). Endlich die s Curven der letzten Art bestehen nach
dem in § 10. geschilderten Schema aus 4% -} 2» paarweise zusammen-
gehbrigen Stiicken, die wir kurzweg wieder mit Az, Bx, A, be-
zeichnen mogen. — Den so definirten Fundamentalbereich denken
wir uns nun durch eine #quivalente Riemann’sche Fliche ersetzt. So
entspricht dewm Linienpaare @', §” je ein Einschnitt @, der von einem
beliebigen Punkte der Fliche beginnend zu einem anderen hinliuft:
die beiden Endpunkte des einzelnen Kinschnittes sind Verzweigungs-
punkte unserer y-Function. Den zusammengehdrigen B', B” dagegen
correspondiren gewisse 7 auf der Fliche verlaufende und dieselbe nicht
zerstiickende Riickkehrschnitte E. .Endlich jeder der weiteren Be-
grenzungscurven (z, v) entspricht ein ganzes auf der Fliche befind-
liches Schnittsystem, welches in der frither beschriebenen Art einmal
aus 2z Querschnitten A;, B; bésteht, die von einem gewissen Punkte
O auslaufend spiter in denselben wieder einmiinden, dann aber aus » Ein-
schnitten, die von demselben Punkte O aus sich nach v Verzweigungs-
punkten der %- Function hinziehen. Hiernach haben wir, unter n die
Gesammizahl der Verzweigungspunkte wnserer m- Function verstanden,
sofort die folgende erste Formel:

==2q —{—2 v,

Des Ferneren berechnen wir [nach § 4. des ersten Abschnitts] das
Geschlecht p der Riemann’schen Fliche folgendermassen. Unser Funda-
mentalbereich hat als schlichtes Stiick der Ebene eine Grundzahl,
welche der Anzahl ¢ |- 2r 4 5 der Begrenzungscurven gleichkommt.
Aber die Grundzah! unserer Riemann’schen Fliche, die wir gleich 2p
setzen, wird durch jeden Einschuitt @ um eine Einheit vermehrt und
durch jedes Schnittsystem (x, ») um (27 — 1) vermindert. Die Riick-
kehrschnitte R sind auf die Grundzahl ohne Einfluss. Daker folgt:

2p=(g+2r+5) — g+ @z —1),

*) Ich nenne diese Stiicke ', Q" nicht ausdriicklich Kreisbogen, weil es
mit Riicksicht auf die anderen Begrenzungsstiicke bequem sein kann, ihnen eine
andere Form zu crtheilen, Aehnliche Bewandtniss hat es mit der B, B” etc.
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oder kirser geschrieben: s
p=71 -+ 2 .

T

Wir fragen nun billig, wodurch sich die neue 75-Function (p, »)
von den friiheren mit der gleichen Signatur unterscheidet. In dieser
Hinsicht betonten wir schon oben, dass jetzt der Fundamentalbereich
in der 7-Ebene mehrfach zusammenhsngend ist, wihrend er es friher
nicht war. In Folge dessen giebl es jetet auf der Riemanw'schen Fliiche
P, n gewisse geschlossene, sich selbst nicht schneidende Wege, die sich
nicht auf einen einzelnen Punkt zusammenzichen lassen und bei deren
Durchlaufung sich v trotzdem identisch reproducirt. Als solehe Wege
finden wir zunichst diejenigen, die um einen einzelnen Einschnitt @
herumlaufen, dann ferner die Riickkehrschnitte R selbst, endlich die-
jenigen Curven, welche das einzelne.Schnittsystem (z, ») umgeben,
Von diesen Curven kann iibrigens noch eine weggelassen werden.
Denn eine Durchlaufung aller der genannten Curven hintereinander
ist offenbar auf der Fliche mit der Umkreisung eines einzelnen Punktes
dquivalent.  Diesem Verhallen enisprechend haben wir jetzt nur

3

g+ r-+ 2 (27 + p) erzeugende Substitutionen und zwischen thnen

s Relationen vom Typus der [friheren Fundamentalvelation. Denn fiir
die erzeugenden Substitutionen jeder Thexlgruppe (=, v) ergiebt sich
jetzt eine solche Beziehung, indem wir den zugehdrigen Punkt O auf
der Riemann’schen Flache umkreisen. Hierzu treten dann noch die
weiteren Relationen, welche die Periodicitit gewisser elliptischer Sub-
stitutionen aussagen.

. Wir pricisiren zugleich den Unterschied, der zwischen den hier
erzeugten y-Functionen und den allgemeinsten von derselben Signatur,
die eindeutige Umkehrung gestatten, bestehen wird. Dieser Unter-
schied wurde schon in § 15. angedeutet. Unsere neuen 7-Functionén
haben Fundamentalbereiche von Deliebig hohem Zusammenhange, aber
es entstehen keine neuen Zusammenhiinge, wenn wir den Fundamental-
bereich vervielfiltigen. Es kommt diess daranf hinaus, dass unter den
Substitutionen der zugehdrigen Gruppe keine anderen elliptisch oder
parabolisch sind, als diejenigen, denen auf unserer Riemann’schen
Fliche eine Umkreisung des einzelnen Verzweigungspunktes entspricht,
und dass iiberhaupt fiir sie keine anderen Relationen statt haben, als
die soeben angegebenen. [Man zeigt diess ganz ihnlich, wie es be-
treffs der #-Function mit Hauptkreis in § 12. geschehen ist]. Fir die
allgemeinsten eindentig umkehrbaren - Functionen miissen wir aber
eine solche Moglichkeit offenhalten. Inzwischen gehen wir auf ge-
nauere Untersuchung in der hiermit angedeuteten Richtung an dieser
Stelle nicht ein. '



Zuor Riemann’schen Functionentheorie, 205

§ 18.
Constantenzahl des jeweiligen Normalfalles,

Wir bestimmen zum Schlusse noch, wie gross die Anzahl der
Constanten ist, von denen die neue n-Function (p, #) im Normalfalle
abhingt. Im gepanen Anschlusse an die Entwickelungen des § 14.
wollen wir dabei jede y-lFumetion so- oft- zihlen, als die zugehorige
Riemann’sche Fliche (p, %) in verschiedener Weise den Vorstellungen
des § 15. entsprechend zersechnitten werden kann. Wir betrachien also
geradesn als Bestimmungsstiicke der n- Function diejenigen Coefficienten
der zugehbrigen erzeugenden Substitutionen, welche unabhingig bleiben,
nachdem wir die zwischen den Substilutionen bestehenden Relationen
identtsch erfillt haben.

Fiir die einzelne Gruppe mit Hauptkreis fanden wir in § 14,,
unter (m, ») die Signatur der Gruppe verstanden und ibrigens unter
der Voraussetzuug, dass der Hauptkreis mit der Axe der reellen Zahlen
coincidire, 67 4 2» — 3 reelle Bestimmungsstiicke. Diesen haben wir
jetat 3 weitere hinzuzufiigen, da wir dem einzelnen Hauptkreise zuvirderst
eine beliebige Lage ertheilen miissen. So kommen auf Rechnung der
verschiedenen Gruppen mit Hauptkreis, die wir dem Ineinander-
schiebungsprocesse unterworfen haben, 6 Zx + 2 Z» reelle Constante,
Die ¢ elliptischen (oder parabolischen) Substitutionen, welche beim
Ineinanderschiebungsprocesse betheiligt sind, bringen ihrerseits 2¢, die
r loxodromischen Substitutionen 37 Constante, aber complexe Constante
mit sich., Da wir iibrigens durchaus reelle Bestimmungsstiicke zihien,
werden wir beide zusammen als (44 -+ 67) in Rechnung stellen. Nun
ist, dem vorigen Paragraphen zufolge, (r 4- Zx)==p und (2¢9 + Zv)=n.
Dahel haben wir im Ganzen 6p 4 2n Constante. Aber von ihnen
werden wir noch 6 Einheiten als unwesentlich in Abzug bringen, in-
dem wir ndmlich, wie in § 14., slle derartige 7- Functionen als iden-
tisch erachten, welche linear von einander abhingen, jetzt aber die
in ﬁ{-g- enthaltenen Constanten als complex betrachten miissen. Da-
her haben wir schliesslich:

Die Anzahl der reellen Constanien, von denen e¢ine Normalgruppe
{p, n) abhéngt, ist, unabhingig von dem Typus, welchem die Gmppe
angehdren mag, gleick (6p 4 2n — 6).

Diese Constanten miissen natiirlich wieder gewissen Ungleichungen
~ genligen. Zu den Ungleichungen, welche wir oben bei der einzelnen
Gruppe mit Hauptkreis andeuteten, treten hier weitere, von denen die
einen aussagen, dass gewisse einzelne Substitutionen loxodromisch (oder
hyperbolisch) sind, wahrend sich die anderen auf die gegenseitige
Stellung der Theilgruppen beziehen, die ‘nothwendig ist, damit der

Matbematische Annalen. XXI 14
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Process der Ineinanderschiebung Platz greifen kann. Auf eine nihere
Discussion dieser Ungleichunger gehe ich aber hier ebenso wenig
ein, als es frither bei den analogen Fragen geschehen ist.

Abschnitt TIV.
Das Fundamentaltheorem.

§ 1.
Formulirung desselben.

Das allgemeine Theorem, welches ich nunmehr aussprechen werde
und das ich wegen seiner Wichtigkeit (die im folgenden Abschnitte
noch ausfithrlicher erliutert werden soll) das Fundamentaltheorem nenne,
wird durch die eben bestimmte Zahl reeller Constanten: (6p-+22—6)
nahe gelegt. Es ist diess genan dieselbe Anzahl reeller Constanten,
von der eine beliebige Riemann’sche Fliche des Geschlechtes p mit n
nach Willkiir anf ibr angenommenen Punkten abhingt; man hat sich
nur zu erinnern, dass die 3p — 3 Moduln, welche man, der gewdhn-
lichen Sprechweise nach, der Fliche beilegt, allgemein zu reden, com-
plexe -Grossen sind*). Die Frage ist, auf welechen Riemann’schen
Flichen des Geschlechtes p mit » vorgegebenen Verzweigungspunkten
von bestimmtem Index Normalfunctionen™*) % von einem gewissen
Typus existiren mégen. Der Typus wird festgelegt, indem wir auf
unserer Fliche gewisse Paare von Verzweigungspunkten durch Ein-
schnitte @ verbinden, dann irgendwelche, die Fliche nicht zerstiickende
Riickkehrschnitte B hinzufiigen und endlich soviele Schnittsysteme
(m, ») construiren, dass die zerschnittene Fliche durchaus schlicht auf
ein Stiick der Ebene tibertragen werden kann. Functionen 5, welche
finear von einander abhingen, will ich der Kiirze halber wieder als
identisch betrachten. Dann besagt unser Fundamentaltheorem:

Dass auf jeder Riemanw'schen Fliche (p, n, L) tmmer eine und
nur eine Normalfunction von beliebig vorgegebenem Typus existirt.

Zwei Specialfille dieses Theorems moégen als besonders wichtig
gleich hier hervorgehoben werden.

Der erste Fall sei derjenige, in welchem die Einschnitte @ und
die Riickkehrschnitte R iiberhaupt in Wegfall kommen, die Schnitt-
systeme (m, v) aber sich auf ein einziges reduciren, welches mit (p, #)
zu bezeichnen sein wird. Dann ist also das zugehdrige 7y eine Fune-

*) Der leichteren Ausdrucksweise wegen schliesse ich im Texte wieder die
einfachsten Falle p= 0,1 aus, .

**) Befindet sich , wie ich friher sagte, im Normalfall, so nenne ich es
hier kurz eine Normalfunction.
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tion mit festem Hauptkreis. Zugleich konnen wir von der speciellen
Art der Zerschneidung hier durchaus absehen. Denu eine Uminderung
des Schnittsystems bedeutet im vorliegenden Falle nur, dass die er-
zeugenden Substitutionen jener Gruppe, die zu 7 gehdrt, in anderer
und anderer Weise gewihlt werden, nicht aber, dass # selbst modi-
ficirt wird. Daher will ich ein solches % an dieser Stelle als Haupt-
function bezeichnen, iibrigens im Folgenden durch einen Index 1 (%)
kenntlich machen. Wir haben: '

Auf jeder Riemanw'schen Fliche (p, n, L) giebt es eine und nur
eine Hauptfunction.

Es ist diess derjenige Specialfall des vorhin ausgesprochepen, all-
gemeinen Fundamentaltheorems, den ich in meiner zweiten Note iiber
eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich (Bd. XX
dieser Annalen, pag. 49--31, dat. 27, 3. 82) mitgetheilt habe. Aller-
dings wurden dort der Einfachheit halber alle Indices  unendlich ge-
setzt und also nur von logarithmischen Verzweigungspunkten gesprochen.
Dass die Indices der Verzweigungspunkte irgend welche sein konnen,
hat Hr. Poincaré in seiner beziiglichen Note vom 10. April 1882
(Comptes Rendus de I'Académie des Sciences, t. 94) hervorgehoben.
In dem besonderen Falle p =0 hatte Hr. Poincaré die Existenz der
Hauptfunetion schon vor lingerer Zeit erkannt, man sehe die aof-
einanderfolgenden und immer allgemeiner werdenden Angaben vom
18. April und 8. August 1881 - (Comptes Rendus t. 92, 93) sowie in
Nr. 10 seines Annalenaufsatzes (Bd. XIX, pag. 561, dat. 17. Dec. 1881).

Der zweite Specialfall unseres Fundamentaltheorems, der hier zur
Sprache gebracht werden soll, ist derjenige, in welchem die Theil-
gruppen mit Hauptkreis tiberbaupt in Wegfall kommen, also, auf der
Riemann’schen Fliche, nur die Einschnitte @ und im Ganzen p Riick-
kehrschnitte R vorhanden sind. Unser Satz behauptet:

Dass es allemal eine auf der so zerschuitlenen Fliche eindeutige,
cindeutiq umkehrbare n- Function giebt, welche ber Ueberschreitung der
Q elliptische Substitutionen von resp. vorgegebener Periode erleidet.

Diese Art von 7- Function soll weiterhin mit %, bezeichnet werden.
Auf ihre Existenz bezieht sich die erste der beiden von mir itber ein-
deutige Funectionen mit linearen Transformationen in sich verdffent-
lichten Noten (Annalen t. XIX, pag. 565568, dat. 12. 1. 82). Ich
habe dort nur, um die Sache etwas zu vereinfachen, jene Einschnitte ¢,
die wir aof der Riemann’schen FKliche beliebig construiren konnen,
iberhaupt weggelassen und also nur von irgend p auf der Fliche ver-
laufenden und dieselbe nicht zerstiickenden Riickkehrschnitten ge-
_sprochen.
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§ 2.
Ansatz zum Beweise,

- Um fir das hiermit formulirte Fundamentaltheorem wo nicht
einen expliciten Beweis, so doch die allgemeinen Beweisgriinde zu
geben, verwende ich Vorstellungen der Mannigfaltigkeitslehre, Wiy
haben einerseits die Riemaun’schen Flichen (p, %, &), die wir uns
nach bestimmtem Typus zerschnitten denken. Sie bilden eine erste
Mannigfaltigkeit M,. Die Gestalt der einzelnen Querschnitte, sowie
die Lage jener Punkte O, von denen aus sich die einzelnen Schnitte
eines Systemes (w, ») erstrecken werden, bringen wir bei dieser Auf-
fassung nicht mit in Rechnung. Wohl aber zihlen wir zwei Schnitt-
systeme aunf derselben Fliche, auch wenn sie fir die schliesslich in
Betracht kommende 7-Function #iguivaleni sein mogen, allemal dann
als unterschiedene Individua von M,, wenn sie sich nicht durch stetige
Verschiebung dber die Fliche hin zur Deckung bringen lassen. —
Wir haben andererseits die Gesammtheit der zu dem betreffenden
Typus geborigen Normalfunctionen 7, deren einzelne wir in Ueber-
einstimmung mit dem gerade Gesagten, uud ibrigens auch mit den
friiheren Festsetzungen, so oft zihlen werden, als die zugehbrige Gruppe
linearer Substitutionen in der frither geschilderten Weise aus erzeugenden
Substitutionen zusammengesetzt werden kann, Die so geszihlten %-Func-
tionen bilden eipe zweite Mannigfaltigkeit, M,.

Die im vorigen Abschnitte gegebene Constantenzihlang zeigt, dass
M, und M, gleich viele Dimensionen haben (ndmlich 6p — 6 - 2n).
Zudem sieht man mit leichter Ueberlegung, dass jede Mannigfaltigkeit,
fiir sich genommen, ein einziges, zusammenhingendes Ganze bildet.
Hinsichtlich der M, ist diess auf Grund der friiheren Entwickelungen
an sich klar. Denn wir kbonen die einzelnen Theilgruppen, die, in-
einandergeschoben . unsere Gruppe erzeugen, einzeln so variiren und
dbrigens in ihrer Stellung derart gegen einander verschieben, dass
eine beliebige andere Gruppe desselben Typus resultirt. Hipsichtlich
der M, aber beweist man es (wenn man es nicht als bekannt ansehen
will) durch folgende Betrachtung der Analysis situs. Es soll moglich
sein, jede Fliche (p, #) mit irgend vorgegebener Zerschueidung in
jede andere desselben Typus derart continuirlich iiberzufiihren, dass
die zweierlei Zerschueidungen zur Déckung kommen. Zu dem Zwecke
erginze man die auf den beiden Fiichen vorgegebenen Schnittsysteme
in der Weise durch weitere an correspondirenden Stellen eingeschaltete
Schnitte, dass. zwel einfach znsammenhingende Flichen entstehen,
deren Randcurven in genau derselben Reihenfolge aus gewissen, paay-
weise zusammengeborigen Stiicken bestehen. Diese beiden Flichen
bilde man jetzt je auf eine Kreisfliche conform ab. Die Peripherie
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des einzelnen Kreises wird dann in eine Amnzahl. Stiicke zerlegt er-
scheinen, die paarweise durch irgend ein analytisches Gesetz zusammen-
geordnet sind. Und zwar ist die Aufeinanderfolge der zusammen-
gehorigen Stiicke bei beiden Kreisen genau dieselbe. Wir denken uns
jetzt, dass der einzelne Kreis .(im Sinne der Entwickelungen des ersten,
hier vorangehenden Abschuittes) vermdge der Zusammengehodrigkeit
seiner Peripheriestiicke die betreffende Riemann’sche Fliche (p, ») als
Fundamentalbereich vertritt. Wir haben also nuor zu zeigen, dass
man, durch allmihliche Aenderung der Constanten, die eine Kreis-
fliche mitsammt der Zunordnung ihrer einzelnen Peripheriestiicke
in die andere Kreisfliche und deren Zuordnnng iiberfithren kann, Diess
aber ist anschauungsmiissig evident.

Auf Grund des hiermit Gesagten stellt sich unsere Aufgabe jetzt
folgendermassen. Aus dem ersten Abschnitte des Friiheren wissen wir,
dass jedem Individuum in M, ein und nur ein Individuum in M, ent-
spricht. Es gilt 2u zeigen, dass umgekehrt jedem Individuwm von M,
ein und nur en Individuum in M, correspondurt.

Hierzu entwickele ich im folgenden Paragraphen zuvdrderst einen
Hiilfssatz, welcher zeigt, dass niemals mehrere Individua in M, ein
und demselben Individuum in M, -entsprechen kénnen.

Sodann bringt § 4. die allgemeinen Continuititsgriinde, ans denen
ich glaube, unser Fundamentaltheorem erschliessen zu konnen.

§ 3.
Hiilfssatz, betreffend die Eindeutigkeit der Bezishung.

Ich werde jetzt, wie in Aussicht gestellt, zuvbrderst nachweisen,
dass auf einer in bestimmier Weise zerschuniltenen Fliche (p, n, k)
immer nur eine zugehdrige Normalfunction n existiren kann. Was die
Formulirung dieser Behauptung angeht, so erinnere ich an die frithere
Verabredung, derzufolge zwei %-Functionen, welche linear von ein-
ander abhingen, schlechthin als ideptisch hezeichunet werden sollen:

Zum Beweise denke man sich die vorgegebene und in bestimmter
Weise zerschnittene Riemann’sche Fliche auf die Ebenen beider
Variabeln 7, % (deren Existenz wir hier voraussetzen mobgen) simultan
abgebildet. Wir erhalten dann in den zweierlei Fbenen zwei erste
Fundamentalbereiche, die ausnahmslos conform und zwar in der Weise
auf einander bezogen sind, dass der analytischen Fortsetzung des einen,
die durch geeignete lineare Substitution des »n bewirki wird, genau
diejenige analytische Fortsetzung des anderen entspricht, welche ver-
moge der correspondirenden linearen Substitution des v/ resgtirt. In-
dem wir jetzt den Process der analytischen Fortsetzung, so wie er
durch’ die erzengenden linearen Substitutionen vermittelt wird, beider-
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seits in’s Unbegrenzte verfolgen, werden immer ausgedehntere Theile
der Ebene % auf die entsprechenden Theile der Ebene % durchaus
conform bezogen. Es kann dabei niemals eine Vieldeutigkeit ent-
stehen. Denn da 4 und %" nach Voraussetzung demselben Typus an-
gehGren, so bestehen zwischen den erzeugenden Substitutionen der
%-Gruppe und zwischen den entsprechenden Substitutionen der %'-Gruppe
beziehentlich genau dieselben Relationen; es finden sich also aueh in
der 7-Ebene zwischen den verschiedenen Fundamentalbereichen die-
selben Zusammenhinge, wie in der - Ebene, und umgekehrt.

Nup bedeckt die Gesammtheit der in der einzelnen Ebene ge-
legenen Fundamentalbereiche ein gewisses Gebiet, welches einmal vou
nnendlich vielen disereten Punkten, dann aber auch von unendlich
vielen Kreislinien begrenzt sein kann. Ich sage jetat, dass die con-
forme Abbildung der beiden durch die unendlich vielen Fundamental-
bereiche iiberdeckten Gebiefe Leinerlei unstetige - Unterbrechung erleidet,
wenn man in beide Gebiele jene isolirten Unstetigheitspunkle und die
genannten Kreisperipherieen wit aufrimmé, — d. h. also, wenn man
die beiden Gebiete nicht bloss mit dusschluss der Begrenzungen (wie
es zundchst gemeint ist), sondern mit Finschluss derselben in Betracht
zieht. In der That scheint diess aus bekannten Sitzen iber die Inte-
Fu
Y
man noch hinzonimmt (was durch Nichteuklidische Betrachtungen be-
wiesen werden Xkann), dass die Gebiete, welche in der %- und der
%’- Ebene durch die successiven Fundamentalbereiche iiberdeckt werden,
gleichmdssig ihren Begrenzungen zustreben.

Man nehme nun einen Augenblick die beiden Functionen %, und
%, (die wir soeben, In § 1. des gegenwirtigen Abschnittes, auszeich-
neten) vorweg. Fir beide ist der in diesem Paragraphen zu erbringende
Nachweis mit dem nun Gesaglen bereits erledigt. Bei y, nimlich haben
wir es iiberhaupt nicht mit isolirten Grenzpunkten, sondern nur mit
etner Hauptkreise zu thun. Daher ist eine volle Kreisfliche der n-Ebene
auf eine ebensolche der of-Ebene ausnahmslos conform abgebildet, und
dies geschieht, wie man weiss, nothwendig durch lneare Beziehung. —
Bei %, hinwieder haben wir nur isolirte Grenzpunkte und keinerlei
Hauptkreis. Daher ist das Gebiet, welches von der Gesammtheit der
Fundamentalbereiche unter Hinzunahme der Grenzen iiberdeckt wird,
mit der unbegrenzten Ebene identisch. Die vollen Ebenen 5 und
sind daher ausnahmslos conform auf einander bezogen, und wir haben
wieder zwischen #n und 3 auf Grund bekannter Sitze eine nothwendig
lincare Hgziehung. Das heisst aber beidemal mit Riicksicht auf die
oben getroffene Verabredung, dass v und v im Wesentlichen identisch
sind, was zu beweisen war,

gration der Differentialgleichung %252“— -+ = (0 zu folgen, wenn
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In den allgemeineren Fallen, wo unendlich viele Hauptkreise
an der Begrenzung des Gebietes, sowohl der 7- als der 7’-Ebene,
betheiligt sind, miissen wir noch einen Schritt weiter gehen. Wir
gebrauchen nimlich das Princip der Symmetrie in seiner gewdhnlichen,
auf eine reelle Kreislinie beziiglichen Form (siehe § 4 des Abschnitts IT).
Indem wir jedes der gesammten Gebiete an jedem seiner Begrenzungs-
kreise spiegeln, wissen wir vermoge des erwihnten Princips, dass die
so erhaltenen Spiegelbilder in Folge der urspriinglichen conformen
Abbildung einander ebenfalls entsprechen. Jetzt fahren wir mit dem
Spiegelungsprocesse, indem wir jeden neu erhaltenen Begrenzungskreis
selbst wieder als Inversionskreis benutzen, ins Unendliche fort. So
wird allmdblich die ganze y-Ebene, wie auch die 5-Ebene, wit Aus-
nahme wieder von unendlich vielen zerstreut liegenden Punkten, welche
die natiirliche Grenze bilden, durch die unendlich vielen Spiegelbilder
tiberdeckt. Diese Grenzpunkte nehmen wir schliesslich, so, wie sie
einander entsprechend in der - und der 7-Ebene gewonnen werden,
in unsere conforme Abbildung mit auf. Hierdurch erleidet, genau wie
oben bet dem entsprechenden Processe, die conforme Abdildung keinerlei
Unterbrechung der Stetigkeit. Daher sind schliesslich die Ebenen 7
und % ausnahmslos conform anf einander bezogen, n und y hdngen
also mothwendig linear von einander ab, und der Beweis, den wir in
Aussicht stellten, ist also auch im allgemeinen Falle erbracht.

8 4.
Continuitdtsheweis.

Um weiter vorwiirts zu gehen, bedarf ich einer Primisse, die ich,
obgleich sie mir unzweifelhatt richtig scheint, hier nicht in Kirze
explicite erledigen kann. Es handelt sich darum, dass die Beziehung
zwischen beiden Mannigfaltigkeiten M, und M, eine analytische ist.
Ich zweifele nicht, dass man eine solche Behauptung durch Weiter-
entwickelung jener Existenzheweise, iiber welche im ersten Abschnitte
Bericht erstattet wurde, aiso genau im Sinpe der Riemann’schen
Theorie, wird erledigen konnen. Uebrigens bliebe, wenn ein solches
Verfahren auf Schwierigkeiten stossen sollte, immer noch der Recurs auf
die Formeln, welche Herr Poincaré (wenn ich mich so ausdriicken darf)
fiir den Zusammenhang der Mannigfaltigkeiten 2,.und M, aufgestellt hat.

Auf Grund dieser Primisse kommen fiir die Beziehyng der beiden
Mannigfaltigkeiten M, und M, die gewdhnlichen Continuitdtsvor-
stellungen zur vollen Geltung. Ich erinnere in diesem Betracht insbe-
sondere an zwei Sitze. Zunichst daran, dass ein System von m ana-
lytischen Functionen von ebensoviel Variabeln in der Nihe jeder Stelle,
fiir welche die Funetionaldeterminante weder verschwindet, noch un-



endlich wird, - eindeutig umgekehrt werden kann, — dass aber auch
riickwirts, wenn die Umkehr in der Nihe einer Stelle nicht vieldeutig
wird, das regulire Verhalten der Functionaldeterminante folgt. Dann
aber an den Weierstrass'schen Satz, dass eine analytische Funetion
die obere Grenze derjenigen Werthe, deren sie in einem Berexche fibig
ist, allemal auch wirklich erreicht.

. .Dnsere Aufgabe ist es nun, zu zeigen, dass innerhalh M, keine
Gebletstheﬂe (sozusagen ,,Inseln‘) vorhanden seiu konnen, in welche
man durch ¥ortschreiten in M, nicht bineingelangte. Hier bietet sich
ger Vorstellung zunachst eine doppelte Moghchkext Es kann sein, dass
die Randpunkte eines solchen Gebietes (die Uferpunkte der Insel) noch
zn. dem zuginglichen Gebiete gehbren, es kann aber auch sein, dass
man durch Fortschreiten in M, iiberhaupt niemals die Rapdpunkte
erreicht. Aber beides erweist sich vermdge der voraufgeschickten zwel
Sitze als unmoglich.

Wire nimlich das Ufer der Insel zoganglich, so wiirde dem Ufer-
punkte in M, eine Stelle entsprechen, deren volle Umgebung sich nur
anf einen Theil der Umgebung des Uferpunktes abbilden kénnte. Das
aber widerspricht dem reguliren Verhalten der beziiglicher Functional-
determinante, welches seinerseits nothwendig ist, weil dem Hiilfssatze
des vorigen Paragraphen zufolge keinem Punkte von M, mehrere Punkte
von M, entsprechen konnen.

Unzuginglich hinwiederum kann das Ufer unserer Insel auch nicht
sein. Denn das hiesse geradezu, dass unser Functionensystem eine
gewisse obere Grenze niemals erreichen kbnne, und widerspriche also
dem Weierstrass'schen Satze,

Daher kann von Inseln in M, die unzuginglich waren, wiberhaupt
mcht die Rede sein; jedem Punkle in M, entspricht ein Punkt in M,
und unser Fundamentaltheorem ist erwiesen.

"+ Teh brauche kaum auf die Analogie aufmerksam zu machen, welche
zwischen dem hiermit geschilderten Bewelsgange und einem bekannten
Bewelse des Fundamentalsatzes der Algebra Statt hat,

Abschnitt V.
Vergleich mit den elliptischen Funetionen.

Ein Vergleich der neuen 7-Functionen mit den elliptischen Fune-
tiopen liegt von Vorneherein nahe und er ist wohl bei allen Bearbeitern,
die sich diesen Untersuchungen zugewandt haben, das hodegetasche
Prmup gewesen. Wir kbnnen einem solchen Vergleiche hier eine um
s¢ grossere Pricision ertheilen, als vnser Fundameutaltheorem die in
jedem Falle zur Verfigung stehenden Constanten fibersehen lisst. Ich
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will “mich bei der folgenden Darlegung auf jene beiden Functions-
classen 7, und %;, die in § 1 des vorigen Abschnitts bereits ansge-
zeichnet wurden, beschriinken. In wie weit die betreffenden Aussagen
auch noch fiir die allgemeineren von ums in Betracht gezogenen
Functiensclassen giiltig sind, wird Jeder selbst mit Leichtigkeit ent-
scheiden,” : .

Die Theorie der elliptischen Fanctionen betrachtet als independente
“Variable zanichst das eine auf der Riemann’schen Fliche vom Ge-
schlechte 1 existirende iiberall endliche Integral, welches wir mit »
bezeichnen und iibrigens so normiren wollen, dass es die Perioden 1

iK'’

und —5— besitzt. Dariiber hinaus.aber ist es die Exponentialfunction

v = ¢?i"¢ welche bei vielen Entwickelungen zu Grunde gelegt wird.
Ich sage nun zundchst, dass es eben diese beiden Functionen sind, welche,
im Falle p =1, jenen %, und w, entsprechen, die auf der Riemanw'-
schen Fliche iberhaupt keine Verzweigungspunkte besitzen.

Was den ersten Theil dieser Behauptung angeht, so ist diess so
zu verstehen, dass der Hauptkreis der Ebene %, in der Ebene « durch
einen einzelnen Punkt, den Unendlichkeitspunkt, ersetzt ist. In der
That verwandelt sich bei dieser Aunahme jener kanonische Fundamen-
talbereich, den wir in § 10 des dritten Abschnittes fiir die y,-Function
construirten, in das Parallelogramm der doppeltperiodischen Functionen.
Die erwihnte Umindernng wird dadvreh nothwendig, dass nun von
den erzengenden Substitutionen der zu z, gehorigen Gruppe nur zwei,
8; und T, existiren, fiir diese aber die Fundamentalrelation in folgen-
der Form geschrieben werden kann:

SiT1=TlSU

so dass also 8, und 7| verfauschbar sein miissen.

Der andere auf v beziigliche Theil unserer Behauptung, ist aus
der conformen Abbildung unmittelbar deutlich. Denn beim Uebergange
zur v-Ebene verwandelt sich das Periodenparallelogramm der Ebene «
(und also das Bild der Riemaun’schen Fiiche p = 1) in einen ring-
formigen, um den Coordinatenanfangspunkt einfach herum gelegten

. : 1K’
Bereich, dessen Begrenzungscurven, der Periode 5~ von # ent-

K
sprechend, darch die hyperbolische oder lozodromische Substitution :
_ 2K
v=e T .o

zusammengeordnet sind.

Als niichsten und zuvdrderst wichtigsten Zweck der elliptischen
Functionen darf man nun wohl bezeichpen, dass sie gestatten, alle
diejenigen complexep Functionen des Ortes, welche auf der Riemann’-
schen Fliche p — 1 unversweigt sind, als eindeutige Functionen der
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Grosse u darzustellen. Ich erinnere in dieser Beziehung zunichst
natiirlich an jene algebraischen Functionen des Ortes, deren irgend
zwei, w und 2z, durch eine algebraische Gleichung f(w, z) = 0 vom
Geschlechte 1 verbunden sind. Tch erinnere ferner an diejenigen In-
tegrale [R(w,z)-dsz, welche keine logarithmischen Unstetigkeitspunkte
haben (Integrale 2. Gattung). Ich erinnere endlich aber an.die mo-
dernen Untersuchungen tiber lineare Differentialgleichungen mit doppelt-
periodischen Coefficienten, wie sich dieselben an Herrn Hermite’s "
Behandlungsweise der Lamé’schen Gleichung anschliessen. — Was die
Grosse v betrifft, so ergeben sich mit ihrer Hiilfe dhnliche Darstellungen,
nur in beschrinkterem Umfange. Auf einem bestimmten auf der
Riemann’schen Fliche gelegenen Wege reproducirt sich » identisch:
es ist derjenige, bei dessen Durchlaufen u die Periode 1 erlangt. Ein
Gleiches miissen wir von allen solchen complexen Functionen des
Ortes verlangen, die in # eindeutig sein sollen. Ks ist diess aber auch
die einzige Bedingung, welche zu der anderen, dass die Functionen
durchaus unverzweigt sein sollen, hinzutritt.

Genau entsprechende Behauptungen werden nun offenbar bei einer
Fliiche eines beliebigen p hinsichtlich unserer 1,, 7, richtig sein.

Wir diirfen diese Bebanptungen sogar noch generalisiven, indem
wir 7, und 7,, statt sie unverzweigt zu nehmen, mit irgend welchen
vorgegebenen Verzweigungspunkten ausstatten. Nehmen wir diese Ver-
zweigungspunkte, um gleich den #ussersten Fall zu betrachten, simmt-
lich von unendlich hohem Index, so werden alle solche Functionen
auf unserer Riemann'schen Fliche, welche nur an den vorgegebenen
Stellen verzweigt sind, in %, eindeutig sein. Sollen sie es auch in %,
sein, so kommt die Bedingung hinzu, dass sie sich bei Durchlaufung
der Riickkehrschnitte Ri, R,, - -, Ry, sowie bei Umkreisung der
Einschnitte @,, @,, - - -, die fiir das einzelne 7, charakteristisch sind,
identisch reproduciren miissen.

Wir haben damit denjenigen Ges:chtspunkt den Herr Poincaré
bei seinen Untersuchungen iiber eindeutige Functionen mit linearen
Transformationen "in sich bisher in erster Linie verfolgt hat. Insbe-
sondere hat er sein Interesse solchen linearen Differentialgleichungen
zugewandt, deren Losungen in dem jeweiligen % eindeutig werden,
und so den unbestimmten Ideen, welche Herr Fuchs bei Gelegenheit
in dieser Richtung entwickelt hat*), das erforderliche Substrat gegeben.

*) Gottinger Nachrichten vom 7. Febrnar 1880, pag. 173, sowie Borchardt’s
Journal, t, 89, pag. 158—162 (datirt vom 14. Febr, 1880) und ebenda, t. 90,
pag. 72—173 (vom 7, Juni 1880). Ieh bezeichne diese Entwickelungen im Texte
als ,,unbestimmte Ideen'’, weil die Resultate, die Herr Fuchs allerdings in sehr
bestimmter Form ausspricht, als solche unrichtig sind. Es liegt iiberall die Ver-
wechselung der wnverzweigten und der eindeutigen Functionen vor. Uebrigens
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Hierzu eine kleine Bemerkung: Die genannten Entwickelungen stehen
bei Herrn Poincaré so sehr im Vordergrunde, dass es fast aussieht,
als bestinde das Wesen der neven Transcendenten in ihrer Be-
deutung fiir die linearen Differentialgleichungen. Dem muss hier, so

sind die betreffenden Ueberlegungen der Art nach keineswegs vollstéindig neu,
Ich méchte z, B. auf eine Stelle im 14*" Annalenbande pag. 1593, 160 (datirt: An-
fang Mai, 1878) aufmerksam machen, wo ich im Verfolg @hnlicher Ueberlegungen
sage: ,,Man erbilt z. B. den Satz: Alle hypergeometrischen Reihen, welche nach
12 fortschreiten, lassen sich als eindeutige Modulfunctionen darstellen. Doch greift
ein Verfolg dieser Ideen, die sich schliesslich alle aaf die Transformation der
hypergeometrischen Beihen beziehen, natiirlich weit iiber die Grenzen des gegen-
wirtigen Aufsatzes hinaus.*

Im 19t Bande dieser Annalen, pag. 564, hatte ich gelegentlich bemerkt,
dass Herr Fuchs iiber jene eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen
in sich, welche einen Hawptkreis besitzen, (ich henutze hier die Ausdrucksweise

- meines gegenwirtigen Aufsatzes), nirgends publicirt habe. Dem ist mittlerweile
Herr Fuchs m den Gottinger Nachrichten vom 4. Marz 1882 entgegengetreten,
indem er sich einmal auf die vorgenannten Arbeiten, dann aber auf sein Schreiben
an Herrn Hermite im 83. Bande von Borchardt’s Journal [Sur quelques propriétés
des intégrales des équations différentielles, auxquelles satisfont les modules de pério-
dicité des intégrales elliptiques des deux premidres espéces: datirt: Noverber 1876]
bezieht. So wenig persdnliche Discussionen im Allgemeinen niitzlich sind, so
glaube ich doch hier mit einigen Zeilen antworten zu sollen. Denn durch die
Note des Herrn Fuchs, insbesondere die Schlussbemerkung derselben, erscheint
der Gesammtcharakter jener anter sich zusammenbingender Arbeiten, die ich seit
sieben Jahren in diesen Annalen publicirt habe, in Zweifel gezogen,

Was zuniichst den engeren Streitpunkt betnfft, so kann ich wirklich nicht
verstehen, wie so in jenen Ayfsitzen, an die Herr Poincaré ankniipft, von Fune-
tionen ,, mit Hauptkreis* die Rede sein soll, Aber allerdings lasst Herr Fuchs in
seiner Note diesen Zusatz auch fort und argumentirt so, als hitte ich schlechthin
von eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen in sich gesprochen!
Jenen Brief an Herrn Hermite aber (von welchem uns hier nur derjenige Theil
interessirt, der auf das Integral erster Gattung Bezng hat) habe ieh auch bei
meinen fritheren Untersuchungen iiber elliptische Modulfunctionen mit Absicht
tbergangen. Denn er enthilt von den hier in Betracht kommenden Ideenbildungen
Nichts, was nicht aus friheren Arbeiten zugleich correcter und wvollstindiger be-
kannt gewesen wire. In ersterer Hinsicht brauche ich nur an die merkwiirdige
Unrichtigkeit zu erinnern (pag. 14 der Einleitung und pag. 27 des Textes), welche
schon Herr Dedekind im 83t Bande von Borchardt’s Journal, pag. 286—287, zur
Sprache gebracht hat. In letzterer Beziehung aber verweise ich z. B. auf die
wiederholt citirte Arbeit von Herrn Schwarz iiber die hypergeometrische Reibe
{Borchardt’s Journal, Bd. 75, datirt 1872). Es werden dort pag. 318, 319 die far
den Modul £* charakteristischen Kreisbogendreiecke (von denen sich bei Herrn
Fuchs keine Andeutung findet) in durchaus verstindlicher und anschanlicher Weise
besprochen. Oder soll ich noch weiter zurtickgreifen und z. B. an jene Stelle im
Gaussischen Nachlasse erinnern (Bd. 3 der gesammelien Werke, pag. 477, 478),
Zus der hervorgeht, dass Gauss bereits das Sachverhiltniss vollig correct erkannt

at? —

Hieriiber hinaus beziebt sich nun Herr Fuchs zum Schlusse seiner Note auf
meine Arbeiten iiber algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen
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wichtig diese Anwendung ohne Zweifél ist, und so sehr sie dem-angen-
blicklichen Interesse des mathematischen Publicums entgegenkommt,
doch widersprochen werden. Die Losungen linearer Differentialglei-
chungen sind unter den iibrigen PFunctionen, welche in % eindeutig
werden, immer nur ein einzelnes Beispiel.

" Doch kehren wir zu den elliptischen Functionen zuriick! Ich will
hier an zweiter Stelle diejenigen Entwickelungen und Betrachtungen
hervorheben, weiche man unter dem Namen: Theoric der elliptischen
Modulfunctionen zusammenzufassen pflegt. Es handelt sich bei ihnen
darum, die Constanten, welche in den algebraischen Gleichungen vom
Geschlechte Eins auftreten, oder auch die Perioden der Integrale

2. Gattung ete, als Functionen von % {dem Periodenverhiltnisse des

Integrals 1t Gattung) oder auch von e * § (dem Jacobi’'schen g)
aunfzufassen- Der Gewinn ist zumal wieder der, dass simmtliche Ans-
driicke, welche die Theorie zu betrachten hat, in den neuven Variabelen,
bei zweckmissiger Einfithrung derselben, eindentig werden. Dabei
wolle man beachten, dass die genannten tramscendenten Moduln wichis
Anderes sind, als die Coefficienten. derjenigen erzeugenden Substitutionen,
welche bei w und v in Betracht kommen*). Hiermit aber bietet sich
von selbst die Verallgemeinerung. Die Coefficienten der erzeugenden
Substitutionen der zur jeweiligen 7-Funection gehdrigen Gruppe haben
wir schon oben als Bestimmungsstiicke der 7-Function betrachtet. Wier
werden dieselben jetst geradezw ols Moduln der Riemanw'schen Fliche
(p, n, k) bezeichnen. Also, wenn wir % = () nehmen und uns auf die

zweiter Ordnung (mar sehe Bd. X! und XII dieser Annalen) und vermuthet, dass
die enge Verbindung, in welcher meine damaligen Untersuchungen zu den seinigen
stehen, auch in der Folge fiir mich von massgebendem Einflusse gewesen sein
dirften. Ich wirde einen solchen Einfluss, wenn er vorhanden™ gewesen wiire,
our dankbar anerkemmen, aber er hat thatsiichlich nicht stattgefunden. Ich habe
in der Einleitung zum gegenwirtizen Aufsatze alle diejenigen Momente zur Sprache
gebracht, welche fiir die Entwickelung meines eigenen Ideenkreises, soweit er
hier ir Betracht kommt, von Belang waren. Jene Beschiftigung mit den linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung (vom Sommer 1876 und Friihjahr 1877)
hatte fiir mich bislang nur die Bedeuwtung einer Episode. Auch habe ich meine
damalige Methode keineswegs, wie Herr Fuchs es auf Grund meiner eigenen An-
gabe auf pag. 118 des 11%n Apnalenbandes zu deduciren sucht, der in Vergleich
kommenden Fuchs’schen Arbeit vom Juli 1875 entnommen. Es ist seine Arbeit fiir
mich nur der Anlass gewesen, um eine Fragestellung aufzugreifen, die mir bis
dahin bloss anbestimmt vorschwebte; meine damalige Methode aber ruht durchaus
selbstiindig anf meiner friheren, im Juli 1874 publicirten Bestimmung aller end-
lichen Gruppen linearer Substitutionen einer .Verinderlichen.

*) Genau genommen ist nicht g sondern ¢® ein solcher Coefficient; in der
That ist wohl auch ¢?-in der Theorie der elliptischen Functionen als die zunichst
wichtige Grosse zu betrachten. :
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Functionen 7, und #, beschrinken, so haben wir einmal (6p — 6)
reelle, das_andere Mal (3p»p — 3) complexe Grossen als Moduln der
allgemeinen Riemann'schen Fliche vom Geschlechte p. Zu jedem
Modulsysteme gehdrt nur eine Fliche, und die verschiedenen Medul-
systeme, welche dieselbe Fliche liefern, setzen sich aus einem belie-
bigen derselben in charakteristisch einfacher Weise zusammen. Hiermit
haben wir aber wicht nur einen Ausblick auf eine ausgedehwie Theoris
neuer Modulfunctionen,. sondern es wird iberhaupt zum ersten Male,
wie es scheint, die Lehre von- den Moduln Riemann’scher Flichen in
einer alle Fille wmfassenden Weise wirklich zugdnglich.

Und nup zuletzt voch ein dritter Vergleichsponkt, bei dem es
sich allerdings mehr um eine Analogie als um eine Uebereinstimmung
handelt. .

Die Gruppe der doppeltperiodischen Functionen

, 1K’
We=u++m-14n —%

hat eine besonders einfache Structur. In Folge dessen ist sie mit allen
Substitvutionen der Form # == 4 # 4 C vertausehbar; iiberdiess sind
alle in ibr enthaltenen Untergruppen von endlichem Index mit ihr
selbst #hnlich, Functiopentheoretisch fiihrt der erstere Umstand zum
Additionstheoreme oder zu dem Satze, dass jede Riemann’sche Fliche
p==1 unendlich viele eindeutige Trausformationen in sich selbst be-
sitzt, welche sich auf zwei Schaaren vertheilen, — der zweite aber
zur Lehre von der Transformation.

In ersterer Hinsicht ist die Analogie bei den Flichen von héherem
p und den zugehdrigen - Functionen nur eine eventuelle. Ich betrachte
zunichst wieder das iiberall unverzweigte #,. Dann kann man folgen-
dermassen sagen: Die Gruppe der zu 7, gehOrigen linearen Substitu-
tionen ist im Allgemeinen keineswegs in einer umfassenderen Gruppe
mit brauchbarer Gebietseintheilung als ausgezeichnete Untergruppe
enthalten. Ebensowenig gestattet die zugehdrige Riemann’sche Fliche
im Aligemeinen eindeutige Transformationen in sich selbst. Wenn
aber Eines von Beiden statt hat, so tritt auch nothwendig das Andere
em*), — Man beweist diess durch Betrachtungen, die den in § 3
des vorigen Abschnitts gegebenen genau parallel laufen. Uebrigens
kann man bei diesem Satze auch inverse Transformationen in Betracht
ziechen. Wegen eines Beispiels, das alle diese Verhiltnisse erliutert,
siehe Annalen XX, p. 50. — Sollen #hnliche Siitze fiir die tiberall
unverzweigte 17,-Function aufgestellt werden, so diirfen natiirlich
nur solche eindeutige Transformationen der Fliche in sich in Be-

%) Die umfassende Gruppe hat dann nothwendig den Hauptkreis der 5,-Func
tion auch ihrerseits zum Hauptkreise, Es folgt diess schon aus dem Umstande,
dass nur ein solcher Kreis ber der poFunction vorhanden ist. -
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tracht gezogen werden, bei denen die Definition des einzelnen 7,
erhalten bleibt, bei denen also jene Riickkehrschnitte R, R,, - - -, R,,
die zur Festlegung des 7, dienen, in #iquivalente Rilckkehrschuitte iiber-
geben. Ich habe bereits im 19'» Bande dieser Annalen (pag. 567,
568) ausgefithrt, dass mit Riicksicht auf solche Bitze die iiberall un-
verzweigte 7,-Function besouders geeignet scheint, die Gesammtheit
der symmetrischen Flichen eines bestimmten p zu deﬁmren

Der Transformationstheorie aber stellen sich jetzt diejenigen Be—
trachtungen zur Seite, welche aus der zu der 7-Function gehdrigen
Gruppe linearer Substitutionen irgend eine Untergruppe herausheben
und nun solche eindeutige Functionen von 7 construiren, welche bei
den Bubstitutionen der Untergruppe ungeéindert bleiben. Ich will hier
nur dagjenige 7, ins Auge fassen, welehes an irgend vorgegebenen
Stellen logarithmisch verzweigt ist. Dann heisst das Gesagte nichts
Anderes, als dass wir iiber einer gegebenen Riemann’schen Fliche
(p, n) irgend eine andere Fliche, welche nur an den gegebenen Punkten
verzweigt und tibrigens irgendwie verschlungen ist, mit beliebig vielen
Blittern ausbreiten und nun die algebraischen Irrationalititen bestim-
men, welche zu dieser neuen Fliche gehoren. Wir werden also zu
einem Probleme gefiihrt, das in der Riemann'schen Theorie von je
eine principielle Bedeutung hatte, und erkennen zugleich, dass man
dasselbe jedesmal durch Vermittelung einer geeigneten z-Function
lésen kann.

Leipzig, den 2. October 1882.



