Grundzitge einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen
Functionen I. Ordnung.

Nach Vorlesungen von F. Klein,

ausgearbeitet von

Hzmveics Burkearpr i Gothingen.

Die folgenden Entwickelungen kniipfen an Vorlesungen an, welche
Herr F. Klein im Wintersemester 1887/88 in Gottingen gehalten hat.

Dieselben verfolgen in erster Linie den Zweck, eine Reihe von
Gesichtspunkten, welehe sich fiir die Theorie der elliptischen Functionen
als frochtbringend erwiesen haben, auf die hyperelliptischen Functionen
I. Ordnung zu ibertragen. Es wird daher, nach einer Einleitung,
welche eine Reihe von Begriffen ans der Theorie der Integrale recapitu-
lirt, zundchst eine gewisse Classification hyperelliptischer Functionen
gegeben, welche sich enge an die entsprechende Classification (,Stafen-
eintheilung) der elliptischen Funetionen anschliesst; es folgen dann
Anwendungen der entwickelten Principien auf speciellere Probleme,
inshesondere auf die der Theilung und der Transformation. Dabei ist
vor allem Gewicht daranf gelegt worden, die leitenden Gesichtspunkte
in volle Beleuchtung zu riicken; Ausfithrung von Einzelheiten bleibt
anderen Arbeiten iiberlassen, fiir welche durch diese ,Grundziige® der
Boden geebnet sein soll.

Nach einer bestimmten Seite hin bieten, wie sogleich an dieser
Stelle hervorgehoben sei, diese Bntwickelungen in so fern eine Liicke
dar, als darauf verzichtet wurde, das wesentlichste Hilfsmittel specieller
Theorien, namlich die Thetafunctionen, in die Systematik einzuordnen:
cine Einordnung, die zwar darchaus zur Vollendung der Systematik
erforderlich, aber mit eigenthiimlichen Schwierigkeiten verbunden
zu sein scheint, so dass dieselbe einstweilen zuriickgestellt werden
rousste. —

Der Herausgeber hat sich bei aller Freiheit, die er sich in der
Durchfihrang der Einzelheiten gestatien za solleu glaubte, vor allem
bestrebt, die Ausfibrungen seines hochverdienten Lehrers moglichst
geiren 1hrem Inbaite nach wiederzugeben. Dabei hatte er sich Vlelfaeh
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der Unters?ﬁtzyng desselben zu erfrevep, wofiir ibm auch an dieser
Stelle verbindlichsten Dank auszusprechen gestattet sei.*)

Einleitung,
Yorbegriffe aus der Theorie der hyperelliptischen Integrale.
§ 1
Das zu Grunde gelegte algebraische Gebilde und die zweiblittrige
Riemann'sche Fliche mit 6 Verzweigungspunkten,

Jedes algebraische Gebilde vom Geschlechte p = 2 (jedes hyper-
elliptische Gebilde I Ordnung) kenn bekapntlich dureh umkehrbar
eindeutige Transformation bezogen werden auf eine doppelf itberdeckic
Gerade mit 6 Verzweigungspunkten (sommets). Die Hinzunahme der
complexen Stellen des Gebildes bedingt die Erweiterung der Geraden
zur zweiblGttrigen Riemanw'schen Fliche, deren Blitter daun ebenfalls
in 6 Verzweigungspunkten mit einander zusammenhbingen. Diese
Fliche, bezw. die doppelt @iberdeckte Gerade, aus welcher sie hervor-
gegangen, erscheint sorvach als die canonische Form des hyperelliphischen
(7ebildes; an sie sollen alle folgenden Entwickelungen anknipfen.

Die einzelnen Punkte der Geraden sollen von einander unter-
schieden werden durch Einfihrung von homogenen bindren Coordipaten:
€yt
von komogenen Coordinaten, indem die denselben zu Grunde liegende
projective Vorstellungsweise die ganze Darstellung beherrschen soll.
Ueber die Auswahl der Fundamentalpunkte dieser Coordinatenbestim-
mung soll keinerlei specielle Voraussetzung getroffen werden, vielmehr
sollen alle allgemeinen Untersuchupgen unter der Voraussetzung ganz
willkiirlicher Lage dieser Punkte gefihrt werden. Dadurch bleibt zu-
gleich die Freibeit gewahrt, falls die Natur eines zu behandelnden
speciellen Problems etwa eine besondere Wahl derselben als zweck-
missig erscheinen lassen sollte, solchen Grinden der Lweckmissigkeit

in jedem einzelpen Falle nachzugeben.

#) Indem die Ausarbeitung des Herrn Burkhardt iy den Anpalen zum Ab-
druck gelangt, dacf ich nicht unterlaseen, vou mir ays ausdricklick bervorzuheben,
wie viel Arbeit von seiner Seite in derselben enthalten ist. ln der That hatte
Herr Burkbardt nicht nur den in meiner Vorlesung gegebenen Stoff zu sichten,
pen auzuordnen und in druckfertige Form zu bringen, sondern ey hatte auch
manche Punkte, betreffs deren ich mick auf blowse Andentangen heschriinkte,
tefer zu ergriinden und selbstindig klarzulegen. So hnden sich in den folgen-
den Paragraphen verschiedentlich iiber meine Vorlesungen hinansgehende Ent
wickelungen; ich nenne in dieser Hipsichy insbesondere Sticke der §§ 8, 23, 24,
10, 5%, 54 F. Kiein.
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Ebenso wird ein etwa wiinschenswerther Uebergang zu unhomo.

gener Schreibweise durch die Substitution
T ==y 4,
in jedem Falle ohne Schwierigkeit erfolgen kdunen.

Die ebenfalls homogenen Coordinaten der 6 Verzweigungspunkte

seien mit:
0,0 al, el a,t, uf' ta?, o eb ot et el
bezeichnet, wihrend die entsprechenden oberen Indices 0,1...5 zn-
gleich als Namen dieser Verzweigungspunkie gebraucht werden mégen.
Es sei jedoch im Gegensalz zu sonst tiblichen Festsetzungen ausdriick.
lich hervorgehoben, dass die Vertheilung dieser 6 Indices auf die
6 Verzweignngspunkte als eine durchaus willkéirliche — keineswegs
etwa darch die Grossenfolge ihrer Coordinaten bedingte — anznsehen
1st; vielmehr werden diese Grossen als frei verinderlich zu gelten haben,
und die Untersuchung der Abhdngigkeit der aufiretenden Functionen
auch von ihnen bildet einen wesentlichen Theil des Programms, dessen
Grundziige hier skizzirt werden sollen. Es werden jedoch dabei die-
Jjenigen Fille stets eine Ausuahmestellung einnebmen und einer besou-
deren Untersuchung bediirfen, in welchen zwei oder gar mehrere
Verzweigungspunkte zusammenfallen. Wo solche besondere Untersuchung
wicht gefiihrt ist, sollen diese Fille im folgenden stets als stillschweigend
ausgeschlossen gelten.

Die 6 Verzweigungspunkte werden wir im folgenden zunichst
nicht als einzeln gegeben voraussetzen, sondern nur durch ihre sym-
metrischen Funetionen, also etwa durch die Coefficienten der Gleichung
6. Grades:

(1) A&y, 2) = ao," + 60,252, + 1da,z, z.?
+ 20a32% 03 + - - - + 40,0 =
oder unhomogen geschrieben :
(@) = a2t 4 6a,2> 4+ -+ -+ 4, =0,
deren Wurzeln sie sind,

Es ist dann auch }7(z,,x,) eine eindeutige Form (J/F(z) eine
eindeutige Function) auf der Fliche, welche durch ihre Werthe zwei
neonjugirte’ Stellen derselben unterscheidet; und es bestehen die beiden
Sitze:

Jede eindeutige algebraische Function einer Stelle der Fliche ist
rational darstellbar durch z und J'Tec)

Jede eindeutige algcbraische Form einer Stelle der Fliche ist rational
und ganz darstellbar durch z,, ,, Y (z,, ©,).

Durch die Werthe von z und V{(z) ist die einzelne Stelle des
Gebildes unzweideutig festgelegt.
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§2
Die canonischer Querschnittsysteme und die Integrale L Gattung.

Anf der Riemann’schen Fliche werde nun ein System von 2p == 4
Querschnitten:
4,, 4y; By, By,
welche die Fliche nicht zersticken, in folgender Weise gezogen: Die
vier Paare von Querschunitten
4,4,, B, B,, 4, B,, 4,5,

sollen keinen gemeinsameny Punkt besitzen; dagegen sollen 4, und B,
sich in einem und nur einem Punkte schneiden, ebenso A4, und B,.
Der Sinn dieser Querschnitte sel wie bel Riemann (ges. W. p. 123) so
festgelegt, dass der Querschnitt 4, den Querschmitt B ,,von links
nach rechts® also F; den A4; ,vou rechts nach links“ dberschreite.
Ein Querschnittsystem, welches diesen Bedingungen geniigt, soll
canonisch genannt werden,

Auch hier ist es fiir die allyemeinen Untersuchungen weder erforder-
lich noch auch nur zweckmissig weitere specielle Voraussetzungen iber
die Auswahl des zu Grunde gelegten canonischen Querschnittsystems
zu machen.

Die Perioden, welche zwel von einapder linear unabhiugige Inte-
grale erster Gattung, etwa:

: ke [Txgda
2) w, —-J Vra W, == Vi
an den Querschnitten eines solchen canonischen Systems (d. b, bei
Ueberschreitung derselben) besitzen, sollen mit:

4, A,y B, B,

EeS

S l-«-— a e e e e

@ Uy i @y b @y By Wyg

I

w, 6y @y By By

bezeichnet werden; dieselben sind bekanntlich nicht von einander
unabhingig, sondern durch die bilineare Gleichung:

(4 @y @y — Dy3 0y + @0y — @10y, =0

mit einander verkniipft; und ausserdem sind ihre recllen und imaginiren
Bestandtheile an gewisse Ungleichungen gebunden, deren explicite
Aufstellung hier nicht erforderlich ist.
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§ 3.

Die Periodendeterminanten, die transcendent-normirten Integrale
I. Gattung und die Thetamoduln.

Die Unterdeterminanten der Matrix jo;z , i=3,2%=1,23,4, welche mit:
16)) Dk = 01 Gy, — W D1k
bezeichnet werden sollen, sind endlich und von Null verschieden, so-
lange die Verzweigungspunkte alle von einander verschieden sind; das
folgt daraus, dass es sonst nicht moglich sein wiirde, Integrale
I. Gattung mit vorgeschriebenen Perioden am ¢'*? und Kt Querschnitt
zu bilden, die doch einem Riemann’schen Existenztheorem zu Folge
existiren miissen.*) Es wird daher avch insbesondere mdglich sein
»Normalintegrale 1. Gattung®

Vis Uy

zu bilden, welche an den Querschnitten I. Art A beziehungsweise die

Perioden:
1 0

0 1

besitzen, wihrend ihre Perioden an den Querschnitten II, Art B mit:
Ty Tie
Tor Ty

bezeichnet vpd ibrer hauptsichlichen Verwendung wegen ,, Thefa-

moduln* genannt werden. Zwischen diesen neuen Grossen und den
bereits eingefiihrten bestehen dann die Beziehungen:

(6) Wy = @0y + @y, Wy = Oy + Dyy¥s,

und umgekehrt:

(7) 0, = Do Wy — Wyp Wy v, = — @y Wy T @y W
o 22T T 1272 y == LT U
! DPr ! - Dz
ferner:
Ty == ‘épj"z*: Ty == &:
D2 bt P2
& 7, = bu Tyy = D
P2 Pie
=17y —Tp= B
Pz

*) Wegen des Beweises dieses Existenztheorems vgl. man den Math. Ann.
Bd. 21, p. 157 abgedruckten Brief von Herrn H. A. Schwarz an Herrn F. Klein
und die daran ankniipfenden Noten des Berrn Ascoli, Ist, Lomb, Rendie, ser. 2, t. 18,
sowie die 2. Auflage des Werkes von Herrn C. Neumann tiber Abelsche
Functionen,
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Die Bilinearrelation p,5 + p,, == 0 (Gl. 4) geht damit Gber in:
) T2 == Ty,
wihrend die § 2 a. E, erwihnten Ungleichungen sich dshin zusammen-
fassen, dass die binfre quadratische Form:
(10) byymy® + 2by,memy + by, my?,
deren Coefficienten b, die imaginiiren Bestandtheile der ., sind, definit
und positiv sein muss. Die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen hiefiir sind behanntlich:

(11) b >0,
bb — bi> 0
(also auch &y, > 0).

§ 4.
Uebergang von einem canonischen Querschuittsystem zu einem
andern; Abel'sche Substitutionen.

Die in § 2 eingefiihrten Perioden waren definirt upter Zugrunde-
legung eines ganz bestimmten, wepn anch willkiirlichen canonischen
Querschnittsystems. Wird dasselbe durch ein anderes ersetzt, so treten
an die Stelle der @ andere Perioden, die mit @ bezeichnet werden
sollen. Da aber unsere Integrale keine von den © uuabhingigen
Perioden besitzen, so werden*) diese neuen Perioden lineare Functionen
der alten mit ganzzahligen Coefficienten sein, welche folgendermassen
geschrieben werden mbgen:

@1 = a4, 0,1+ 4,0, + a,0,; + @0,
@y = biog+ bo. + o, + biea,
Wiy = €0+ GOz + 0, + €0y,
617:4 = d; @, + ‘22‘1712 + (]4563,3 + ddw“)

(12)

Da die Relation (4) auch von den neuen Perioden erfuflt werden
muss, und da auch die alten Perioden gangzahlige Functionen der
neuen sein miissen, so missen®) zwischen den Coefficienten der Sab-
stitution (12) sechs Relationen bestehen, welche kurz:

Ta, b =0, Ta, ¢} =1,%*) [a,d]=",
(13) (B, c] =0, [bd]l=1,*) [ dj=10,
geschrieben werden sollen, indem zpr Abkiirzung:
ayby — a;b, + ayby — a,b, = {4, U]

«) Hermite, sur la théorie de la travsformation des fonctions abélicoues,

§ I (C. R. t. 40, 1835).
# g, a 0. §3 o
#e%, Dags hier |+ 1 und nicht — 1 sieht, ist doyrch die § 2 a. E. erwabnten

Ungleichungen bedingt.



204 Bzixgicn Borxaagpr,

gesetzt ist. Damit wird die Auflésung der Substitutionen (12) in der
Form erhalten:

O = (01 F 30 — Ay 03 — byoiy,

O = ¢+ 4,0k — 6,0 — bwl,
(14) @3 = — 6103;:1 - d1 m;'Z + a4 w:‘."t + b1 00:'4,

O = — G0t — Ay @i + G073 + b0

und den Relationen (13) treten, wenn zur Abkiirzung:
(1, 2] =ay¢, — a0, + by dy — by,
gesetzt wird, die folgenden an die Seite:
[1,2]=0, [1,8]=1, [1,4]=0,
(1%) 2,8]=0, [24=1, [34] =0,

welche mit jenen vollstindig iquivalent sind.

Eine lineare Substitution, deren Coefficienten den Bedingungen
(13) resp. (15) geniigen wird nach Herrn C. Jordan®) ,, Abel'sche
Substitution** genannt. Wo im folgenden von linearer Periodentrans-
formation. die Rede ist, soll stets darunter verstanden werden, dass
dieselbe durch eine Abel'sche Substitution geschehe.

§ 5.
Lineare Transformation der Normalintegrale und der Thetamoduln.

Zu dem in § 4 eingefithrten , neuen* Querschnittsystem, auf
welches sich die gestrichenen Perioden beziehen, gehdren auch neue
Normalintegrale und Thetamoduln. Zwischen diesen und den ,,altent
Normalintegralen und Thetamoduln besteht eine grosse Anzahl von
Beziehungen, von welchen in den Anwendungen der allgemeinen
Theorie auf specielle Probleme bestindiz Gebrauch zu machen ist.
Da diese Beziehungen von verschiedenen Autoren™®*) abgeleitet sind,
welche sich verschiedener Bezeichnungen bedient haben, so ist eine
Zusammenstellung einer Reihe solcher Bezichungen in gleichmissiger
Bezeichnungsweise vielleicht nicht iberfliissig; es soll daher an dieser
Stelle eine solche gegeben werden.

*) Traite des subst. p, 171, Uebrigens nennt Herr C. Jordan auwch solche
Substitutionen ,,abéliennes®, welche durch Bedingungen charakterisirt sind, in
denen rechts statt wie in (13) und (15) eine 1, eine beliebige ganze Zahl % stebt,

**) Vgl 2. B. Hermite a, a. O.; Thomae, die allg., Transformation der
O-Functionen (Diss. Gtt. 1864); Clebsch und Gordan , Abel’sche Functioven
(Leipzig 1865); Konigsberger, Cr. J. Bd. 65, p. 344 ff.; Witting, Ueber eine
Configuration im Raume (Diss. Gott. abgedr. in Schidmileh’s Zeitschr, 1887); sowie
die zusammenfassende Darstellung bei Krau se, Die Transformation der hyperell
Fet. L. O. (Leipzig 1886) p. 691
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Die zu den allen Querschnitten gehdrenden Normalintegrale v be-
sitzen an den Querschnitten des neuen Systems Perioden, welche mit:

4 4, B/ B

5 A B ¢ b
o A4 ¢ B, G . D

bezeichnet werden sollen;*) den Formeln (12) entsprechend ist dann:
A= 4 a1 + 4T, Ay =a, -t 6ty ey,
B, = b + U7y + bitye, By =by + byry + YT,
Ci=¢ + vy + et Co= 6+ 61y + T
D, =d; + dyzy; + dy7yy, Dy=d, + dyry + dy7y,.

Die zu den neuen Querschnitten gehirenden Normalintegrale v,'y,” be-
sitzen an eben diesen Querschnitten die Perioden:

(16)

4/ 4, B ' B

'Ux( . 1 0 T Ty

Die Vergleichung der Perjoden an den beiden ersten Querschnitten
liefert die Ausdriicke der v durch die v':
an v, = 4, ""t: + B, ”2}
vy, = A,v," + B,v,
und mit Hilfe dieser Aunsdriicke liefert die Vergleichung der Perioden
an den beiden andern Querschnitten die Relatiopen zwischen den
urspriinglichen und den transformirten Thetamoduln :
C, =4, th+ Bita,  Cy=4,7u+ B,y
(19) Dy = A7+ Bit, D,= 4,7+ B,1s.
Werden ebeuso die Perioden der mewen Normalintegrale an den
alten. Querschnitten bezeichnet mit:
III, = ¢;—a,7y — bytiz, 1l =  dy — a3%0 — by,
IV,= ¢~ agtn—bt, IVi= dy — 0T — b, T,
I, = — ¢ + a7y + b7, I o= —d, 4 a1ty + b1,
I, = — ¢+ o, % + BT, Ila=—d,+ a, Ty + b, T

*) Die doppelte Bedentung der Buchstabep A, B wird nicht stbren.

{16a)
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80 werden die zu (17) und (18) analogen Relationen erhalten:

v, = Lo, + IV.v,,
(17a) vy = Il1y0, + IV av,
and:
L = IILv, + IV,2y, L= Illz, 4 IV,1,,
Il = IIl %, + IV,vy,, Jlg= I1ll;v, + IV,7,,
Die Relationen (17), (18) und {17a), (18a) entbalten rechts noch die
Griossen beider Systeme; durch Elimination kbnnen aber auns ihnpen
andere erhalten werden, welche die Grossen des einen Systems durch
die des andern ausdriicken. Um diese Relationen bequem schreiben
zu kénnen, mogen die Abkiirzungen:

(@), = (8,6, — a3by);
N=4,B,— 4,B,
(19) = (a b2 + (ab)s 7y + ((a Bis+ (@ 6)42) Tio+ (@0)11 T + (@),
N'=IIT1V;—IV 111,
= (cd)y,— (@ )3yt + (— (G d)yt (@ 6)34) 7ha (86 v (@)t
eingefiihrt werden®); dann wird erhalten:

Ny = B,v; — Bv,, Ny) == — A0, + 4yv,,
(20) Noy=B,C,— B,C,, Nityy=-—A4,0,+ 4,C,,
N7y = B,D,— B, D,; Ntp= — A4, D+ 4, Dy;
und amgekehrt:
(20a) N'v, =1V, — IV,0,, N'v, = — Il v 4 IILv),
Noe,=1IV,I — IV, 1;, Noty=—IILI -+ IILI,
Ny =IVoII,.—1IV,1l;; Nty = —IILII 4 IIL 1,
Die Vergleichung der Ausdriicke fiir 75 und b, bezw. 7,, und 7,

liefert die Bilinearrelationen je fiir die Normalintegrale des einen und
die Querschnitte des andern Systems in der Form:

91 44102 - A‘lcl + B1D2 - B2D1
1) LIII,— LIIL + ILIV, — IV,IL
deren entwickelte Formen:

99, 1,214 3,27, + L3+ 42D s+ 11, 4] 7y 4 [3, 41t = 0,
"la, ]+ [ b) 7u + ([, €] + [d, b]) 7ha + [a, d] 7o + e, d)t'=0

als Zusammenfassung der Relationen (13) und (15) angesehen werden
konnen.

{183a)

0,
0,

[

I

{

*) Herr Witting schreibt N' statt V.
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Es mbgen noch einige einfache Relationen angefiibrt werden,
welche die zur Abkiirzung eingefiibrten Grbssen verbinden. Bestimmt
man die Perioden der alten Imtegrale an den alten Querschuitten aus
(17) mit Hilfe ven (16a), so findet man:

1 = AL+ BIIL, O =AIII + LI,
O = AL+ B,IVs, 1 = 4,IV. + B,IV,,

(23) — AL LB
w=4,1. +BIL , T,= 4. 1. 4+ A1,
T, = A, Il. + B, I, , Ty== A, 1. + B,1I,
und ebeuso aus (16) und (17a):
1 =4 111+ A, IV, O oe= A JI 4 A TT
. 0 =B 11l. + B,IV.,, 1 = D 1L+ B, IV,
(23a) )

ty=C Il .+ C IV, Ta = C, 111, 4+ C, IV,
=D, 111, + D, 1V, the == D IIT, 4 D, IV,
Die Vergleichung der in diesen beiden Formelgroppen enthaltenen

verschiedenen Ausdriicke fiir dieselben Grossen fihrt noch zu den
Identititen:

24 AL, =B,1V,, A Il 4+ B,11; = A1 + B, 1,
Y 417, = B I, €I+ CIV, =D, LL+D,IV,
endlich liefert der Multiplicationssatz der Determinantentheorie die
Relation:
(25) NN =1
welche itbrigens auch uumittelbar daraus folgt, dass, wie eine einfache
Ueberlegung zeigt:
@6) N T2 N = e

Py ¥
ist.

§ 6.

Gleichzeitige Vermehrnng der urspringlichen und der transformirten

Integrale um Vielfache der Perioden. Die Elementarcharakteristiken
und ihre Transformation.

Ist ein bestimmtes System von canonischen Perioden:
@y, g, Oy, @y

gegeben (der Kiirze wegen seien die ersten Indices weggelassen), so
erscheint jede andere Periode desselben Integrals als homogene lineare
Function derselben, mit ganzzahligen Coefficienten:

20 hy@y 4 hy@, + hyo, + ki
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oder wenn man bei der herkbmmlichen Schreibweise stehen bleibep
will:

28 oy + by, -+ 9,03 + g, 0,

Ueberhaupt kann, wie leicht zu sehen, jedes Werthepaar u,, u, auf
eine und nur eine Weise in der Form geschrieben werden:

Uy = hy @y + koo, + hyoyy - by oy,
%y = hyoyy - Ry@oy + hy @03 + By @y,
wenn die b (zwar nicht mehr ganze, aber doch) reelle Zahlen bedeuten

sollen. Ein solcher Complex von 4 reellen Zahlen, wie er hier dem
einzelnen Paare zusammengehtriger Integralwerthe zugeordnet ist:

G ) oaers (3 1)
soll im Folgenden eine Elementarcharakteristik:®) heissen; insbesondere
wird von solchen Elementarcharakteristiken die Rede sein, deren

(29)

Elemente ganze Zahlen oder ganze Vielfache von —;— sind.

Die Elementarcharakteristiken sind definirt mit Zugrundelegung
eines bestimmten Periodensystems; wie werden sie sich #ndern, wenn
man die Perioden einer linearen Transformation unterwirft? Die Ant-
wort auf diese Frage ergiebt sich daraus, dass identisch sein muss:

B0} hyoy+ hywy + hyoy + o, = b0+ ko, + ke, + ke,
Der Inhalt dieser Gleichung kann unter Benutzung eines in der In-
variantentheorie iiblichen Ausdrucks folgendermassen ausgesprochen
werden:

Die Transformation der Elementarcharalteristiken volleicht sich in
der Weise, dass ihre Elemente als su den Perioden comtragrediente
Variable auftreten;
oder ausfiihrlicher:

Die Substitution, welche die Elemente der alten Elementarchorak-
leristik; durch die der newen ausdriickt, geht durch Vertauschung der
Zeilen mit den Colonnen der Coefficientenmatriz aus derjenigen Sub-
stitution hervor, welche die neuen Perioden durch die alten ausdriickt
— und gleiches gilt bei Vertauschung der Worte ,,alt und ,neu*.

Ausfibrlich geschrieben lauten die Substitutionsformeln der Ele-
mentarcharakteristiken folgendermassen:

hyo=a k' + bk + ek’ 4 dihy,
31 hy = ay by + byhy + cyhy’ + ahy,
hy = ashy + byhy + ek + sk,
hy = a,h/ + bhy' + e, by + d,ky;
*) Spater (§ 27) wird auch von ,,Primcharakteristiken” die Rede sein.
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und umgekehrt:
b= ey ey — e by —~ Caliy,
Iy = dihy 4 &by — dyhg— d,h,,
b = — ayhy — a by ahy + by,
by = — byhy — by hy + b Jey 4 by
. Hieran mdgen noch einige Formeln angereiht werden, welche auf
einander entsprechende Perioden der Normalintegrale v,v, einerseits,
2, v, andererseits sich beziehen. Werden die ¢ um simultane Perioden:
Ty = by + bytyy 4 hy700,
Ly =Tty 4 by Ty 4 7o
vermehrt, so sind die ¢" gleichzeltig um die Perioden:
Iy = b+ Byt ~F B,
L) = by 4 bt k)t
zu vermehren; die %, ' bedeuten dabel nun wieder ganze Zahlen,
welche durch dig Relationen (31), (31a) verbunden sind,
Fir diese 7, 7" erbalt man nun die Relationen: aus (16) und (16a):
Li=k'd, + kB + b 'C + &'D,,
Ty== b A, +b/B, + b C + k' Dy,

(31a)

(32)

(32a)

(33)

und umgekehrt:
33 T = 1L+ 1, IV, + Ry I + R 1L,

(33a) = o ILLy 4+ by IV, oy Lo+ bl L,

welehe (in fbnlicher Weise wie (30)) als Zusammenfassung der Rela-
tionen (31) und {31a) gelten kbnnen; ferner aus (17) und (17a;:
(34) T1=A1T1'+BxTz'» TQ:':;A'.'TI’ + Bz*Tz{

und umgekehrt:

(34a) T, = IIL.T + IV.4,, O)=1104,T +1V,T;

endlich aus (20 und (20a):

(35) NTl’”"—;BQTl—'B)T’?} NP = — 4,1, + 4, T,

und umgekehrt:

(35a) N7, =1V,T, - IV.7/, NT, wm — LTV + LT
§

Flementare Modificationen des Schnittsystems. Zusammensetzang aller
Abel'schen Substitutionen aus 4 Erzeugenden.

Als nothwendige Bedingungen dafiir, dass ¢ine lineare ganzzahlig,_'e

Substitution geeiguet sei, ein canonisches Querschnitteystem in ein

anderes Gberzufihren, sind oben (§ 5) die Relationen (13) bezw. (15)

Mathematische Anualea. XXXV, 14
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gefunden worden. Es entsteht nun die Frage ob diese Bedingungen
auch hinreichend sind, m. a. W. die Krage:

Wenn irgend ein Querschwitisystem gegeben ist, kann man dany
immer zu thm ein zweites so finden, dass die zu den beiden Systemen
gehbrenden Perioden durch die Gleichungen (12) bezw. (14) verbunden
sind, wenn die in diesen Gleichungen auftretenden ganzen Zahlen dex
Bedingungen (13) bezw. (15) gewiigen, vm dibrigen aber willkiirlich ge-
geben sind?

Der Beweis dafiir, dass diese Frage zu bejahen ist, zerfillf in
zwel Theile, einen geometrischen und einen zahlentheoretischen. Zuerst
wird nimlich gezeigt, wie alle iiberhaupt moglichen Querschnifts-
inderungen aus 4 einfachsten solchen Aenderungen sich zusammen-
setzen lassen; dann wird gezeigt, wie aus den jenen 4 Querschnitts-
inderungen entsprechenden Substitutionen alle diejenigen sich zu-
sammensetzen lassen, welche den Bedingungen (13) bezw. (15) geniigen.

Der erste, geometrische Theil des Beweises beruht auf folgenden
Ueberlegungen, welche im Wesentlichen von Herrn Thomae®) ent
wickelt worden sind.

Zunzchst kann man die Benennungen der beiden Querschnitts-
paare (A,B)) und (4,B5,) mit einander vertauschen; das liefert eine
Substitution:

(D) **) 0 =0, 0=0, o =0, 0/=a0,

Zu dieser Substitution gehdren die folgenden Umsetzungen der Normal-
integrale und der Thetamoduln:

’ I
UV ==, Uy =0y,
’ 7
(36) Ti1 == Ty, Tiz == Ty, Ty = Ty.

N=N=1.

Zweitens kann man aber auch die beiden Querschnitte eines Paares
unter sich vertauschen, wenn man dabei den Sinn des einen #ndert.
Von den hierin begriffenen Vertanschungen braucht nur eine, etwa
die von A4, mit B, beriicksichtigt zu werden, da die andere vermdge
(D) aus ibr hervorgeht. Ihr entspricht die Substitution:

(B) O =—a;, @ =0, 0 =0, 0 =0,

mit den Umsetzungen der Normalintegrale und Thetamoduln :

*) Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 12; anch Cr. J. Bd. 75, p. 230 f. Herr
Thomae hat noch eine grossere Anzahl elementarer Aenderungen.

**) Die Buchstaben fiir die Erzeugenden wie bei Krazer, ann. di mat
ser, 1I. t, XII p. 296.
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= P &) ‘ e g Ty~ Ty 1
N-— t“, 1‘1 T e o ? ”: . L :“i ity ,
1 m
2
Gu=— 1, f o T
! LT E ey e
(37) T T T1t ’
. P P
. i’ & = Fo Oy kT, Ry
N = T11, 2}1 R o Ty &5 - P ,
T T
t Tiz ;T H 1
Z” = — £ Ti’l T "~y r‘ﬂ RS o —
11 Ty 0,

Es ist klar, dass aus den beiden Operationen (D) und (B) jede
andere Aenderung des Querschuittssystems abgeleitet werden kunu,
welche auf eine blosse Aenderung der Bezeichnung sich zuriickfithren
lasst. Weitere Querschuittinderungen kbnnen also nur noch erhalten
werden dadurch, dass man einen der Querschuitte durch irgend eipe
Combination der andern eyweitert und diese Operation — immer pnter
Beriicksichtigung der fiir ein cauonisches Querschnittsystem festgesetzten
Regeln — eventuell an verschicdenen Querschnitten nack einander
vornimmt. Nun sind wir aber vermbge (B) und (D) iw Stande, jeden
Querschpitt an jrgend eine Stelle zu bringen; es wird also geniigen
zu untersuchen, wie wir gtwa den Querschnitt B, erweitern kbunen.
Wir kbnnen ihn erweitern um den zugehOrigen Querschuitt A,; wir
kénnen ihn ferner erweitern um einen der Querschnitte des andern
Paares, etwa um B,. Die Vermehrung von B, und 4, besonders za
betrachten, ist npicht erforderlich, da A, und B, vertauscht werden
konnen, ohne dass B, seinen Platz wechselt,

4w
= '3/ A
"—-‘—*s -'—:~\.)- B,{wl/ P i‘\\\ — B;
~ 3 “ . e
4 N / -
E / 8 7 A
i N \‘ "4 \‘
e ! i ] P e T P
' II, \\ ,l
% , ; . RE— /
e \~ ’ ~ 4
S “ .
) T ,/"*—-..—" - .
AR Fig. .

Wir erweitern also drittens B, um A, (vgl. die vorstehende Figur);
das giebt die Substitation:
(4} © = — 0, 0 =0, 0 =, oy == 1,
mit den Umsetzyngen der v und z:

. ‘“ L’ T Cpd 1 T O
N=1l-—z, =g, V= "—7357
, iy . T o T Tyt if)
AL G A P Fap == 1 — 1y ’ )
(38) , L . ."_ij:..i;” o
N'= 17 Ul:l‘i"’ix’ + 1 ’
U B T AT T )

==

T ""'”ix

14

e, T, R
T4y’ - bty
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Viertens endlich erweitern wir B, nm B,; dann wird aber B/
von A, getroffen, was nicht sein soll. Um dem abzuhelfen, miissey
wir 4, 50 erweitern, dass es B, poch einmal im entgegengesetaten
Sinne trifft, also nm (— 4,). So erhalten wir die Substitution:

4 ’ r —_ r’ e
C) o =040, o=0, 0=a, 0= —ao
wit den Umsetzungen der » und z:
N=1, v/ =0, 0 =0,—0, %=7y, Tp=71t), -1,

e 9 .
Toz = Toy — 2Ty T 13
(39)

’ ’ r ’ I3 ’
N=1, 9, =9, v,=9 -+, 7,,=714, Ty = T2 + 73
s &y Lt ‘.
’6222"'«-122—{—2112‘*—1711.

Damit ist der Kreis der elementaren Operationen geschlossen und
wir konnen das Resultat aussprechen:

Jede Aenderung unseres comonischen Querschwitisystems, welche
dasselbe wieder in ein canonisches System wberfihrt, und nuwr eme
solche Eann aus den 4 erzeugenden Operationen A, B, C, D zusammen-
gesetzt werden.

Nun haben die Herren Clebsch und Gordan®), andererseits
Hr. Kronecker**) auf arithmetischem Wege gezeigt, dass in der
That jede Substitution, deren Coefficienten den Bedingungen (13)
bezw. (15) geniigen, aus jenen 4 Erzeugenden zusammengesetat werden
kanp, Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ergiebt sich dann
das schliessliche Resultat als Antwort auf die zu Anfang des Para-
grapben aufgeworfene Frage:

Die Gleichungen (13) resp. (35) sind nicht nur nothwendige, sondern
auch hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine lineare Substitution der
Form (12) resp. (14) eine zulissige Aenderung unseres Querschnittsystems
darstellt.

§ 8.
Monodromie der Verzweignngspunkte.

Ap die im vorigen Paragraphen discutirte Frage kniipft sich nun
eine weitere, welche fir die Entwicklung der Theorie nicht minder
fundamental ist.

Wie bereits §1 hervorgehoben, erfordert eine vollstindige Durck-
bildung der Theorie durchaus, die Versweigungspunkte der Riemany/-
schen, Fléche als frei verimderliche Grissen 2w betrachten. Die Perioden
erscheinen dann als Functionen dieser Verinderlichen; sollen sie stefige
Functionen derselben bleiben, so muss man die durch ihre Aenderung

¥} Abel'sche Fuuctionen p. 304,
**} In Vorlesungen, vgl. Berl, Ac. Monatsber. 1866 (abgedr. Cr.J. Bd. 68, p.273).
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bedin_gte Deformation der Riemann'schen Fliche und des auf derselben
verzeichneten Querschnittsystems als in der Weise vor sich gehend
sich vorstellen, dass die Verzweigungs-

punkte die Querschmitte vor sich .~ =7 7T

herschieben¥®). (Rickt z. B. In der \«; ) ,
PFigur der Verzweigungspunkt g mach 7 TE& T & €
o', so ist das Stick ced des Quer N\ __ .
schpitts bis etwa za der Form ce'd o :ﬁ -

£ S

auszudehnen.)

Diese Deformation der Fliche kann man nun — immer unter
Vermeidung des Zusammenfallens von Verzweigungspunkten — solange
fortsetzen, bis schliesslich jeder Versweigungspunkt wieder eine Stelle
einnimmt, welche schon in der urspriinglichen Gestalt der Fliche vou
einem solchen Punkte — sei es demselben, sel es eigem andern —
eingenommen war. Dann ist schliesslich die hyperelliptische Irratio-
nalitit wieder die urspriingliche geworden, aber das Querschnitisystem
hat eine Aenderung erlitten — natlirlich unter Beibebaltung seiner
Eigenschaft, ein canonisches System zu sein. Von einem solchen
nenen Querschnitisystem soll yun unter Benutzung eines Terninus
des Herrn Hermite**) gesagt werden: s gehe durch Monodromu der
Verzweigungspunkte eus dem wrspriimglichen hervor.

Die in Aussicht gestellte Frage ist dann diese:

Lassen sich alle canonischen Querschnittsimderungen durch Mono-
dromie der Versweigungspunkie erzielen, oder zerfallen viclleicht dic
sammilichen Querschnatisysteme in eine Anzald getrennter Classen derart,
dass nur die je derselben Classe angehirenden Systeme durch Monodromic
der Verzweigungspunkte i einander dbergefidirt werden Limnen?***)

Um zu zeigen, dass in der That ersteres der Fall ist, dass also
alle canonischen Querschnittsysteme in diesem Sinne zu giner und der-
selben Classe gehbren, wird man an irgend ein passend zu wihlendes
Ausgangssystem ankniipfen dirfen: denn kanu man von diesem zu
jedem anderu gelanger, so ist auch zwischen diesen andern der Ueher-
gang moglich. Als solches Ausgangssystem moge das folgende (auch
sonst schon mehrfach benutzte) gewihlt werden: )

Die Verzweigongspunkte O und 1, 2 und 3, 4 und 5 mogen

#} Vgl. die Figuren aus Riemann'> Nachlass, ges, W, p. 4u4
** C. R. Bd. 32 (1851).
##¥) Fir die folgenden Entwicklungen vergleiche man die des Hra, C.Jordau,
tr. des subst. p. 357 ff. Dort leidet nur die Uebersicht darunter, diss die Frage mit
der viel specielleren des Theilungsprqblems verquickt und von dem a.nschuuhc.hen
Hilfsmittel der zweiblattrigen Riemann’schen Flache kein Gebranch gemach!; st

%, Das von Herrn Weierstrass und seinen Schilerp benutzte Perivden-
system wird aus dem im Texte gewihlien dadurch erhalten, duss man Ay, B
durch B,, — A4, ersetzt.
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durch Verzweigungsschnitte verbunden sein, von welchen keiner dep

andern fwifft. Dann mbgen

die Querschuitte: A, 4, B, B,

die Punkte 0,1 3,4 1,2 45

in der in der Fig. 4 angegebenen Weise umschliessen (im obern Blatt
verlaufende Linien sind ausgezogen, im

B ~
n/ N B _~-_ untern verlaufende punktirt).
4 5\ / 4{ /A Durchlaufung der Querschuitte in
7 \/{\_*-\ “{1‘/\:4};{ / - positivem Sinne liefert dann *) die Perioden:
i\ / ; %/ (40) 4, A, B, b,
{_/ :‘\ 73 ; Sy —e 4o + o,
S Man kann nun leicht 4 Mono-

Fig. 4 dromien der Verzweigungspunkte an-
t=1

geben, deren Einfluss auf dieses Querschnittsystem gerade durch die
erzeugenden Substitutionen 4, B, C, D des § 7 dargestellt wird.

Lisst man ndmlich ersfens die Punkte O und 1 ihre Plitze wechseln,
indem man den sie verbindenden Querschnitt um -~ 180° am seine
Mitte drebt, so nimmt das Querschnittssystem, weun man gleichzeitig
die ibrigen Punkte in fir die Zeichnung bequemer, sonst aber
irrelevanter Weise verschiebt, die folgende Gestalt an:

,‘/‘ ﬂ_\“\
e
/ \
./’ /\ \\ /j—%\?—&
[ A Nen, A / > S
1 7 \\ * \ /\ \
A LA S N S U g8l
/ /[ ‘\ Y\ /

A, )
Fig. 5.

und man erhilt aus dieser Figur, wie leicht za iibersehen , die folgenden
. Beziehungen zwischen den alten
- - \ A., B g

A 2B urd neuen Perioden:
’ / g \"‘ \ :’ .'/\‘ wll == )y "}" @3, ("2, == W,
\ = [\Ih ToEs ‘\'\3 " A / 0y = ©,, 0, = o,
\\,:_/ >¥A/ ...... »(__~  — also genau die Substitution 4.
Yig & Lisst man zweitens die Punkte

0 und 2 ihre Plitze wechseln,
indem man beide den Punkt 1 so nmgehen Iisst, dass er links

von ihren Wegen bleibt, so gelangt man zu qur 6, welche die

*) Vgl Math. Ann. Bd. 32, p. 392,



Systematik der hyperelliptischen Funclipnen. 215

Relationen: @/ = — a;, o) =, o =a, o =0
zwischen den alten und neuen Perioden liefert — m. a, W. die Sub.
stitation B.

Lasst man dritfens durch Vertauschung der Punkte O mit 1,
2 mit 3, 4 mit 5 das Querschritisysters sich so verzerren, dass es
die nachfolgende Gestalt erhilt:

.
-~ RS
. -
5
# v -
ez~ A R, -
] 3 IS
2 ety "'},‘r-"—wx
)\ % 2=3 ‘ﬁ\f& Ty
v - - — ’ -
\ \ - P
N . 2 -2

l:‘xg. 1.
so erhalt man folgende Substitution:
o =0, 40, =8, o =0, @ =0 —a,
welche in § 7 mit C bezeichnet war,
Vieriens endlich wird die Substitution [ uder:
0, =, 0 =0, o =o, @, = @,

erhalten durch Vertauschung von O mit 3, | mit 4, 2 wit 5 i der
Weise dass die Figur in die folgende ibergeht:

¥ig. o.
Es Eonnen also alle & erzeuyenden Subistitulione, durch Monodromie
der Verzweigungspunkte erreicht werden. Nun baben wir z’zbeer in § 7
gesehen, dass jede lineare Periodeptransformation aus diesen 4 Er-
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zeugenden zusammengesetat werden kann; also ergiebt sich in dep
That als Antwort auf die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeworfene
Frage der folgende Satz des Herrn C. Jordan®):

Jede canonische Querschwittsimderung kawn durch Monodromie dey
Versweigungspunkie erzielf werden®*).

§ 9,
Das Umkehrtheorem nnd die hyperelliptischer Functionen.

Nachdem alle diese vorbereitenden Betrachtungen erledigt sind,
wenden wir uns zu dem fundamentalen Saize, welcher die Grundlage
aller folgenden Entwicklungen bildet, p&mlich zu dem Jacobi'schen
Umbkehrtheorem, das zundchst in seiner einfachsten Form ausgesprochen
werden mége:

Sind yy und uy mit den beiden Stellen (z, VI (x)) und (y, V1)
verbunden dwrch die Gleichungen:

¢ dx [ dx
W, = § —— Padaa
’ f vim T v
« «
(41) N Y
*xdx |, [ xzdx

=) Viw ) Vi

W

in welchen umber « ein Verzweigungspunkt der Riemawnw'schen Fliche
verstanden 1ist (von dessen Auswahl dic Werthe der Integrale wnab-
hiingiy sind), so sind die symmetrischen Functionen jener beiden Stellen
eimdeutige vierfach periodische Functionen von w, wnd w,*%),

Unter symmetrischen Functionen sind dabei zunichst die rationalen
symmetrischen Verbindungen beider Stellen, wie z* 4 z” oder J/fz’

4 V72" verstanden, des Weiteren aber auch bestimmte Categorien
algebraischer Functionen dieser Verbindungen. Die letzteren sind durch
mannigfache algebraische Relationen mit einander verkniipft, und die
Theorie der vierfach periodischen Functionen besitzt eine Reihe von
Mitteln, um solche Relationen in systematischer Weise abzuleiten und
mit einander in Beziehung zu setzen. Man gelangt so durch die

*) Tr. des subst, p, 360.

**) Obwoh! die Betrachtung hyperelliptischer Functionen hoherer Orduung
ausserhalb des Rabmens dieser Vorlesungen legh, so sei es doch an dieser Stelle
gestattet ansdriicklich hervorzuheben, dass zwar die Entwicklungen von § 7,
nicht aber die ven § 8 fiir hyperelliptische Functionen von hoherem p giltig
bleiben; es soll dies an anderer Stelle ansgefihrt werden (vgl auch C. Jordan
a, a. 0. p. 364, art. 497).

***) Ueber eine allgemeinere Wahl der unteren Grenzep vergl. § 42



Systematik der byperelliptischen Fuuctiones. 217

Theorie dieser iranscendenten Functionen hindurch zu einer tiefer-
gehenden Erkenntniss bestimmter Classen algebraischer Relationen.
So erscheint als eine Hauptaufgabe unserer Theorie:

Aufsuchung und Behandlung derjenigen algebraischen Problowe, in
deren Natur man durch den Besitz der vierfach periodischen Funclionen
Einblick erhdlt. —

Solche Probleme sind es, welche den Gegenstand der folgenden
Entwicklungen bilden ; ihre genauere Bezeichnung kann erst im weiteren
Verlauf gegeben werden.

I Abschnitt.
Hyperelliptische Funetionen und Formeun; Gruppe.
§ 10.
Algebraische Definition hyperelliptischer Functionen.

Wir kniipfen zandichst an an das in § 9 aufgestellte Umkebr-
theorem, indem wir damit begiunen, dass wir dasselbe in eine ver-
allgemeinerte Form bringen. An Stelle der Gleichungen {(41) schreiben
wir nimlich die folgenden: )

< ¢ Py
42) v.r—-]dcy—i—]du,-«}—---—f-‘/d?;,, b=1,2
:./ ¥ y\‘*!

indem wir 2» von einander unabhiingige Stellen (z, V'f(z)) und
(y, ¥1(y)) der Riemann’'schen Fliche einfihren und statt der all-
gemeinen Integrale I. Gattung w die Normalintegrale v benutzen.
Die vierfach periodischen Functionen von v, und v, gehen dann itber
in rationale Functionen dieser Stellen; dieselben werden ausserdem
noch abhingen von den Coefficienten a der Function f(x), und wir
wollen dabin Gbereinkommen, dass wir fir's erste (d. h. in diesem
Abschnitt) nur solche Functionen in Betracht zichen, welche auch von
dicsen Coefficienten in rationaler Weise abhiangen.

Die so erhaltenen Kunctionen der z, y, a sollen also zunichst
Iyperelliptische Functionen heissen.

Dieselben besitzen zwei charakteristische Eigenschaften. Erstcns
nimlich bringt eine lineare Transformation des zu Grunde liegenden
algebraischen Gebildes keine Aenderung der v, T mit sich. Die hyper-
elliptischen Functionen indern sich also nicht, wenn man die z, y
linear transformirt und gleichzeitig die @ durch die Coefficienten der-
jenigen Function f ersetzt, in welche [ durch jene Transformation
ibergeht; m. a. W.:
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Hyperelliptische Functionen sind Covarianten der Function f ung
der Stellen z'...2", y ...y".

Zweitens aber bleiben unsere Functionen ungedindert, wenn may
die Stellen #,y so durch andere ersetzt, dass die v,, v, ungeindert
bleiben. Wenn aber die 2 Stellen , y mit den 2v Stellen &, ., g0,

% ...q0 durch die beiden Gleichungen:

=) & v

{43) /dv,+~-—}—b/d'0;zb/da+-'-—f‘—b/d'u‘, (¢==1,2)
¥ S 7 (

verbunden sind, so existirt nach der Umkehrung des Abelschen
Theorems eine rationale Function R(x) auf der Fliche, welche nur
an den Stellen z und 9 Null und nur an den Stellen ¥ und £ un-
endlich gross wird (wobei etwa mehrfach anftretende Stellen in be-
kannter Weise zu beriicksichtigen sind). Man nennt nun zwei Punkt-
groppen der Art, dass die Punkte der einen Gruppe Nullstellen, die
der andern Unendlichkeitsstellen derselben rationalen Function auf der
Fliche sein kbnnen, zu einander ,corresidual® oder ,iquivalent®;
und die erwihnte zweite Eigenschaft hyperelliptischer Functionen kann
in der Weise ausgesprochen werden, dass man sagt:

Die lyperelliptischen Functionen bleiben ungeiindert, wenn man die
Z,y durch andere Stellen E,w der Fliche ersetzt, welche die Figen-
schaft haben, dass die x mit den n susammen eing sw den y und den £
dquevalente Punkigruppe bilden.

Es ist vielleicht gestattet die Definition der Aequivalenz auf Doppel-
gruppen der hier bezeichneten Art in der Weise auszudehnen, dass
wan die Doppelgruppe der #, y zu der Doppelgruppe der £, y dana
dquivalent nennt, wenn die # mit den % zusammen zu den & und y
im urspriinglichen Sinne #quivalent sind.

Beide charakteristischen Eigenschaften znsammen liefern dann die
folgende algebraische Definition: ]

Hyperelliptische Functionen sind rationale Covarianten der Function
{, welche von einer Doppelgruppe von Stellen x',z" ... a®, o,y ... y»
in der Weise abhingen, dass sie sich wicht indern, wenn man diese
Doppelgruppe durch eine dquivalente Doppelgruppe ersetat.

Insbesondere miissen sie also ungeiindert bleiben, wenn man die
« fir sich oder die y fitr sich durch eine iquivalente einfache Gruppe
ersetzt. Hieher gehort als einfachster Specialfall derjenige, in welchem
die beiden Hquivalenten einfachen Gruppen dieselben Stellen in ver-
dnderter Reihenfolge erhalten: die hyperelliptischen Functionen sind
symmetrisch in den x und symmetrisch in den y.
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§ 11

Erweiterungen der Definition durch Heranziehung des formentheoretischen
Gesichtspunkts und darch Einfiihrung von Hilfspunkten.

Die im vorigen Paragraphen aunfgestellte Definitiop soll nun nach
zwel Seiten hin erweitert. werden.

Bereits in der Einlejtung sind die einzelpen Stellen der Riemuann’-
schen Fliche durch homogene Coordinaten definirt und die Coeficienten
von [ In homogener Weise eingefijhrt worden: in der grundsitelichen
Benutzung solcher homogener Verinderlicher soll die erste Erweiterung
unserer Detimition bestehen. Die bisher eingefithrten Functionen werden
dann homogene Functionen wullber Dimension der neuen Variabein und
die Consequenz der erweiterten Auffassuny besteht nun eben darin,
dass auch homogene Functionen von widerer Dimepsion betyachtet
werden.  Solche Jonmogene Fundionen von anderer als der nulllon
Dimension sollexs, wie e in der Algebira allgemein iblich ist, om f[olgen-
den kurz als Formen bezeichnet werden: die Verinderung in der Auf-
fassung der Fragestellungen, welche der Gebrauch von howmogenen
Variabeln mit sich bringt, lLisst sich dann korz iu die Worte zusumn-
menfassen:

Nicht allein Functionen, sondern auwch Formen sollen Gegenstund
der Undersuchung sein.

Die sweite BErweiterung uuserer Definition Luuptt an cine Auf-
fassung der Grundbegritfe der Invariantentheorie, von welcher zwar i
invuriantentheoretischen  Schriftey,  gelegentlich  tiebraueh  gemacht
worden ist, die aber trotz ihrer fundamentalen Bedeutung in die eiu-
leitenden Capitel der Lebrbiicher, wohin sie gehiort, noch keine Aut-
nahme getfunden hat.

Es handelr sich nimlick darum, dass man stets guch solche
Formen mit in den Kreis der Betrachtung zu zichen hat, welche
ausser von den dupch die jedesmalige Aufgabe bedingten Varizheln
noch vou gewissen Hilfsgrissen iu beliebiger Auzalil abhingen. Diese
Hilfsgrossen sind als zu den bereits vorbandenen cogrediente Verinder-
tiche auuufas:rn. ibre Eintithrung bedeutet also du, Herbelsiehunyg van
Covariauten mit einer noch grosseren Anuzahbl von Variabelnreihen, als
sie an und fir sich schon durch die Aufgabestellung bedingt ist.

Diese Einfuhrupg von Hilfsgrossen scheint auf dew ersten Blick
pur eine unndthige Beschwerung der Formeln mit sich zu bringen;
aber sle gewihrt einen uicht geringen Vortheil Es biudert niamlick
nichts — und das ist der Gesichtspunkt, welcher hier hervorgehoben
werden sollte — den Nullpunlt, den Upendlichkedspusdit und den Ein
Teitspunkt des benutzien Coordisulensystems selbst abs sulche cogrodeente
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Hilfspunlte einzufiihren. Dadurch belommen alle Rechnungen, welche
an das Coordinatensystem ankniipfer, an sich invariantentheoretische
Bedeutung. So erreichen wir mit viel geringeren Mitteln dieselben
Vortheile, die man sonst wobl von der Einfibrung sogenannter
,typischer® Coordinatensysteme erwartet.*)

Fir unsere gegenwirtige Untersuchung bedingt diese Auffassung,
dass wir die symmetrischen Verbindungen der z und die Coefficienten
von [ direct als die einfachsten hyperelliptischen Functionen auffassen
diirfen,

§12.

Erste transcendente Definition hyperelliptischer Functionen; natiirlicher
Bereich der transcendenter Variabeln.

Neben die in den beiden vorigen Paragraphen erliuterte alge-
braische Definition der hyperelliptischen PFunctionen stellt sich nun
eine zweite, welche als framscendenie Definition bezeichnet werden soll,
Sie beruht darauf, dass man statt der Stellen z, y des hyperelliptischen
Gebildes und der Coefficienten @ von f die durch Glehg. (42) definirten
Normalintegrale » und ihre Thetamoduln z als unabhingige Veriinder-
liche absieht. Die hyperelliptischen Functionen werden dadurch zu
eindewtigen Functionen der fiinf Grissen:

(44) Yy Cu; Tips Tia; Tags
welche ungeindert bleiben, wenn man v,, v, durch

v+ Ry Dy A Ry,
oy o+ by <+ Byt A By,
ersetzt, wunter hy, by, hy, b, beliebige ganee Zahlen verstanden.

Die funf Grossen (44), welche als |, transcendente Argumente’s be-
zeichnet werden mogen, wihrend die z, J/fiz} und a ,algebraische Argu-
mente “ heissen sollen, sind nun ibrer urspriinglichen Entstehung zufolge
auf einen natirlichen Bereich beschrinkt: die v Linnen nur endliche
Werthe annehmen, die © nur solche, fiir welche die Ungleichungen (11)
erfillt sind. Die Umkehrung des Abel’schen Theorems lehrt dann, dass
wnsere hyperelliptischen Functionen im Innern dieses natirlichen Bereiches
keine wesentlich singuliire Stelle®*) besitzen.

Unendlich grosse Werthe der v hingegen und diejenigen Werthe
der z, fiir welche eine jener Ungleichungen in eine Gleichung iiber-

(44a)

*) Functionen, welche von solehen Hnlfspunkten fref sind, werden wir wohl
als reine Invarianten und Covarianten bezeichnen, ohse damit einen besonderen
Vorzug derselben ausdricken zu wollen. — Die »wtypischen® Coordinatensysteme
behalten natiirlich ihre Bedeutang fir specielle Probleme.

**) Vgl. Weierstrass, Abh, zur Funct.-Lehre p. 130.
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geht, sind als Grenzsiellen des nattirlichen Bereichs der Variabeln za
betrachten; in jhnen werden die hyperelliptischen Functionen wesent-
liche Singularititen besitzen. Welcher Art aber diesp Singularititen
sind, dariiber ist bisher wur sehr wenig bekannt; und noch weniger
weiss man dariber, ob jede Function der » und 7z, welche die erwihn-
ten Bigenschaften hat, wirklich eine hyperelliptische Function im Sinne
der algebraischen Definition des § 10 ist. Es scheint daher vorliufig
am zweckmissigsten zu sein, diese Frage ganz bei Seite zu lassen und
der transcendenten Definition der hyperelliptischen Functionep die
folgende Fassung zn geben: ’

Hyperelliptische Functionep im Sinpe des § 10 sind solche ein-
deutige Functionen der trunscendenten Argumente, welche in den alge-
braischen Argumenten rational sind.

§ 18,
Einfithrung des formentheoretischen Gesichtspunkts in die transcendents
Definition,

Die zu Anfang von § 11 vorgenommene Einfithrung des formen-
theoretischen Gesichtspunkts in die algebraische Definition bedingt nun
anch fir die transcendente Definition eine analoge Umgestaltung. Um
dieselbe zu erhalten, miissen wir zunfichst von den Normalintegralen und
Thetamoduln, die ja absolute Invarianten sind, wieder zyriickgehen
zu den urspriinglichen Integralen w und ihren Perioden. Wir baben
dann die beiden Reihen von je fiinf Verdnderlichen:

(45) w0, oy @ @y "’1“.

Wy @y @y By @y
die hyperelliptischen Former werdep homogene Functionen dieser Ver-
inderlichen, deren Eigenschaften nun niher anzugeben sind.

Werden zuniichst die z,, #, linear transformirt, was der alge-
braischen Definition wufolge auf unsere Functivnen ohne Binfluss ist,
so transformiren sich auch die w und @ linear, sodass etwa:

w, , w, durch aw, + fw,, yw +da,
und gleichzeitig;

@i, @, durch w4+ B, 70,1+ 0w,
ersetzt werden. Bezeichnet man diese Operation als Combinatiop der
beiden Variabelnreiben (45;, eine Form auf welche dieselbe keinen Einfluss
hat, als eine Combinante, so kann man diege Eigensahaft o anssprechen :

Wir betrachten jetzt hyperclliptische Formen; dicselben sond Combi-
nanien. der beiden Variabelnreihen (45).

Nach den ersten Satzen der Invariautentheorie setzen sich alle
Combinanten von zwel Variabelnreihen aus den eiofachsten derselben,
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den sweigliedrigen Determinanten zusammen. Solcher Determinantey
treten hier 10 anf, nimlich die sechs bereits in § 3 als p;; eingefithrien,
und ausserdem vier von der Form:

(46) V; == Qg Wy — 01; W, (Z= 1, 2, 3, 4)

Diese 10 Grossen sind durch eine Reihe von Identititen mit
einander verbunden, von welchen drei unabhingige z, B. sind:

PyzPsy F PPy + PP =0,
(47) P1aVs + DuVy + Py =0,

Pia¥y T+ Doy ¥y o+ Py Ve = 0.
Ausserdem besteht noch die Relation (4):

Pis + Py =0.
Hyperelliptische Formen sind also eindeutige homogene Functionen dieser
50 verkniipften zehn Determinanten.

Zeichnet man eines der p;;, etwa p,,, aos und dividirt mit ihm die
iibrigen Determinanten, so erhilt man wieder die » und 7. Indem
man die Identititen (47) dazu verwendet, v, v,, p,, durch diese Grossen
auszudriicken, gelangt man zur Formulirung des Satzes:

Hyperelliptische Formen sind Functionen von v, v,, T),, Tias Taa,
multiplicirt mit einer Polenz von p,,*).

§ 14.
Benutzung von Hilfsgrissen bei der transcendenten Definition.

Wie fiir die algebraische Definition (§ 11) kann es auch bei
Benutzung der transcendenten Definition zweckmissig sein, auch solche
Functionen in Betracht zu ziechen, welche von geeignet gewihlten
Hilfsgrissen abhingen. Soll insbesondere das Analoge zu dem erreicht
werden, was dort die Auffassung der Grundpunkte des Coordinaten-
systems als cogredienter Hilfspunkte erzielte, so wird man hier soiche
Grossen einzufithren haben, dass man die  selbst als Combinanten
auffassen kann. Dies wird am bequemsten dadurch erreicht, dass man
die Coefficienten in den Ausdriicken der w durch die v, also die vier
Perioden erster Art,**) selbst als solche Hilfsgrossen einfiibrt. So
gelangt man zu der folgenden erweiterten Bestimmung:

*) Ganz ebenso gelangt man im Falle der elliptischen Functionen dazu, die
ganzen Invarianten g, ', @, g5 als Product je einer Potenz von o, in eine Funetion
von v und z aufzufassen,

**) Vgl z, B. auch Staude, diese Ann, Bd. 24, p. 288ff, wo die «,; eben
unsere @, sind.
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‘ Hg,‘perellip&scke Formen sind doppelt binire Formen von @,,. o,
emerseds, @y, @y, andererseits, deren Cocfficienten eindeutige Functionen
VOR Uy, Oy, Tyyy Typ, Tay Sind. ™)

§ 15
Die Haunptgruppe.

Es bleibt noch Gbrig, die unter (4ia) gegebeneu Eigenschaften
der hyperelliptischen Functionen auf die Formen zu Gbertragey und
dadurch die Definition derselben zp vervollstindigen. Dazu mitssen
wir beachten, einmal, dass unsere algebraischen Argumente un-
gefindert bleiben bei Vermehrung der w um gleiche Vielfuche ihrer
entsprechenden Perioden; dann aber auch, dass jepe Argumente unab-
hingig sind von der Art, wie die Querschnitte anf der Hiemann'schen
Flache gezogen sind. Beides fassen wir zusymmen in die Aussage:

Dic hyperelliptischen Formen bleiben ungeiindert, wenn ihre Varicbeln
rermbge folgender Gleichungen durch neue erselzt werdey:

’

W o= w4 h;fox + how, + hyo, + ko,
@ = @ @) + a0, + ay@; + @, 0,
(48) @, = bio, + b0, + b, + b o,
0 = £ @ + €@, 4 oy 4 ¢ o,
0, = dya, + dyo, + dia, + d, 0,

Die h, sowie die a,b, ¢, d bedeuten dabei ganze Zahlen; die
letzteren miissen iiberdies den Bedingungen (13) becw. (15) geniigen.
Zur Abkiirzang sind die Indices der w und die ersten Indices der @
weggelassen.

Werden zwei Sgbstitutionen der Form (48) nach einander an-
gewendet, so hat die resultirende Substition ebenfalls dieselbe Forw;
m. a W

Alle in der Form (48) enthaltenen Operationen bilden cine Gruppe.

Diese Gruppe soll im folgendep kurz als ,,dic Hauptgruppe* be-
zeichnet werden; die transcendente Definition hyperelliptischer Formen
pimmt dann folgende Gestalt an:

Hyperelliptische Formen sind eindeutiye analytische Invarianten der
Hauptgruppe (wélche in den alyebraischen Argumenten rational sind).

*) Hier zeigt sich der Theorie der elliptischen Functionen gegenilber ioyofern
ein bemerkenswerther Unterschied, als man bei letzteren nicht um Stande ist, die
Coefficienten von f; in ibnlicher Weise, wie dies im Texte mit devjenigen von f;
geschehen ist, als Functionen der trapscendenten Variabeln aufzufassen; man mass
dort vielmehr bei den , reipen™ Invarianten stehen bleiben, weil map eben den
©, % unur eine Periode @, hinzufiigen kanu, die gerade ausreicht, um dberhaupt
zu Formen zu gelangen.
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Diejenigen hyperelliptischen Formen und Functionen welche die
z, 4, bezw. die w nicht enthalten, sondern allein von den g, bezw. den o
abhingen, sollen im Folgenden, analog der im Gebiete der elliptischen
Functionen eingebiirgerten Terminologie, als hyperelliptische Modui-
formen und Modulfunctionen von den eigentlichen hyperelliptischen
Formen und Functionen unterschieden werden, welche von beiden
Classen von Argumenten abhingen.

II. Abschnitt.
Untergrappen und Stufen.
§ 16.
Algebraische Functionen der algebraischen Argumente; Untergruppen
von endlichem Index.

Neben den rationalen Functionen der algebraischen Argumente
sollen nunmehr auch solche algebraische Functionen der algebraischen
Argumente betrachtet werden , welche eindeutige Functionen der trans-
cendenten Argumente sind.

Diese Functionen werden nun nicht mehr allen Operationen der
Hauptgruppe (40) gegeniiber sich invariant verhalten, sondern sie
werden, wenn man alle diese Operationen auf sie anwendet, eine end-
liche Anzahl verschiedener Werthe annehmen. Da alle jene Operationen,
welche einen Werth einer solchen Funection ungeindert lassen, eine
Untergruppe bilden, deren Index gleich ist der Anzahl der verschiedenen
Werthe der Function, so folgt, dass jede der newen Functionen als
Invariante 2w einer Untergruppe von endlichem Index der Hawptgruwppe
(46) gehirt.

Bleibt andererseits eine Function bei allen Operationen -einer
solchen Untergruppe ungeiindert, so wird sie, wenn alle Operationen
der Hauptgruppe auf sie angewendet werden, nur eine endliche Anzahl
verschiedener Werthe annehmen, nimlich so viele, als der Index der
Untergruppe betriigt. Die symmetrischen Functionen dieser verschie-
denen Werthe werden daher bei allen Operationen der Hauptgruppe
ungesdndert bleiben, d. h. sie werden, falls sie den pag. 221 angedeuteten
Bedingungen geniigen, hyperelliptische Funetionen im Sinne des ersten
Abschnitts sein,

Die eingefithrte erweiterte Definition hyperelliptischer Functionen
erweist sich also als identisch mit der folgenden:

Hyperelliptische Functionen sind eindeutige Functionen der transcen-
denten Argumente, welche einer in der Hauptgruppe (46) enthaltenen
Untergruppe von endlichem Index gegeniiber sich invariant verhalten und
dabes von den algebraischen Argumenten algebraisch abhéngen.
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Es wirde daher eine ersie Hauplaufgabe einer systematischen
Theorie der hyperelliptischen Functionen sein:

Alle in der Hauptgruppe enthallenen Unltergruppes, von endlichem
Index awfruzihlen.

Die entsprechende Hauptaufgabe in der Theorie der elliptischen
Functionen kann insofern als geldst angesehen werden, als man im
Stande ist, die zagehbrigen ,,Fundamentalpolygone® in der Ebene der
complexen Grodsse z anzugeben.

Soll diese Theoarie auf hyperelliptische Functiogen (bertragen
werden, so wirde vor allem nothig sein, dass Analogon zum ,Iunda-
mentaldreieck“ der c¢-Ebene, den Fundameptalbereich im sechsfach
ausgedehnten Gebiete der dref complexen Grossen =, 7,4, 7, einer
cingehenden Untersuchung zu unterwerfen. Auf die fundamentale
Bedeutung dieser Frage sei deshalb hier nachdriicklich hingewiesen.

§ 17
Congrnenzuntergrupper und Stufen.*)

Die bis jetzt allein bekannten Untergruppen besitzen eine gemein-
same KEigenschafi, (welche keinegwegs allen Gberhaupt miglichen
Untergruppen zukommt, wie man aus dem Verhalten der elliptischen
Functionen schliessen darf): die Operationen jeder dieser Untergruppen
lassen sich dadurch von allen tbrigen Operstionsn der Huuptgruppe
trennen, dass ibre Coefficienten gewissen Congruenzen in Bezug auf
einen Zahlenmodul n gendgen.

Jede solche Untergruppe, deren Operationen sich durch Congruenzen
modulo n definiren lassen, welchen thre Coefficienten gemigen, soll
1 Congruenzuntergruppe w'e Stufe” heissen.

Das Wort ,,Stufe” wird dann von den Gruppen auf die zu ibnen
gehdrenden Functionen {ibertragen; wir sprechen von hyperelliptisthen
Functionen n'e Stufe als vou solchen, welche bei den Operationen einer
Congruenzuntergruppe we Stufe ungedndert bleiben.

Eine besonders erwihnenswerthe Art von Congruenzuntergruppen
sind die Principaluntergruppen, welche folgendermassen zu defipiren
sind. Fine Substitution der Hauptgruppe heisst modulo w gur Identitit
congruent, wenn in ihr alle Cocffiienten bis auf 6y, b,, ¢, d, der
Null, diese vier aber der Fins congruent sind. Zwei solche Substitu-
tionen mach einander angewandt, liefern wieder eipe Substitution der-
selben Eigenschaft; man kann daber sagen:

Alle Substitutionen, welche mod. n zur Idenditiit congruent sind,
bilden eine Gruppe, welche dic zum Modul n gehbrende Principalunter-
gruppe heissen soll.

T %) Vgl hier und im folgenden: Klein, zur Theorie der ¢ll. Modulfunct,
diese Ann. Bd. 17, p. 62.
Mathomatische Annalen. XXXV, 15
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Zwei Substitutionen, deren entsprechende Coefficienten nach dem
Modul # congruent sind, sollen selbst nach diesem Modul congruent
beissen. Nun kann man leicht zeigen: Zwei Substitutionen, deren
eine durch Zusammensetzung mit einer zur Identitit congruenten Sub.
stitution ans der andern hervorgeht, sind nach demselben Modul zm
einander congruent; und umgekehrt: sind zwei Substitutionen zm
einander congruent, so kann jede durch Zusammensetzung der andern
mit einer pach demselben Modul zur Identitit congruenter Substitution
erhalten werden. Daraus folgt aber weiter: wenn man eine zur
Identitit congruente Substitution durch irgend eine Substitution der
Hauptgruppe transformirt, erhilt man wieder eine zur ldentitit con-
gruente Substitution; m. a. W.:

Die Principaluntergruppen sind wn der Hawptgruppe ausgezeichnet
enthalten, ]

Der Index der zum Modul n gehdrenden Principaluntergruppe, also
die Anzahl der modulo # verschiedenen Substitutionen bestimumt sich¥)
fiir primzahlige Moduln folgendermassen:

Die Zahlen ¢ in (12) konnen alle (mod. #) verschiedene Werth-
systeme annehmen, mit Ausnahme des Systems:

o =0, = a; = a, = 0 (mod. »)
(mit welchem die Gleichung [a, ¢] == 1 nicht befriedigt werden kinnte),
im ganzen also #* — 1 Werthsysteme. Sind die ¢ bestimmt, so kénnen
drei von den ¢ noch willkiirlich angenommen werden, was auf #?
Arten moglich ist; das vierte ist dann durch [a, ¢] =1 bestimmt.
Sind die @ und ¢ fixirt, so miissen die b den Gleichungen [a, 8] =0,
[b, €] == O geniigen, was durch %> mod. » verschiedene Werthsysteme
geschehen kann; von diesen ist aber wieder dasjenige unbrauchbar, in
welchem alle b durch » theilbar sind. Die d konnen dann noch auf
n Arten den drei Gbrigen Gleichungen (12) gemiiss bestimmt werden.

Beschriinkt man sich also auf Modulfunctionen, so hat man das
Resultat:

Ist n eine Primsakl, so betrégt der Index der Principaluntergruppe
we Stufe innerhalb der Abel’schen Gruppe:

(49) Ne=(n*~1) -63.(n*—1) - xn.

Werden auch die k& in Betracht gezogen, welche n* mod. n ver-
schiedene Werthe annehmen kénnen, so folgt:

Der Index der Principaluntergruppe we Stufe innérhalb der Haupt-
gruppe belrégt, wenn n Primzakl:

(50) niN.

=} C. Jordan, fraité des subst. p. 176.
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§ 15
Der n*= Stufe adjungirts Functionen.

Die Untersuchung derjenigen Functionen, welche im Sione des
§ 15 zu einer bestimmten Stofe gehoren, wird hiufig dadurch erleichtert,
dass man gleichzeitiz mit ihnen noch gewisse andere Functionen be-
trachtet, welche bei deu Operationen der zugehdrigen Congruenzgruppe
zwar nicht vollig upgefindert bleiben, aber doch nur eiufache leicht
angebbare Aenderungen erfahren. Insbesondere gilt das von denjenigen
Functionen, bei welchen diese Aenderungen aur in dem Hinzutreten
multiplicativer Einheitswurzeln bestehen. Diese werden daher mit
einem besonderepn Namen verseben, indem man definirt:

Aendert sich eine Function bei den Operationgn einer Congruenz-
untergruppe w' Sture wur um multiplicative w Wurzeln der Einheil,
s0 wird sie ,in Bezug auf wm* Einheitswurzeln zur 0 Stufe adjungirt
genarmt.

Diejenige Untergruppe, zu welcher eine solche Function wirklich
gehort, braucht daber keineswegs ejne Congraenzyntergruppe zu sein.

Bisher wurde daran festgehalten, dass nur eindeutige Fanctionen
der transcendenten Variabeln in Petracht gezogen werden sollten.
Dadurch wiirden alle diejenigen Formexn ausgeschlossen werden, bei
welchen die in dem Satze pag. 222 erwahnte Potenz von p,, keinen
ganzzahligen Exponenten besitzt, also alle Formen von gebrochener
Dimension in den transcendenten Argumenten. {leichwohl driingen
sich solche Formen vielfach der Untersuchung auf, und es scheint
daher ihre Ausschliessung nicht gerechtfertigt. XEs mdge daher der
Kreis der zu untersuchenden Functionen durch die folgende Festsetzung
erweitert werden:

Veben den eindeutigen Formen der w, w sollen auch solche mehr-
deutige Formen derselben betgezogen werden, welche durch Multiplication
mit einer gebrochenen Potenz vom p,, n eipdeutige Functionen der
Normalintegrale und Thetamoduln dibergehen.

Solche Functionen werden sich, wenn die Variabeln geschlossene
Wege durchlaufen, um Eipheitswurzeln dndern kbnnen, die man nur
zu bestimmen im Stande ist, wenn man die Wege kennt, welche die
einzelnenen homogenen Variabeln durchlaufen haben (nicht pur den
Weg ihres Verhiitnisses).

Wie aber sind — so wird man fragen miissen — Formen dieser
Art in die Stufeneintheilung einzuordnen? Das wird offenbar dadurch
geschehen konnen, dass man die niedrigste Potenz der betreffenden
Form bildet, welche von ganzzahliger Dimension und somit in den ©
eindeutig ist. Gehort diese Potenz tiberhaupt picht in die Stufentheorie,

- 1
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so wird die Form selbst um so weniger dahin gehdren; bleibt die
Potenz aber bei einer Congruenzuntergruppe n'er Stufe ungeiindert, so
wird man berechtigt sein, die Form selbst als dieser Stufe adjungirt
zu betrachten.

Diese Ueberlegungen mbgen zusammengefasst werden in die
Formulirung:

Im weiteren Sinne sollen auch solche Formen der w*s Stufe adjungirt
heissen, welche bei den Operationen dieser Stufe sich wm multiplicative
Einheitswurzeln éndern, die durch Angabe der Operation allein, ohne
Angabe des Weges, auf welchen die wrspriinglichen Werthe der homogenen
Variabeln in die newen vbergefiihrt werden, sich nicht bestimmen lassen.

§ 19.
Rationalititsbersiche, volle Formensysteme, volle Relationensysteme.

Durch die Stufeneintheilung ist nun den weiteren Entwickelungen
ein bestimmtes Programm vorgezeichnet.

In erster Linie wird man verlangen, alle Functionen der einzelnen
Stufe zu kennen. Das wird dann als erreicht angesehen werden konnen,
wenn man eine endliche Anzahl solcher Funectionen kennt, durch
welche sich alle andern derselben Stufe rational darstellen lassen;
oder um die gebriuchlichen Ausdriicke zu benutzen: es wird sich darum
handeln, den der einzelnen Stufe zugeordneten Rationalititsbereich durch
ein volles System associirier Formen festzulegen.

Es wird dann weiter erforderlich sein, die algebraischen Relationen
aufzusuchen, welche die Formen dieses Systems einerseits unter sich,
andererseits mit den Formen der niedrigeren Stufen, besonders der ersten,
verbinden. Diese Relationen besitzen bestimmie algebraische Eigenthiim-
lichkeiten, iiber deren Natur eben der Umstand Aufklirung verschafft,
dass man im Stande ist, alle in ihnen auftretenden Grossen derart als
eindeutige Functionen unabhingiger Verinderlicher darzustellen, dass
die Relationen identisch (fiir alle zulissigen Werthe dieser Variabeln)
erfiillt werden. Damit ist dann zugleich, bestimmter als es schon in
§ 9 geschehen ist, den algebraischen Anwendungen der Theorie der
Weg gewiesen: es wird sich darum handeln, die algebraischen Figen-
schaften derjenigen RBelationen zu charakterisiren, in deren Natur men
dadurch Einsicht erhilt, dass man tm Stande ist, sie durch Einseizen
hyperelliptischer Functionen von unabhiingigen Veriinderlichen identisch
2u befriedigen, oder wie man es hiufig auszudricken pflegt ,,welche
man durch hyperelliptische Functionen zu losen im Stande ist.~

Die Eiofibrung des formenmtheoretischen Gesichtspunkts modificirt
beide Fragestellungen. Man wird sein Augenmerk darauf richten
kimnen, alle Formen der einzelnen Stufe aufzustellen; und man wird
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dies dadurch zu erreichen streben, dass man npach einer endlichen
Anzabl von Formen fragt, durch welche sich alle Formen derselben
Stofe rational und ganz darstelleny lassen.

Dass ein solches endliches volles Formensystem jn jedem Falle
existirt, wird man aus den Untersuchungen des Herrn Hilbert®)
schliessen diirfen; man wird dasn die Aufgabe folgendermassen zu
formuliren haben:

Fiir jede Stufe it ein zugehbriges volles Formensystem aufzustellen.

Dem ganz entsprechend wiirde die aweite Fragestellung zu modi-
ficiren sein. Man wiirde alle auftretenden Relatiopen so zu schreiben
haben, dass sie anssagen: bestimmte ganze Functionen der Formen
des Systems sind identisech Null. Man wiirde dann nor solche Rela-
tionen dieser Axt als selbstindig aufzufassen haben, deren linke Seiten
sich nicht aus den linken Sejten einfacherer Relationen mit ganzen
Functionen als Coefficienten rational und ganz zusammensetzen lassen,
und man wiirde eine erschopfende AufzBblung aller soleher selbstin-
digen Relationen verlangen kdnnen; m. a. W. die Aufgabe wiirde sein,
dem wollen Formensystem ein volles Relationensystem an die Seite 2u
stetlen.

Uebrigens siad diese Fragen nach den vollen Systemen bei der
gegenwirtigen Entwicklung dey Theorie keineswegs von unmittelbarer
Bedeutang: fiir diejenigen Fragen der Anwendung, welche zur Zeit
allein in Betracht kommen, geniigt stets die Kenntniss aller derjenigen
Formen u. bezw, Relationen, deren Grad eine bestimmie Grense nicht
iberschreitef, Deren erschopfende Aufziiblung aber kann in den meisten
Fallen mit weit einfacheren Mitteln geleistet werden. —

Alle diese Aufgaben pun, die hier fiir die ganze Stufe, m. 4. W.
fiir die Priucipaluntergruppe, ausgesprochen sind, werden in gleicher
Weise fir die iibrigen Untergruppen der Stufe sich formuliren lassen,

Im Folgenden wird es sich nun keineswegs darum handeln, diese
Aufgaben, sei es allgemein, sei es fiir specielle Untergruppen, zu Josen
oder auch nur systematisch in Angriff wu nehmen. Vielmehr sollen
alle diese allgemeinen Formulirungen zunichst nur dazu dignen, den
folgenden Einzeluntersuchungen hestimmte anzustrebende Zielpynkte
anzuweisen und die Stellen zu bezeichunen, ay welchen die erbaltencn
Einzelresultate in einer systematischen Extwicklung Plate finden witrden.

*) Gétt. Nache, 1888, p 150
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I11. Abschnitt.
Specielle Diseussion der ersten und der zweiten Stufe,

§ 20.
Hyperelliptische Formen I. Stufe.

Zum Zwecke der Aufstellung der hyperelliptischen Formen I, Stufe
moge zuriickgegriffen werden auf die algebraische Definition der §§ 10,11,
Zungchst handelt es sich um die Aufzihlung der Modulformen I. Stufe:
das sind nach den Erorterungen a. a. O, keine andern als die sighen
Cocfficienten der Grundform f.

Von eigentlichen hyperelliptischen Formen I. Stufe mogen hier
allein diejenigen Erwihnung finden, welche von nur zwei Stellen 2’2"
des algebraischen Gebildes abhingen. Fir solche reducirt sich die in
§ 11 geforderte Eigenschaft, fiir alle corresidualen Werthsysteme den-
selben Werth anzunehmen, einfach auf die Symmetrie in 2’ und 2%;
denn ein allgemeines Punktepaar des hyperelliptischen Gebildes vom
Geschlechte 2 ist nur mit sich selbst dquivalent. Alle Functionen dieser
Art im erweiterten Sinne des § 11 werden sich, wie eine einfache Ueber-
legung zeigt, rational ausdriicken lassen durch die folgenden vier:

B1) Xy =2+, X,=a"-«", K=V F@VVF&), Y=VF(@)+ V).
Aus diesen lassen sich an Formen gewinnen einmal die folgenden vier:
(52) Xy=gz/a", Xo=w'0)+ @2/, X;=2u0,

X, =Vfle,, zy) - Vf(x1”z z5");
Dans aber noch (an Stelle des einen Y) vier weitere der Form:
(53) Ya:= x1’am2’ S-QVf(‘zlﬂ,“‘x2u) + x]u axzrl gy Vﬁ;;?, xgl), @ == 0, 1’ 2, 3)
welche auch unter Einfibrung eines Hilfspunkts zu:
(54) Ye= @OV, 27) + @ )V, 23)
zusammengezogen werden kbnnen und erst diese 8 Formen werden

cusammen mit den 1 Cocfficienten a,, a, . . . a; das volle Formensystem
I Stufe darstellen.

Diese Functionen und Formen sind nun durch eine Reihe Rela-
tionen verbunden. Die 7 Coefficienten o zwar sind von einander
unabhingig; aber die vier Functionen (51) hingen von nur zwei un-
abhingigen Veriinderlichen ab und miissen daher durch zwei Relationen

mit einander verbunden sein. Solche zwei Relationen erhilt man leicht
in der Gestalt:

(35) X = G,,(X,, Xz)i Y= Gsl(Xx s Xz) + 2X;
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indem G, Gf; ganze Functionen 6. Grades von X,, X. bedeaten,
deren Coefficienten sich rational (and ganz) aus den a zusammen-
setzen lassen.

§ 21.
Die Kummer'sche Fliche, bezogen auf ein rationales Coordinatensystem.

Statt der ersten Gleichung (55) kann auch eine Gleichung erhalten
werden, welche nur vom 4. Grade ist. Man braucht zu diesem Zwecks
pur statt X, eipe aydere Function;

_ - Vo Vix +«F&, o

(06) ‘\.g = 4 L.; — o

einzufithren, welche mit ¥, durch eine umkehrbar pindeatige Bezighung
mit in X,, X, rationalen Coefficienten verbynden, alsp X, vollstindig
zu vertreten geeignet ist. Unter F(z', 27) ist dabei e¢lne ganze sym-
metrische Function vwon & und z” verstanden, welche in jeder dieser
Grossen vom 3. Grade ist und fir 2 == &” mit f(z") identisch wird.
Die verlangte Gleichung wird sofort erhalien, wenn man aus der
Definition von XO die Warzeln entfernt; map findet zunichst:

. e e St feat . g
(57 X2~ 2X,. ‘l‘;f_:}; 4 Fe -S(;,,;_g‘fj;'\,ﬂ_&i o= U,

Nun ist (¢ —2")? eine ganze Function 2. Grades, F(z, £") cine solche
3. Grades vor X, und X,; ferner ist F'(z, ") — f(&) - f(«") durch
£ — £, also wegen der Symmetrie in 2" und 2" auch durch (&' —z"F
theilbar, uud der Quotient ist eine gunze Fynction 4. Grades vou X,
und X,. Wird also die Gleichung {(57) mit (2 — £} multiplicirt, sv
pimmt sie folgende Gestalt an:

(58) Xf G (X X+ X G, (X, X4 G (X, Xy =0,

in welcher (r,, &,, &, ganze Functionen der angegebenen Grade be-
zeichnen.

Diese Gleichung 58, welche die erwihnte reducirte Giestalt der ersten
Gleichung (55) vorstellt, ist vom vierten Grade in den drei Variabeln
X,, X,, X,. Deutet man diese als Punktcoordinaten im dreidimen-
sionalen Raume, so stellt Gleichung (58) eine Fliche vierten Grades
dar, welche wir eine Kummer'sche Fliche*) yennen wollen, indem wir
den Nuchweis ihrer Identitit mit der gewdhnlich so genanyten Fliche
auf sphter verschiebea ™).
+, Dies ist offenbar die emtachste Definition der Kummer'schon Fliche, Man
vergleiche tbrigens, was die Becehung derselben zu den byperethiptischen Func
tiopern angeht, dig zusammenfassepde Darsteliung vei Reichardt. (Ucher die
Darstellung der Eummer'schen Flicke durch byperelliptische Functionen, Leipe.
Diss. 1887, auch Nova geta Leop. Bd. 5

*= Vgl. p. 241, Fysenote,
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Die Werthe von X, uud X, bestimmen vier Punktepaare des hyper.
elliptischen Gebildes, die etwa (vgl. z. B. diese Ann. Bd. 27, p. 446) mit;
z, 53”7 ‘2’7 5”: x, 2" @
bezeichnet werden mogen. Wird noch der Werth von X; oder X, hin-
zugenommen, so werden von diesen vier Punkiepaaren die beiden
letzten ausgeschlossen, wihrend die beiden ersten bleiben. Dass kann

aber folgendermassen ausgedriickt werden:

Jedem Punktepaare des hyperelliptischen Gebildes entspricht ein und
wur ein Punkt der Kummer'schen Fliche, aber jedem Punkte der
Kummer'schen Fliche entsprechen im allgemeinen zwei und nur zwer
Punktepaare des hyverelliptischen Gebildes.

Die Trennung dieser beiden Punktepaare geschieht nun dadurch,
dass man noch die Function ¥ mit heranzieht, welcke fiir das eine jener
Punktepaare den entgegengesetaten Werth annimmt wie fiir das andere.
Das legen wir uns auf Grund der zweiten Gleichung (55) dahin aus,
dass wir uns die Kummer'sche Fliche als doppelt tiberdeckt vorstellen;
und wir erhalten so das Resulfat:

wDie Punkiepaare des hyperclliptischen Gebildes entsprechen im all-
gemeinen in umkehrbay eindeutiger Weise den Punkiten der doppelt wber-
deckten Kummer'schen Fliche.

Was die in den beiden letsten Sitzen beigefigten Worte ,,im
allgemeinen betrifft, so sind dieselben dahin zu pricisiren, dass nur
eime Ausnahme besteht, indem dem unendlich fernen Punlkite der Fliiche
auf der X,-Aze (fir welchen ako X; = co, X, und X, endlich), dic
Gesammiheit der specialisirten Punkiepaare des Gebildes enfspricht, d. b,
derjenigen Punktepaare, filr welche 2’ = z” ist. Weitere Ausnahmen
aber sind nicht vorhanden.

Die doppelte Ueberdeckung der Fliiche ist tibrigens tiher derselben
uwnversweigt, indem Y? = O eine Beriihrungsfliche der Kummerschen
Flache vorstellt.

Will man die Gleichung der Kummer'schen Fliche in homogener
Form haben, so muss man, um den Nenner von X, zu beseitigen, die
tibrigen Coordinaten mit (z’'z”)* multipliciren. Man wiirde also an
Stelle der vier Formen (52) die vier folgenden zu Grunde zu legen
haben:

(39) Xo = (@2 /2" Xy = (@ 2"V (z/ 2" 4 @)'%);
Xy = (& Yu,z,"; X, =V{@) VF@) + Fa, ©).-

Die Gleichung der Kummer'schen Fliche nimmt dann die Gestalt an:

(60) 'x—!?‘G’: (XI, R’?’ "X-‘,f) +_X-} GS(X;) X27 i3) + G’.}(—x‘l? Y‘l’ X-3):~;()

I welcher unter den & ganze homogene Functionen der Grade 2, 3, 4
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za versteht.an si}xd. Der Apsnahmepunkt von welchem soeben die Rede
war, hat in diesem homogenen Systeme die Coordinaten:
(61 Yi =, f: =0, 5(3 =0, ig%“?
er ist also ein Knotenpunkt upd:
Gz(?u X-.w X;) =0

ist die Gleichung des Tangentialkegels, welchen die Fliche in ihm
besitzt.

Die doppelte Ueberdeckung der Fiache stellt sich in diesem homor
genen Systeme durch irgend eine der Gleichungey:

(62) Y= G (X, %, X, X,)

dar, welche als Analoga zu der zweiten Gleichung (55) erhalten wer-
den, wenn:

(63) Y= (2P {EPY,

gesetzt wird. Welche von diesen Gleichungen gewihlt wird, ist gleich-
giltig; denn man zeigt leicht, dass auch Gleichungen der Form be-
stehen: ‘

(64) Y‘ ) :{’ Eand G(, (x;n xga x;n Y;)y

sodass also die verschiedener Y sich rational durch einander ausdricken
und die den verschiedenen Werthe von ¢ entsprechenden Gleichungen
(62) dieselbe Irrationalitit auf der Fliche definiren. Wir haben sonach
eine ganze Schaar Berihrungsflichen 6. Ordnung, welche alle dieselbe
Irrationalitit aef der Kummer'schen Fliche definiren.

Das Coordinatensystem, auf welches die Kummer'sche Fiiiche in
den Gleichungen (58) oder (60) bezogen erscheint, kann als ein rationales
bezeichnet werden, insofern die Coefficienten mit deren Hilfe sich die
Coordinater der einzelnen Punktie als rationale Functionen der Punkte-
paare des algebraischen Gebildes ausdriicken, rational von den Coef-
ficienten der Grundform f abhingen., Wollte man aber vou der — etwa
in einem ganz beliebigen Coordinatensystem gegebenen — Kuramer'schen
Fiache ausgehen, so wirde man zur Einfihrung ynseres Coordinaten-
systems allerdings einer Irrationalitit bedirfen, da der durch (61) be-
stimmte Knotenpunkt der Fliche von einer solchen abhingt.®)

¥ Wollte man Gewicht darauf legen, keine entbehrlichen Hilfepunkte zu be-
nutzen, wie ¢s in den Formeln des Textes die Grundpunkte des Coordinatensystemy
sind (vgl § 11), sp wiirde maa in den Formen X, X, X; die bilinearen Factoren,
welche nach Abtrenpung des Determinantenquadrats {dibrig bleiben, zu ersetzen
haben durch Polaren von irgend drei quadratischen Covarianten von [, etwa

12, mi, 2% und die Form F durch eine Polare von / selbit, sodass man erhielte:

z

» Vgl Cléback, hinare Formen p. 296
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§ 22.
Hyperelliptische Modulformen II. Stufe.

Die Untersuchung der hyperelliptischen Formen IL Stufe soll in
den folgenden Paragraphen in der Weise gefilhrt werden, dass mit
der gruppentheoretischen Untersuchung der Prineipaluntergruppe I1. Stufe
begonnen wird. Daran wird sich die Aufstellung eines Systems von
hyperelliptischen Formen schliessen, die bei den Operationen dieser
Gruppe ungeiindert bleiben. Jede einzelne dieser Formen, und ebenso
bestimmter Combinationen derselben, wird aber auch noch bei andern
Operationen ungeindert bleiben; und dadurch werden wir zu einer
Reihe weiterer Untergruppen II. Stufe gelangen.

Diese Untersuchung moge begonnen werden mit einer Reihe von
Sitzen des Herrn C. Jordan, fiir deren Beweis auf dessen traité des
substitutions verwiesen werde:

1. Jede Monodromieiinderung der Versweigungspunkte, welche jeden
einzelnen derselben m seine Anfongslage zuriickfiihrt, kann zusammen-
gesetzt werden aus einer Anzahl elementarer Aenderungen, welche darin
bestehen , das jedesmal ein Verzweigungspunkt einen andern wmbreist.¥)

1. Jede solche elementare Aenderung bewirkt eine Transformation
der Perioden, welche modulo 2 zur Identitit congruent ist.**)

Aus diesen beiden Sitzen folgt:

I Jede Monodromieinderung der Verzweigungspunkie, welche
Jeden einzelnen derselben in seine Anfangslage suriickfihrt, bewirkt eine
Transformation der Perioden, welche mod.2 zur Identitéit congruent ist.*¥<)

IV. Die Principaluntergruppe 11. Stufe entstehi aus folgenden finf
erzeugenden Substitutionen.t)

Xy= (@'ae")? 1, 1, X, = (@ " Pmy my, X = (&' 2" 2y ny
Xi= Vi fay+d dd..

(Vgl. anch diese Ann. Bd. 27, p. 463) Die Ceefficienten in der Gleichung der
Kummer'schen Fliche werden dann rationale ganze Functionen der vier geraden
Fundamentalinvarianten 4, B, ¢, D der Form 6. Ordnung (vgl. etwa Clebsch,
a.a. 0. p. 451 ) wo die betr. Rechnung fiir z=2" durchgeftihrt ist. Dagegen kann
eine Form der Art wie Y {iherhaupt nicht ohne Einfiilhrung mindestens eines Hilfs-
punktes gebildet werden, da die Form 6. Ordnung keine Covariante entsprechen-
det Natur mit nur zwei Reihen von Variabeln besitzt. Man wiirde also immer
gendthigt sein eine Form wie etwa das Y, des Textes zu benutzen.

*) a. a. 0. p. 3571,

¥*) a. a. O. p. 361, Z. 8.

%%, 5. a 0. p. 361, Z. 10,
1} a. a. 0. p. 360.
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-

S0 =0+ 20, 0, =0, oy = oy, O =,

S, @ = a, @, = a@,, o =0y~ 20, a/=a,

S0 =, @y =y 4+ 2a,, oy = a,, 0, =a,,
S0, =, @, = @y, ay = &, 0, =0~2a,,
5,0 =0, —20,, 0, =0, wy = @, o =, 420, %

V. Jede dieser fiinf Substitutionen kann dyrch Monadvomic der
Veraweigungspunlite in der Weise ersiell werden, dass jeder eimgelne
Verzweigungspunkt in seine Anfangslage zuriicklehrt.®)

Aus IV und V ergiebt sich folgende Umkehrung des Satzes I11:

V1. Jede Transformation der Perioden, welehe mod. 2 zur Tdentitit
congruent ist, kann bewirkt werden durch cine Monodromicinderung der
Verzweigungspunlkte, welche jeden emgelnen derselben in seine Anfangs-
lage swritckfilrt.

Den Sitzen Il und VI mdge noch folgende erweiterte Fassung
ertheilt werden:

Nla. Zwei Monodromiciinderungen der Verzweigungspunkte, welche
dieselben in gleicher Weise permutiren, bewirken nach dem Mpdul 2
congruente Periodentransformationen.

IVa. Zwei nack dem Modul 2 congruente Pertodenfransformalionen
Lonnen bewirkt werden durch Monodromicinderungen der Verzweigungs-
punkite, welche dieselber: in gleicher Weise permutirven.

In der That ist die Anzabl der modulo 2 verschiedenen linearen
Periodentransformationen nach (49) == 15.8, 3. 2 = 720, also genau
cleich der Anzabl aller méglichen Permutationen der sechs Ver-
zweigungspunkte.

Nun iibertragen wir diese Sitze von den Gruppen auf die zu-
gehorigen Functionen; dann sagen sie aus:

Jede rationale Function der Nullstellen von f(x) ist eine hyper-
elliptische Modulfunction L. Stufe.

Jede Typerelliptische Modulfunction 11. Stufe st eine rationale Fune-
tion der Nullstellen von [{z).

Daneben besteben zwei analoge Sitze, welche aus diesen beiden
hervorgehen, indem man dem Wort ,,rafional* den Zusatz wund ganzt
giebt nnd fiir ,Modnlfunetion® ,, Modulform* schreibt.

*, Die bier als &, bezeichnete Substifution it 1 der Bezeichnung des
Herrn C. Jordarn §,5,5;.
**, a, a. Q. p. 360, Z. 21
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§ 23.
Die Richelot'sche Normalform.

Die im vorigen Paragraphen betrachteten Funetionen sind invariant
in dem erweiterten Sinne des § 11, indem der Uebergang von der Form f,
selbst za ihren sechs Linearfactoren die Einfithrung von fiinf Hilfs-
grossen bedingt. Will man die Einfiihrang soleher Hilfsgrossen vermeiden,
was hier in der That in einfacher Weise mbglich ist, so wird man
folgendermassen verfahren, Man wird die Form f(z), in ihre linearen
Factoren zerlegt, etwa folgendermassen schreiben:

(66) fo = (e) (B2) (y2) (32) (¢) (t2).

Dann werden sich alle rationalen Invarianten der sechs Factoren, welche
keine Hilfsgrossen enthalten, zusammensetzen lassen ans den 15 Deter-
minanten:

(67) (@B), («9), - -- (@8), (BY) - .- (¢8).

Aber nicht jede Function dieser Determinanten wird eine reine In-
variante der Grundform f sein. Diese &ndert sich nimlich nicht, wenn
man etwa &, @, durch me,, ma, und gleichzeitig B,, 8, durch
m~@,, m—tfB, ersetet. KHin Product aus einer Ansahl der Deter-
minanten (67) ist daher nur dann eine reine hyperelliptische Modul-
form — eine Form der Coefficienten von f selbst — wenn es jedes der
Symbole w, B ... ebenso oft enthiilt als jedes andere.®)

Jede solche Invariante kann aufgefasst werden als das Product
aus einer absoluten Invariante in eine Potenz irgend einer linearen
Invariante, Man wird also im Besitze aller reinen Modulformen II. Stufe
sein, sobald man alle absoluten Invarianten der sechs Linearformen
(e}, (Bx)...((x) und ausserdem eine lineare Invariante kennt.

Diese absolaten Invarianten sind nun simmtlich rationale Functionen
der aus den Determinanten (67) zu bildenden Doppelverhilinisse; die
letzteren aber lassen sich rational aus drei geeigneten unter ihnen zu-
sammensetzen, als welche etwa:

s OB s 80 Be 2 (9 (B
) #=ToE YT e ¥ oo
gewihlt werden mogen. Eine lineare Invariante, welche spiter noch
Verwendung finden wird und deshalb auch hier gleich benutzt werden
mbge, ist:

(69) E= 50— () (0n) (22).

Damit ist das Resultat erhalten:
Alle remen Modulfunctionen II. Stufe sind rationale Functionen

*} Auch dieser Punkt sollte in den Lehrbiichern der Invariantentheorie mehr
hervorgehoben werden, als es bis jetzt der Fall ist.
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von %%, A% w’; alle reinen Modulfuictionen II. Stufe sind Producte
solcher Functionen in Polenzen von E.

An diese Modulfunctionen II. Stufe kniipft eine canonische Dar-
stellang des.hyperelliptischen Gebildes an, von welcher vielfach Gebrauch
gemacht wird und auch im folgenden gelegentlich Gebrauch gemacht
werden soll: die Rickelot'sche Normalform.*) Um die allgemeine Form
auf diese zuriickzufihren, setze man:

(ez) ="y
0) wp 7
(:x) = (;;" a3

damit wird zugleich erhalten:

XS N
(ﬁ'?") e (iﬁf‘l’ﬁ#) (y‘l yl)»
(yz) = Gaa (. —%%9,),

& (da) “
(0z) = T;%fg“;j W — 2y,

o OLEE
(5“’) (;-a) ﬁct) (3/.’ [ yl)
Soll die Substitutionsdeterminante zn 1 gemacht werden, so ist;
(1) 0=V (Be) («t)(BY)
zu setzen. Geschiebt dies, so geht die Form [ dber in:
(72) F=E -y -y %%} —%4) ¥~ 3y) {g;—#*y)-
Wird der Factor E nicht beriicksichtigt und unhomogene Schreibweise

benutat, so erbilt f diejenige Gestalt, welche als Richelot’sche Normal-
form bezeichnet zu werden pflegt, nimlich:

(73) F=y(l—y) Q—x*p (1 £yl - 'y

§ 24.
Eigentliche Functionen II. Stufe.

Wir wenden uns nun zur Aufstellung des Systems der eigentlichen
hyperelliptischen Functionen IL Stufe. Als eindeutige Functionen der
transcendenten Argumente diirfen dieselben iber der Riemanu'schen
Fliche nicht verzweigt sein; diber der z-Ebene diirfen sic daher nur in
den Punlden © = «, §, . . . £ Verzweigungen besitgen. Ferner sollen sie
nach zweimaliger Durchlanfung eines Periodenwegs zum Anfangswerth
zuriickkebhren; nach einmaliger Durchlaufung eines solchen werden

* Crelle J Bd. 16, p. 228,
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sie daher eine Aenderung von der Periode zwei erfabren haben. Darans
folgt nach einem bekannten Principe:

Alle hyperelliptischen Functionen II. Stufe lassen sich rational aus
solchen Functionen zusammenselzen, welche hichstens das Zeichen wechseln,
wenn eines der algebraischen Argumente einen Periodewweg dwrchliugt.

Sie setzen sich also zusammen aus Ausdriicken der Form:

(14) V{ea), v (Bz), .. VD).

Versuchen wir also aus den Aunsdriicken dieser Form Functionen auf.
zubauen, welche unsern sonstigen Bedingungen geniigen. Wir erhalten
zunichst einmal die folgenden sechs hyperelliptischen Funetionen
1I. Stufe:

(13) D, =y{uz){es"), D=V (Bz)(Bz"), D=V {yz)(ya"),
Soll dem Homogeneitdtsgesetz in Bezug auf die «, 8...¢ genigt
werden, so sind diese Formen noch mit geeigneten Invarianten zu
multipliciren. Dass solche, wenn die Rationalitit in den &, 8., . ¢
gewahrt werden soll, nur unter Benutzung von Hiilfsgrossen gebildet
werden kbnnen, stért uns ja nicht.

Aus diesen sechs Formen (7D) werden nun alle symmetrischen
Formen sich zusammensetzen lassen, welche nur eime Quadratwurzel
aus einem Producte von Linearfactoren («z’), («2”) ... enthalten;
dieselben konnen als gerade bezeichnet werden, indem sie auch dem

I

Zeichen nach ungeindert bleiben, wenn gleichzeitig 2’ durch 7', #

durch z” ersetzt wird. Aber man wird auch ungerade Formen der ver-
langten Art bilden konnen durch additive Vereinignng zweier solcher
Wurzelgrossen, welche bei Vertauschung von # mit 2" in einander
Gbergehen, Wenn nun eine solche Wurzel einen der Punkte e...¢
in zwel Factoren enthilt, so kann man einen der Factoren (), (¢2”),
D, v.s. w. herausheben. Sind alle solchen Factoren beseitigt, so bleibt
unter dem Wurzelzeichen ein Product, das jedes der Variabelnpaare
& ...{ einmal enthalten muss; denn sonst kdnnte es nuor darch Hinzu-
figung solcher Factoren in «, § . . . £ homogen gemacht werden, welche
als Functionen dieser Grissen noch an andern Stellen als 2’ und 2’
verzweigh wiren, was nicht sein darf. Es bleiben also nur Wurgel
grossen der folgenden drei Typen:

(76) Dyyy = V(@@) B2 (72) 02 GTI D)
(17) D,y = ¥/(az) (Bz) (&) 02") (e2") (625
(18) Dy =Y (a7 (Bz) (77) (027) (¢47) (62)-

Nun geht Dy, ;) durch Multiplication mit D, tber in («x) Yz, ond
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Dy, 4 durch Multiplication mit D, in (827 . Dy oder durch Multiphi
cation mit D, in (y%") Dis s: ausser den Formen (75) und rationalen
Formen von z (Formen I, Stufe) kommen daher nur die aus (78) ent-
springenden Formen in Betracht, ndmlich: —

welche, wenn:

(79) (az)(Bz)(yz) = @(2), (8z)(ex)(Ez)= v(x)

gesetzt wird, folgendermassen in Determinantenform geschrieben wer-
den konnen:

Velz) Ve@)!
{80) qu' = —, (W i
Vo) Ve,

Sollen die zehn verschiedenen Formen dieser Art ausejnandergehalten

werden, so mbge mit:

.Dkik

imn

diejenige bezeichnet werden, fiir welche:
" ¢ (2) = (@ 2) (e 2) (e z). ¢ (%) = (@,2)(€nZ){enz)
1s

Wir haben also zunichst das Resultat, dass alle Fprmen I1. Stufe
sich rational aus den Formen I. Stufe und den 16 Formen (75) und
(80) zusammensetzen lassen.

Aber auch die Formen I. Stufe sind rational ausdriickbar durch
die D, wie man am bequemsten mit Hilfe der Richelot'schen Normal-
form erkennt. Fiir dieselbe wird namlich:

(8)  Dy=y¢yy’, Di=V(Q-y)1—y"), D =1I;
man hat also:
(82) y +’Z/" = pu' -+ J)Sf - ‘D!"

Yy =D
und dazu:

(83) VEY ) VEY )= D, D D, Dy D, Dy;
Diese Gleichungen lassen erkennen, dass jede gerade hyperelliptische
Form 1. oder II. Stufe sich rational durch die ), D, ... D, gllein
ausdriicken Lisst. Zu diesen Formen gehoren auch die Quadrate der
Determinanten (80), sowie ihre Producte za je uweien; in der That
ist z. B.:
(84) D= (a%) (82) (y2) 827, (e4") (£47)

+ (ez") (B2") (y«") (82 (e2) (84

+ 2/f(@) V"
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(85) Dpss Doy = D, D {uaz’)(pz)(82")(§2") + (a2”) (v2") (82)(¢ )}
45 188
+ Dy D, D, D, {(B=)(e2) +(e2) (B2")}

und die hier noch nicht durch die D ausgedriickten Bestandtheile lassen
sich mittelst der Formeln (82) und (83) sofort in dieselben umsetzen,

(In ganz analoger Weise kann nun auch gezeigt werden, dass die
ungeraden Formen I. Stufe sich rational durch die D ausdriicken lassen;
der Gleichung (42) zufolge geniigt es, diesen Nachweis fiir eine der-
selben zu fithren. So erhdlt man z. B.:

(86) Dy - {@tpVIE) + & Vi) }
= D, D, D, {(z'ty*(02") (e2”)(§2") + (2"1)*(02) (e ) (§2)}
+ D, D, Dy { &'ty (ex") (B2") (v2") + (2"8)*(«x) (B2} (¥ 2)}

und kann auch hier die Klammergrissen sofort in die D; umsetzen).
Damit ist in der Tat der Satz gewonnen:
Alle Toyperelliptischen Formen II. Stufe lassen sich mit Hilfe der
15 Determinanten («f) rational ausdriicken durch 1 Formen, némlich
durch die 6 Formen D; und irgend eine der 10 Formen Dy;».

lmn
Man kénnte sich demnach aof diese sieben Formen beschrinken;
dass es sich jedoch aus Symmetriegriinden empfiehlt, die 10 Dj,;

iman

simmtlich beizubehalten, bedarf keiner weiteren Erorterung.*)

§ 25,
Relationen II. Stufe.

Von den Relationen, welche die Functionen IL. Stufe unter sich
verbinden, ist eine Anzahl bereits in § 24 zur Sprache gebracht worden.
Dieselben sind jedoch nicht die einfachsten, welche es giebt; vielmebr
existiven noch einfachere, welche in diesem Paragraphen abgeleitet
werden sollen.®) Um dieselben méglichst einfach zu schreiben, werde
die Abkiirzung:

(87) D, = (') D,
eingefiihrt.
I. Zwischen den Quadraten von je vieren unter den sechs Formen

*) Diese Formen D sind natiirlich langst aus der Theorie der Thetafanc-
tionen bekannt.

**) Auch diese Relationen sind aus der Theorie der Thetafunctionen lingst
bekannt,
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D; (oder auch D)) besteht eine homogene lineare Relation. Eine von
den 15 so erhaltenen Relationen ist:
D) e we at
Diz ﬁlz ﬁ! 32 S
D, N ¥
Di o 9,9,

3

R

2

w3
48

=3
“

oder entwickelt: :
(88) («B)(B7)(7«)Dy* — (B)¥0)(38) D + (78)(3a)(ef) D?
— (de){(ap)(nd) D, =0,

1I. Die Dy, verschwinden fiir 2" o= Z° und nehmen fiir & == z'
dyun

alle denselben Werth an. Die Differenzen ihrer Quadrate sind also
Null sowobl fiir £ = 27, als fir 2 == z", daher durch (z'z") und als
symmetrische Functionen von 7z’ und z” durch (z'2")? theilbar. In der
That findet man z. B. aus (84):

(89) (ey) - { Doy — Diss}
395 13

= (ep)(Be) (=’ a") {Le2} (yz) (82")(§2") — («”) (y2") (32 (§2)} -
Wird rechts in der Klammer (%) (y2")(92") ({2") addirt und subtrahirt,
so geht die rechte Seite ither iu:

(Be)(@ 2"V {(ay) (7 8) (e2)(§2") + (ap) @)y} (34"}
und wenn man in der neuen Klammer (¢f) (3 8) («x') (yz") addirt und
subtrahirt, in:
(Be) (&2 {(z8) GOD2 — (%) (D) D7y

Man erhilt somit die Relation:
(90) (ap) {Digé—. Dg} = (Fe,(70)(rb) Dy — (Be)(ay)(«f) 10,
welche, wie man leicht abzihlt, 90 gleichgebaute Relationen vertritt,
die aus ibr durch Vertauschung der Verzweigungspunkte bervorgehen.*)

TII. Zu einer dritten Gruppe von Relationen giebi die Reduction
der Formen (77) Aulass, indem dieselbe auf verschiedene Weisen ge-
schehen kann, So z. B. hat man, wenn zur Abkirzung:

Viez'y (p2) (727) 184") (¢27) (52") == Ry,
o Viez"'y (Bz") (y) (84 (¢27) (§4') = R,

% Aus den beden Gruppen von Relationen 1 und I in Verbindung mit
(82), (83), (86) kann man schliessen, dass die Formen X des § 21 sich durch
die Quadrate von vier geeigneten unter den Formen D), und D, ausdriicken

im
lassen, Auf diesem Wege gelangi man zur Ceberfﬁhmng der Gleichung der

Kommer'schen Fliche aus der Form (60) in die gewshnlich benutste, wodarch
der pag. 231 Fussn. vergprochene Nachweis golieferf ist.

Maithematische Anpalen, XXXV, 16



242 Hexvaice BorznagoT.

gesetzt wird, die drei Relationen:
(y2 )R, + (ye YR, = D, Dgg ,

(91) (82) B, + (85") B, = Dy Dy,
()R, + (e2")By = D, Dy,

ans welchen durch Elimination von R, und R, erbalten wird:
(92) (7)D, Dss +(92)D, Do + (7) Dy Dy = 0,
— eine von 60 gleichgebanten Relationen.
1V. Endlich lassen sich noch einfache Relationen aus der Forme]

(85) gewinnen; man erhilt z. B., indem man die vier Punkte aydt
auf drei Arten in zwei Gruppen von zweien theilt:

Doz - Dogs = D, D {(az)(yz)(02") §2")+ (e 2") (p2") (0 2) (&x')}
+ D, D,D,D, {(Bz)(sa") + (Bs") (s} ;

(98) Dgs - Doy = D, Dy { () (p") B €') + () (') (0 (&)
+ D, D, D, D, {B2)(e2)+(B") () )5

Dys - Do = D, D, { () (Y02 (€0") + (a2 () (8 (&)
+ Dy D, Dy D; {(B«) (e2")+ (82" ) (227)} .

Durch Verbindung dieser Gleichangen zu je zweien erhdlt man die

drei neuen Gleichungen:
D012D024 - -D015D045
345

135 245 123

=D, {(«x)(d2") — (xz”) (82"} ;{(?ﬁ') (2" — (§2) (p2")}
=(«d)(7£) D, D,;
(94) Dggpg"szngf%:(“?) (¢8)D, D5
Dos Digs— Dy Dopy = (C‘g)(d\?)ﬁl E4 3

245 125 345 135

aus welchen sich durch Combination von je zwelen derselben die
folgende vierte ergiebt:

(95) («p)(98) Dar: Dﬁg-t'{" (e 8Y(Ey) Dors Doss - {0 &) (y 0) Doy Doas == 0.
345 135 245 125 234 123

Solcher Systeme von vier Gleichungen, wie (94) und (93) existiren
15, entsprechend den 15 Paaren von Verzweigungspunkten. —

Dass aus diesen vier Gruppen von Relationen eine grosse Anzahl
weiterer durch geeignete Combination sich ableiten lassen, ist von
selbst klar. Wir wollen jedoch diesen Punkt nicht weiter verfolgen,
sondern uns einer andern Frage zuwenden: der Frage nimlich, welche
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von diesen Relationen von einander unabbingigy sind. Da die 16 Formen
D von drei unabhingigen Verinderlichen X,, X,, X, (52) abbingen,
so kOnnen zwischen ihmen bur dreizelwn unabhiingige Relationen be-
stehen. Um solche aus den Relationen (38)—~(93) auszuwiblen, kanu
man folgendermassen verfahren:

Zunichst sind von den 15 Relationen 1 sicher drei solche von einay-
der unabhingig, in welchen drei der aufiretenden J); feste Indices
haben, wilrend der vierte Index der Reihe pach die drei dbrigen
Werthe hat. Aus diesen drelen werden neun von den zwdlf Gbrigen
Relationen I dadurch erbalten, dass man je eines der D, aus je zweien
von ibnen, die drei letzten, indem man je zwei D, sus allen dreien
eliminirt; sedass also unter der Gruppe I keine weiteren von einander
unabhiingigen Relationen vorkommen. Von den 90 Relationen der
Gruppe II sind dann sicher neun solche von einander und von den
Relatioven 1 unabhiingig, welche ein und dasselbe Dy, der Reihe

Imn

nach mit den nenn fibrigen combinirt enthalten, Durch Eliminatiop
des festgehaltenen D aus je zwelen von diesen folgen dann 36 weitere
Relatiopen; jede der so erhaltenen 45 Relationen kann mit Hilfe der
Relationen I auf zwel Arten in die Gestalt (30) gebracht werden, sodass
wir bereits alle 90 Relationen ($0) aus den hisher festgestellten upab-
hingigen erhalten, Um die volle Zabl von dreizehn unabhingigen
Relationen zu bekommen, ist es demnach erforderlich noch eime Hela-
tion aus einer der Gruppen IlI oder IV hinzuzunehmen.

Aus den so ausgewihlten dreizehn Relationen werden sich dann
alle dbrigen auf algebraischem Wege ableiten lassen miissen. Aber es
wird picht immer moglieh sein, diese Ableitung in vationaler Weise
auszufithren; wie schon darays hervorgeht, dass z. B, die Relationen
der I und II. Gruppe, sowie die Relation (92) ungestdrt bleiben, wenn
man D,, Dy, D, gleichzeitig im Vorzeicher indert, ohne die fihrizen
D zu #ndern, wihrend dies bei andern Relatiomen der Il wud 1V,
Gruppe nicht der Fall ist.¥) Es ist ¢ine unerledigte Frage, wie man
eine kleinste Zahl von Relationen gwischen den 2 erhalten kanp, aus
welchen alle iibrigen sich auf ratiopalem Wege ableiten lassen, welche
also zur Charakterisirung des von den D gebildeten algebraischen
Gebildes nothwendig und ausreichend sind. Noch wenjger ist bekannt,
wie viele Relationen zar gamzen Darstellung aller tdbrigen erforder-
lich sind.

*) Vgl Erazer, Theome der zweifach unendlichen Thetareiben anf Gruad
der Riemann'schen Thetaformel (Leipzig 1882), art. 16 a. E.
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§ 26.
Verschiedene Rationalitdtsbereiche II. Stufe.

Die Gesammtheit der 16 Formen D upd der 15 Determinanten
(«p) constituirt den Rationalititsbereich, welcher zu der Principal.
untergruppe 1L, Stufe gehdrt. Es giebt aber noch engere Rationalitits.
bereiche I1. Stufe, welche im Gebiete der Modulfunctionen charakterisirt
sind durch die rationalen Functionen der Wurzeln der Gleichung
f(z)=10, im Gebiet der eigentlichen hyperelliptischen Funetionen
durch gewisse Fleinere aus der Gesammitheit herausgegriffene Systeme
von Formen I. Von diesen sollen im folgenden eine Anzahl Er-
wihnung finden, welche bei speciellen Problemen bereits vielfach aunf-
getreten sind.

1. Jedem der einzelnen D; entspricht eine Wurzel der Gleichung
fs = 0 selbst.

1. Jedem der D,;; entspricht eine Wurzel derjenigen Resclvente
imn

10. Grades, von welcher die Zerspaltungen von f, in zwei cubische
Factoren abhingen. An den damit gegebenen Rationalitiitsbereich
kniipft die von Herrn Staude®) in Vorschlag gebrachte Bezeichnung
der D an, welche in folgendem besteht. Dasjenige D1, welches man

tmn

auszeichnen will, wir wollen annehmen Dy, , wird mit D ohne Index
135

bezeichnet; alle iibrigen D erhalten je zwei Indices. An Stelle von
D), wird geschrieben Dj;;, wo 4, % die beiden Zahlen sind, welche mit
h das eme der beiden Tripel 024, 135 bilden; denjenigen D, welche
in der Bezeichnung des § 23 sechs Indices haben, werden je diejenigen
beiden Zahlen als Indices beigelegt, durch deren Vertanschung das
zogehdrige Tripelpaar in das ausgezeichnete Tripelpaar 024, 135 tber-
geht (also z. B. D, statt D%?s w s f.).

In dieser Bezeichnung ist demnach ein D gerade oder ungerade,
Je nachdem die Summe seiner Indices gerade oder ungerade ist. Die
[mprimitivitit der Gleichung 9. Grades, in welche die erwihnte Re-
solvente 10. Grades durch Adjunction einer ihrer Wurzeln iibergeht,
findet ihren Ausdruck in der folgenden Gruppirung der ungeraden D:

D 0t D'.’l ‘D-ﬂ ’
(96) Dys Dy Dy,
D(}B D25 D 45

HI. Wird gleichzeitig cin gerades wnd ein ungerades D aus-
gezeichnet, so gelangt man zu dewmjenigen Rationalititsbereiche,

*) Staude, dieser Anmu. Bd. 24, p. 284. 300.




Syatematik der byperelliptischen Functiones. 245

welcher der Bezeichnuugsweise des Herrn Welerstrass zn Grunde
liegt. ®)

IV. Zugrundelegung der symsmetrischen Functionen der Richelot 'schen
Moduln ergiebt eipen Rationalitilsbereich, welchem (bei geeigneter
Einfihrung dieser Moduln) auch die symmetrischen Functionen der ia
je einer Zeile des Schema's (93) stehenden D) angehiren.

V. Weitere bemerkenswerthe Untergruppen werden von den ver-
schiedenen in § 24 aufgezihlien Relationen geliefert, indem immer
die in einer spichen auftretenden D zusammen einen Rationabtity-
bereich constituiren ; noch andere solche Bereiche werden durch pleich-
zeitige Betrachtung mehrerer solcher Relationen erhalten. Hierher
gehdren auch diejenigen Rationalititsbereiche, welche den aus der
Theorie der Thetafunctionen bekannten Quadrupein, Sextupeln ete.
von Formen I entsprechen. In Bezug hierauf mdge als besonders
einfaches Resultat erwihnt werden, dass den 15 sogenannten ,,Gbpel'-
schen Quadrupeln von 4 geraden Thetatunctionen* die 15 Zerlegungen
der f; in 3 quadratische Factoren entsprechen. Zu einer solchen Zer-
legung gehbren nidmlich 4 Zerlegungen in zwei cubische Factoren,
welche von jedem jemer quadratischen Factoren je einen Linearfactor
enthalten. So z. B. gehbren zu der Zerleguuyg:

flz) = («s) (§z) - 1y (82) - (s2; (§2)
die ¢ Formen D:
(97) 4[)(7." 1 Du% 1 D!)M v ﬂﬂ.}b

185 134 "5 154
oder in der Bezeichoung von Weierstrass:

D,, D, by, Db,
— in der That ein Gopel'sches Quadrupel.

Es wiirde auf Grund der Angaben des Herru (. Jordan (vl
hieriiber § 22, IV. V.) nicht schwierig sein, die zu jedem dieser
Rationalititsbereiche gehorende Untergruppe durch Congruepzen mod. 2
zu definiren; indess soll dies hier nicht niber ausgefiiprt werden.

§ 21.

Uebergang von den Formen IL Stufe zu den Sigmafunctionen. Die
Primcharakteristiken npd ihre Transformation.

Aus den Formen D entstehen durch Multiplication mit der Prim-

form Q(x, «”) die Sigmafunctionen®*). Diese fallen aus unserer Stufen-
* eintheilung heraus, insofern sie auf der Riemany’bchen Flicke unendlich
vieldentig sind: sie sind zwar eindeutige Functionen der transcendenten

# Vgl Staude « a 0.
=%, Diese Anpalen Bd. 32, p. 365
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Argumente, aber die Operationen unserer Hauptgrappe, bei welchen
sie ungeandert bleiben, bilden keine Untergruppe von endlichem Index.
Vielmehr tritt zu der einzelnen Sigmafunction, wenn eine der Variabeln
einen Querschnitt tiberschreitet, ein Factor der Form:

(98) (__ 1)$’a 62 ] (wa"l“?(Da)

b
unter den g, (mod. 2 zu betrachtende) ganze Zahlen verstanden {von
deren Bestimmung dieser Ann. Bd. 32 p. 358 ausfithrlich die Rede ist).
Fiir einen beliebigen Periodenweg, welcher die Querschnitte:

4, 4, B, B,
bezw. @ @, a3 @
mal iiberschreitet, erhilt man mit Riicksicht auf die zwischen den o
und % bestehenden Bilinearrelationen dann als den zu derselben Sigma-
function tretenden Factor:

. 2 r); (wa-i-%w;) F e, o taay)
(99) (__— l)dxgri'“?gf’raag;%gae z

in welchem zur Abkiirzung:
0, = O 0g1 -+ Q02 F A @us - 4y @ud,
’7:: = Oy Na1 + Gy %Ne2 + G3%as + Q4 Nea
gesetzt ist. Indem man dem Factor (99) entsprechende Factoren fiir
alle Querschnitte eines neuen Systems bestimmt, gewinnt man das
folgende Resultat:
Werden die Perioden o vermige der Substitution (12) dwrch meue

ersetzt, so trelen an Stlle der Zaklen g andere ¢, welche mit den
wrspriinglichen durch die Congruenzen verbunden sind:

?

(e =1, 2}

9 =g+ Gf + 439 + a9, + a0 + azay,

(100) .‘l;{f bigr + by9: + B39, + b9, + b by + by b, (mod. 2)
9, = G0 + 6y + 65+ gy + €6 A ey,
9 = a9 + dog, + dygy + dyg, + didy + dydy.

Diese Zahlen g trapsformiren sich also wesentlich anders als die
Elementarcharakteristiken des § 6; sie sollen im Folgenden, da ihre
Einfthrung mit Hilfe der Primform Q geschieht, als Primcharakie-
ristitken der Sigmafuuctionen sowohl, als der Formen II. Stufe be-
zeichnet werden, aus welchen jene gebildet sind.®)

¥) Die ,Elementarcharakteristiken® sind identisch wit den ,,Gruppencharak-
teristiken, die ,Primcharakteristiken mit den ,eigentlichen Charakteristiken®
des Herrn Noether, der den Unterschied beider Arten wiederholt hervorgehoben
bat (vgl. dieser Ann. Bd, 16 p. 271; Bd. 26 p. 354). — Die im Text citirten Ent-
wicklungen in Bd.32 geben tibrigens eine allgemeine Regel zur Bestimmung der Prim-
charakteristik einer vorgelegten Form in Bezug auf ein gegebenes Querschuittsystem,
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§ 28
Vorziige des Pormensystems der II. vor demjenigen der I Stufe,

Bei consequenter Durchfiibrung des Rationalititsprineips witrden
fir alle Unterspchungen specieller Fragen die Functionen I Stufe in
den Vordergrund treten miissen: sie wiirden den Fanctionen IL Stufe
gegeniiber Vorzugsrechte ahnlicher Art besitzen, wie sie von demselben
principiellen Standpunkte aus im Gebiete der elliptischen Functionen
dem pu und p'u des Herrn Welerstrass gegenilber sinam u ete.
zukommen.

Gleichwohl sind die Functionen II Stufe in mehreren Beziehungen
der Untersuchung weit leichter zuginglich.*) Richten wir unser Angen-
merk zunichst auf Modulformen, so besitzen diejenigen der IL. Stufe
den Vorzug, dass sie sich aus 4 von einander unabhingigen und von
Hilfspunkiten freien Formen rational zusammensetzen, withrend wir bet
den Yormen I Stufe nur die Wahl haben, enfweder mit 7 Formen zu
operiren -— dey Coefficienten von f, — die swar von einander unab-
hiingig sind, aber 3 Hilfsvariable enthalien, oder mit den 5 Fundamental-
invarianten, die vow Hilfsvariabeln frei, aber durch eine (sthr com-
plicirte) Relation™*) unter sich verbunden sind.

Nehmen wir nup die eigentlichen Formen hinzu, so kommen wir
zwar auch bel den Formen IL Stufe nicht ganz ohne Hilfsgrissen {bei
den D)) und okne iberziblige Formen aus; allein die Art und Weise
wie die Hilfsgrossen in die Formen eingeben, ist eine viel Ubersicht-
lichere und die verbipdenden Relationen besitzen einen viel einfacherey
Charakter als bei den Formen I, Stufe.

Damit hingt ein weiterer Umstand eng zusammen. Die Hilfs-
mittel, fiber welche man zur eingehenden Behandlung einzeloer Fragen
verfiigt, werdep hauptsichlich von der Theorie der Thelafunctionen
dargeboten, an welcher sich historisch die ganze Theorie der hyper-
elliptischen Functionen entwickelt hat uad welche die bequemsten ana-
lytischen Darstellungen der in dieser anftretenden Fusctionen liefert.
Die Thetafunctionen sind nun zwar ebenso wie die Sigmafunctionen (§ 27)
an und fiir sich nicht in die Stufentheorie eingureihen, stehen aber wie
diese zu den Functionen II. Stufe in nilchster Beszichung.

Aus allen diesen Erwidgungen wird man bei Behandlung specieller
Probleme es vorziehen, an die Functionen I Stufe auzukniipten. Kir
allgemeine Discussionen dagegen ist es oft vortheilhaft, in erster Linie
die Functionen L Stafe in's Auge zu fassen, weil fiir diese eine Reihe
von Fallunterscheidungen wegfallen, die die Verhiltnisse bei den

+, Auch die elliptischep Functionen 1L, stafe baben vor desjenigen der
ersten Stufe analoge, weun anch ucht #0 weitgebende, Yorzdige.
#¥) (lebsch, binire Formen p, 209
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Functionen II. (und hoherer) Stofe compliciren. Sind einmal die al}
gemeinen Gesichtspunkte an den Functionen L. Stufe gefunden, so
bietet die Uebertragung auf Functionen hoherer Stufe meist wenig
Schwierigkeit.

IV. Abschnitt.
Einleitung in Theilung und Transformation.

§ 29.

Theilung und Transformation als Bruchstiicke des allgemeinen
Programms.

Mit den Funetionen 1L Stufe mbge die systematische Uebersicht
abgebrochen werden, da es fiir die Functionen hoherer Stufen an Vor-
arbeiten zu einer solchen so gut wie ginzlich mangelt. Dagegen
mbge ein anderer Gesichtspunkt in den Vordergrund treten: die Frage
nach bestimmten Problemen, welche von Functionen niederer zu solchen
hoherer Stufe fihren. Zwei solehe Probleme hat die historische Ent-
wicklung der Theorie, ankniipfend an die Theorie der elliptischen
Functionen, seit etwa 40 Jahren besonders begiinstigt: das Problem
der Theilung und das der Transformation, Zwar lasst die Analogie
der elliptischen Functionen erwarten, dass hier so wenig als dort das
aligemeine Programm durch diese beiden Probleme, selbst wenn man
dieselben im weitesten Sinne auffasst, erfilllt werden wird; indessen
bieten sie die glinstigsten Angriffspunkte, und so soll desshalb im
Folgenden ausschliesslich von ihnen die Rede sein. Um sie aber mit
den Erbrterungen der beiden letzten Abschnitte in Verbindung zu
setzen upd deren Resultate fiir sie nutzbar zu machen, wird es vor
allem erforderlich sein auszufithren, in welcher Weise diese Probleme
in das allgemeine Programm des § 18 sich einordnen.

Das Problem der Theilung verlangt:

wenn die Functionen der Argumente:

Way @g1, Dgzy, Da3, O =1, 2

yegeben sind, aus ihmen die Functionen der Argumente:
w
o

I @Bpy, We2;, @az, gy

oder, was dasselbe sagt, die Functionen der Argumente:

Wey Ny, nwys2, Bdyz, NOey
zu berechnen, unter n eine ganze Zahl verstanden., Seien es, um im
Sinne des § 23 mit dew einfachsten Fall zu beginnen, zunschst Fune-
tionen 1. Stufe, welche zu ,,theilen® sind*). Durch dieselben sind die

*) In genaver Ausdrucksweise miisste man nicht von der Theilung der
Fanctionen, sondern von der ihrer Argumente reden.
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Integrale @ nuor bis auf Multipla der Perioden bestimmt; aus jeder

e

Lisuug (-—;;‘-, co,;,,) des Theilungsproblems werden sich daber nt
Liosungen ergeben, welche alle in der Form:
(101) (e Thoec T evwe b hvos + B )

% ? Wag
enthalten sind, indem die ganzen Zahlen &y, k,, kj, h, unabbingig
von einander alle Werthe von 1 bis n durchlaufen. Es zeigt aber
diese Darstellung der Losungen, dass jede einzelne derselben ungeiindert
bleibt, wenn die w, @ solchen Operatiouen der Hauptgroppe unter-
worfen werden, welche modulo % zur Identitit congruent sind. Das
heisst aber in unserer Terminplogie:

Die Theilung der Functionen 1. Stufe fihrt auf Functionen w'e Stufe.

Die Aufgabe der Transformation®*) mdge zunichst nicht iy
ihrer allgemeinsten, sondern in einer speciellen Fassung formulirt
werden. In dieser erscheint sie gewissermassen als die Hilfte der
Anfgabe der Theilung: sie verlangt den Uebergany von:

We Wy1 @,: Was W4
U

W, gy gy NW,3 HRWgy,
unter # wieder eine ganze Zahl verstanden.

Auch hier zeigt die Untersuchung {(vgl. § 52), das dic einzelne
Liosung des Transformationsproblems nur bei solchen Operationen
unserer Hauptgruppe ungendert bleibt, deren Coefficienten gewissen
Congruenzen nach dem Modul # genfigen; m. a. W.:

Auch die Transformution der Functionen 1. Stufe fichrt zu Func-
tionen w'e Stufe.

§ 30.
Theilung und Transformation vor Functionen hiéberer Stufen.

In gleicher Weise, wie die Fuuctionen I Stufe, kann man nug
anch Functioner hbherer Stufen ,theilen® und ,transformiren*. Ver-
langt man dabei zundchst die Stufenzah] der entstehenden Functionen
zu wissen, so wird es einen wesentlichen Unterschied bedingen, ob
die Stufenzahl m der Functionen, von welcher man ausgeht, zur
Theilungs- oder Transformationszahl 2 relativ prim ist oder uicht.
Ist namlich ersteres der Fall, so stren sich die Congruenzen, welche
die Stufe der urspriinglichen Functionen mit sich bringt, und die-
jenigen, welche die Theilung oder Transformation bedingt, gegen-
seitig insofern nieht, als sie sich zn einem Systeme von Cougraenzen

“}‘_Mit . Transformation® ist also hier due gewmeint, wis man soust »eit
Jucobi (z. B. ges. W. Bd 1, p. 468 £, als tramformatio srrationalis sive in-
versa* bezeichnet,
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mod. mn vereinigen, dessen Lisungen sich aus den einzelnen Losungen
jener beiden Congruenzensysteme zusammensetzen lassen. Haben aber
m und % einen Theiler 8 gemeinsam, so gilt das nicht: der Modn)
der resultirenden Congruenzen wird dann im aligemeinen nicht my

sondern %?— gsein, wo 8, irgend ein Theiler von § ist. In Folge

dessen wird die Unterscheidung einer Reihe von Fallen erforderlich
werden. Doch gehen wir auf diese Fragen hier nicht niher ein,
sondern begniigen yns damit, das Gesagte in dem Satze zusammep-
zufassen:

Transformation we Grades und n-Theilung von Functionen wie
Stufe fihrt stets zu Funclionen mw'e Stufe, wenn m und n theiler-
fremd sind. Haben aber m und n einm gemeinsamen Theiler &, so

erhiilt man Punclionen der Stufe = ———, wo O, ein Theiler von J st
(der auch 1 oder & selbst sein kcmn)

§ 31.
Affect, Monodromiegruppe, arithmetische Gruppe. Allgemeine und
specielle Probleme.

Das ganz besondere Interesse, welches die Theilungs- und Trans-
formationsaufgaben darbieten, liegt in dem Affect der entstehenden
Gleichungen, in jhren gruppentheoretischen Eigenschaften. Man ver-
steht bekanntlich nach Herrn Kromecker unter dem Affect einer
Gleichung die Gesammtheit der Besonderheiten, welche sie mit Riick-
sicht auf Resolventenbildung darbietet. Ist es mdglich, Resolventen
von besonders niedrigem Grade zu bilden, kann man gar die Aufldsung
der gegebenen Gleichung auf die Auflésung einer Reihe von Resolventen
zuriickfiihren, deren jede fiir sich betrachtet einfacher ist, als die
gegebene Gleichung selbst, so sagt man, die Gleichung besitzt einen
besonderen Affect. Der weitgehendste Affect, welchen eine Gleichung
haben kann, ist, dass ihre Aunflosung auf eine Reihe von Abel'schen
Gleichungen zuriickkommt, m. a, W. dass sie in bekannter Weise anf
reine Gleichungen zuriickgefiihrt werden kann.*)

Ob man nun einer vorgelegten Gleichung einen solchen Affect
zuzuschreiben hat, durch welchen sie sich leichter losen lisst, als
eine allgemeine Gleichung desselben Grades, das kann erst entschieden
werden, wenn festgesetzt ist, welche Grissen als bekannt anznsehen
sind, m. a. W, welcher Rationalititsbereich zu Grunde gelegt werden soll.

Fir unsere Theilungs- und Transformationsprobleme stellt sich
diese Frage nun so, dass als rational bekannte Parameter die Formen
dezgemgen Stufe anzusehen ‘sind, fiir welche das zu bebandelnde
Problem gestellt ist. Dagegen wird man irrationale Functionen dieser

*) Vgl. Hilder, dieser Ann. Bd. 34,
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Parameter nicht als bekannt ansehen wollen. Was alse die Parameier
betrifft, so ist die Definition des Rationalititsbercichs, in welchem toir
uns bewegen wollen, durch die an die Spitze gestelite Einordnung der
Fragestellung in die Stufentheorie bereits gegeben.

Damit aber der Rationalititsbereich vollstindig bestimmt sei, muss
anch festgesetzt werden, welche Zahlencoefficienten als rational gelten
sollen: man mugs sich dayitber entscheiden, ob man sich auf rationale
Zahlen im eigentlichen Sinne beschrinken, oder ob man auch be-
stimmte numerische Irrationalititen, wie z. B. Einheitswurzeln, als
zulissig ansehen will. Dadureh ist eine gewisse Spaltung der folgenden
Untersuchungen bedingt, indem immer die beiden Frugen zu beant-
worten sein werden:

1. Welchen Affect haben dic vorgelegten Gleichungen, wenn man
sich wm die Zaklencoefficienten gar wicht Eitmmert, sondern rein smme-
rische Irrationalititen, deven man ewa i Loufe des Reduclions-,
bezw. Auflisungsprocesses bedarf, tmmer gleich adjungirt?

II. Welchen Affect besitzen dieselben, wenn auch allen zu be-
nutzenden Zaklencoefficienden die Bedingung auferlegt wird, geneine
rationale Zahlen 2w sein?

Nun existirt bekanntlich fir jedes Gleichungssystem und jeden
Rationalitiitsbereich eine Gruppe won Vertauschungen der Lisungs-
systeme, welche die doppelte Kigenschaft besitet:

einmal, dass jede rationale Function der Losungssysteme, welche
bei allen Vertauschungen dieser Gruppe ihrem numerischen Werthe
nach ungeindert bleibt, rational bekanut ist;

dann aber auch, dass jede raticnale Function der Lisuugssysteme,
deren Zahlenwerth rational bekannt ist, bei den Vertauschungen dieser
Gruppe numerisch ungedndert bleibt,

Diese Gruppe heisst ,dic Galeis'sche Gruppe® oder emnfach ,dic
Gruppe des Gleichungssystems in diesem Rutionalititsbereich,

Die Aufgabe, die Galois'’sche Gruppe eines vorgelegten Theilungs-
oder Transformationsproblems za hestimmen, spaltet »ich der oben
erdrterten doppelten Auffassung des Rationalititsbereichs entaprechend
wieder in 2 Aufgaben. Legt man den strengen Rationalithtsbereich
zu Grunde, der sein Gesetz auch den Zablencoetficienten auferlegt, su
fragt man nach der arithmetischen Gruppe'* des Problems; lisst man
die Zahlencoefficienten bei Seite upd achtet nur auf die Parameter,
so fragt man nach der STruppe der Monodromie Letztere besteht
aus denjenigen Vertauschangen der LOsuugssysteme, welche man er-
hilt, wenn man die Parameter irgeud welche geschlossene Wege in
jhrem Werthgebiete beschreiben lisst. Dass die s0 definirte Gruppe
der Monodromie mit der Galois'schen Gruppe der vorgegebenen Gler-
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chung tbereinstimmt, sofern man numerische Irrationalititen als gy
wesentlich ansieht, darauf hat Herr Hermite 1851 aufmerksam gemacht;
dass damit nur eine Seite der Frage getroffen wird, hat Herr Kronecker
wiederholt betont.

Bevor wir uns zur Discussion der einzelnen Probleme wenden,
mbgen noch die tiblichen Bezeichnungen: ,allgemeine’ und | speeiellex
Probleme erliutert werden. Wenn man nimlich nur nach den Modyl
formen fragt, die zu den neuen Argumenter gehtren, so bat man es
mit dem ,specicllen’ Problem zu thun; das ,allgemeine’* Problem fasst
die eigentlichen Formen in’s Auge. Entstanden ist die Benennung
in der Theorle der elliptischen Functionen, deren Werthe fiir ,,den
speciellen Argumentwerth w = 0% in naher Beziehung zu den Moduln
der betreffenden Stufe stehen, ja selbst als solche Moduln gewshlt
werden konnen; sie mdge aber der Kiirze halber auch fiir die hyper-
elliptischen Functionen beibehalten werden, obwohl hier der Ueber-
gang vom speciellen zum allgemeinen Problem erst einen besondern
Grenziibergang erfordert. Es entspricht ndmlich das Werthsystem
(1, 40,)=={0,0) bekanntlich den simmtlichen specialisirten Punktepaaren

(¢ =), (vgl. § 21); die eigentlichen hyperelliptischen Functionen

werden daher fir dasselbe — zum Theil wenigstens — unbestimmt,
indem sie in der Form —g— erscheinen.

V. Abschnitt.
Theilung dureh eine ungerade Primzahl.
§ 32.
Formulirung des allgemeinen Theilungsproblems.
Das Problem der allgemeinen Theilung ist bereits § 29 in folgender
Weise formulirt worden:
Gegeben sind die hyperelliptischen Functionen der Argumente
Wey g1y gz, @azy B4,

gesucht diec Functionen der Argumente:
w‘!
n 2
Sind die w gegeben als Summen einer geraden Anzahl von Inte-
gralen mit bekannten oberen Grenzen und einem und demselben Ver-
zweigungspunkt a, von dessen Auswahl sie dann unabhfingig sind¥),
in den unteren:

gy, Wazy, Oey, Ogye

y2

(102) " (?ec‘, +J dw, -+ - dea,

*} Wegen einer allgememeren Wahl der unteren Grenzen vgl. § 42.
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so erscheint die Aufgabe als identisch mit der folgenden: Punkie z
2a bestimmen, fir welche:
;1"7)

(103) ReC I J dw, + _] dw, + - _/ dw,

ist. Von diesen 2» Punkien 2z sind natiirlich 2v — 2 willkiirlich; die
Gesammitheit der unter einander dquivalenten Lisungssysteme soll im
Folgenden nur als eine Lisung gezihlt werden. In dieser Festsetzung
ist inbegriffen, dass die Reibenfolge der Stellen z als gleichgiiltig
betrachtet, m. a. W. dass nur nach den symmetrischen Verbindungen
derselben gefragt wird.

In diesem Sinne hat das Problem nt Lésungen. Denn die w0 sind
durch die y nur bestimmt bis auf ganzzahlige Muyltipls der Perioden;
die %’; werden aber nur dann um ganze Perioden sich ndern, weun
die w um n-fache Perioden geiindert werden. Aendert man w am

hyw, ~ hyt0, + hyw, + kg,
so gelangt man zu incongruenten Werthen der :f, wenu man in-
congruente Zahlen & wihlt. Indem jede derselben unabhiingig von
den andern n (mod. ) verschiedene Werthe annehmen kapn, erhiilt
man in der That n* verschiedene Systeme dey é:i und damit den in
Aussicht genommenen Satz:

Das allgemeine Theilungsproblem besitst w¢ Lisungen.

Der Fall # = 2 ist hier mit inbegriffen, soll aber im Folgenden
bei Seite gelassen und spiter besonders behandelt werden, da er ge-
wisse Besonderheiten darbietet. Ferner ist klar, dasy die Theilung
durch eine zusammeugesetzte Zahl zuriickkommt auf die Theilungen
durch die einzelpen Factoren. Demgemiss bedeute n i diesem ganzen
Abschnitt eine ungerade Primzahl.

Formulirung des speciellen Theilungsproblems.

Ist das "er’ebene Werthsystem (w0, w,) = (0, 0), so ist ein Werth-
system der — ebenfalls == (0, 0) und die zugehbrigen x sind rational
bekannt, mdem ¢in beliebiges System von paarweise conjugirten Punkten
die Aufgabe lost. Die tbrigen Werthsysteme der -;"‘3 sind Periodeg ~n
und gruppiren sich, wenn n wie vorausgesetzt ungerade ist, in ein-
facher Art paarweise zusammen. Ist ndmlich %’« ein Perioden-n'd,

so gilt dasselbe fiir — -, und diese beiden Werthe sind incongruent,



254 Heixrice BurxrarDpT.

gehoren also zu verschiedenen Losungssystemen. Fasst man beide
zusammen, so erhilt man das Resultat:

Der Grad des speciellen Theilungsproblems kann von n* auf :
(104) 3t — 1)
reducirt werden®), indem eine Losung sich abspaliet und die andern
sich paarweise zusammenordnen.

Wird zar Vereinfachung der Darstellung in (103) » =1 ge
nommen, was stets angeht, so verlangt die Aufgabe, dass*®*)

(105) % { f -+ f }EO (modd. Perioden)
werden soll. Das heisst aber nach der Umkehrung des Abel’schen
Theorems nichts anderes, als dass " und 2", n-fach gezihlt, Null-
punkte einer ganzen Function auf der Riemann’schen Fliche sind,
m. a. W. dass zwel ganze rationale Functionen g, und y, s**%) von z
existiren, sodass die Gleichung:

(106) 0+ ras V=0

zwel n-fache Wurzeln besitzt, welche dann eben x” und z” sein werden.
Die conjugirten Punkte 27, z” ergeben dann ebenfalls eine Losung
desselben Theilungsproblems (entsprechend dem Periodenbruchtheil

——%, wenn die erste Losung dem —+ —f—:- entsprach), und sind Null-
punkte von:

(107 9o — Va-s¥Vfs= 0.

Die 4 Stellen z', #”, ¥, 2° zusammen sind aber auch Nullstellen
einer quadratischen Form in 2, die mit u, bezeichnet werden moge.
Die nte Potenz dieser Form wird an denselben Stellen von derselben Ord-
nung Null, wie das Product der beiden Formen auf den linken Seiten
der Gleichungen (106) und (107); wird also eine mulliplicative Con-
stante in w, mit einbegriffen gedacht, so muss eine Identitdt folgender
Gestalt bestehen:

(108) W=gn — Vi fo

Umgekehrt, wenn es gelingt, 3 Formen #,, ¢, ys—s SO zu be
stimmen, dass eine solche Identitit besteht, so kann man zunichst

die rechte Seite derselben in die beiden Factoren g, -+ yu—s} fe und

*) Also fir n =13, 5, 7... bezw. auf 40, 512, 1200.
**) In bekaunter abkiirzender Schreibweise.
***) Die Indices der Formen bezeichnen hier und im Folgenden ibren
Grad in 2.
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gx — ¥a—s V7c spalten. Wihrend nun u in zwei Paaren conjugirter
Stellen verschwindet, kann an jeder einzelnen dieser Stellen immer
nur einer jener Factoren Null werden. Es zerlegen sich also die zwei
Paare conjugirter Stellen andererseits in zwej Paare entsprechend den
beiden Factoren der rechten Seite; die Stellen jedes dieser letateren
Paare geben eine Lgsung des Problems.

Das Resultat dieser Ueberlegungen ist also:

Jedes Poar conjugirter Lisungen des speciellen Theilungsproblems
fiihrt zu 3 Formen t,, gu, ya—s, welche mit f durch eine Identitiit von der
Form (108) verbunden sind; umgekehrt, so oft drei solche Formen ge-
funden sind, kann man aus iknen zwei conjugirte Lisungen des speciellen
Theilungsproblems ableiten.

In der That ist die Aufgabe, u, g, ¥ in dieser Weise zu finden,
ein ganz bestimmtes algebraisches Problem. Die Anzahl der (oeffi-
cienten dieser drei Formen ist nimlich:

34 (n-+1)+ (n— 2 =2n+2
einer von ihnen kann jedoch der Formulirung der Aufgabe eutsprechend
willkiirlich angenomrwen werden. Andererseits ist die Gleichung (108)
vom Grade 2% in z; damit sie identisch bestebe, sind 2% -4~ 1 Verbin.
dungen jener Coefficienten gleich Null zu setzen. Das specielle Theilungs-
problem st also bei dicsem Ansatz zum Ausdruck gebraché durch 2n - 1
Gleichungen zwischen 2n + 1 Unbelannfen.

In erster Linie kommen von diesen 2n - 1 Upbekannten die

Coefficienten von:

(109) L= art 4 s =0

in Betracht, indem dieselben die doch eigentlich gesuchten symme-
trischen Functionen der Stellen z’, ” vorstellen; in der That st in
der Bezeichnung (52):

(110) X :X:X,=c¢:(—2b):a

§ 34.
Untersuchangen von Clebsch.

Die Abhandlung von Clebsch: Zur Theorie der bindren Formen
6. Ordnung und der Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen*)
"beschiftigt sich mit einem speciellen Fall (n = 3) dieses algebraischen
Problems, namlich mit der Aufgabe, die Gleichung:
(111) u? =’ — [
zu einer identischen zu machen.

Fiir Clebsch hatte diese Aufgabe zunfichst ein rein algebraisches
Interesse, indem er (wie vorher schon Herr Cayley) in u® ~ v,* eine
Art Normalform der bindren Form 6. Grades sab. Er verschaffte sich

* Gt Abh. Bd. 14, 1869.
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einen Zugang zn diesem Problem, indem er damit begann, eipe
Losung desselben, wie man jetzt sagen wiirde, zu adjungiren upg
die Aufgabe zu bebandeln: wenn u,, v;° gegeben sind, w,, v, so 2y
bestimmen, dass die Gleichung:

(112) 0, — 9 = u,® — 0

zu einer identischen wird. Er zeigte dann, dass diese Aufgabe ausser
der selbstverstindlichen Losung u==«', v=1v" noch 39 andere Losungen
besitzt, welehe in 27 und 12 zerfallen. Jene 27 ordnen sich in 9
Tripel, die sich durch eine Hesse’sche Gleichung 9. Grades bestimmen
lassen; die 12 fibrigen Liosungen bingen von der Resolvente 12. Grades
dieser Hesse’schen Gleichung ab.

Herr C. Jordan, dem Clebsch diese Gruppirung mittheilte, war
damals eben mit den Theilungsgleichungen der Abel'schen Functionen
besehiiftigt und erkannte, dass dieselben Gruppirungseigenschaften dem
speciellen Dreitheilungsproblem der hyperelliptischen Functionen (p=2)
zukommen. Daraufhin gelang es Clebsch in der That, das letstere
Problem auf seine algebraische Aufgabe zuriickzufiihren. Er bedient
sich dabei (fiir uns unndthigerweise) einer Darstellung des hyperellip-
tischen Gebildes im terniren Gebiet (Curve 4. Ordnung mit einem
Doppelpunkt); der Rationalitdtsbereich, in welchem er sich bewegt,
gehbrt za einer Zerlegung von fin @,- ¢,, wie solche § 24 gelegentlich
Erwihnung fanden. Im iibrigen entspricht der Ansatz von Clebsch
ganz dem allgemeinen Ansatz des § 33.

Entsprechend seiner urspringlichen Aunffassung des Problems als
eines solchen canonischer Darstellung betrachtet Clebsch als Unbekannte
nicht die Coefficienten von u, anch nicht die Simultaninvarianten von
« und f, sondern die Simultaninvarianten von % und v, sodass seine
Resultate, soweit sie explicite algebraische Darstellungen der auf-
tretenden Resolventen enthalten, nicht unmittelbar fiir die Theorie der
hyperelliptischen Functionen nutzbar sind. Ueberhaupt scheint das
stricte Festhalten an dem Princip, nur mit reinen Invarianten zu
operiren, zu Rechnungen von grosserer Complicirtheit zu fithren, als
es die algebraische Natur des Problems an und fiir sich bedingen
wiirde; eine Bemerkung, die auf sehr viele Entwickelungen mancher
Invariantentheoretiker Anwendung findet.

§ 3b.
Weitere Discussion der allgemeinen Theilung,
Es mbge wieder an die Formulirung des allgemeinen Thejlungs-
problems angekniipft werden, wie sie § 32, Glehg. (102) u. (103)

gegeben wurde: 2y Stellen y sind gegeben, 2v Stellen & sind so zu
bestimmen, dass:
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wird. Um diese Gleichung zwischen transcendenten Funetionen in
eine algebraische Gleichung umzusetzen, wollen wir zunichst con-
Jugirte Stellen nicht unterscheiden; m. a. W, es mige auf der yechten
Seite der Congruenz (113) vor jedes Integral 4 geschrieben upd alle
so entstehenden 2*# Probleme in eines zusammengefasst werden.

Die Stellen y zusammen mit ihren conjugirten sind Nullstellen
einer bestimmtien Form vp,; die Stellen z zusammen mit thren con-
jugirten werden erhalten werden durch Nullsetzen einer zu bestimmen-
den Form ug,. Andererseits zeigt die Congruenz (115), dass die Stellen
y zosammen mit den n-fach gezihlien Stellen z Nullstellen ciner
ganzen Function:

(114) Gorin + YaressV Ty
auf der Fliche sein miissen; die conjugirten Stellen sind dann Null-
stellen von:
(115) Gavgu — Vurdu—3 f(:
Demnach muss eine Identitiit der Form bestehen:
(116) wo=(g+rV) g — 2V =g —+I.
Sobald umgekehrt Formen «, g, 7 gefunden sind, welche diese Glei-
chung zu einer identischen machen, werden von jenen 2*# Problemen
zwel gelost sein, nimlich efnes, bel welchem die gegebenen Stellen
sich simmtlich anter den Nylistellen von:
g+rVf
und eines bei welchem sie sich simmthich anter den Nullstellen von:
9—vVf
befinden. Das Resultat dieser Ueberlegungen ist demnach:

Sind nur die Argumentwerthe ¥, nicht die Sicllen y der Ricmanw'-
schen Flicke gegeben, so reprisentirt die Gleilung (113) 24 ver-
schiedene Theilungsprobleme; alle diese sind in der Forderung enthalton,
Uiy, Gurtus Paviu—s SO 2u bestimmen, dass idenlisch:

W == gt — p2f
sei.  Sind aber wicht nur dic Argumentwerthe y, sondern auch dic
Stellen y gegeben , so sind von den Lisungen dieses alyebraischen Problems
nur diejenigen beizubchalten, in welchen die Stellen ', y* - - - Y0
Nulistellen eines und desselben dev beiden Factoren g+ v V5, 9~ 7V/
sind; die gesuchten Stellen % sind dann u-fuch gezihlt dic dbrigen Null-
stellen eben divses Factors.

vt 1
Mathematische Annalen XXXV, 7
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§ 36.

Die Monodromiegruppe der speciellen Theilung.

Nachdem wir unsere Theilungsprobleme in bestimmie algebraische
Pormulirang gebracht haben, wenden wir uns zur Aufsuchung ihrer
Gruppen und beginnen mit der Monodromiegruppe der allgemeinen
Theilung, Wir bedirfen zunichst einer passenden Bezeichnung der
Lisungssysteme: ahnlich wie Herr C. Jordan¥) bezeichnen wir das
dem Perioden - nte:

Vi) + val0y + V305 - V404

(117 t
entsprechende Losungssystem mit:
(118) s"); Y Vay V3t

Die Zahlen » sind dabei mod. » zn nehmen; durchliuft jede derselben
n incongruente Werthe, etwa 0, 1,2 .., % — 1, so reprisentirt
(118) die n* verschiedenen Losungssysteme, jedes nur einmal.

Die Parameter (§ 31), auf welche sich die Monodromiegruppe
bezieht, sind die Coefficienten von f. Durchlaufen dieselben irgend
welche geschlossenen Wege, so treten an Stelle der Perioden ® neue,
o', vermbge der Substitutionen (12) des § 4 (vgl. § 8). Das Perioden
vl (117) geht dabei iiber in:

vy - vy + 7,04 + v
n ’

und wenn dies gleich:

vy 0y 4 ¥y w0y + ¥y 0y + vy @y
%

ist, so hat sich das Ldsungssystem (118) in das andere:

SR AR
verwandelt. Die +" hiingen aber mit den » zusammen®:) durch die
Congruenzen:

vW=av + a1 avy + ayv,,
vy = by + by + by by,
vEE Y + Gy + 6y + 6,
v, =dyvy + dyyy + dyvy + dyg.
Indem diese Congruenzen die Indices derjenigen Losungssysteme

angeben, welche bei den Operationen der Monodromiegrappe an die
Stelle gegebener Losungssysteme treten, kann man sagen:

(118) (mod. n)

*) Traité des subst. p. 356,
. ) Man vergleiche 'die Transformation der Elementarcharakteristiken in §6,
Gl (31) n. (31a). Dabei ist nur zu beachten, dass dort %' far », h fiir »° steht,
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Die Monodromiegruppe des speciellen Theilungsproblems ist definirt
durch das Congruenzensystem {119), dessen Cogfficienten den Bedingungen
des § 4 (mod. n) geniigen mussen. ’

Mit Ricksicht anf § 15 kann dies Resultat aych sp ausgesprochen
werden:

Die Hauptgruppe der Modulfunctionen (§ 13) reducirt sich durch
Adjunction der Principaluntergruppe #n' Stufe auf eine Gruppe, eu
welcher die Monodromiegruppe der speciellen n- Theilung holoedrisch
isomorph 1st.

Die Ordnung (Anzahl der Operationen) der letzteren Gruppe ist
also gleich dem Index der Principaluntergruppe n'er Stufe, niamlich
(nach Gl (49)):

- N=@mt—1) -28-n*—1)n

Das Losungssystem s, bleibt bei allen Operationen der Grappe

an seiner Stelle, wie es sein muss, da es ja rational bekannt ist.

§ 37
S .
Die Monodromiegruppe der allgemeinen Theilung.
Es sei die einzelne Losung wieder mit einem Buchstaben bezeichnet:
S"n Vo ¥ Vi
entsprechend dem zugehbrigen Argumentensystem:

W v @+ va0s -+ Va0 - w08 i
n

Diese Bezeichnung wird dann eine ganz bestimmte sein, wenn iber
die Integrationswege, auf welchen die Integralwerthe w erhalten werden,
eine bestimmte Festsetzung getroffen ist. ¥s werde vorausgesetzt,
dass das geschehen sei; in welcher Weise, ist gleichgiitig.

Um nun die Monodromiegruppe des Problems zu erhalten, wird
man einerseits die Coefficienten von f, andererseits die Stelle (y, Y7 (¥))
geschlossene Wege durchlaufen lassen miissen, Die erstere Operation
fihrt die Indices », den Resultaten von § 36 zufolge, in andere o'
tiber, welche mit jenen durch die Congrpenzen (119) verbupden sind,
Durchlzuft aber eine Stelle y etwa den ersten Periodenweg, so ver-
mehrt sich », um 1, bei wiederholtem Umlauf um eine beliebige ganze
Zahl; dasselbe lisst sich bei den lbrigen v erreichen. Die Monodromie-
gruppe G des allgemeinen Theillungsproblems kann also definirt werden
durch ein System von Congruenzen, welches aus dem System (119) durch
Zufiigung additiver Glieder entsteht, elwa.

v, =4+ o v, + 4, + a3y + vy,
(120) vy =B+ by, + byvy o+ by + by,
v, = C+ ¢vy + vy + &v -+ 6y,
v' =D+ dv, + dyvy + dyvy A dyv,.

(mod. ®)

17+
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Diege Gruppe besteht aus:
nt. N
Operationen, wo N in (49) definirt ist.

Es mdge hier sogleich die Frage nach Unfergruppen von G ge-
stellt werden, die wir fiir das specielle Problem erst spiter aufwerfen
werden. Man erkennt zunichst unmittelbar:

Ein erstes Beispiel einer solchen Untergruppe liefert die Monodromie-
gruppe g, des specicllen Theilungsproblems fiir dieselbe Zahl .

Der Index von g, in Bezug anf G ist nt.

Eine zweite Untergruppe g, wird gebildet von den Substitutionen
der Form:

vW=v+ 4,
v, =v+ B,
(121) ’”3’ =7 + C:
v, =wv,+ D.

Diese Untergruppe ist innerhalb der Gruppe G ansgezeichnet. Denn
aus den Congruenzen:

v =4+ e+ a7, - -, ete,
v =+ 4, ete.,
v/"=ev," — 4) + dy(v," — By — - - -, ete.

in welchen die ¢;, d;, ... (vgl. § 4, GL (14)) das inverse System zn
dem der a bilden, folgt sofort:

W=+ A7
d. h. wird eine Operation von g, durch eine Operation von G trans-
formirt, so wird wieder eine Operation von g, erhalten. Das aber ist
die charakteristische Eigenschaft einer ausgezeichneten Untergruppe.

Der Index dieser Untergruppe in Bezug anf G ist N.

Zu diesen beiden Untergruppen suchen wir nun zugehorige
Resolventen.

Bei allen Operationen der Untergruppe g, bleibt Sy, an seinem
Platze; andererseits wird diese Wurzel bei jeder Operation von G,
welche nicht zu g, gehdrt, durch eine andere Suzop ersetzt, Eine zu
¢, gehorige Resolvente ist also die Gleichung, von welcher S,,, ab-
hangt, m. a. W.: _

Zu der Untergruppe g, des allgemeinen Theilungsproblems gehirt
als Resolvente eben dieses allgemeine Theilungsproblem selbst.

Eine Resolvente, welche der Untergruppe g, zugehort, wird er-
halten werden, wenn man eine Function der S kennt, welche bei den
Operationen dieser Untergruppe unveriindert bleibt. Da nun diese
Operationen dadurch zu Stande kommen, dass die Stellen y ge-
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schlossene Wege beschreiben, so wird die gesychte Function von
diesen Stellen rgfiongl abbingen miissen. Solche Functionen sind
sher die Losungen des speciellen Theilungsproblems. Die einzelne
Warzel desselben wiirde jedoch dem hier in's Auge gefassten Zwecke
insofern nicht entsprechen, als sie nicht nar bei den Qperationen
von g,, sondern auch noch bei andern Operationen ungeéindert hleibt.
Da jedoch diese hinzutretenden Operationen fiir jede Wurzel des
speciellen Theilungsproblems andere und andere sind, so wird eine
Function dieser Wurzeln, welche bei keiner zulissigen (in g, ent-
haltenen) Vertauschung derselben ungeindert bleibt, m, a. W. so wird
eine Wurzel der im Sinne der Monodromiegruppe gebildeten Galois™
schen Resolvente des spepiellen Theilungsproblens sich als zweck-
entsprechend erweisen. Auf diese Weise gelangt man zu dem Resultate;

Zur Unlergruppe g, gehirt als Resolvente des allgemeinen Theilungs-
problems die im Sinne der Monodromiegruppe 2u bildende Galois'sche
Resolvente des speciellen Theilungsproblems,

Ob man pun dic Wurzel eiper solchen Resolvente adjungirt oder
s@immiliche Wurzeln des speciellen Theilungsproblems selbst, hat ganz
die gleiche Wirkung; es soll deshalb im Fo]gendeu der Kiirze halber
zumeist von letzterer Operation gesprochen werden,

§ 38.

Auflosung des allgemeinen Theilungsproblems nach Adjunction der
Wurzeln des speciellen.*)

Wird nun der Bationalitiitshereich erweitert, indemi die Wurzeln
der speciellen Theilungsgleichung als bekanut angenommen werden,
50 erscheinen neben den y nicht mehr die Coefficienten von f, sondern
eben diese Wurzeln als die Payameier, welche bel Bestimmung der
Monodromiegruppe des allgemeinen Problems zn Grunde zu legen sind.
Werden aber simmtliche Wurzeln des speciellen Theilungsproblems zu
ihren Anfangswerthen zuriickgefithrt, so kehrt auch jeder Perioden-

bruchtheil
V60 - vy @y - vy 005 + v 0,
%

wieder zu seinem Anfangswerth zurtick, demnach auch jedes S, .,4,,
sodass die Monodromie dieser Parameter Gberhaupt keine Permutation
der S bewirkt. Solche Permutationen konnen also nur noeh durch
die Monodromie der Stellen y hervorgebracht werden: diese aber
liefert keine andern Operationen als die der durch die Congruenzen

(121) definirten Untergruppe g,. M. a. W.:

*) Vgl. Hermite, Cr. J. Bd. 82, p. 277 (Jacobi's ges. W. Bd. 11, p, 87).
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Durch Adjunction simmitlicher Wurzeln des speciellen Theilungs-
problems reducirt sich die Monodromiegruppe des allgemeinen auf die
Gruppe 9,.

So fithrt die directe Betrachtung der Monodromie der neuen Para-
meter zu demselben Resultat, zu welchem auch der allgemeine Saty
der Algebra gefiihrt haben wiirde:

Adjunction der Wurzeln ciner ausgezeichneten Resolvente reducirt
das Hauptproblem, ohne es ganz zu l0sen.*)

Die Gruppe g, auf deren Untersuchung man so gefiihrt ist, hat
einen sehr einfachen Aufbau: alle ihre Operationen sind untereinander
vertauschbar. Eine Gleichung, deren Gruppe diese Eigenschaft besitzt,
nennt man eine Abel'sche Gleichung®*). Die Gruppe erwiichst aus 4
erzeugenden Operationen, welche in Vermehrung je eines » um 1 be-
stehen; jede derselben besitzt eine Periode = xn. In Folge dessen ist
unsere Gleichung durch Nebeneinanderstellen von vier n*® Wurzeln 1s-
bar, und wir kbnnen das Resultat zusammenfassen in dem Satze®#):

Nach Adjunction der Wurzeln des speciellen Theilungsproblems
findet das allgemeine seinen Ausdruck in einer vierfaltigen Abel'schen
Gleichung und st daher algebraisch, niimlich durch 4 nebeneinander-
gestellle n* Wurzeln, losbar.

Die wirkliche Ausfihrung der Auflésung geschieht in bekannter
Weise durch die Resolvente von Lagrange; man vgl, dbrigens § 31.

§ 39.

Resolventen des speciellen Theilungsproblems auf Grund der
Monodromiegruppe.

Wir wenden uns nonmehr wieder dem speciellen Theilungsproblem
zu und stellen zunichst die Frage nach ausgezeichneten Untergruppen,
Eine solche ist die Gruppe von nur zwei Operationen:

—
vy = vy,

’l’i "—_-_——'1/1,
L — ’
c Yy Z= Y, YV, == — v,
(122) , und: # 1 (mod. )
Vy =y, vy = — vy,
LA— [P
Yy =¥ Vg = — A

Eine augehbrige Resolvente muss zur Wurzel eine Function der
Lbsungen haben, welche ungesndert bleibt » wenn simmtliche Perioden

*) Vgl etwa C. Jordan, tr des subst, P. 261 oder Netto, Substitutionen-
theorie p. 264.
**) Vgl etwa C. Jordan, a. a. 0. p. 286 oder Netto, a. a. 0. p. 189 £,
) Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen § 70.
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im Vorzeichen geiindert werden, also den Theilwerth einer geraden
hyperelliptischen Function. Es folgt hieraus:
Die specielle Theilung lisst sich spalten in ein Problewm mat einer

Gruppe der Ordnung .;— N und in ein Problem mit einer Gruppe der

Ordnung 2. Als das erstere kann die specielle Theilyng der geraden
Functionen gewdhlt werden; ist dieselbe erledigh, so erfordert die Theilung
der ungeraden Functionen nur noch die Ausziehung einey Quadratwurzel.

Es ist dieser Spaltung schon oben bei der algebraischen Formu-
lirung (§ 33) Rechnung getragen worden, als zwei conjugirte Losungen
zusammengefasst und damit der Grad des Problems von gt — 1 auf

—.12— (nt — 1) herabgedriickt wurde; doch konnten wir damals noch nicht

schliessen, dass nachher eine Quadratwurzel ausreicht. —

Die Gruppe des geraden Problems lisst sich nun am einfachsten
schreiben, wenn man die » nur als Verhiltnissgrossen auffasst: die
Quotienten der v bleiben ja ungeindert, wenn man die v alle das Vor-
zeichen wechseln lisst. Setzt man, um dies auszudricken, einen
Proportionalititsfactor ¢ zu, so erhilt man fir die Monodromiegruppe
des speciellen Theilungsproblems der geraden Functionen die Form:
o) = ayv, + ayvy + ayvy + agvy,

97’2: =byyy + by, + by + by, (mod. )
ovs = v + 6y + &Yy + 6
ovy = dyvy + dov, + dyvy + dyv.
Dabei hindert die Bedingung:
(abed) =1,
welcher die Coefficienter. geniigen miissen, dem Multiplicator ¢ andere
Werthe als 4 1 beizulegen.

Nach den Untersuchungen des Herrn C. Jordan®) ist diese
Gruppe einfach, d. h. sie enthilt keine ausgezeichnete Untergruppe
mehr,

Es ist also eine weitere Spaltung des speciellen Thedlungsproblems
nicht mehr moglich. —

Wenn sonach auf eine Zerlegung des Auflésungsprocesses in
einzelne Schritte verzichtet werden muss, so bleibt nur noch die Frage
nach geeigneten Gleichungen, welche als algebraischer Ausdruck des
Problems gelten konnen, d.h. die Frage nach (nicht ansgezeichneten)
Untergrupper. und Resolvepfen. Bei der Beantwortung dieser Frage
wird man sich wieder leiten lassen durch die Resultate, welche die
Behandlung der entsprechenden Frage in der Theorie der glliptischen
Functionen geliefert hat. Als das wichtigste Resultat erscheint dort,

(123)

*) Tr, des subst, p. 176 ff.
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dass das speciclle Transformationsproblem eine Res? lvente des speciellen
Theilungsproblems ist: wihrend dem letzteren eine Gruppe zukommt,
die durch die Congrnenz:
ey = a7, + 4y, } mod. %
(1249 oV, =bvy + b7, ( )
mit der Bedingung: a;b, — bya, =1 (mod. n)
dargestellt ist, bleibt die einzelne Wurzel des Transformationsproblems
ungedndert bei ‘derjenigen Untergruppe von (124), welche durch die
Congruenz:
(125) ¢, =0 (mod. %)
definirt ist, bezw. bei einer mit dieser gleichberechtigten Untergruppe.
Versucht man nun aus der Gruppe (123) in Zhnlicher Weise, wie
dies durch (123) aus der Gruppe (124) geschieht, Untergruppen ab-
zuscheiden durch Congruenzen, welchen die Coefficienten unterworfen
werden, so sieht man leicht, dass das in doppelter Weise geschehen
kann. Man kann erstens
b=¢=4d, =0
annehmen; der Bilinearrelationen (15) wegen muss dann auch:
6=¢=0
gesetzt werden, sodass das Coefficientenschema die folgende Gestalt
annimmt:
a, a, a; a,
0 b b b,
0 0 ¢ O
0 d, dy 4,
Die stehengebliebenen Coefficienten miissen dabei selbstverstindlich
noch den ibrigen Bilinearrelationen. gentigen.
Man kann aber zweifens anch den vierten Theil des Schema’s mit
Nullen anfiillen, sodass es folgende Gestalt annimmt:

a a, a; aq

(126) . (mod. %)

b b, b b,
(127) 00 ¢ o , (mod. %)
0 0 d; 4,

und dann die so definirte Gruppe betrachten.

Es erheben sich nun die beiden Fragen nach den Indices dieser
beiden Arten von Untergruppen und nach zugehdrigen Resolventen.
Fiir die Gruppe (126) kann man die letatere Frage direct angreifen
und damit auch zugleich die Beantwortung der ersteren erreichen.*)

*) H. Weber, annali di mat. ser, I, t. 9, p. 156,
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Sei wieder $y,s,y» die allgemeine Bezeichnung fiir die Wurzeln des
speciellen Theilungsproblems: man bilde, unter ¢ eine primitive Wurzel
der Primzahl # verstanden, eine cykiische Funetion der Losungssysteme:

S10000 Sooo0> Sf000 -+ - Sm—2go0
so wird dieselbe bei allen Operationen der Gruppe (126) urnd bei keinen
andern ungeindert bleiben, Denselben Dienst wird aber auch eine
symmetrische Function dieser Wurzeln leisten, da die Operationen,
bei welchen eine solche sonst noch ungeiindert bleibt, der hier zu
Grunde zu legenden Gruppe (123) des speciellen Theilungsproblems
fiberhaupt nicht angehdren. FEs mdge also etwa die Summe:

(128) C = $1000 -t~ S200p =+ Ss000 + * * * =+ Sa-,000

den folgenden Auseinandersetzungen zu Grunde gelegt werden. Der
Grad der Resolyente, welcher C geniigt, bestimmt sich folgender-
massen: Durchlaufen, die Parameter bestimmie Wege, sodass etwa
Si000 11 Sy yy,m,v, Ubergefihrt werden, so ist damijt allein schon vollig
bestimmt, in welche Werthe die ibrigen in C auftretenden s iiber-
gehen: aus Sy WIrd Sav,2m,2v,2% BUS Sagep Ssw,Sv., 89,8 W S L. Die
nt — 1 Waurzeln des speciellen Theilungsproblems lassen sich glso in
der Weise in Reihen von je » — 1 Wurzeln zysammenfassen, dass
die Summe der Wurzeln jeder Reihe einen der Werthe liefert, welche
C bei den Operationen der Gruppe des Problems annimmt. € besitat

also 2 — ! verschiedene Werthe, und das Resuliat ist:

Der Grad der Resolvente, welcher C geniigt, ist:
L J—
«‘"%—_:——15=n3-}--n2—}-n—}— 1;
dieselbe Zahl giebt also den Index der Untergruppe (126) ap.

Im Falle » — 3 ist iibrigens diese Resolvente fir C keine andere
als diejenige, welche die specielle Theilung der geraden hyperelliptischen
Functionen liefert; da niimlich stets 2v = — v (mod. 3), so reducirt
sich C in diesem Falle auf:

Sctvsy 49, 30+ + Sy —va 1y ~ v
Die Untersuchung der Untergruppe (127) beginnen wir am be-
quemsten damit, dass wir ihre Ordnung (die Anzabl ihrer Substitu-
tionen) direct abzihlen und aus dieser den Index ableiten. Von
den aus den Bilinearrelationen (15) enfspringenden Congruenzen ist
hier die erste identisch erfillt, die folgenden liefern (mod. n):

(129) ayc; -+ bdy =1,
(130) ac -+ b d, =10,
(131) ay6y + bydy =0,
(132) G, + b,d, =1,

(183) ay6; — @, 63 + bydy — bydy = 0.
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Wixd:

dy=upay, G=vd
gesetzt, so folgt aus (130) und (131):

g=—ub, b=-—ve;
wird beides in (132) eingesetzt, so folgt mit Ricksicht auf (129):
(134) —ur=1.

Nun konnen zunichst, wie aus der entsprechenden Untersuchung

fiir den elliptischen Fall hervorgeht,
@, by o 4
auf n(n? — 1) verschiedene Arten so gewdhlt werden, dass (129) er-
fallt ist. Die Congruenz (134) lasst sich durch n — 1 Werthepaare
&, v befriedigen; jedes derselben liefert, wenn @y, by, ¢;, d; fixirt sind,
eine und nur eine Bestimmung fiir a,, b,, ¢, d,, Sind anch diese
festgelegt, so lassen sich von den 4 noch iibrigen Coefficienten g, a,,
b,, b, immer drei willkiirlich wihlen und der vierte so dazu bestimmen,
dass auch (133) erfiillt ist; und zwar nur auf eine einzige Weise, denn
man iiberzeugt sich leicht, dass ¢, ¢,, d;, d, niemals alle gleichzeitig
=0 werden. Dies liefert also noch %3 Moglichkeifen, und map er-
hilt so fiir die Ordnung der hier zu bestimmenden Untergruppe die
Zahl:
w—n-(n—1)-u3

und also fiir ihren Index (vgl. 49)):%)

(135) Pl D@t D=+ L

N —

Nun werden wir spiter zeigen, dass die Gruppe (127) die Groppe
des speciellen Transformationsproblems ist; vorgreifend kbnnen wix
also sagen:

Die zweite der oben aufygestellten Untergruppen fihrt 2u einer
Resolvente des speciellen Theilungsproblems, welche wichts andeves ist als
der Ausdruck des speciellen Tramsformalionsproblems. Der Grad der-
selben ist derselbe, wie der der Resolvente fiir C, néimlich

R A i e
Was nun die Frage nach etwa noch weiter vorhandenen Unter-
gruppen und zugehdrigen Resolventen betrifft, so hat Herr C. Jordan®¥)
fir % == 3 Untergruppen von den Indices 45, 40, 36, 27 angegeben
und gezeigt, dass die Resolvente 21. Grades denselben Affect besited,
wie die Gleichung, von welcher die Bestimmung der 21 Geraden einer

*) Eine andere Ableitung fiir diese Zahl giebt C. Jordan, traité p. 666.
*1 a a 0. p. 363 £ p. 416 ff,
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Fliche ITI. Ordnung abhingt. (Ueber die wirkliche Reduction beider
Probleme auf einander wvergleiche man den Brief von F. Klein an
C. Jordan, Journ. de math. sér. 4, t. 4, p. 169).

Ferner hat C. Jordan gezeigt®), dass fir # =3 Lkeine Resol-
vente von niedrigerem als dem 37. Grad, und angegeben®¥), dass fiir
n =5 keine Resolvente von niedrigerem Grad existirt als der des
speciellen Transformationsproblems (= 156).

Herr Gierster hat***) die analoge Frage im Gebiet der ellip-
tischen Functionen dadurch zum Abschluss gebracht, dass er unter-
suchte, wie man aus den bekannten endlichen Gruppen bindrer linearer
Substitutionen entsprechende Gruppen bindrer linearer Congruenzen ge-
winnen kinne, und indem er den Beweis hinzufiigte, dass man auf
diese Weise simmtliche Untergruppen enthfilt.

Damit mogen die Angabey iiber die Monadromiegruppe des speciellen
Theilungsproblems abgeschlossen sein.

§ 40.

Arithmetische Gruoppe des speciellen Theilangsproblems.

Wir wenden uns nunmehr der Frage nach der arithmetischen
Gruppe zu. Eine untere Grenze fiir dieselbe ist durch die Monodromie-
gruppe gegeben; eine obere Grenze liefert der bekannte Satz: Sobald
irgend eine Verbindung der Wurzeln des Problems rational bekannt
ist, kann die Galois'sche Gruppe desselben jedenfulls wickt grosser sein,
als dass diese Function bei allen Verfuuschungen dersellien ihren vutme-
rischen Werth behdlt.

Eine solche Functign wird nun durch das ddditionstheorem in
der That geliefert. Aus demselben folgt nimlich: Ist:

v =v, 4+ v,
v, = v, + v,
v =y + v,
v =, + v,
$0 ist Sy, 5,74 im Sinne des hier zu Grunde zu legenden Rationalitits-
bereichs eine rationale Function von 8y, und 8, s, » Wit rationalen
Coefficienten; es besteht also eine Gleichung der Form:

(137) 8 — R(s,,, 8 =0.

Die linke Seite dieser Gleichung ist hiernach ejne rational bekannte
Function der Wurzeln. Die arithmetische Gruppe unseres Problems

(136) (mod. )

*) a a O.p. 3198
* 3 a, O, p. 667
#¥%) Dieser Ann. Bd. 18.
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kann also nur aus solchen Vertauschungen der Wurzeln bestehen,
bei welchen diese Function, die gleich Null ist, auch Null bleibt;
und sie ist nur Null fir: »” = v 4 o' (wie die Congruenzen (136)
kurz zusammengefasst werden mdgen). Damit ist das erste Resultat
erhalten:

Die arithmetische Gruppe des speciellen. Theilungsproblems kann nur
aus solchen Vertauschungen der Lisungssysteme bestehen, bei welchen
Bezichungen der Form:

ungeindert bleiben.

Diese Vertauschungen lassen sich nun, wie C. Jordan®) fir
den elliptischen Fall gezeigt hat, in folgender Weise bestimmen. Sei:
(138) ;i=ﬁ{vl7 Yy, V35 ¥4)s (i=1,2,3,4
eine solche Substitution, so kann aus dem Umstande, dass mit
¥” == v -}- v zugleich ¥’ = v <~ ¢/ sein soll, geschlossen werden, dass
die Functionen f die Eigenschaft haben miissen:

(139) fily, 49 v, Fv)=lilvy, - v) F A -9
Daraus folgt, indem man + == v setzt, dann v = 2» u. s. £, dass
allgemein:
(140) filmvy, - - - mv))=mf:(v,, - - - v,) (mod. n)
sein muss. Andererseits liefert Wiederholung von (139):
filvy + 0" + 9"+ 2"
ESECHRDE FACYEEDE S ICUERDE 3 ACTERD)
und hieraus folgt, wenn ausser »,, »,, v,”, »,” alle v==0 gesetzt
werden und zur Abkiirzung fi1(v), fir (@), fis (@), fiu (¥) bezw. statt
fi(», 0,0,0), (0, »,0,0), £:(0, 0, », 0), £:(0, 0, 0, ») geschrieben wird:
filvy, v v, 9") = fu(v) + fa(0)) + fis (") + frua(v)"),
wo jetzt die oberen Indices auch weggelassen werden kinnen. Die
einzelnen f; miissen nun selbst der Functionalgleichung gentigen:

fia (v + ) = Fu(2) + fa ),
und diese fiihrt (wie (139) zu (140)) zu:
fi(mv)y=mf(v)
ﬁg(ﬂb) =m “;(1) == Qe

w0 a;; eine Constante ist. Damit ist fir die Substitutionen (138) die
Form gewonnen:

11”-—_—1}"*_”’

und:

*) a. a. 0. p. 346.
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v = a v, + v, + v+ gy,

141 vy 2= by vy A byvy - byvy 4 b,v,,

(141) v = 6y + GV, + GYs 6y,
v, = dyvy + vy + dyvs +dyvg

Die a, b, ¢, @ sind dabei zunichst keiner andern Bedingung unter-

worfen, als dass ibre Determinante nicht == 0 (mod. n) sein darf, da

sonst die Congruenzen (141) keine Substitation darstellen, Also folgt:

Beziehungen der Farm " = v - o* bleiben nur bei den Opera-
tionen der Unearen Gruppe (141) erhalien,

Folglich ist die arithmetische Gruppe des speciellen Theidungsproblems
in dieser Gruppe enthalten.

Andererseits ist auf Grund eines allgemeinen Batzes®) bekaunt,
dass die Monodromiegruppe eine ausgezeichnete Untergruppe dex arith-
metischen Gruppe ist. Nun kann aber die allgemeinste Untergruppe
von (141), welche die Monodromiegruppe ausgezeichnet enthilt, durch
folgende Ueberlegung®¥) bestimmt werden: Bei allen Operationen der
Monodromiegruppe bleibt die Bilinearform:

(142) vy — vy + vy — )

(mod. %) erhalten; und zwar ist dies die einzige Bilinearform, welche
diese Eigenschaft hat, Soll also eine Operation mit der Monodromie-
gruppe vertauschbar sein, so muss sie die Bilinearform (142) in eine
Function dersejben verwandeln. Soll diese Operation zugleich unter
der Grappe (141) begriffen sein, so kann diese Function, da sie wieder
eine Bilinearform sein muss, nichts anderes sein als ein Multiplum
der urspriinglichen Bilinearform. Also:

Eine lineare Substitution, welche mit der Monodromiegruppe ver-
tauschbar ist, dndert die Bilinearform (142) mur wm eine multiplicative
Constante.

Aber alle Substitutionen, welche diese Eigenschaft haben, ge-
niigen***) den Relationen:

(@,0]=0, [a,c=D, [a,d]_—EO,} (mod. )

b, =0, [b,d=D, fe, d} =0, )

wobei D nur nicht =0 (mod. n) sein darf, damit #iberhaupt eine
Substitution erhalten wird. Damit ist nun das Resultat erhalten:

Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems ist ent-
halten in derjenigen Untergruppe der Lineaven Gruppe (141), welche
durch die Congruenzen (143) charolilerisirt ist.

{(mod. %)

i

(143)

#) C. Jordan, tr. des subeh p. 278,
#%) (. Jordan benatzt a. a. O. p. 363 eine andere Ueberlegung.
3+6) (. Jordap, a. a. O. p. 172,
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Nun enthilt (was ganz ebenso wie § 15 abzuzihlen ist), die
G 143):
rappe (143) 1N

Operationen, unter N die Ordnung der Monodromiegruppe (49) ver-
standen; also:

Die arithmetische Gruppe ist hichstens (n — 1) mal so gross, als
die Monodromiegruppe.

Entbilt die arithmetische Gruppe iiberhaupt eine der Operationen
der Gruppe (143), so enthilt sie alle diejenigen, welche demselben
Werthe D, von D entsprechen; denn alle diese gehen durch Zu-
sammensetzung mit den Operationen der Monodromiegruppe auseinander
hervor. Sie enthilt aber dann auch, wie sofort zu sehen, alle Operationen,
fir welche D= D% D.*,... Die Anzahl der (mod. ) verschiedenen
Potenzen von D, ist aber bekanntlich stets ein Theiler von n — 1;
daher folgt:

Die arithmetische Gruppe bestcht aus 8 - N Operationen, unter &
cinen Theiler von n — 1 verstanden, der zugleich angiebt, wie vieler
verschiedener Werthe das D inmerhalb der arithmetischen Gruppe
féhig ist.

Nunmehr kann auch noch diese Zahl § mit Hilfe eines indirecten
Schlusses bestimmt werden. Man bilde eine rationale Fumetion der
Woarzeln, welche die Bigenschaft bat, bei allen Substitutionen der
Monodromiegruppe ungesindert zu bleiben, bei allen andermn Ver-
tauschungen der Wurzeln aber sich zu ndern. Eine solche Function
wird eine rationale Function der Parameter mit irrationalen Zahlen-
coefficienten sein. Die einfachste Function dieser Art wirde man
erhalten, wenn man erreichen konnte, dass die Parameter ganz heraus-
fallen. In der That gelingt es bekanntlich im elliptischen Falle, die
v'e Einheitswurzel ¢ als rationale Function der Wurzeln des speciellen
Theilungsproblems darzustellen. Da nun & einer irreducibeln Gleichung
mit einer Gruppe von n — 1 Operationen geniigt, so ist in diesem Falle
in der That:

d=n—1,
und es sind alle Werthe von D zulissig.

Andererseits aber kann man ohne Schwierigkeit zeigen:

Die specielle elliptische Theilung ist ein Specialfall der speciellen
hyperelliptischen Theilung, indem aus dem algebraischen Ansatz fiir
P =2 (Glchg. (110)) sofort der entsprechende Ansatz fir p=1 folyt,
wenn man zwel. Wurzeln von fy zusammenfallen lisst.

Da nun im elliptischen Fall die Adjunction von & erforderlich ist,
um die arithmetische Gruppe auf die Monodromiegruppe herabzudriicken,
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so kann im hyperelliptischen Falle, als dem sllgemeineren, sicher nicht
weniger erforderlich sein. Man wird daher auch in diesem:

=9 —1
zn setzen haben und erhilt so zunichst das Besultat:

Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems besteht
aus allen Operationen, welche den Bedingungen (143) fiir beliebige vom
Null verschiedene D geniigen.

Was die arithmetische Natur der Irrationalitih betrifft, durch deren
Adjunction die arithmetische Gruppe auf die Monodromiegruppe herab-
gedriickt wird, so wird man annehmen dlirfen, dass dieselbe von &
nicht verschieden sei.

§ 41.
Arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems.

Die arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems wird
nun erhalten, wenn man die Monodromiegruppe der allgemeinen Theilung
mit der arithmetischen Gruppe der speciellen vereinigt. Denn die Re-
duction der allgemeinen Theilung auf die specielle (§ 37) erfordert
nicht die Adjunction von irgend welchen nomerischen Irrationalititen.

Die Zusammenfassung alley bisher erlangten Einzelresultate fihrt
daher zu folgenden Schlusssitzen.

Die Lisungen des allgemeinen Theilungsproblems seien wieder be-
zeichnet wit S, v, n,v.. Doann Lomnen die Vertauschungen semer
arithmetischen Gruppe definirt werden durch die Congruenzen:

v/ = A+ o+ ayvy, + @3V + 4y vy,
v, = B4 by + byw, + vy + by,
v =C v, + v, + vy 4 o7,
v = D 4 dyv, + dyv, + dyvy 1 dyvy,
deren Coefficienten den Bedingungen zu geniigen haben
[a, ¥) = [a, d] = [b, €] =[¢, d] =0,
{a, ] =[b, 4] 20.

Diesen Bedingungen geniigen n* - (n—1) - N Werthsysteme; die

arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems enthdlt also:
wn—~DN=un5.(n*+1)- (a1 -(n—1)>

Operationen.
~ Zur Losung des allgemeinen Theilangsproblems filhren demnach
folgende Schritte:

1. Zuerst ist die Einheitswurzel & zu berechnen; dadurch reducirt
sich die Gruppe auf Nn' Operationen.

(144) (mod. )

(145) (mod. »).
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2. Hierauf ist die specielle Theilung der geraden hyperelliptischen
Functionen vorzunchmen; dadwrch reducirt sich die Gruppe auf 2nt
Operationen.

3. Die specielle Theilung der ungeraden hyperelliptischen Fune-
tionen verlangt jetzt nur noch eine Quadratwurzelauszichung; diese bringt
eine Reduction der Gruppe auf n* Operationen mit sich.

4, Endlich sind noch vier werschiedenc nebeneinanderstehende w
Wurzeln zu zichen; dadurch reducirt sich die Gruppe auf eine Operation
und die Auflisung ist erreicht.

Alle diese Schritte lassen sich durch Warzelausziehungen ausfiihren,
mit Ausnahme des zweiten, der wif einer Gruppe von —;—N Operationen

zu thun hat.
Ausdriicklich sei wiederholt, dass alle diese Sitze unter der Voraus-

setzung:
8 n eine ungerade Primzahl

abgeleitet sind.

V1. Abschnitt.
Zweitheilung.

§ 42.
Formulirung.

Schon bei der ersten Formulirung des Zweitheilungsproblems
zeigt sich ein abweichendes Verhalten gegeniiber dem Problem der
Theilung durch eine ungerade Primzahl. Dort musste in der Gleichung
(115) links nothwendig eine gerade Anzahl von Punkten z auftreten;
denn nur dann war die linke Seite unabhingig von der Auswahl des
Verzweigungspunktes . Setzt man aber das Zweitheilungsproblem in
der Gestalt an:

z x
(146) [—f—f-*—..._______.w+1'1to:+vgw22+vsco3+v4m4,

so kann man links auch eine ungerade Anzahl von Punkten haben,
ohne dass dadurch ein Verzweigungspunkt ansgezeichnet wiirde; denn
wird dann ¢ durch irgend ecinen andern Verzweigungspunkt ersetzt,
so andert sich die Integralsumme nur um eine halbe Periode; an
Stelle des vorher angenommenen Werthes der rechten Seite ist also
nur ein anderer der Werthe zu setzen, deren sie ohnehin fihig ist.
Es kann demnach bei der Zuweitheilung sowohl nach einer geraden,
wie nach einer ungeraden Anzahl von Punkien gefragt werden; beides




Systematik der byperelliptischen Fancliones. 273

sind Fragestellungen, die nicht von der Bevorzugung eines cinzelnen
Versweigungspunktes abhingen.®)

Von der Hereinziehung der Verzweigungspunkte wird man die
Fragestellung am besten ablosen. Der Umstand niimlich, auf welchen
¢s allein ankommt, ist, dass auf dem hyperelliptischen Gebilde eine
Schaar von Punktgruppen von vornherein rational bekarnt ist: die
Punkte des Gebildes sind paarweise conjugirt, also sind diese Paare
conjugirier Punkte rational bekannt. In Folge dessen Lamn man dgs
Umlehrproblem (41) in folgender Weise formuliren:

(147) /ﬁf‘*‘[‘*’f‘*““‘“’

indem man als untere Grenzen der Integrale immer solche Punkicpaare
2,z anselzl. Von der speciellen Auyswahl dieser Punktepaare ist dieser
Ansatz ganz unabhingig; er kniipft nur an die rational bekapnte Schaar
von Punktgroppen an. Das Problem der #-Theilung entsteht nun,
indem man verlangt, diey sollen zu je % in Punkte z zusammenfallen.
Ist o die Anzahl der z, so ist np die der y; nach dem gemachten
Ansatz muss diese Zahl eine gerade sein, Ist nun » ungerade, so
muss @ gerade sein; ist aber # gerade, so kann ¢ aueh ungerade ge-
wihlt werden; und das hatten wir behauptet.

Dementsprechend wird im folgenden von einem gerader und einem
ungeraden Zweithetlungsproblem die Rede sein.

§ 43.
Das specielle gerade Zweitheilungsproblem.

Das specielle gerade Zweitheilungsproblem, mit dessen Discussion
begonnen werden mdge, lisst sich ganz in derselben Weise behandeln;
wie dies in den §§ 33 und 36 mit dem speciellen Problem der Theilung
durch eine ungerade Primzahl geschehen ist. Nur wird man, am zu
einem algebraischen Ausdruck desselben zu gelangen, in Glehg. (103)
v nicht = 1 setgen, um nicht gleich zu Anfang Fallunterscheidungen
eintreten lassen zn miissen, —

Die Losungen konnen, ganz wie dies § 36, Formel (117), (118)
geschehen ist, mit s, s, s,y bezeichnet werden; dann ist wie dort
Swoo die rational bekannte Losung, welche anf die Systeme paar-
weise conjugirter Pupkte fiihrf, upd die Permutationen, welche die

¥ Vergl. die pag. 246 citirten Arbeiten des Herrn Nother im 16, und 28.
Band dieser Ann., in welchen die eutsprechenden Unterscheidungen fir Leliebige
algebraische Gebilde stark betont sind.

Mathematische Annalen, XXXV. 18
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obrigen 15 Losungen erfahren, wenn die Parameter geschlossene
Wege durchlanfen, sind analog wie unter Nr. 119 gegeben durch die

Congruenzen:

v =g+ WY+ ayv + @y,

vy = b, v, + by, 4 byv, + by, (mod. 2)
v =evy -+ 6Yy F Gvs + 67,

v = dyvy + dyy + dyv; + dyvy,

deren Coefficienten natiirlich den Bedingungen (13) nach dem Modul 2
genligen miissen. Mit Ricksicht auf (49) erhalt man demnach als
erstes Resultat:

Die Monodromiegruppe des geraden speciellen Zhweithedlungsproblems
bestekt qus den 720 in (148) enthaltenen Operationen.

Ein Problem mit einer Gruppe von 720 Operationen ist die wirk-
liche Aufsuchung der Verzweigungspunkte, die Lasung der Gleichung:

f,=0.

In der That wird allgemein mit diesem Problem zugleich das der
speciellen Zweitheilung der hyperelliptischen Functionen erster Stufe
gelost. Denn die letztere fiihrt (vgl § 29) auf Functionen IT. Stufe;
lu § 22 ist aber gezeigt, dass fiberhaupt alle Modulfunctionen II. Stufe
sich rational durch die Coordinaten der Verzweigungspunkte ausdriicken
lassen. Also folgt zuniichst fir den hier vorliegenden Fall des
Problems:

Die Glechung f, == 0 ist eine Resolvente des geraden specicllen
Zweitheitungsproblems.

Selen, um das im einzelnen durchzufihren, 2, z” . .. irgend
welche Punkte, die eine bestimmte'Losung s,, ,»,, »,» des geraden speciellen
Zweitheilungsproblems liefern; dann werden 7, %" .. . dieselbe Lésung
darstellen. Sie geben nimlich (vgl. § 33) s_,, _, _, _,, und das
ist bier von $,,4,,,,, picht verschieden. Also folgt:

Ein jedes Punkisystem, welches eine Lisuug des speciellen Zuwei-
theilungsproblems liefert, st su dem System der comjugirten Punkte
dquivalent.

Solche Punktsysteme sind aber, wenn die Zahl der Punkie, was
J» stets angeht, unter sechs herabgedriickt wird, nur zu bilden aus
Paaren conjugirter Punkte z, = und aus den Verzweignngspnnkten.
Erstere konuen unbeschadet der Aequivalenz weggelassen  werden,
sodass nur die Verzweigungspunkte bleiben und man folgendes Resultat
erhilt:

Das gerade specielle Zuweitheilungsproblem verlangt die Bestimmung
einer geraden Anzahl von Verzweigungspunkten von der Beschaffenheit,
dass die sugehbrige Integralsumme eine halle Periode wird.

(148)
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Aber jede gerade Anzahl von Verzweigungspunkien liefert eine
halbe Periode als Integralsumme; beachtet man also noch, dass die
Summe der Integrale von einem Verzweigungspunkie zu allen andern
Null ist, dass es also gleichgiiltig ist, ob man eine bestimmie Gruppe
von Verzweigungspunkten wihlt oder gerade die nicht in dieser Gruppe
enthaltenen, so erkennt man, dass es nur darauf ankommt, alle Zey-
legungen der Form fi in zwei Factoren geradep Grades zu finden.
Man hat also folgendes Resultat:

Die Gleichung 16. Grades des geraden speciellen Zuweitheilungs-
problems reducirt sich nach Abtrennung des Lincarfactors, welcher den
Systemen paarweise copjugirter Punkte entspricht, auf dicjenige Lesolvenie
15. Grades von [y, von welcher die Zerspaltungen:

) f 6™ Po d";
abhingen.

§ 44.
Das specielle ungerade Zweitheilangsproblem.

Fiir das specielle ungerade Zweitheilungsproblem kann eine Be-
zifferung der Wurzeln, wie wir sie bisher benutzten, nicht mehr ohne
Bevorzugung eines Verzweigungspunktes durchgefihrt werden. In
Folge dessen ist die Monodromiegruppe der Lisungssysteme nicht mehr
so leicht von vornherein zu iibersehen, und ihre Aufstellung soll daher
bis nach der algebraischen Discussion verschoben werden.

Die letztere aber geschiebt wie bei dem geraden Problem. Uenn
wenn die bis zu den Pumkten «, ”.. . erstreckten Integrale eine
halbe Periode geben, so geben die bis zu den Punkten z, 5 ...
erstreckten Integrale dieselbe halbe Periode (mit eutgegengesetster
Yeichen, was hier gleichgiltig ist). Analoge Schlisse wie in § 43
fithren von da auws zy dem Resultat:

Das ungerade specielle Zweitheitlungsproblem verlangt, alle Zer-
legungen der Form f; in zwei Facloren ungeraden Grades zu finden.

Nun existiren:

6 Zerspaltungen f; = @, . ¥;,
10 Zerspaltungen fs = @5 - ¥3;

man erhilt also in der That 16 Losungen und kann den Satz aus-
sprechen:

Die Gleichung 16. Grades des ungeraden speciellen Zweitheilunys-
problems ist vedugibel, indem ihre Upke Seite in zwei Fuctoren gerfiillt:
der eine dieser Factoren ist die Form f; selbst, der undere digjenige
Resolvente 10, Grades derselben, von der die Zerspultungen von f, in
zwei cubische Factoren abldngen.

18+
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Man sieht, dass den 16 Lisungen des umgeraden Problems die 16
Formen D des § 23, also auch dic 16 Sigmafunctionen entsprechen.
Diese Bemerkung fihrt nun auch zor Beantwortung der znerst bei
Seite geschobenen Fragen nach einer zweckmissigen Bezeichnung der
Lasungssysteme und nach der Darstellung der Monodromiegruppe durch
Congruenzen. Man wird namlich jeder Losung unseres Problems bei
Zugrundelegung eines bestimmten Querschnittsystems diejenigen vier
Zahlen als Indices beilegen, welche die Primcharakteristik der zugehorigen
Sigmafunction in Bezug auf dasselbe Querschnittsystem bilden. Dann
folgt (vgl. § 27), dass die Monodromiegruppe des ungeraden speciellen
Theilungsproblems daygestellt werden Lann durch die Congruenzen:

v = vy + 4y, + vy + agvy + a5 + a0y,
vy = by -+ byvy + byvy + byvg o+ biby o+ baby,
v =y v, + 6+ av+ 66+ 66,
v, =dv, + dyvy + dyvs + 4y, + dydy + dody.
(deren Coefficienten natiirlich wieder den oft erwihnten Bedingungen
mod. 2 geniigen).

Der Reducibilitit des Problems entspricht die Intransivitit seiner
Gruppe. In der That lassen alle Bubstitutionen (118) die quadratische
Form:

(149) (mod. 2)

v vy - vy
nach dem Modul 2 ungedndert; in Folge dessen vertauschen sich einer-
seits diejenigen Losungen unter sich, fir welche der Werth dieser
Form gerade, andererseits diejenigen, fir welche er ungerade ist. —

Es mbgen hier noch zwei Bemerkungen Platz finden, welche sich
sowohl auf das gerade, als auf das ungerade specielle Zweitheilungs-
problem beziehen.

Erstens nimlich ist zu erwihnen, dass man die einzelnen Factoren
von f finden kapn, sobald man einen der Factoren des geraden oder
des ungeraden Problems in seine linearen Bestandtheile zerspalten hat.
Denn aus je zwei Factoren gleichen Grades von f, die alle Wurzeln
bis auf eine gemein haben, lisst sich diese Wurzel auf rationalem
Wege abtrennen. Es sind also damit zugleich auch die iibrigen
Factoren beider Probleme zerspalten, sodass man sagen kann:

Sammtliche irreducibeln Factoren des speciellen Zweitheilungsproblems
werden aufgelost, indem man die Wurzeln eines dieser Factoren bestimmt,

Diese Bemerkung hat selbstverstindlich keinen Bezog auf den
einen Factor 1. Grades des geraden Problems.

Zweitens sei bemerkt, dass bel der Zweitheilung die arithmetische
Gruppe von der Monodromiegruppe sich nicht unterscheidet, indem
bier ¢ gleich der rationalen Zahl — 1 ist.
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§ 4D,
Auflésung der Gleichung sechsten Grades durch hyperelliptische
Funetionen.

Es liegt die Frage nahe, ob nicht die ganze Betrachtung der
§§ 43, 44 umgekehrt werden kann. Soeben wurde die Zweithgilong auf
die Auflosung von f, = O zurjickgefiihrt; kann man nicht auch die
Auflosung einer beliebig vorgelegten Gleichung f; == 0 auf die specielle
Yweitheilung der hyperelliptischen Fuuctionen zuriickfihren, welche
wu der Irrationalitit J/f, gehoren?

Dass dies in der That moglich sein muss, darauf hat Herr
C. Jordan®) kurz hingewiesen; spiter hat Herr Lindemann®) dig
Frage wieder aufgenommen und ihr eine charkteristische Wendung
gegeben.

Es sei f, gegeben; dann ist zuniichst erforderlich, die Integrale
w,, w, zu bilden und ein System von Perioden zu berechnen, welche
dieselben an einem canonischen Schnittsystem haben kbnnen. Die
gewdhnliche Darstellung definirt diese Perioden, indem die Querschnitte
auf geradlinige Strecken zusammengezogen werden, durch Integrale
zwischen den Verzweigungspunkten. Fiir den hier verfolgten Zweck
ist diese Methode natirlich untanglich, da diese Punkte ja eben erst
bestimmt werden sollen; man wird vielmehr davon ausgehen miissen,
dass die Perioden als Functionen der Coefficienten gewissen linearen
Differentialgleichungen geniigen. Aus diesen Differentialgleichungen
wird man Reihen abzuleiten suchen miissen, welche die Berechnung
der Perioden aus den Coefficienten ohne vorherige Aufldsung der
Gleichung gestatten.

Fiir den elliptischen Fall sind in der That die Differentialglei-
chungen , welchen die Perioden als Functionen der rationalen absoluten
Tavariante geniigen, von Herrn Bruns***) aufgestellt und durch Ayper-
geomelrische Reihen integrirt worden; fiir diese besitzt man bekanntlich
die Mittel, um zu entscheiden, welche von den verschiedenen moglichen
Darstellungen einer Function durch solche Reihen fiir einen bestimmten
Werth der unabhiingigen Verinderlichen convergiren, und welche
particuliren Integrale in jedem Fall zu nehmen sind.

Fiir hyperelliptische Integrale sind Ansatze zur Erledigung der-
selben Aufgabe nach doppelter Richtung vorhanden. Einerseits hat
Herr Wiltheisst) parfielle Ditferentialgleichungen mitgetheilt, welchen

#) Traité des subst. p. 380.
+*) G5tt, Nachr. 1884, p, 243.
##%) Teber die Perioden der elliptischen Integrale L. und IL. Gattung, Dorpater
Festschrift 1875; wieder abgedruckt diese Aun. Bd. 27, p. 234.
+) Vgl, insbesondere diese Aon. Bd. 31, p. 141
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die Perioden als Functionen simmtlicher Coefficienten geniigen.*)
Andererseits filhrt Herr Fuchs einen allgemeinen Ansatz zur Auf-
stellung einer fofalen Differentialgleichung fiir die Perioden explicite
durch fiir den Fall, dass ein Verzweigungswerth als unabhingige Ver-
inderliche betrachtet wird.**) Es muss nun sowohl gelingen, aus den
partiellen Differentialgleichungen des Herrn Wiltheiss durch Differen-
tiationen und Eliminationen zu einer totalen Differentialgleichung zu
gelangen, welcher die Perioden als Functionen eines Coefficienten bei
Festhalten der andern genfigen, als auch die Methode des Herrn Fuchs
auf den Fall za ibertragen, dass nicht eine Wurzel, sondern ein Coef-
ficlent von f als unabhingige Variable betrachtet wird. Wird insbeson-
dere der Coefficient a; von z,° gewdhlt, so wird — daracf macht
Herr Lindemann a. a. O. aufmerksam — die Discriminante A von fin
Bezug auf a; nur vom 5. Grade. Die GleichungA(a,) = O bestimmt
die singuliren Punkte der Differentialgleichung; die Lésung einer
Gleichung 5. Grades aber kann als bekannt angesehen werden, wenn
von der Auflésung der allgemeinen Gleichung 6. Grades die Rede ist.**%)
Sind die singunliren Punkte gefunden, so sind die zugehtrigen Funda-
mentalgleichungen aufzulosen, was keinerlei Irrationalitit bedingt, da
die Wurzeln dieser Gleichungen nach den Untersuchungen von Herrn
Fuehs ) rationale Zahlen sind. Die Bestimmung der Integrationscon-
stanten endlich geschieht durch Grenziibergang zum elliptischen Fall.
Sind aber die Perioden erst gefunden, so lassen sich die Normal-
integrale und Thetamoduln bilden und aus ihnen die Thetareiben auf-
bauen. Dann lassen sich die Linearfactoren der f, in der Form dar-
stellen: ) o
]

- - i a'az . &
(150) o(p, "z, 4 p, Az, = (E@T) z + (—572) Z,, i=12...6

mit:
(3!3‘,- 1 % (505) ( o9, }
610, '_"‘z;;: @3y o0, — @, 00, ?

69, 1 3 (aa,.) (aa,.)
(‘?‘E = T \Go )T oG, -

In diesen Formeln bedeuten #; die sechs ungeraden Thetafunctionen,
*) Auch Herr Milewski (de Abelianarum functionum periodis per aequ.
diff. definiendis, diss. Berol, 1876) giebt solche Gleichungen, aber fiir die Normal-
form des Herrn Weierstrass, die eine Wurzel als bekannt voraussetzt.
**y Cr. J. Bd, 74, vgl. bes. § 10.
***) Die Aufldsung der Gleichung 5. Grades fithrt Herr Lindemann ganz
ebenso auf die einer Gleichung 4. Grades zuriick.
T a a 0§13
17) Vgl. Thomae, Cr. J. 71, p.222. Klein, diese Ann. Bd. 27, p- 438. —
Herr Lindemann benutzt statt dieser Formeln andere, welche die Doppeiverhalt-
nisse der Wurzeln geben. '
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die in Klammern gesetzten Differentialquotienten sind fir die Null-
werthe der Argumente zu berechnen, und ¢ ist ein Factor, der fiir
diese Frage ohne Belang ist.*)

Diese Auflosung ist so einfach, dass es unnéthig erscheint, neben
ihr noch andere zu betrachten, bei denen die fﬁ vorab auf eine Normal-
form transformirt wird.*¥)

VII. Abschnitt.
Transformation.
§ 46.
Algebraische Formulirung des Transformationsproblems.
Das Problem der Transformation der hyperelliptischen Functionen,
wie es gewdhnlich gestellt wird, kann in folgender Weise formulirt

werden : #*¥)
Gegeben sei ein Paar von Stellen:
@ VF@)), & ViE))
cines hyperelliptischen Gelildes (x, Y/ 7.(@) und die zugehirigen Integral-
Summen: ’ )
Jc'.oc,(a:d:r:) ‘z(zda)

—J Viw J Vi@ !
a

w,

(151) )

0. =/'x2(fcdx) z‘xz(ﬁx)
FJ Ve . Vi

verlangt wird, dieses Punkiepaar rational abhingly zu machen con
einem Punktepaare

W, VFE)), @, VFE")
cines andern hyperelliptischen Gebildes (y, VF((y)), in der Weise, dass
die Integralsummen (151) die Werthe erhallen:

*) Fir Gleichungen hoherer Grade fo, ., = 0 tretep an Btelle der Formeln

(150} andere, welche die Factoren des Grades (p— 1) von / geben und aus welchen
die einzelnen Linegrfactoren durch Aufsuchung grosster gemeinschaftlicher Theiler
gewonnen werden konnen.

*#) Solehe Transformationen sind von den Herren Brioschi p. Maschke
(Rendic, Ac. Line. t. 4, p. 181; Acta math. t. 12, p. 83) angegeben worden.

#x%) Vgl. Hermite, C. R. t. 40, 1835. — Zu dem ganzen Abschupitt vgl.
man die p. 204 citirte zysammenfassende Darstellung vor Krause,
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Neben dieses , directe“ Transformationsproblem tritt dann das
,»inverse, welches in Umkehrung der ersten Fragestellung die Auf-

lisung der erhaltenen Relationen nach den (y, Y F(y)) verlangt. Wo
im folgenden okme nihere Bezeichnung von Transformation die Rede
ist, soll stets dieses inverse Problem verstanden werden.

Dabei entspricht also jedem Punktepaare (¥, y”) des zweiten Ge-
bildes ein mnd nur ein Punkiepaar (x', #”) des ersten; aber jedem
Punktepaare des ersten entspricht eine gewisse Anzahl m von Punkte-
paaren des zweiten.

Umgekehrt, wenn die Punktepaare zweier hyperelliptischen Gebilde
in dieser Weise (1, m)-deutig auf einander bezogen sind, so werden
die in (151) rechts stehenden Integralsummen, wenn man sie als Fune-
tionen der y betrachtet, alle diejenigen Eigenschaften besitzen, welche
fir die Summen von nach den y urstreckten Integralen I. Gattung
charakteristisch sind. In Folge dessen werden sie solche Summen sein
miissen: d. h. aus der angenommenen Zuordnung der Punktepaare der
beiden Gebilde folgen die Gleichungen:
wy = aw;, + fw, + ¢,
wy =y, + 0w, + ¢,,
in welchen die Integralsummen (151) mit %', die Integralsummen (152) mit
w0 bezeichnet sind, die «, §, y, 9, ¢,, ¢, aber constante Grossen bedeuten.
Durch Transformation des Coordinatensystems, auf welches das eine
der beiden Gebilde bezogen ist, und durch Einfiihrung anderer unterer
Grenzen der Integrale des einen Gebildes (vermittelst des Additions-
theorems) kann man erreichen, dass die Gleichungen (1563) sich auf:
(153a) W =10, W, = w,
reduciren, also auf die Form, in welcher wir das Transformations-
problem oben ausgesprochen hatten. Mit Vorbehalt solcher Abéinderungen
wird man also sagen konnen:

Das Transformationsproblem verlangt, zu einem hyperelliptischen
Gebilde ein zweites so zu bestimmen, dass die Puwkiepaare beider
Gebilde (1, m)-deutiq auf einander bezogen werden kinnen; es verlangt
ferner, diese Bezichung wirklich herzustellen.

Den Punktepaaren des hyperelliptischen Gebildes entsprechen ein-
dentig die Punkte der doppelt tberdeckten Kummer'schen Fliche;
beachtet man, dass bei dem Apsats (153), wenn z, y einander ent-

(153)
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sprechende Stellen der beiden Gebilde sind, auch die conjugirten Stellen
z,y einander entsprechen, so kann man von der Ueberdeckung ab-
sehen und das Transformationsproblem auch so formuliren: es verlangt
zu einer Kummey'schen Fliche eine zweite so su bestimmen, dass beide
punktweise (1, m)-deutig auf einander bezogen werden kinnen; es verlangt
ferner, diese Beziehung wirklich herzustellen.

Soll diese Fragestellung nun eine pricise Form erhalten, so ist
es erforderlich anzugeben, wie die Punktepaare in die Rechnung ein-
zufthren sind. Wollte man nach den einzelnen Punkten fragen, so
wiirde man eine Irrationalitit einfithren, die der Aufgabe an und fiir
sich fremd ist; man wird vielmehr nach symmetrischen Functionen dieser
Punkte fragen miissen. Den Principien des Abschnitis I wird es ent-
sprechen, hier iu erster Linie die hyperelliptischen Functionen I. Stufe
heranzuziehen. Thut man das, so wird man die beiden Theile der oben
formulirten Fragestellung in folgender Weise niher pricisiren kbunen:

Zuerst wird man verlangen: wenn die Coefficienten des einen Ge-
bildes gegeben sind, die des andern so gw bestimmen, dass die Trans-
formation tiberhaupt miglich wird. Diese Aufgabe heisst das specielle
Transformationsproblem.

Sodann wird man verlangen, nachdem die Coefficienten demgemiss
Lestimmt sind, die Bezichungen zwischen den wrspringlichen wnd den
transformirten ,,eigentlichen hyperclliptischen Functionen anzugeben ;
das ist das allgemeine Transformationsproblem.

Beide Probleme sind ihrer Definition gemiiss algebraischer Natur,

§ 417.
"Transcendente Formulirung.

Diese algebraische Aufgabe gestattet nun in folgender Weise eine
transcendente Formulirung. Man nehme vunichst an, das Coordinaten-
system und die unteren Grenzen seien so gewihlt, dass

w, = w,, W, = w0,
wird. Durchlinft dann einer der Punkie y einen Periodenweg, so
miissen auch die z Periodenwege auf ihrer Fliche durchlaufen. Jede
Periode wv muss also zugleich eine Periode der w* sein; d. h. es
miissen (wenn die Perioden der wv mit w;z, die der w* mit o, be-
zeichnet und wie schon hiufig die ersten Indices der Peripden weg-
gelassen werden) Relationen der Form bestehen:

0y = a0, + 2,0, + a,0; + a0,
@ == b o, + b0, + byo; + b0,
3 = 6@y + o, - @y + ¢6,,
0y = d, 0, 4 d,0, + dy0; + 4,0,

(154)
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Darin bedeuten die a, b, ¢, d ganze Zahlen; dieselben miissen aber noch
gewissen Bedingungen gentigen, die daraus enispringen, dass die @
ebenso wie die @ die Bilinearrelation (4) erfiillen miissen. Setzt man
pimlich, analog wie Gleichung (5):

W1 Wop — Oy 02; == Pik,

und benutzt die unter (15) eingefithrien Abkilrzungen, so erhill man
aus den Gleichungen (154):

(185) p1s -+ pos =[12] py, +[18] 915+ [14] 914 +[23] 9o+ [24] oo+ (341,
Da pun zwischen den p; im allgemeinen Falle keine andern

linearen Gleichungen bestehen als p,; 4 p,,==0 (eben die Gleichung (4)),

so folgt aus Gleichung (155), dass pys - pou nur dann = O sein wird,

wenn zwischen den Coefficienten der Gleichungen (154) die Relationen

bestehen:*)

. [121=0, [14]=0, [23]=0, [34]=0,

(156) (18] — [24].

Man erbilt also, wenn man statt der p ihre Quotienten, die =
und t = 7,,7,, — 712, einfihrt, den Sats:

Solange nicht zwischen den Thetamoduln .y, 7.y, 7oy, t cines Juyper-
elliptischen Gebildes, eine lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten
besteht — ein Fall, der hier und im folgenden ausgeschlossen wird —
Lann aus ihm durch eine Substitution der Form (144) ein anderes nur
abgeleitet werden, wenn die Relationen (156) erfullt sind.

Wir fahren fort:

Der gemeinsame Werth von [13] und [24] wird mit n bezeichnet
und Grad der Transformation genannt; derselbe ist seiner Definition
nach eine ganze Zahl und muss eine positive sein, wenn die neuen
Perioden, wie wir annehmen Lonnen und wollen, den Ungleichungen
(11} gendigen.

Die Determinante der Substitution (154) wird unter den gemachten
Voraussetzungen gleich:

(157) 7
das bat folgende Bedeutung: Man pflegt wohl von einem ,, Perioden-
parallelepiped im vierdimensionalen Raum der 2% zu sprechen; der an-

gegebene Werth der Determinante sagt aus, dass das Parallelepiped der @
den n’-fachen Inhalt von dem der o besitzt. Jedem Stellenpaar der
entspricht eine Stelle im Parallelepiped der o, dieser #® Stellen in dem

der @, jeder der letzteren ein Stellenpaar der y; umgekehrt: jedem

*) Bermite a. a. O. § IIL
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-

Stellenpaar der y enispricht eine Stelle im Parallelepiped der @, dieser
eime Stelle in dem der » und damit ein Stellenpaar der 2; daraus folgt:
Bei Transformation n* Ordnung entspricht jedem Punkiepaar y',y”
ein Punktepaar &, 2", aber jedem Punktepaare y',y” entsprechen n?
Punkiepaare y' y".
Dic in § 46 mit m bezeichnete Zahl ist also stets eine Quadratzahl n2
Im folgenden beschrinken wir uns wieder auf den Fall, dass n
cine ungerade Primaahl ist.

§ 48.
Das specielle Tramsformationsproblem.

Zuniichst soll nun das specielle Transformationsproblem Gegen-
stand weiterer Untersuchung sein. Dasselbe ist, wenn man wieder
Functionen I. Stufe ins Auge fasst, in erster Linie dargestellt durch sieben
Gleichungen, welche die sieben Coefficienten von F mit den sieben
Coefficienten von f verbinden. In diesen Gleichungen werden noch
die drei willkiirlichen Hiilfsgrissen auftreten, welche das Coordinaten-
system der y bestimren.

Aus diesem Gleichungssystem kann nun in verschiedener Weise eine
Auswahl getroffen werden. Man kann einmal die ratipnalen absoluten
Invarianten (Moduln) beider Formen in die Gleichungen einfiihren, indem
man jene drei Hiilfsgrossen eliminirt. Man wird dann ein System von
drei, bezw. vier Gleichungen erhalten, das als Modulargleichungssystem
I. Stufe zu bezeichnen sein wird. Dabei wird jedoch die Frage einer
besonderen Untersuchung bedtrfen, ob die gefundenen Gleichungen
ausreichen, die zwischen den urspriinglichen und transformirten In-
varianten bestehenden Beziebungen rein darzustellen, oder ob man
dazn noch der Hinzunahme weiterer Gleichungen bedarf.

Zweitens aber kann man anch alle Coefficienten des neuen Gebildes
bis auf einen eliminiren und nach der Gleichung fragen, welche diesen
einen Coefficienten mit den simmtlichen Coefficienten des urspriing-
lichen Gebildes verhindet. In gleicher Weise konnte man auch mit
den ganzen Invarianten verfahren. Solche Gleichungen bezeichnen
wir als Multiplicatorgleichungen I. Stufe. Dex Grund dieser Benennung
ist folgender: den Quotienten aus dem transformirten Wertl, einer
ganzen Invariante durch den urspriinglichen bezeichnen wir als Multi-
plicator, indem wir einep in der Theorie der elliptischen Functionen
iiblichen Terminus in die der hyperelliptischen Functiopen mit heriiber-
nehmen; deswegen nennen wir die Gleichung, welche eine trans-
formirte Invariante*) mit den urspriinglichen Invarianten verbindet,

*) sei es eine ,reine* Invariante, sei es eine von Hiilfspynkten abhiingende,
z. B. ein Coefficient von f.
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Multiplicatorgleichung, weil aus ihr die Gleichung fiir den entsprechen-
den Maltiplicator sofort abgelesen werden kann. —

Fir die allgemeinen Entwickelungen, welche nun zunichst folgen
sollen, scheint es am zweckmissigsten zu sein, an keine dieser speciellen
Gleichungsformen anzukniipfen, sondern das urspriingliche Gleichungs-
system selbst zu Grunde zu legen. Es soll also ein Losungssystem
dieses Gleichungssystems kurz mit:

t(;l;l, 63, 53, ﬁn)
bezeichnet werden; man kann dann, solange es sich nicht um explicite
Aufstellung von Formeln handelt, geradezn von der Gleichung reden,
welcher das ¢ geniigt, von ihrem Grade, ihrem Affect, iiberbaupt ihren
groppentheoretischen Eigenschaften; und es soll dies in den folgenden
Paragraphen in der That geschehen.

§ 49.
Classenanzah! und Hermite’sche Reprisentanten.

Die niichste Frage, welcher wir uns zuwenden wollen, ist die
nach dem Grade der t-Gleichung; derselbe kann, wie Herr Hermite®)
angegeben hat, in folgender Weise bestimmt werden. Zun#chst kann
man uvnendlich viele verschiedene Systeme:

@, @2, W3, B4

anschreiben, weil es unendlich viele Systeme ganzer Zahlen geben
wird, welche den Bedingungen (156) Geniige leisten. Aber nicht alle
diese verschiedenen Periodensysteme werden auch verschiedene Werthe
des ¢ liefern, und man hat daher zunichst zu fragen, wann zwei
Systeme transformirter Perioden dasselbe ¢ liefern, wann also:

(158) t{a), o), 0y, 0,) = t(ay, @,, oy, 504)

ist, Das wird offenbar dann und nur dann der Fall sein, wenn die
© mit den @ durch lneare (Abel'sche) Transformation zusammen-

hiingen, wenn also ganzzahlige Relationen der Form bestehen:
@ = a0, + a0, + 40; + 20,
@, = g0, + 0, + fy0; + B, 0,
oy =p,0, + 7.0, 4+ py0; + p,0,,
0 =8 &, + 8,0, + dy0; + d,0,,

deren Coefficienten den Bedingungen (13) der linearen Periodentrans-
formation geniigen, sodass also:

(159)

* a. a 0, § XV,
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[, 8] = [, 6} =B, 7]=1[r,01=0,
[a: yI=18 6] =1

ist. Wenn das der Fall ist, nennt man das System der @' zu dem der
w dguivalent und rechnet beide zu derselben Classe. Wir brauchen
nun aus jeder Classe nur ein Individuum herauszugreifen; ein solches
nennt man dann einen Reprdsentanten der Classe. In jeder Classe
jst ein und nur ein Reprisentant vorhanden, welcher einem der in
der nachstehenden Tabelle aufgefiihrten Typen angehért. In dieselbe
sind zugleich auch die Ausdriicke fiir die transformirten Normal-
integrale und Thetamoduln aufgenommen.

o
&

(160)

1L Typus.
(Coefficientenschema :
n 0 0 0
O n 00
(161} F 110
!m O 1
Perioden:

@ =N, 0= N0, ©;=*ko,+lo,+ o,
o =lo; + me, + @

Periocdendeterminanten :

(162)

7.—’12 = n*Pp, 1513 =lnp, + 0P, Pu= mapy, + 1Py,
(163 Ps3 == Enpyy - BPy3, Pu= Inpyy + 2Py,
P = (bm—13py0 4+ Epyy 4 WPy 931) + W8y + Psss

Normalintegrale:

(164) ';4 = .'i’—, 52 = ,%.
Thetamoduln:
;ll::.r_“;.’:-_ii, ;1 '.‘:“-lg;—;:—l—’ ';2' =1§.,2;ﬂ!,
(165) .
r tf mrgy — 2+ Erm+ bwm — 1 .
7
IL. Typus.
Coefficientenschema:
1 —1 0 0
16 60 =»n 0 0
(166) 0 0w O}
0 Pl 1
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Perioden:
(167) &1 = @, — lo,, @;=n0,, 0;=1n0,, w0y = ke, 4 o, @3
Periodendeterminanten:

Pz =Py, Piz= NP3 — Inpy,
(168) P =kpy + Upyy—Du) + Pra — Cpoy,

P = 2*Pag, Pu= Inp, + 7Py, P = knpyy 4 np,;
Normalintegrale:

(169) vy =1, v z_lga_,;n}-_vz_;
Thetamoduln:
g To= - PryA ol etk
(170) T =0Ty 1‘2“2111'}"51?; ‘tig_ 1 ;: 22 ’
t=1t kz,,.
1. Typus.
Coefficientenschema:
n 0 0 O
0100
o o010}
0 0 0 »n
Perioden:

(1712) oy=1ne,, 0=0,, 03=ko, + o,, 05 = NO;

Periodendeterminanten:

(173) 1;12 = NP, 1’?13 == NP3, 514 =n'p,

P =kpy + puy, P = NPy Pag = Enp,, 4+ 0,3
Normalintegrale:

(174) vi== b, gye=1y;
Thetamoduln
(175) ;u—'-——}-"—’:::i, ';136———1,2, —ggxﬂ‘tgz, t‘——=~‘f+]£‘l.’2:_,.
IV. Typus.
Coefficientenschema:
10 0 ¢
. 01 0 0
{(176) 0 0 n O
00 0 2
Perioden:

(177) Q1= @; Wy=02, W:— NG@3, G)y==7nN04.
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Periodendeterminanten:

512 = Dia» 1_)13 == N3, ﬁM == ”Pu 3 5:3 = WPy 4{)3-1 == NPy

(178) .

Dss == %P3y -
Normalintegrale:
(179) v=un, By==0;
Thetamoduln:
(180) T ==MTy, Tee=RT,, T NTm, = nt.

Herr Hermite stellt dann folgende Sitze auf, die spiter vielfach
bewiesen worden sind:

1. Eine Classe dquivalenter Systeme o enthilf stets ein Systems von
einem dieser vier Typen.

II. Zwei Systeme verschiedener Typen sind wie dquivalent, zwei
Systeme desselben Typus nur dann und stels dawn, wenn dic Zahlen
k, 1, m in ihnen besw. dieselben Werthe mod. n haben.

Der Typus I liefert also % verschiedene Classen, die Typen II,
111, IV bezw. %% %, eine; daraus folgt:

Die Anzahl der Classen nicht dquivalenter Systeme und somit der
Grad der Gleichung fiir ¢ betrégt:

(181) 7 ntdn1.

§ 50.
Neue Reprisentanten.

Wihrend die Reprisentanten des Herrn Hermite in Folge des
Umstandes, dass bei ihnen die v ganze Functionen der = werden, sich
besonders zn Rechnungen, wie Reihenentwicklungen und dergleichen
eignen, sind sie weniger geeignet zur Erledigung allgemeiner Fragen,
da sie sich nicht leicht anter eine gemeinsame Form subsumiren lassen.
Sie lassen sich aber sehr leicht durch andere ersetzen, welche alle in
der Form:

@) = n(e,0, + @0, + w05 + ¢,6,),

(182) 0y = n(By0; + B0, + By05 + By0y),
BS' = 910, + 720, + 305 + ¥: 94,

o = 80 + 80, + 8o, + 8,0,

euthalten sind, in welcher die «, B, 7, 8 den Bedingungen (160) der
linearen Transformation geniigen.

Die Reprisentanten des I. Typus haben bereits diese Form.

Die Reprisentanten des I11. Typus kinnen in dieselbe iibergefiihrt
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werder, wenn man die 1. und 3. Zeile mit Zeichenwechsel der einen
vertauscht, also etwa setzt:
(183) 51’ == — 53, 6\72’ &= @y, 603’ == Dy 4 034’ == Gy,

sodass das Coefficientenschema wird:

0 O —un O
0 = 00
(184) 1 -7 00
o B 11

Dabel werden die Periodendeterminanten:

Dz = — Py = — WPy, Pis = piz == NPy — Inpy,
Pis = — Pos = — Enpg, — np,,,

Phs = po1 = — NPy, Pas =P = Py + 0y,

Pos == Pp1s = kpy + Ui +20) 4 Py + Bpss

die Normalintegrale:

(185)

’ By (2 . —;22?—’1‘*“;::’1—72_ T Tty
(186) o = —2— B g mmlhral = Telfen
Ty NTy Ty ATy,

Ti2 — Iy —1p

~r
'tu=:.—-—;~—=-————— tﬂ:,____;__:.—_______
(187) 58 wy T ney 7
- Tty T T Proy 4 2+ 100+ &
122==-;~—«.-_-—---—»J t_._.—-——;—a-a-——__?.._ﬂ.__ﬁ._.--
Tiy it i1 " Ty

Ebenso wird fir die Reprisentanten des III. Typus erhalten:
Umsetzung der Perioden:

(188) ﬁJ]_l=a)1, ﬁlg'a——w.;, @y == @y, Gy = H

neues Coefficientenschema:

% 0 0O 0O

0 0 0 —n
(189) Eo1 o)

0 1 0 0

Periodendeterminanten:

Pz = — pry = — %2Pys, 57;8 =pi = BPy, Pu==Pe==npy,
(190) P = pu = Enp,, + npy,, ph+ P == np,,,

Py == = kppa + pys;
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Normalintegrale:
- — Ty = T — TV, 2,
(191) 7/ = v — =2y =R v{:-éiz___n_”*_
T 2 Tye Tee
Thetamoduln:
PR S L L T — S Te
Ta N1y Tos NIy ?
(192) i
e =L = Ttk
T N7 Toy NPTy

Endlich fur den Reprisentanien des Typus 1V erhalt man;
Umsetzung der Perioden:

(193) o =— @, @ =—a, =0, 0f=o;

neues Coefficientenschema:

0 0 —=n 0

0 0 0 —=n
(154) 10 o ol

g 1 0 0
Periodendeterminanten :

(195) Di =1—}34 == 0Py, Pis -'=£)13 = NP3, D= Pas = NPy,
D3 == Pra == NPy, P == Pas = Ny, P34 = P12 = Pya3

Normalintegrale:

5 STl Tt Tttt
! T (37
{196) - e e -
B T Tl . et T % .
Yy = = ==
t %t
Thetamoduln :
o B ;3 o =z T2
=T mt? T Ry
(197) -
T = AL T p 1L
% 1 nt? 1 niy
§ b51.
Irreducibilitdtsbeweis.

Mit Hilfe dieser neuen Reprisentanten lisst sich nun sghr leicht
die Irreducibilitiit der t-Gleichung im Rationalitiitsbereich I. Stufe
darthun.

Mathematische Annalen. XEXV. 19
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Die ¢ hingen von den Coefficienten des urspriinglichen Gebildes
ab vermbge einer Gleichung:
(198) Gt ap, 0y« .. a) =05
20 zeigen ist, dass jede Wurzel dieser Gleichung in jede andere iiber-
gefiihrt werden kann, indem man die @ geeignete geschlossene Wege
dorchlanfen lasst. Zu diesem Zwecke berechne man aus den Coefficien-
ten zunichst ein bestimmtes Periodensystem:

05, @y, 03, @43

dann wird eine Wurzel der #-Gleichung sein:
(199) tno,, ne,, @, 6,)
entsprechend dem I. Reprisentanten des Typus I. Darchlaufen nun
die Coefficienten beliebige geschlossene Wege in ihrem Gebiete, so
werden die o linear transformirt; und wenn ¢, ...d, irgend welche
Coefficienten sind, welche den Bedingungen (160) der linearen Trans-
formation geniigen, so kann man auf Grund der Entwickelungen des
§ 8 immer solche Wege der Verzweigungspunkte und damit auch der
Coefficienten angeben, dass die @ in andere Perioden @’ iibergehen,
welche durch die Gleichungen:

o = e 0 + 0, ey, + @, 0,,
@, = B0, + B, + B0, + §,0,,
O =y,0 + 7,0, + 305 + y,0,,
o, =80, + 6,0, 4 6,0, 4 9,0,

mit ibnen verbunden sind. Und zwar kann dies immer auf solche
Weise geschehen, dass man dabei nur solche Werthe za passiren
braucht, welche den Bedingungen (11) geniigen. Damit wird die
Wurzel (199) dbergefiihrt in:
(201) tna), ney), o), o/),
wihrend die Coefficienten zu ibren Anfangswerthen zuriickkehren, Zu
den Werthen (201) aber, welche ¢ auf diese Weise anzunehmen im
Stande ist, gehbren auch alle diejenigen, welche durch die neuen
Représentanten gegeben sind; man kann demnach von dem Reprisen-
tanten (199) aus zu allen fibrigen durch Monodromie der Coefficienten
gelangen, also auch von jedem dieser iibrigen zu jedem andern.
Andererseits folgt aus § 49 und 50, dass jedes System der na,, no,,
oy, @, welches man auf diese Weise erreichen kann, zu einem der
Reprisentanten dquivalent ist, dass man also anf diese Weise zu keinem
andern Werthe von ¢ gelangt, als zu denjenigen, welche durch die
Reprisentanten gegeben sind. Damit ist der folgende Satz gewonnen:
Die Bestimmung der Coefficienten (Moduln I. Stufe) des trans-
formirten Gebildes hingt ab von der Lisung einer Gleichung des Grades

(200)
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w4t n-k1,
deren Coefficienten. dem Rationglitiisbereiche Y. Stufe in Bezug auf das
gegebene Gebilde angehiren wnd welche in digsem Rationalititshereiche
trreducibel ist.

§ 52.
Monodromiegroppe des speciellen Transformationsproblems.

Wir wenden uns nuy znr Unfersuchung der Monodromiegruppe
des speciellen Transformationsproblems und beginnen mit der Beant-
wortung der Frage, bei welchen linearen Transformationen ein einzelner
Reprisentant ungeiindert bleibt, etwa der folgende:

(?02) 51=n60” 52=ncoz, 53== @y, 54,——404.

Werden die o ejner linearen Transformation unterworfen, etwa der
folgenden:

@y = e o, + a0, + a0, 4 eo,,

@) = B0 -+ B0y + By 05 + B0,

@y =y 0, + 7.0, + vso; 4 via,,

@) = 8, + 0,0, + 00, + 0,0,

so treten an Stelle der @ neue transformirte Perioden o', welche lauten:

(203)

(204) o =N, 0 =n0,, @ =0, 0 =0
Ywischen diesen und den ersten transformirten Perioden (202) bestehen
dann die Beziehungen;

—031’ = # 51 + o, E)g -f— na353 -{- noy E)a,

' — By + Bows - np;0s -+ np, o

G =L, + Loyt Bast+ Bian

2
!

o) =20 4 2, + 7505+ ¥, @

Nach der Definition werden die @ dann za den ® Hguivalent sein,
wenn diese Gleichungen eine lineare Periodentranstormation darstellen.
Dazu ist offenbar erforderlich und hinreichend, dass die Congruenzen
erfiillt sind:

(206) r=p=08,=208=0 (ued n)

Das sind aber (mit verinderter Bezeichnung) gerade die Bedingungen,
durch welche § 39, Nr. 127 die dort als Unfergruppe II. Art bezeich-
nete Untergruppe der Monodromiegruppe des speciellen n-Theilungs-
problems charakterisirt war. Damit ist also nachtriglich bewiesen,

was a. a, O. bereits erwibhnt wurde, nimlich:
19%
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Die Gleichung des speciellen Transformationsproblems st gerade
dicjenige Resolvente des speciellen Theilungsproblems fiir diesclbe Zahl m,
welche zwr Untergruppe I1. Art gehbrt.

Die Untergruppe, bei welcher irgend ein anderer Reprisentant
ungedndert bleibt, geht dann aus der durch (206) charakterisirten
Untergruppe durch Transformation vermittelst einer geeigneten linearen
Substitution hervor. Soll z. B. die Untergruppe bestimmt werden, bei
welcher ein bestimmter durch die Zahlen %, 1, m charakterisirter Re-
prasentant des I. Typus ungesndert bleibt, so hat man die Substitation
(203) zu transformiren vermdge der Operation:

207) Q'=w/, Q'=0), Q=ko,+1lw, t o, Q'=lo/+meo, 4+,

deren inverse ist:

(208) w,=Q,, 0,=0,, 03=—FkEQ—1Q,+;, 0,=—IQ,—mQ,+Q,.

Dabei wird erhalten:

Q== (u,—koy—1a)Q +{uy—log —me) Q40,0 +2,9,,

Q) =(p—kB;—1B)Q, +(B,—1;—mp,) %+ B; Q-+ 8,9y,

Q= {7 +hey+18, —k(ys+ ke, + lﬁs)“'l(?4+k“4+lﬁ4)} Q
F{rthe 18— Ut hay+16:)—m(p, + ke, -+ 18}
+ (va+heay 185 Q4 (ry+- by 4-18,) 2y,

Q)= {8+ Lt mBy— k(8 + Lo F-mB) — LB, e +mBy)} 2,
+ {32+Za2+m132—l({)‘3 Heg+m ) —m(8,+-le+ mi34)} Q,
+ (st lay+mB) Q-+ (8,4 la, -+ mB,)Q, .

Die Bedingungen, unter welchen der genannte Repriisentant an
seinem Platze bleibt, sind demnech:

vitkle,—y) 18— vk ey—El (o) —1*,=0,
vathey+U(By—y)— myy—kley—UBy—hme,~ImB, =0,
8, — k8, +1(—0,)~+-mB,—Hley— Laey—fm,— I =0, | (042
1oty — 0} +m (B — o) —Pas— (o) —m?B,==0.

In gleicher Weise wiirden sich die Bedingungen fiir die Reprisen-
tanten der drei tbrigen Typen aufstellen lassen, Aber wichtiger als
diese Frage ist die andere, zu deren Beantwortung wir uns nun wenden
wollen: wunter welchen Bedingungen bleiben denn alle Reprasentanten
an ihren Plitzen? — eine Frage, die eben identisch ist mit der Frage
na;l:)h der Monodromiegruppe des speciellen Transformationsproblems
seibst,

Man siebt zunichst, dass alle Reprisentanten des L Typus an
ihren Plitzen bleiben, wenn die Congruenzen (210) unabhingig von
den Werthen der %, I, m erfllt sind. Das ist aber, wie man sich

(209)

(210)
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sofort iiberzeugt, dapn upd nur dann der Fall, wenn die Transforma-
tion (203) mod, # zur Identitit oder zy gleichzeitigem Zeichenwechsel
aller vier Perioden congruent ist. In beiden Fillen bleibep aber auch
die Reprisentanten der drei andern Typen an ihren Plitzen, und man
findet also:

Sammiliche Wurzeln der i-Gleichung bletben bei denjenigen und
nur bet denjenigen linearen Periodentransformationen ungeindert, welche
nach dem Modwl n gur Identitiit oder zu gleichzeitigem Zeichenwechsel
aller vier Perioden congruent sind.

Ganz ebenso verhilt sich (vgl. § 39) die Gesammtheit der Wurzeln
des speciellen Theilungsproblems der geraden Functionen. Die Mono-
dromiegruppe des letzteren ist durch die Congruenzen (123) definirt;
dieselbe Monodromiegruppe kommt sonach auch der #Gleichung zu,
und der oben ausgesprochene Satz kann erweitert werden zu der
Fassung:

Specielles Theilungsproblem der geraden Functionen und Traws-
formationsproblem fiir dieselbe Zahl n sind gegenseitiy Resolventen von
einander im Sinne der Monodromiegruppe.

Ob derselbe Satz auch fiir die arithmetische Gruppe gilt, darliber
scheint nichts bekannt zu sein; dqch diirfte die Sache dhnlich liegen,
wie bei den elliptischen Functionen, woritber man z B. C. Jordan,
tr. des subst. p. 343 vergleiche.

§ 53.
Das allgemeine Trapsformationsproblem.

Ueber das allgemeine Transformationsproblem moge nur folgendes
bemerkt werden:

Es sei ein Losungssystem des speciellen Problems adjungirt, etwa
dasjenige, welches zu dem Reprisentanten (202) gehort. Ist daun
7 (w) irgend ein Werth einer transformirten hyperelliptischen Function
I Stufe, so werden die n® Werthe derselben (vgl. § 47 a. E.) die
folgenden sein:

fw), fw+e,), Fw+2a0,) o w (n— Do),
Faota,), Floto+o), Faot20,4m) f(o+n—1o+o),
nw@+ﬂ%bfw+m+%m1wwﬁm+aw fw+m nm+nw

- - ¢ . . .

W+m—nw) w+m+mvnw)7w+zm+m—u%)
< F o=+ n—1e).
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Wird allgemein:
(212) f(wtv 0, +v,0,) = f,
gesetzt, so ergiebt sich, dass f,,,,, bei Vermehrung der w um die
Periode Aw, + Bw, in fiya,v4s Ubergeht. Die Monodromiegruppe
des Problems in Bewug auf die y kann also dargestellt werden durch
die Congruenzen:

(213) 1}1’ = Yy + ‘A’l ’

v, =v, + 4;.
Wie in § 38 folgt bierans:

Nach Adjunction einer Wurzel des speciellen Tromsformations-
problems findet das allgemeine seinen Ausdruck in einer zweifaltigen
Abel'schen Gleichung und ist daher algebraisch, némibich durch zwei
nebencinanderstehende we Wurzeln losbar.

Auch hier ist von numerischen Irrationalititen abgesehen.

§ 54.
Transformation von Funetionen hoherer Stufe,

Bereits in § 30 ist bemerkt, dass die Transformation n‘r Ordnung
von Functionen m' Stufe zu Functionen mutr Stufe fithrt, wenn m
und n theilerfremd sind; es mbgen nur iiber die Transformation von
Modulfunctionen hoherer Stufe noch einige Worte hier Platz finden.
Auch bei dieser Untersuchung kann man, wie es § 48#. fiir die Func-
tionen I, Stofe geschehen ist, von den verschiedenen Mbglichkeiten,
die Unbekannte zu wihlen, absehen, und alle diese Moglichkeiten
unter dem Zeichen: _

tm(ah 52, @3, 64)
zusammenfassen.

Es sei nun erstens der Rationalititsbereich, welchen man zu Grunde
legt, der der Principaluntergruppe m Stufe. Dann wird es:

(214) M = (m*—1) m*(m*—D)m

(vgl. 49) verschiedene Werthe von ¢(w,, @,, @, @,) (der urspriinglichen
Form) geben; jeder derselben wird eine Anzahl von trausformirten
Werthen zngehtren. Wir erhalten also im ganzen:

M- (402 4n41)

transformirte Werthe 7,; und wie in § 51 kann geschlossen werden,
dass diese alle einer im Rationalititsbereich erster Stufe irreducibeln
Gleichung gentigen. Im Rationalititsbereich m*r Stufe dagegen wird
diese Gleichung zerfallen, und wir wollen zuseher, in welcher Weise
man die Werthe von ¢, zu Gruppen zusammenzufassen hat, welche
Wourzeln irreducibler Gleichungen in diesem Rationatititsbereiche vor-
stellen. Zu diesem Zwecke gehen wir etwa aus von:
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(215) tn(ney, na,, o, a,)

und wenden wieder die Methode des § 51 an; dabei sind aber jetzt

nur solche lineare Transformationen (200) der urspriinglichen Perioden

mzulassen, welche (mod. m) zur Identitit congruent sind. In Folge

dessen gelangt man von dem Werth (215) nur zu solchen Werthen
ta{no,, no,, @y, o)),

in welchen die " mit den w durch eine Substitution der Principal-

untergruppe ' Stufe verbunden sind. Auf diesem Wege gewinnt

man die Regel:

Fiir die Untersuchuny der Transformation von Funclionen m'e
Stufe sind die Eeprdsentanten (182) so zu wihlen, dass die Cocfficien-
tensysteme (e, B, y, 0) nach dem Modul m alle cinander (am Einfachsten
also alle zwr Identitit) congruent werden, Die #° + n* 4 n - 1 ver-
schiedenen Werthe einer transformirten Form t, welche zu den so
normirten Beprisentanten gehiven, gewigen dann einer und derselben
im Rationolitétsbereich mie Stufe irreducibeln Gleichuny.

Den M verschiedenen Werthen der urspriinglichen Form ent-
sprechend wird man im ganzen M solche Gleichungen erhalten.

Wird aber zweitens eine Unfergruppe m'e Stufe zu Grunde gelegt,
welche neben den der Identitit (mod. m) congruenten Operationen noch
andere enthilt, welche bezw. den Operationen S,8', 8" ... congruent
sind, so werden auch die Beprdsentanten wur so modificirt werden
muissen, dass das Coefficientensysiem eines jeden au dem irgend ciner
dieser Operationen 1, 8, 8" . .. congruent wird. ;

Ein bemerkenswerther Umstand tritt ein, wenn man nicht eine trans-
formirte Modulform selbst zur Unbekannten der aufzustellenden Glei-
chung wihlt, sondern eine — etwa multiplicative — Verbindung einer
solchen mit einer nicht transformirten Form derselben Art. Es kann
dann nimlich Substitutionen (mod. m) geben, welche die urspriingliche
Function einerseits, die transformirte andererseits in solcher Weise
afficiren, dass jeme Verbindung ungeiindert bleibt. Damn wird die
Modification der Reprisentanten (mod.m) weniger weif getrieben zu
werden brauchen; ja es kann sogar vorkommen, dass es ausreicht sie
(mod. 8) zu modificiren, unter & einen Theiler von m verstanden. So
gelangt man zu dem Satze;

Bestimmie Verbindungen urspriinglicher und transformirter Moduln
wer Stufe gensigen Gleichungen vom Grade 3 - n* +n + 1 schon tm
Rationalitéitsbereiche der 6% Stufe, wenn 0 einen Theiler von m bedeutet.

Ein Rickblick auf die vier letzten Abschnitte zeigt, dags die i‘n
den ersten entwickelten allgemeinen Principien geeignet sind, die
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Untersuchung der fondamentalen Eigenschaften der Theilungs- wnd
Transformationsprobleme einfacher und durchsichtiger zu gestalten, als
dies einer ausschliesslich mit den Mitteln formaler Rechnung operiren-

den Behandlungsweise mbglich sein wiirde.

Man darf aber auch

erwarten, dass dieselben Principien sich in gleicher Weise férdernd
erweisen werden, wenn es sich um Durehfiibrung bestimmter Einzel-
probleme bis zur numerischen Rechnung hin bandelt.

Gottingen, den 26. Juni 1889,
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