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Die folgenden Entwiekelungen knfipfea an Vorlesungen an, welehe 
Herr F. Klein im Wiatersemes~er 1887/88 in GSt~ingen gehalten hat. 

Dieselben verfolgen in erster Linie den Zweck, eine Reihe yon 
Gesichtspunkten, welche sich ftir die Theorie der ellip$isehen Functionen 
als fruchtbringend erwiesen haben, auf die hyperelliptlschen Functionen 
I. Ordnuag zu fiber~ragen. Es wird daher, nach einer Ehaleituag, 
welehe eine Reihe von Begriffen aus der Theorie der Integrale reeapitu- 
lift, zun~hst eine gewisse Classification hyperelliptischer Fune~ionen 
gegeben, welche sich enge an die entsprechende Classification (,Stufen- 
eintheilung') der ellip~/schen Func~onen anschliess~; es folgen dana 
Anwendungen der entwiekelt, en Principien auf speeiellere Probleme, 
insbesondere auf die der Theilung und der Transformation. Dabei ist 
vor allen Gewicht darauf gelegt worden, die leiteaden Gesichtspunkte 
in voile Beleuchtung zu rtieken; Ausfiihrung yon Einzelheiten bleibt 
anderen Arbeiten tiberlazsen, ftir welehe dutch diese ,Grundzflge ~ der 
Boden geebnet sein soll. 

Nach einer bestimmten Seiie bin bieten, wie sogleieh an dieser 
gtelle hervorgehoben sei, diese Entwiekelungen in so fern eine Lflcke 
dar, als darauf verzichtet wurde, das wesentlichste Hilfsmittel specieller 
Theorien, n~imlieh die Thetaf~tnctionen, in die Systematik einzuordnen: 
eine Einordnung, die zwar durehaus zur Voltendung der Systematik 
erforderlieh, aber n i t  eigenflafimlichen Schw~erigkeiten verbunden 
za sein scheint, so dass dieselbe einstweilen zurfickgestellt werden 
musste. 

Der Herausgeber hat sich bei aller Freiheit~ die er sieh in der 
Durchf~hrung der Eiazelheiten ges~tten zu sollen glaubte, vor allen 
bestrebt, die Auaffibrangen seines hochverdienten Lehrers mSglichst 
getreu ihrem Inhalte nach wiederzugeben. Dabei hatte er sieh vielfaeh 
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der Unterstfitzung desselben zu erfreae~, wofdr ibm aach an die~r 
Stelle verbindlichsten Dank at~zusprechen gestattct sei. ~) 

E i n l e i t u n g .  

Vorbegriffe aus der  Theorie  der  hyperel l ipt ischen Integra le .  

w  

Das zu Grundo ge!e~o~e algebraische G,ebLld~ and die zwe~blltttrige 
Riemann'sche Fl~che mit 6 Verzweigungspunkten. 

Jedes algebraische Gebilde vom Ge~chlechte p ~=~ 2 (jedes hyper- 
elliptische Gebilde [. Ordnung)kann bekaanflich dutch umkehrbar 
elndeutige Transformation bezogen werden auf eine doppel~ iibcrder~'~e 
Gerade mit 6 Verzweigungspunkten (sommets). Die Hinzunahme der 
complexen Stellen des Gebildes beding~t die Erweiterung der Geradea 
zur zweib~rlg~n l~iemann'schen ~TZ.vhv, derea BlOtter dash ebeafalls 
in 6 Verzweigangspunkten mit einander zusammenh'~ngen. Die~e 
Fl'~che, bezw. die doppelt fiberdeckt~ Gerade, aus welcher sie hervor- 
gegangen, erscheint sonach als die ca~wniscl~e Form d~ hy2~'eIliptisd~ 
Gebildes; an sie sollen alle folgenden Entwickeluagen ~akn~ipfcn. 

Die einzelnen Punkte der Geraden sollen yon einander untcr- 
schieden werden durch Einffihraag voa homogenen bin~ren Coord[nateli: 

x 1 : X 2 ; 

yon h ~ w g e ~  Coordina~en, mdem die denselben zu Grunde liege~de 
projective Vorstellungsweise <lie ganze Dar~tellung beherrschen soll. 
Ueher die Au.~wahl der ]?undamentatpunkte dieser Coordinatcnbestim- 
mung soll keinerlei specielle Voraussetzl~ng getroffen werden, vielmehr 
sollen alle altgcmeinen Untersachu~agen anter dec Voraussetzung ganz 
willkfirlicher Lage dieser Punkte geft~hr~ werden. Dadurch bleibt zu- 
gleich dic Freiheit gewahrt, fall~ di~ Natur eiaes zu behaad~lnde~, 
specie~ten Problems etwa eine besondere Wahl derselbc~ als zweek- 
mRssig erscheinen lassen soll~, ~olchea Gr~inden der Zweckm~igkeit  
in jedem einzeLuen Falle nachzugebea. 

~) Indem dde Au~rbeitung de~ Herrn Burkhardt ia den Annalen zum Ah- 
druck gelangt, dad ich nicht v.uter ' ]a~n~ yon ~ i r  ~.~ ~Lu~drfcklich hcrvor~uhebc~, 
wie viel Arbeit yon seiner SeRe m der~elben enthalten i~t. In der That hattc 
Herr Burkhard~ nicht ~ur den in meiner Vorte~ung gegebenen Stoff zu sichu:n, 
neu anzuordnen und in drackfert~ge Form zu bringen, sond~rn e~ harry auch 
manche Punk-re, betrefl~ deren ica reich ~uf blouse Ar~deutungen be~chr:&uktc, 
fiefer zu ergrdnden und ~elb~ 't~tdig kLarzulege~. So ~ c n  ~ica in den folgen- 
den Paragraphen verschied~ntlich fiber memv Vorl~angen hmau~gehendc EnV- 
~vickeltmgen; ich nenne in dicker Hi~icht insbe~ondere Stfick~ tier ~ ~i, 23, 24. 
40, 52, 54. F. Klein. 



Hm~aca B~mu~s~. 

Ebenso wird ein etwa wiinschenswert~er Uebergang zu unho~o. 
ge~er Schre~weise durch die Substitution 

X-~-~ 1 ~X 2 
in jedem Falle ohne Schwierigkeit effolgen k~nnen. 

Die ebenfalls homogenen Coordinaten der 6 Verzweigungspunkte 
seien mit: 
~10 ; ~ 0  r ~ ~217 ~ - ~22 ~13 : ~2~, ~fl 4 : tX24 ~ ~I5 ; ( ~  

bezeichnet, w~hrend die en~sprechenden ob~ren Indices 0, 1 . . .  5 zu- 
gleich als Namen dieser Verzweigungspunkte gebraucht werden mSgen. 
Es sei jedoch im Gegensatz zu sonst iiblichen Festse~zur, gen ausdrfiek- 
lich hervorgehoben, dass die Vertheilung dieser 6 Indices auf die 
6 Verzweigangspunkf~ als eine durchaus willk~irliche - -  keineswegs 
etwa dutch die GrSssenfolge ihrer Coordinaten bedingte - -  anzusehen 
ist; vielmehr werden diese GrSssen als frei verii~derlich zu gelten haben~ 
und die Untersuchung der Abhtingigkeit do" auftretenden -~uncti~nen 
auch yon ihnen bildet einen wesentliehen Thd l  des _Programms, dessen 
Grundzfige bier skizzirt werden sollen. Es werden jedoch dabei die- 
jenigen F~te ste~ e/he Ausnahmestellung einnehmen und einer beson- 
derea Untersuchung bediirfen, in welchen zwei oder gar mehrere 
Verzweigangspankte zusammenfallen. Wo solche besondere Untersuchung 
nicht ge[iihrt ist, sollen diese FiilZe im folgenden stets als sti~lschweigend 
a.usgeschlossen gelten. 

Die 6 Verzweigungspunkte werden wit im folgenden zuniichst 
nicht als einzeha gegeben voraussetzen, sondern nur durch ibre sym- 
metrischen Function en, also etwa durch die Coefficienten der Gleichu~g 
6. Grades: 

(1) f(xl, x.,) -~ aoxl ~ + 6alxl~x~ -~- 15a~xl~x.,~ 

q- 20a~x~x~ "~ -[- �9 �9 �9 -~- a~x~_ ~ ----- 0 
oder unhomogen gesehrieben: 

f(x) ~ aox~ + 6a~ x s -Jr- �9 �9 �9 -.~ a~ = O, 
deren Wuxzeln sic si~d. 

Es ist dana auch //f(x~, x~) eine eindeutige Form ( f ~  eine 
eindeutige Function) auf der Fl~che, welche dutch ihre Werthe zwei 
,,conjugirte" Stellen derseiben unterscheidet; und es bestehen die beiden 
Siitze: 

Jede eindeutige atgebraische ~unction einer Stelle der ~diche ist 
ra~ior da,rstetlbar dutch x und Vf-~l 

Jede eindeutige algebraische Form einer Stetle der Fltiche ist rational 
und ganz darstel~ar dutch xl ,  xz,  ~/f(x~, xe). 

Dutch die Werthe yon x and / / [~ )  ist die e~nzelne Stelle des 
Gebildes unzweideutig festgeiegt. 
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w 
Dio r Q.uer~h.~ttsysteme u.M. die IategraJ.e I .  6at to~.  

Aaf der Riemann'schen Fl~che werde nun ein System yon 2p ~=, 4 
Querschnitten: 

A~, .a,; Bl, B,, 

welche die Fl:,iche nicht zerstficken, in folgender Weise gezogen: Die 
vier Paare yon Querschnitten 

sollen "~nen gemeinsamea Pmakt besitzea; dagegen sollen A t und 13, 
sich in einem und nar eiaem Punkte sehneiden, ebenso ~ and B~. 
Der Sinn dieser Quersehnitte sei wie bei Riemaun (ges. W. p. 12,3) so 
festgelegt, dass der Querschnitt A~ den Qaersehnitt B~ ,,yon links 
nach rechts", also /~  den A~ ,,you reehts nach links" tibersehreite. 
Ein Quersehnitt~ystem, welches diesen Bedingungen geniigt, soil 
carwnisch genannt werden, 

Auch bier ist es ffir die al/geme&en Untersuehungen weder erf~rder- 
lich noch auch nut zweckm~ssig weitere ~pecielle Vorau~setzungen fiber 
die Auswahl des zu Grunde gele~en cauoni,ehen Querachnitt~yatem, 
za maehen. 

Die Perioden, welche zwei yon dnander linear unabhh~gige late- 
grale erster Gattung, etwa: 

G) ,o, d t./., ' ' ~ ' : ~ J  Vf,.: 
an den Quersehnitten eines solche~a canonischen ~ystem~ (d. h. bei 
Uebersehreitung dersdben) besit~n, sollen mit: 

A t , A~ B~ B~ 

tg,, 6"121 r fD2,~ ~24 

bezeichnet werden; dieselben sind bekanntlieh nicht yon einandcr 
unabh~n~g, sondem darch die biliaeare Gleichung: 

(4) ~ 2 3  - ~lae~ + ~ P - ~  - -  ~ . ~ : 2  ~ 0 

mit eimmder eerkniipft; and ausserdem si~d ihre reeilen and i~m,gin:,ixen 
Bestandthefle an gewis~ Ungleiehtmgen gebunden, deren explicit~ 
Aufstellung bier aicht eribrdeHich i~L 



2Cr HsJ~mcH BurxmL~r. 

w 

Dio Periodondeterm!.anten, clio transcendont-normirten Integrale 
I. 6 a t t u n g  u n d  di~ T h e t a m o d u l n .  

Die Unterdeterminan~en der Matrix i! eo~ ~, i=~, e, ~= 1, e,3, 4, welche mit: 

(5) P~ -~- ~i~ ~ -  ~i ~i~ 

bezeichnet werden sollen, sind endlich und yon Null verschieden, so- 
lange die Verzweigungspunkte alle yon einander verschieden sind; das 
folgt daraus, dass es sonst nicht mSglich sein wiirde, Inbgrale 
I. Gattung mir vorgeschriebenen Perioden am i ~" and k t~" Querschnitt 
zu bilden, die doch einem Riemann'schen Existenztheorem zu Folge 
existiren miissen.*) Es wird daher aach insbesondere mSglich seln 
.Normalintegrale I. Gattung" 

?)1~ ~)2 

zu bilden, welche an den Querschnitten I. Art  A beziehungsweise die 
Perioden: 

1 0 
0 1 

besitzen, w-Xhrend ihre Perioden an den Querschnitten II. Art B ink: 

T1 ! T'I 2 

T21 T22 

bezeichnet und ihrer hauptsiichlichen Verwendung wegen ,Theta- 
moduln" genannt werden. Zwischen diesen neuen GrSssen und den 
bereits eingefiihrten bestehen dann die Beziehungen: 

(6) w~ = o i l y1  -:f- ~1~.v~., 

und umgekeh~ : 

(7) v, - =  ~ ' ~ '  - ~ ' ~  
io12 

fern er; 

(8) 

W 2 ~---- (D21V 1 - ~  0:)22V 2 

- -  (O2t~ i -~-- O)IIW ~ 
V 2 ~012 

P~2 P42 

P,s P~ 

2 P~4 
201~ 

*) Wegen des Beweises dieses Existeaztheorems vgl. man den M~th. Ann. 
Bd. 21, p. 157 abgedruckten Brief yon Herrn H. A. Schwarz  an Herrn F. Klein 
und die dar-,m anknfipfenden ~*oten des l~errn A s co 1 i, I~k Lomb. Rendic. set. 2, t. 18, 
sowio die 2. Auflage des Werkes yon Herrn C. Neum~nn fiber Abersche 
Fauctionen. 



Sy~na~ik der bypereltip~chen ]~nctionen, "_)03 

Die Bilinearrelation Pls "~- la2.+ ~ 0 (G1. 4) geht damit fiber in: 
(9) ~ = ~2,, 

w~n'end die w 2 a. E, erw~hnten Uagleichung~n sich dahia za~ammen. 
fassen, dass die bin~re quadratische Form: 
(10) bllml ~ -4- 2bl+mlm2+ • b : ~ h 5  
deren Coefficienten bi~ die ima~n-;iren Besta~dtheile der ~,+ sind, dvtbdt 
und Tositiv sein muss. Die nothwendigen und hinreichenden Be- 
din~qmgen hiefiir bind bekannttich: 

b n > 0, 
(11) 

bn b:: -- b~ > 0 
(also auch b22 > 0). 

w  

UebBrgang yon einem canonischcn Qu6rschnittaystem zu einom 
andern; Abel'sch~ Substitu~onen. 

Die in w 2 eingeffihrten Period~n waxen definirt u~ater Zugrande- 
legung eines ganz bestimmten, wenn anch willkfirlichen canoniachen 
Querschnittsystems. Wird dasselbe durch ein anderes er~etzt, so treten 
an die Stelle der ~ andere Perioden, die mit a~' bezdchnet warden 
sollen. Da abet unsere Integrale keine yon den ~ unabh~gigen 
Perioden besitzen, so werden ~) diese neuea Perioden lincare Functionen 
der alten mit ganzzahligen Coefficienten seia, welche f0lgendermassen 
geschrieben werden mSgen: 

zL -= d~z,~ + ,Z.+~,:, + J,~z,~ + J+z,+, 
Da die [~elation (4) auch ~on den aeuen P~rioden erffilh werden 

muss, und da auch die alten Perioden ganzzahlige FuncVionen der 
neuen sein mtissen, so miissea**) z~vi~chea d,n Coefficienten der Sub- 
stitution (12) sechs Relationen bestehen, welche kurz: 

[a ,b]-~-0,  :a, cj ~- 1, "~*) ~ a , d ] = ~ ,  
(13) .~b, c] == O, [b, d] = 1 ,***) +TO, dj ~ (~+ 

geschrieben werden sollen, indem zur Abktirzung: 
a~b~ - -  a~b~ -{- a~b+ ~ a~b: ~ [a, b] 

*) Hermite, ~ar 1 '~ thdorie dr L~ transformation dc~ fon~tion~ abdh+~aue~, 
w II. (C. R. t. 40, 1855). 

**) a. a. O. ~ 3. 
~+*~ Dasa hier -{- I und nicht -- 1 a~ht, i~t darch die w 2 a. E. crw',daatea 

Ungteichungen bedmgt. 



gesetzt ist. Damit wird die AtfflSsung der Subs~itutionen (12) ia der 
Form erhalten: 

."  J ,  r 

eoiz -~- c4eo~x + d~eoi~ - -  a4eoi~ - -  b~eo'~4, 
(14) 

mid den [~elationeli (13) treten, wenzl zur AbiErzung: 

gesetzt wird, die folgenden an die Seite: 

[1,2]=0, [i, 3]=I,  [b4]=O, 
(15) [2, 3] = 0,  [2, 4] = i ,  [3, 4] = o ,  

welche mit jenen vollstindig iiquivalent sin& 
Eine lineare Substitution, deren Coefficienten den Bedingungen 

(13) resp. (15) geniigen wird nach Herrn C. Jo rdan*)  ,, Abel '  sche 

S u b s t i t u t i o n "  genannt. We im folgenden yon l inearer  2e r ioden t ra ,~ .  
format/on die Rede ist, sell stets darunter verstanden werden, dass 
dieselbe dutch eine Abel'sche Substitution geschehe. 

w  

Lineare Transformation der Normalintegrale und der Thetamodulu. 

Zu dem in w 4 eingefiihrten ,,neuen ~ Querschnittsys~em, auf 
welches sich die gestrichenen Perioden beziehen, geh5ren auch neue 
Normalinbgrale mid Thetamoduln. Zwischen diesen und den ~,albn" 
Normalintegralen und Thetamoduln besteht eine grosse Anzahl yon 
Beziehungen, yon welchen in den Anwendungen der allgemeinen 
Theorie auf specielle Probleme best~udig Gebraueh zu machen ist. 
Da diese Beziehungen yon versehiedenen Autoren**) abgeleltet sind, 
welche sich verschiedener Bezeichnungen bedient haben, so ist eine 
Zusammenstellung einer Reihe solcher Beziehungen in gleichmissJger 
Bezeichnun~weise vielleicht nicht tiberfltissig; es soil daher an dieser 
Stelle eine solche gegeben werden. 

*) Traite des subsk p. 171. Uebrigens nenn~ Herr C. Jordan aueh solche 
Substitutionen ~,ab~heaues,,, welche durch Bedingtmgen charakter/air~ sind, in 
denen rechts ~tatt wie in (13) und (15) eine 1, eine beliebige ganze Zahl ~: steht, 

**) VgL z. B. He rmi t e  a. a 0.; Thomae ,  die allg. Transformation der 
e.Functionen (Dias. GSt-t. 1864); Clebseh mid G o r d a n ,  Abel'sche Functionen 
(Leipzig 1865); K S n i g s b e r g e r ,  Cr. J. Bd. 65, p. 344fl:; Wi~ting~ Ueber eine 
Configuration im Raume (I)iss. GStt. abgedr, in SchlSmiloh's Zeitsehr. 1887); sowie 
die zusammenfa~ende Dar~tellung bei Krause ,  Die Transformation der hyperelL 
Fet, I. O. (Leipzig 1886) p, 69ff. 
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Die zu den al/en Quer~chai~en g~_hSrenden N~rmalintegrale v be+ 
siren an den Qaerschnitten des r~uen System~ Periode~, welehe fair: 

r - -  �9 -, L , ,+__ 

bezeichnet werdea sollen;*) dea Formela (12) entspreehead ist dana: 

A t = a~ + a ~  n "t- a~z~:, A.,+ = a+ -~- a~W.~ + a,%.i ,  
B, = b, + ~ , ,  + b,+,+, 1% -= k. + b ~  +. b,+.... 

(16) C, = c~ + r  + c,+,+, C~ = c: + q~+, + c,~+.+, 

D, = d, q- d~ , ,  -t- d+h.+, D~ = d: -]- d+arz, q-- d,r+,+. 

Die zu den neue~ Quersehnitten gehSrenden Normalintegrale v/v~' be- 
sitzen an eben diesen Que~chnitten die perioden: 

A/  A:" .B~ 

I v~ 1 0 ~i~ ~., 
+ - .. 

Die Vergleichung der Perioden an den beiden ersten Quer~chnitten 
]iefert die Ausdrttcke d e r v  dureh die v': 

(17) vl ~-- Al  v /  + Bj  v2" , 
v~ = & v,' + B.~ v.." 

und mit Hilfe dieser Ausdrticke liefert die Vergleichung der Perioden 
an den beiden andera Querschni~%en die Relationen zwischen de~ 
ursprfingliehea und den t~ansformirten Thetamoduh~: 

( is)  D~ = A, ,,~ + B, ,:'=, D.~ -- & ,',~ + B~;, .  

Werden ebenso die Perioden der ~oUen Norm~lintegrale an der~ 
al2zm Querschnitten bezeichaet mit: 

(16a) I~ ~ - -  c t n L a, ~+ -/-- b l ~ ,  

t L  -~ -- cr + a,.,dr~ + 52v"~, 

*) Die doppelte Bedeut~ng der Bucl~stabea A, B wi,d nicht it~reu, 



sO werden die zu (17) und (18) analogen Relationen erhalten: 

v( = III~v~ + IV~v.,_, 
(17a) v~_' = IlI,~v~ + IV,~v~_ 
und : 

Ir -~- I I I ~  + IY~.,.~, I~ = III~,, Jc I V ~ t ,  
(18a) I I , ~  IIIo*~2 + IVr I L - ~  l l Iazr~ + IVa*2~. 

Die Relationen (17), (18) and (17a), (18a) enthalten rechts noch die 
GrSssen beider Systeme; durch Elimination kSnnen aber aus ihnen 
andere erhalten werden, welche die GrSssen des einen Systems dutch 
die des andern ausdrticken. Urn diese Relationen bequem schreiben 
za kSnnen, rnSgen die Abk/irzungen: 

(ab)l~ = (at 5~ - -  a~.b~); 
2r = At.B2 - -  A~B~ 

(19) = (a b),~ + (ab)~%l + ((ab),~ + (a b),=,) ~,~ + (a b) , , .~  + (~ b)~,,, 
N ' =  I I I ,  I Vd--I  V, III~ 

eingeffihrt werden*); dann wird erhalten: 

hrvl' ~__ B2v ~ - -  ~B t %, 
(20) X*i~ = 2~ C~ - -  2~ t C~, 

X ~  ~- .B 2 D~ --  B~/)2; 
und amgekekl~: 

(20a) 2Wv t --~ I V ~ v / - -  I V ,  v/,  

lV'~ll --~ IY,~Ir -- IV~Ia, 

N'*'tr ~ I V d l I ~ - - I V ~ I I ~ ;  

. N v / ~  -- A.2 vl + A1 v.,, 

N'v.: = - -  I l l d v (  + I I I ,  v./, 

1~'~ n = - -  I I I e  I~ + I I Io  Id ,  

N'*2~ : -- IIId II~ + III~ L. 

Die Vergleiahung der Ausdriicke ftir v~ und ~'~1, bezw. ~t2 und ~21 
liefert die Bilinearrela~ionen je ftir die lqormulintegrale des einen und 
die Querschnitte des andern Systems in der Form: 

A~C2 -- A2Q + B~l)  2 -- B2D ~ ~ O, 
(21) L I I L - -  I~ I I Io  + I I o l V ~  - -  I v ~ I I o  = O, 

deren eatwickelte Formen: 

(29) [1, 2] + [3, 21 v,, + ([1, 3] + [4, 2]) , , ,  + [1, 4] *22 q- [3, 4] t -~- 0, 
- [a, b] + to, b] ~,  + ([a, c] + [d, b]) *i~ + [a, aT] via + to, d) t ' =  0 

als Zusarnrnenfassung der Relationen (13) und (15) angesehen werden 
kSnnen. 

�9 ) Herr W i t t i n g  ~chreibt ZT' start ~ .  
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Es mSgen noch einige einfache Relationen angefilhrt v~erden, 
welche die zur Abkqirzung eingeF'uhrten GrSssen verbinden. Bestimmt 
man die Perioden der alten lmtegrale an den alten Quersehaitten aus 
(17) mit Hilfe v~n (16a), so finde~ man: 

l = A : I I I ~ + B ,  IIL~, 0 - - A . . , I I I , + B = I l l d ,  
0 = A, I I L +  B~IVa 1 A, IF,  + i)211,, 

(23) 
%I-~" A1L + Jd~I~ , r.:q= A..I~ + A . I ~  , 
zv, = A l l g  + B) IIa , z:,:~-~ h~II, + B.,IIe 

und ebenso aus (16) und (17a): 

1 -~ AtlIIr  + A,.IV,., ,i -= A t l l l i  + A.,II ' , ,  
0 --~-B, I I I~+BoIV~,  1 =I3,11I~,+B,:II"~., 

( 2 3 a )  . 
~,,, = c,  H L  + C~. I L ,  ,~,, = < 1H,, + C~ 1~'~, 
zla D, I I I ,  +.D. 1V~, *~ D~ l i l t  + 1 :II',~. 

Die Vergleiehung der in diesen beiden Formelgruppen entha|tenen 
verschiedenen Ausdriieke f~r dieselben GrSs~en fahrt aoeh zu den 
Identitgten: 

AtI IL- -~  B.:IV, z, A I l L  + B~II,  = A.fl~ + B.21,L, 
(24) A.,IV, -~-BjIII~, CzHIa+ C=.IV~ ==DillI~+f)2IV,,; 

endlich liefert der Multiolieationssatz der Determinantentheorie die 
Relation: 

wetche iibrigens aueh unmittelbar damns Iblgt, dasa, wie eh~e einfache 
Ueberlegung zeigt: 

(26) N .~  ~ N ' =  V,~ 

ist. 

w 6. 

Gleichzeitige Vermehrang ~or arspr~ngliehen und der tran~formirten 
Integrale am Vielfache tier Pe~oden. Die ~ementarcharakteristiken 

und ihro Transformation. 

Ist ein bestimm~s System yon canonischen PeriodeD: 

gegeben (der K~irze wegert seien die ers{z-n Indices weggelasser,)~ so 
erseheint jede andere Periode desselben Integrals als homogene lineare 
Function derselben, mit ganzzahligen Coeffieienten: 

(27) ht ol -1" h~ % + t~ % -t- h4 ~ 
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oder were1 man bei der herkSmmlichen Schreibweise stehen bleiben 
wilt: 
(~s) h,~, + h ~  + g ~  + g ~ .  
Ueberhaupt kann~ wie leich~ zu sehen, jedes Wer~hepaar ul~ u~ auf 
eine und nur eine Weise in der Form geschrieben werden: 

(29) % ~ hie~ "~- h~e~ -{- h~e~a ~- h4e~u' 

wenn die h (zwar nicht mehr gauze, aber doch) reelle gahlen bedeaten 
sollen. ELu solcher Complex yon 4 reellen Zahlen, wJe er bier dem 
einzelnen Paare zusammengehSriger I.utegralwerthe zugeordnet ist: 

(h: h:) oder: (g: g:) 

soll im Folgenden eine ~ementarcharaIderistik*) heissen; insbesondere 
wird yon solchen Elementarcharakterist~iken die Rede sein, deren 

1 Elemente ganze Zahlen oder ganze Vielfache yon ~- sind. 

Die ElementareharakCeristiken sind definirt mit Zu~mdelegung 
eines bestimmten Periodensystems; wie werden sie sich ~ndern, wenn 
man die Perioden einer linearen Transformation unterwirft ? Die Ant- 
wort auf diese Frage ergiebt sich daraus, dass identiseh sein muss: 

(30) hill + h2~ "-t- h~3  + h4~4 = hl'~,' -~- h2'~2' -~- h~'~'-t- h~'~4'. 
Der Inhalt dieser Gleichung kann unter Bemltzung eines in der In- 
variantentheorie tibliehen Ausdracks folgendermassen ausgeslaroehen 
werden: 

Die Transformation der Elementarcharakteristiken vollzieht sich in 
der Weise, dnss ihre .Elemente als zu den l~eriode~ con~agrediente 
Variable auftreten; 
oder ausfiihrlicher: 

1)ie Substitution, wdche die Elemente der atten Elementarehara~ 
teristik dutch die der neuen ausdriickt, geht dutch Vertausehung d~r 
Zeilen mit den Colonnen der Coefficientenmatrix aus derjenigen Sub- 
stitution Iwrvor, welehe die nsuen t)erioden dutch die alten ausdriickt 

- -  and gleiches ~l t  bei Vertauschung der WorSe .al~" und .neu". 
Ausffihrlich geschrieben lauten die Substitutionsformeln der Ele- 

m entarcharak~eristiken folgendermassen: 

(31) h a == a~h~' --~ bah~" Jr- eaha" --~ dab4", 
h, = a,h," + b~h; + ~,h.; + ~,h~'; 

*) sparer (w 27) wird aach yon ,,Primcharakteristiken'" die l~de  sein. 
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und umge~elart: 

h(  = czh I + c,h.., - -  c~h 3 - -  c~h,, 

L," = d~h, + d~h.~- d3hs--- dzlq, 
(31a) h s" = ~ aflq - -  aJ~  + alh s + a,~h,, 

h (  -~ - -  bzh~ - -  bfl*~ + blh 3 + b:h c 

Hieran mBgen noch einige Formeln amgereiht werdea, welehe attf 
einander entspreehencle Perioden der Normalintegrale vtv: einerseits, 
%'v~' andererseit8 sidl beziehen. Werden die V um simuttane Perioden: 

T1 = hi + h~ r .  5- h~ r~:, 

vermehrt, so sind die v" gleichzeitig am die perioden: 

(32 ~) T,' = h; + h; ~'~, + h/<,  

zu vernaehren; die h, It' bedeuten dabei nun wieder ganze Zahlen, 
welehe dureh die Relationen (31), (31a) ~erbundea sind. 

Ffir diese T~ T erh~dt man nan die [~elati0nen: aus (16) und (16 a): 

Tt =~ ht'A~ + t~ 'Bi  + h:,'Ct "+" h~'D~, 
(33) 7._, ~ hi' A 2 -'t- h2"B': + hs'G~ + h,' D, , 
und umgekehrt: 

T t' ~- h i H L  + ]~2lVe -[- h~L + h ~ l L ,  
(33a) T~' = h t I l l a  + h.,IV, z + h s 1, + h t ~ L ,  

welehe (in Bhnl~eher Wei~e wie (30)) als Zusammenfa~sung der t~la- 
tionen (31) und (31a) gelten kBnnen; ferner aus (17) and (17a): 
(34) T, = A r T  '' + .B,T.,', T 2 ~-~ A.,T," -+. I32T.," 

and umgekehrt: 
(34a) T," = I I L T ,  + ~ V ~ , , ,  T~" = HI,~T, + I V J ~ ;  

endlich aus (20) und (20a): 
(35) 2r = ~. , '_c , - -  :~',z~, x T ?  = - -  a . ,~ ,  + A,:C: 

und umgekehrt : 
(35a) N ' r ,  --~ IVar.." -- IVcT, ' ,  ~"  ~ ~.  - -  11I~ T (  5- 111~T.,'. 

w 

Elementare Modi~ation~n dss $chnittsystemm Zusammonsstzung aller 
Abel'sch~n Substitutionen aus 4 Erzeugenden. 

Als r~othwendi#e Bedmgungen d~fiir, dass eine lineare ganzzahlige 
Substitution geeignet sei, ein eanonisehes Querschnitt~ystem in ein 
anderes iiberzuffihren, sind oben (w 5) die Is (13) bezw. (15) 

Mathe~th,  che Av.~taz~ XXXY. 14 
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gefunden women. Es entsteht nun die Frage ob diese Bedingmngea 
auch hinreichend sind, m. a. W. die Frage: 

Wenn irgend ein (2uerschnittsystem gegeben ist, kan~ man dann 
immer r ibm r zweites so findea, dass die zu den beiden Systemen 
ge]~readea 1)erioden dutch die Gleichungea (12) bezw. (14) verbundeu 
xi~al, wean die in diesea Gleichungea auftretendea ganzen Zahlea den 
]3edingungen (13) bezw. (15) geaiigea, im iibrigea abet willkiirlich ge. 
gebea sind? 

Der Beweis daffir, dass diese Frage zu bejahen ist, zerf~llt in 
zwei Thefle, einen geometrischen und einen zahlentheoretischen. Zuerst 
wird niimlich gezeigt~ wie alle tiberhaupt mSglichen Querschnitts- 
inderungen aus 4 einfachsten solchen Aenderangen sich zusammen- 
setzen lassen; dann wird gezeigt, wie aus den jenen 4 Querschnitts- 
~indernngen entsprecheaden Substitu~ionen alle diejenigen sich zu- 
sammensetzen lassen, welche den Bedingungen (13) bezw. (15) geniigen. 

Der erste, geometrische Theil des Beweises beruht auf folgenden 
Ueberlegangen, welche im Wesenflichen yon Herrn T h o m a e*) ent- 
wickett worden sin& 

Zun~chst kann man die Benennungen der beiden Querschnitis- 
paare (AI:B,) und (A2~2) mit einander vertauschen; das lief'ert eine 
Substitution: 

( D )  atr f~  = 0 2 '  1702" = fi:)l' CO 3" = f-Ot, CO 4' = f.03. 

Zu dieser Substitution gehSren die folgenden Umsetzungen der Normal- 
inte~ale and der Thetamoduln: 

~i' ~ V2 ; V2' ~ "/)1 

(36) ell -=- ~ ,  ~1~ ~-" ~1~, ~ = ~1," 

2V~  iV' ~ 1. 

Zweitens kann man aber auch die beiden Querschnitte eines Paares 
unter sich vertauschen, wenn man dabei den Sinn des einen ~inder~. 
Von den hierin be~iffenen Vertauschungen brancht nur eine, e~wa 
die yon A~ mit B1, beracksichti~ zu werdeu, da die andere vermSge 
(D) aus ihr hervorgeht. Ihr entspricht die Substitution: 

(B) ~ , '=- -o3 ,  o : = o 2 ,  cS'=~%, ~ ' = - ~  

mit den Umsetzungen der Normalintegra]e und The~moduln: 

*) Zeitschr. f. Math. u. Phya. Bd. 12; aueh Cr. J. Bd. 75, p. 230 ft. Eterr 
Thomae hat no ch ehae grSs~ere Anzahl elementarer Aendorungen. 

**) Die Buchstaben f~r die Erzeugenden wie bei Krazer, ann. di mat. 
set. lI. t. XII p. 296. 
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( 3 7 )  

t l l  + t l  t 

�9 t . r  = X+,, ~ . .  = - -  IrI; l l" a + l '~ ,  

Tll  TJL Tit 

~II f l l  

t +,:L+ - "4:, +G + +,7+ 
~/iI 1Fil I .+ ill 

Es ist Mar, da~s auz den beiden Operatioaen (D) und (B) jede 
andere Aenderm~g des Quersehnittssystems abgeleit~t werdeu kann, 
wdehe auf eine blos~e Aenderung der Bezeiebnu,,g sieb zuritekftthren 
l'asst. Weitere Querschnitt'anderungen k6uaetx also nut nodx erl~alten 
werden dadureh, das~ man einen der quersehuitte dur& irgend eine 
Combination der andern erweitert uad diese Oper~tio,~ - -  immer tinter 
[%r~eksi&tigung der ftir eia cauonisches quersctmitr festgesetztea 
Regeln --  eventuell an versehiedeaen Quer~ehnitten n~b einander 
vornimmt. Nun sind wir abet v e r m S g e  (B) and (D) im Stande, jedea 
Qaersehaitt an irgend eine 8telle zu bringen; es wird ~lso geniigen 
za unteisuehen, wie wit ~twa den Quersehnitt .B~ erweitern k6unen. 
Wit k6nnen ihn erweitern um den zugehi3rigen Qaerschnitt A,~ wit 
kSnnen ihn feraer erweitern um eineu der Querscbnitte des andern 
Paares, etwa um B e. Die Vermehrung yon .B~ und A z benonders za 
betraehtmn, ist nieht erforderlieh, da A~ und /32 verlauseht werden 
kSnnen, ohne dass JB~ zeinen Ptatz wech~elt. 

A,  (-%1 A 
~ +  ~ -  B+r , =.. 

\ \ k  / '  / / ,  / x ~-~ . . . .  / +." 

F ,g .  l+ F i g ,  ~:. 

Wit erweitern a]zo d~afg+as ]3, um A,  (vg}, die vorstehende Figur); 
das giebt die $ubstitatioa: 
(A) o ,  ~ O, - -  ~a:,, ~a.,' = ~a.. ,  

mit den Umsetzungcn der v und r: 

(as) 

�9 t I 
x'r.zv ------- ] ~ -++tt+ c t  ~ -  1 - -  z t t  ~ 

+[+  + "  .r  +'+ 

- -  t ' t  

- -  , , T ,  +, 
"/;II I -~- z~t  " 3 -  4 

"6 2, ~ "g~ d I ~ I -- ~n ~'~ J 
I - -  z n 

I - -  r l~  

"s m t'++u '+~:z +~) 
"g ZT' ~ ;= . . . . .  ] 'T" / 'Lt 

14)  + 



212 Hra~raca B r ~ .  

Y i e r ~ s  endlieh erweifmrn wir ~ t  um B o; dann wlrd aber B( 
yon A z getroffen, was nich~ sein sell. Um dem abzuhelfen, mfissen 
wir A 2 so erwei~ern, dass es B (  noch einmal im entgegengese~ten 
Siane trifft, also um (-- Az). So erhalten wir die Substitution: 

(C) ' ~ l ' ~  co~ + ,o.,, ,0 2" ~ 0,2, , o ( =  ~3 ,  o , ;  = ~o 4 - " 3  

mit den Umsetzungen der v nnd r :  

(39) 

�9 a " 

Damit ist der Kreis der elementaren Operationen gesehlossen and 
wit kSnnen das Resultat aussprechen: 

Jede Aenderung unseres canonischen Querschnittsystems, welvhe 
dasselbe wieder in ein canonisches System i ibe~hr t ,  und nut  eine 
soZche "];ann aus den 4 erzeugenden O~erakionen A ,  B ,  C, 1) zusammen- 
gesetzt werden. 

Nun haben die Herren Clebseh  und Gordan~),  andererseits 
Hr. K r o n e c k e r  *~*) auf axithmetischem Wege gezei~, dass in der 
That jede Substitution, derea Coefilcienten den Bedingungen (13) 
bezw. 05)  gentigen, aus jenen 4 Erzeugenden zusammengese~zt werden 
kann. Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ergieb~ sich da~n 
das schliessliche Resultat als Antwort auf die zn A.afang des Para- 
graphen aufgeworfene Frage: 

1)@ Gleichungen (13) resp. (15) si~d nicht nut  nothwem2ige, sondern 
auch hinreict~nde Bedingungen dafiir, dass eine lineare SuT)stitution der 
~orm (12) res2. (14) e/he zulg.ssige Aenderung unseres Querschnittsystems 
darstellt. 

w 
Monodromie dot Vorzweigamgspuakto. 

An die im vorigen Paragraphen diseutirte Frage knfipft sich nun 
eine weitere, wdehe ffir die Entwicklung der Theorie nieht minder 
fundamental ist. 

Wie bereits w 1 hervorgehoben, effordert eine vollsf~ndige Dareh- 
bildung der Theorie durehaus, die Verzweigungspun]~e tier l~iemann'- 
scl~en ~'lgcl~ als frei veriinderliche Gr6ssen ~u betrachten. Die Periodea 
erscheinen dann als Functionen dieser Ver,:inderliehen; sollen sie stet~h3e 
Funetionen derselben bleiben, so muss man die durch ihre Aenderung 

*j Abel'schr Func~ionen p. 304. 
~*) In Vorlesungen, vgl. Berl. Ac. Monatsber. 1866 (abgedr. Cr.g. Bd. 68, p.273). 
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beding~ve Deformation der Riem~an'sehen Fl~che and de~ auf ders~lben 
verzeiehl~eten QuersehnittsystenLs als in der Wei~  vor ~ich gehend 
sieh vorsteUea, dass die Verzweigtmg,s. 
punkte die Quersehnitte vor sich f - -  . . . . . . . . . . . . .  c . _ 
hersehieben*). (Rfiekt z .B.  in der ' " " '  " "  
Figur der Verzwei~mangspunkt a naeh ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  a i~"2 ~ 
a',  so ist das Stack ced des Quer.. ~\... . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
schnitts bis etwa za der Form ce'd rI 
auszudehnen.) ~a~" ~" 

Diese Deformation der Fl'~ehe kann man nun - -  immer unter 
Vermeidung des Zasammenfailens yon Verzweigungzpunkten - -  solange 
fortsetzea, his schliesslieh jeder Verzweigungspunkt wieder eine 8telle 
einnimmt, welehe schon in der urspriingiiehen Gestalt dcr Flache yon 
einem solchen Punkte - -  sei es demselben, sei es einem andern 
eingenommen war. ]:)ann ist sehliesslich die hyp~relliptisehe Irratio- 
nalit;it wieder die ursprSngliehe geworden, aber da~ Qaerseh~ittsy~tem 
hat eine Aenderung erlitten - -  natfirlieh unter Beibehaltung ~einer 
Eigensehak't, ein eanonisehes System zu ~ein. Von cinem solehen 
neuen Quersehnittsystem soil rmn unt~r Benutzung eines Terminus 
des Herrn H e r m i t e " )  gesagt werden: ~ gd~e durch 21Io,wdromh" der 
Verzweigu~udslrard~te a'~ dem ursFriinglichen hereof. 

Die in Aussieht gestelhe Frage ist dana diese: 
Lassen sich alIe canonischen Quersctodtt~ndvru~ujen dutch Mono- 

dromie der Yerzweigung~pankte erzielen, oder zcr/hller, ~qclle@ld dic 
siimmtlicTxn Quer:~chnittsysk~,me in eine Anza]d getre~mtcr Cla~o~ de.raft, 
dass nur die je de~'selbe~ Cla~e angeh6renden SSjsr dufcl~ Mo~wdromic 
tier lrerzweigurcjspuntcte in eina~dz~r ~bergefiihrt wcrden 15nraz*? *~*) 

Um zu zeigen, dass in der That ersterea der Fall ist, dass also 
alle eanonischen Quersehnittsysteme jn diesem Sinne za einer and der- 
selben Classe gehSren, wird man an irgend ein pas~end zu w'Xhlendes 
Ausgangssystem anknfipfen d ~ ' e n :  denn kann man yon diesem zu 
jedem andern gelanger,, so ist aueh zwisehen diesen andern der Ueb~r- 
gang mSglieh. Als solehea Au~gangssystem mSge das folgende (such 
sonst sehon raehrfaeh benutzte) gew[ihlt werden:'i-) 

Die Verzweigungspunkte (~ and 1, 2 und 3, 4 and 5 mbgen 

~) Vgl. die Figuren ~u~ Riemann'o .N~chla~,, ge~. W. p. 4~4 
**) C. R. Bd. 32 (1851). 

***) Fiir die iblgenden En~wieklomgen vergleiche m~n die de~ lima. C. Jordan,  
~.r. des sub~. p. 357 ft. Dort teidet nur die Uebersicht daxunter, da~n die Frage m~t 
der viel speeieUerea des ~Iqaeilung~problem~ verquickt and voa dem anaeh~uhchea 
Hilfsmxttel der zweibl~ttrlgen Riemaxm'~eheta FKehe kein Gebraueh gemaeht i~t. 

~-~ Da~ yon Herra Weierstraa~ an,/ ~eiaen ~h~lera benutzte Peri~dea- 
~ystem wird au~ dem im Texte gew~,~hlten dadureh erh~tea, d ~  man ~1~, //t 
dutch ~z, --A~ er~tzt. 



214 H~ls~xcs B~xr~z~. 

dutch Verzweigungssehnitte verbunden sein, yon wetchen keiner den 
andern trifft. Dann mSgen 
die Querschnitte: A l A~ t71 "/772 
die Punkte 0, 1 3, 4 1, 2 4, 5 
in eler in der Fig. 4 tmgegebenen Weise nmschliessen (ira obern Blatt 

~ "'~\ B ~ - 

~_j/ t ~ ,: 

l'Sg. ~, 

verlaufende Linien sind ausgezogen, im 
untern verlaufende punktirt). 

Durehlaufung der Quersehnitte in 
posi~ivem Sinne liefert dann *) die Perioden: 

(<~0 
Man kann nun leicht 4 Mono- 

dromien der Verzweigungspunkte an- 
geben, deren Einfluss auf dieses Ouersehnittsystem gerade durch die 
erzeugenden Substitationen A, /7, C, D des w 7 dargestellt wird. 

L~sst man n~ralich erstens die Punkte 0 and 1 ihre Pl~ze weehseln, 
indem man den sie verbindenden Quersehnitt um -J-1800 um seine 
Mitre dreht, so nimmt das Querschnittssystem, wean man gleichzeitig 
die iibrigen Punkte in f~ir die Zeichnung bequemer, sonst abet 
irrelevanter Weise verschieb~, die folgende Gestalt an: 

/ 

, l _ ,  ;, , ~  . t 
/ J = o  O = t  ,, ~ 2. ~ ' i 

~ig. 5. 

uad man erh~lt aus dieser Figar, wie leicht zu iibersehen, die folgenden 

x.~_~_ ; - . . . = _ - ~ j  "' . . . . . .  . . ' ~ < J  
2~ "--~ 

leig. & 

Beziebuagen zwisehen den alten 
and neuen Perioden: 

fi)i" " ~  CO1 ~ f-~3 ~ f~02 t ~ CO27 

6J 3" ~ f.% ,., s 4" ~ 6) 4 

also genau die Substitution A. 
L~s t  man zwe'#ens die Punkte 

0 and 2 ihre Pl~ze wechsetn, 
indem man beide den Punkt 1 so umgehen l~s t ,  dass er links 
yon ihren Wegen bleibt, so gelang~ man zu Figur 6, welche die 

*) VgL Ma,~h. Ann.  Bd. 3~, p. 392. 
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zwischea den alma uud neaea Peri~xl~n liefert - -  m. a. W. die $ub~- 
stitution J~. 

Lgsst man dr/t~ms dutch Vertause.hang der Punkte 0 mit 1~ 
2 mi~ 3 ,  4 mit 5 da.s Querschnitt~ystem sich ~o ver~erren, dass em 
die uaehfolgende Gestalt erh/ih: 

- 7 . ~  A ~ 

,:=o . :,'.~ 

F~g. 7. 

so erh~ilt man folgende Substitution: 

f~l t ~ fi:)l ~ r r t ~ IfD2~ ~ , (  ~ (,03~ ~ ~ ~0| - - -  ra);~ I 

welche in w 7 mit C bezeichnet war. 

Vk~rte~ endlich wird die Substitution, D odcr: 

iD:t" ~--. fD2~ ~07' = (.DI~ ~ ; (  ~ r  ~D4 ~ ~ 0 ~  

erhalt~n dutch Vertau~chu~g yon 0 mit 3, I mit 4, 2 mit 5 in d~r 
Weise dass die Figar in die folgendc fibergcht: 

A:/~ . . . . . .  , 

A~ / . . . . r .  i 
' 3"0 ' 

\ , 0 -~ 

Fig, 

ff, s k6nnen  a "lso alle 4 erzeuWr*de~* Su2~sr durd~ Monodromie  

der Verzweigungspurd~te err~icht werdo~. ~Ntm haben wit aher iu w 7 
gesehea, dass jede Lineare periode~,Aransformatio~4 aus die,en 4 Er- 
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zeugenden zusammengesetz~ werden kann; also er~ebt  sich in der 
That als Antwor~ auf die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeworfene 
Frage der iblgende Satz des t terrn C. J o r d a n * ) :  

Jede canonische Que~schni#siinderung kann dutch Monodromie der 
VerzweigungsTun~e erz,le~ warden *~). 

w  

Das Umkehrthaorem and die hyperelliptischen Functionen. 

Nachdem alle diese vorbereitenden Betrachtungen erledig~ siad, 
weaden wir uns zu dem fundamentalen Satze, welcher die Grundlage 
aller folgenden Entwicklungen bildet, n~mlich zu dem Jacobi'sct~n 
Um'kehrtheorem, das zun~chst in seiner einfachsten Form ausgesprochen 
werden mBge: 

verbu~de~ dutch die G~eichunye~: 
x y 

w, + - ,  

(41)  ~ " 

in welchen unter a ein V~zwdgungslounkt der ~ie~mnn'sd~c~ Eltiche 
verstanden ist (yon &ssen AuswahZ die Werthe de'r Integralc unab- 
hdingig sind), so sind die symmetrisd~en ~unction~t jener beiden Stdlen 
eindeutige vizrfach periodische l~unctionen yon w, ~ d  we*** ). 

Unter symmetrischen Functionen sind dabei zuni~chst die rationalen 

symmetrischen Verbindtmgen beider S~ellen, wie x'-~-x" oder V'f~ 

~t-/Tx" verstanden, des Weiteren abet auch bes~immte Categorien 
algebraischer Fanctionen dieser Verbindungen. Die letzteren sind durch 
mannigfaehe algebraische Relationen mit einander verkniipft, and die 
Theorie der vierfaeh periodischen Functionen besitzt eine Reihe yon 
Mitteln, um solche Relationen in systematischer Weise abzaleiten and 
mit einander in Beziehung zu setzen. Man gelangt so dutch die 

*) Tr. des sub~t, p. 360. 
~*) Obwohl die Be~achtang hyperelliptischer Ftmctionen hGhercr Ordnung 

ausserhalb des Rahmens dieser Vorlesungen iieg~, so sei es doch an dieser Stelle 
gestattet ausdr~tcklich hervorzuheben, class zwar die EntwickluJagen van w 7, 
nicht aber die yon w 8 ffir hyperelliptische Functionen yon hSherem p g~ltig 
bleiben; es soll dies an a~aderer Stelle ausgeffihrt werden (vgl. auch C. Jordan 
a. a. O. p. 364, art. 497). 

**') Ueber eiae al]gemeinere Wahl tier unteren Grenzen verg]. w 42. 
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Theorie dieser t ram~nde~n Functionen hindurch zu einer tiefer- 
gehenden Erkenntniss bestimmter Classen algebra"wvcher Relationen. 
So erscheint ats eine Hauptanfgabe unserer Theorie: 

Aufs~ehun9 und BehanaTa~,,~g derje~ige~, algdn'aisct~en Problem,s, i~ 
deren-~alur man dutch de~ :Be~'it~ der vierfach 2,~vr'wd/sc/,e~a/vu~/o~ 
Einblick eriC.It. 

Solche Probleme sind es, welche den Gegenstand der folgeadea 
Entwicklungen bilden ; ihre genauere Bezeiehnung kann erst im weiteren 
Verlauf gegeben werden. 

I. ~l)schnitt. 

Hyperel l ip t ische Functionen and Formeu;  Gruppe. 

w lO. 

Algebr~ische DeJinition hyperelliptischer Functionen. 

Wir kniipfen zan'~chst an an das in w 9 aufgestellte Umkchr- 
theorem s indem wit damit beginuen, dass wir dasselbe in cine ver- 
allgemeinerte Form bringen. An 5tetle der Gleichungen (41.t schreiben 
wir nKmlich die iblgenden: 

<42) 

indem wir 2v yon einaader unabh-~agige Stellen (x , / / f (x) )  and 
(y, ~/[:(.y)) der Riemann'sehen Fl~che einffihren and ~tatt der all- 
gemeinen Integrale I. Gatmng w die Normalintegrale v benutzen. 
Die vierfach periodischen Fanetionen yon v Iund  v~ gehen dana fiber 
in rationale Funcfionen dieser Stellen; dieselben werden ausserdem 
noch abh~ngen yon den Coei'ficienten a der Function f(x), and wit 
wollen dahin fibereinkommen, dass wit fiir'~" ers[e (d. h. in diesem 
Abschnitt) nut ~olel, e Func t io~  in I~elracld zielwn, wclche auch yon 
dicsen Coeffwientvr~ in ra~i~ak.r Weisc abMingcn. 

Die so erhaltenen Functionen der x, y, a sollen also zun~ch~t 
hy2erellilJtische Fanetionen heissen. 

Dieselben besitzen zwei charakteri~ti~che Eigenschaften. .Erstc~ 
n~mlich bringt eiae lineare Transformation des zu Grunde liegenden 
algebraischen Gebildes keine Aenderang der v, v mit sich. Die hyper- 
elliptischen Functionen ~indern sich also nicht, wem~ man die x ,  y 
linear transformirt and gleichzeitig die a dutch die Coefficientca der- 
jenigen Function f ersetzt, in welcbe f dutch jene Tr~-,nbformation 
fibergeht ; m. a. W.: 
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Hy2erell~tische Functionen sind Covariank-n der Fu~wtion /" und 
d~r 8 t e l l e n  x " . . .  x(~)~ y" � 9  �9 y(~). 

Zweitens aber bleiben unsere Functionen unge~indert, wenn raaa 
die Stellen x ,  y so dutch andere erse~t,  dass die vl, v.~ ungeiindert 
bleiben. Wenn abet die 2v  Stellen x~ y mit den 2u Stellen ~ ' . . .  ~(,J; 
7 ' - . -~(" )  darch die beiden Gteichungen: 

verbunden sind~ so exlstirt nach der Umkehrung des Abet'schen 
Theorems eine rationale Function I t (x)  auf der Fliiche, welche nut 
an den Ste]len x und ~ Null und nut  an den Stellen y und ~ un- 
endlich g, zoss wird (wobei etwa mehffach auftretende Stellen in be- 
kannter Weise zu beriicksichtigen sind). Man nennt nun zwei Pankt- 
grappen der Art, dass die Punk~e der einen Gruppe ~allstellen, die 
der andern Unendlichkeitsstellen derselben rationalen Function auf der 
Fliiche seia kSanen, zu einander ,,corresidual" oder ~iquivalent"; 
und die erw~hnte zweite Eigenschafr hyperelliptischer Funcfionen kann 
in der Weise ausgesprochen werden~ dass man sagt: 

Die hyperelliptischen l~unctionen bldben ungeiindert ~ wenn man die 
x ,  y dutch angle,re Stellen ~, ~ der .FIiiche ersetzt, welche die _Eigen- 
schaft haben, dass die x mit  den ~ zu~'ammen eine ~u den y und den 
h'q~tival~te ~Punlzlgrus bilden. 

Es ist vielleich: gestattet die Definition der Aequivalenz auf Doppei- 
gruppea der bier bezeiehne~en Art in der Weise auszudehnen, dass 
man die Deppelgruppe der x~ y zu der Doppelgrupye der ~, ~ dana 
~quivalent nennt, wenn die x mit den y zusammen zu den ~ und y 
im urspriingliehen Sinne iiquivalent sind. 

Beide charakteristischen Eigensehaften zusammen liefern dann die 
folgende algebraische Definition: 

Hyperelliptisehe Functionen sind rationale Covarianten der Eunctio~ 
[, wdche van einer 1)o19pelgrulx)e van SteZlen x', x" . . . x ~), y', y" . . . y(~ 
i~ d~r Weise abhiingen, class sie swh nicht ~indern, wenn man diese 
Dol~pelgruppe dutch eine iiquivalvnte JOoppelgruppe ersetzt. 

Insbeso~dere miissen sie also ungeiindert bleiben~ wenn man die 
x fiir sich oder die y fiir sich dutch eine "iiquivalente einfache Grupye 
ersetzt. Hieher gehSrt als einfachster Speeialfall derjenige, in welchem 
die beiden "~quival~nten einfachen Gruppen dieselben Stellen in ver- 
�9 ~Luderter Reihenfolge erhalten: die hyperellilotischen F~ttnctianen sind 
sy~,~,~ri~ch in den x und symmetrisch in den y. 
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w  

Erweiterungen der Definition dutch Horanztehu~g des formenth~or~tkse, hen 
Gesichtspunkts und dareh ~ h r u n g  yon ttilfspunkten. 

Die im vorigen Paragraphea aufge.telhe Detinitioa soil nun aat.:h 
zwei Seiten hia erweitert werdea. 

Bereits in der EiNeitmag sind die einzelnen ~tetfen der Riemaun'- 
schen b'l':iche darch homogene Coordinaten detinirt und die Cueflkienten 
vort f in homogener Weise eiugeNhrt worden: in der gruad~Su, lichea 
Benutzung soicher h0mogeuer VerSnderlicher sell die crstc Erweiterang 
unserer Detinition bestehen. Die bi~her eingdiihrten Functionen werden 
dann homocd~e $.'unctio'nen ..llr Dim~tsion der neuen Variabeln und 
die Conseqaenz der er~eiterten ~kuffassung be~teht nut~ eben dariu, 
dass auch homogene Fuactionen yon amh:rcr Dimension beu'acht~t 
werden. Solchs homogr l".m:tione~ vo~ a~dercr al~ dcr ~,ull&'~, 
Di~w~sion solle~, u, ie e~ b~ dcr Algebra allgemd~ ablich is G b .  [bO~,- 
de~ t:ur~ als }brmc~ bczd&~ct ~e'er&'n: die Ver~h~derung in der Auf- 
fassung der Fr~ge.~tellungen, welche tier Gcbr~ach yon homogenen 
Variabeln mit sich bringt, l as~a ~ich dann karz iu d~e Wortr zu~am- 
menfabsen: 

dcr ~'~tersuchto~ 9 seb~. 
Die zweite Erweiterang un~erer Definition knhp~t ~n elm." Auf- 

fassaag der 6rundbegrifli ~. der invariantentheorie, yea welcher zwar m 
invarianten~heoreti.~chen SeLrifte~4 gclegenttieh Gebraaej~ gemacht 
worde~ ist, dit: abet trotz ihrcr ftmdamentalen Bcdentung iu die eh~- 
leitenden Capitel der Lehrb/icher, wohm sie gehSrt, noch keine Auf- 
nahme gethnden hat. 

Es handeh ~kh nih~]ich darum, daas man ,stet~ uuch ~olche 
Pormen mit in den Kreia der Betrachtung zu ziehen hat, welche 
ausser yon den du~'ck die jed,:~malige Aafgabe bedingten Variabeln 
noeh yon gewi~en Hilf~grS~eu ia beliebiger Anzahl abh~ngen. I)ie~e 
HilfsgrS~_-en sind al~ zu den bereita vorha~deuen cogrcdicnt~ Veri;uder- 
liche ani'zafas~en; fl~re Ei~.q~ihrung bedeutet M~o die Hcrboiziehut~g yon 
Covariauten mit einer noch g'riS~eren Anzahl yon Variabelnreihea, al~ 
~ie an und far ~ieh sehon durch die Aufgabe~tellung beding~ ist. 

Diese Einftihrugg yon Hilfsg~t'ti~aer4 ~eheint auf den ~;r.~te~ Blick 
nur eine unnt)thige Be, chweruag der b'ormeln mit aich zu bringe,q 
aber sie gewiihrt einet~ nicht geringen Vor~heil. I~ hiudert n~imlich 
niehts ~ und das ist der Ge:,ieht~pt~& G we!chef bier hervorgehobe,~ 
werden sollte - -  de*~ -Nulli~t~d:t, dc~ 6rr wad (&~ l';ir,- 
heilspu'n]2 dez b~.~ut~t~ Coordi'.atet~y~te~,~ .~el&t at~ .ok;he (.~9r,MA~de 



ttilfs!n~Ce ein~ufiihren. Dadurch be'I~mmen alle l~echnungen, writhe 
an das Coordinatensystem ankniip[en, an sich invariantentheoretisd~e 
Bedeutung. So erreichea wit mit viel geringeren Mitteln dieselbea 
Vorthei]e, die man sonst web| yon der Einfiihrung sogenannter 
,,typiseher" Coordinutensys~eme erwar~et.*) 

F ~  unsere gegenw~rtige Un~ersuchung b e d i ~  diese Aaffassung, 
dass wir die symmetrisehen Verbiadungen der x und die Coefficienten 
yon f direct als die einfachsten hypereltipti~cben Funetionen auffassen 
diirfen. 

w 12. 

Erste transcendente Definition hyperelliptiseher Functionen; nat~rlioher 
Bereich der transcendenton Variabeln. 

Neben die in den beiden vorigen Paragraphen erl~uterte alge- 
braische Definition der hyperelliptischen Functionen s~ellt sich nun 
eine zweite, wetahe als ~ransce~den~e Definition bezeichne~ werden sell. 
Sie beruht darauf, (lass man start der Stellen x, y des hyperelliptischen 
Gebildes und der Coefficienten a yon / die dutch Glchg. (42) definirten 
Normaliategrale v und ihre Thetamodula v als unabh:,in~ge Ver~nder- 
liche ansieht. Die hyperelliptischen Functionen werden dadurch zu 
eindeutigen .Functionen der fiinf Gr~ssen: 

(44) vl, v=,~ ~lt, ~12~ ~.~, 

welche ungeiindert bleiben, wenn man v,~ v~ durch 

v, + h, + 4~,~ + 4~., 
(44a) 

o'set~, unter h~, h~, h~ h~ 5eliebige ganze Za/~en ve~rstanden. 

Die fiinf GrSssen (44), welche als ,,transcendm'~te Argumente" be- 
zeichnet werden mSgen, w~hrend die x~ ~/f(x) und a ,,algebraische A~'gu- 
mente" heissen sotlen, sind nun ihrer urspriinglichen Entstehung zufolge 
auf einen natiir~ichen :Bereich beschr~nkt: die v ]'~nnen nur endliehe 
Werthe annehmen, die ~ nut solche, fi~r welche die Ungleichungen (11) 
erfi~llt si,~d. Die Umkehrung des Abel'schen Theorems lehrt damn, dass 
unsere hy~rel~i~vtischen l~unctionen im Inne~  dieses natiirlichen l~ereiches 
�9 ~ n e  wesentlieh singuMre S~e~le**) be~itzen. 

Uncndlich grosse Werthe der v hingegen und diejenigen Werthe 
der ~, fiir welehe eine jener Ungleichungen in eine Gleichung fiber- 

*) Functionen, welche van selchen H~Ifspunkte~ frei sind, werden wit woht 
",~ rdne Invaxia~n und Covarianten bezeichnen, ohne damit einen besonderen 
Vorzug de~elben ausdrficken zu wollen. -- Dm ,,typ~chen" Coordinaten~ysteme 
behahen aatfirlich ihre Bede~tang f~r specielle Probleme. 

�9 *) VgL Weier~trass, Abh. zur Ftmct.-Lehre p. 1~0. 
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geht, sind als Gre~zstd/e~, des nattlrliehen Bereichs der Variabeln zu 
betraehten; in ihnen werden die hyperelliptisehen Fuaetionen wesent- 
liche Singularit~ten besitzen. Welcher Art abet diese Singularit~ten 
shad, dartiber ist bisher nut sehr wenig bekannt; und noch weniger 
weiss man darfiber, ob jede Function der v und ~, welche die erw~dan- 
tea Eigensehaften hat, wirklich eLue hyperelliptische Function im Sinne 
der algebraischen Definition des w l0 isL Es scheint daher vorl~ufig 
am zweekmw zu sein~ diese Fr~ge gaaz bei Sei~e zu lazsen und 
der transcenden~en Definition der hyperell~ptischea Functionea die 
folgende Fassung zu gehen: 

Hyl~erellilotische ~'une~ioner im Sinm: des w 10 si~ut solclu~ ein- 
deutige Functiocen dr trausce~Me~ten Argum~,~te, weld~e i** den atge- 
braischcn Argu~tu;nten rativ~al si~ul. 

w 13, 
Einfiihrung ~es form~ntheor~tiache~ fiesi~ht~p~mkts in die tr~nsc~ndonte 

D~atition. 

Die za Anfang yon ~ II vorgenommene ]~inftthrung des formen- 
theoretische~t Gesichtspunkts in die ~lgebraisct~c Definition bedingt nun 
auch fiir die tmnscendent~ Definition eine anatoge Umge~taltung. Um 
dieselbe zu erhalten, mfissen wit" zun~ichst yon den Nonualintegralen und 
Thetamoduln, die ja absolute Invarianten stud, wieder zurfickgehen 
zu den ursprfing]ichen Integralen w und ihren Periodcn. Wir habcn 
daan die Leiden Reihen ~,on je friar Ver2ndertichen: 

(45) 

die hyperelliptischen Formen werden homoge~e FunctiQnen dieser Ver- 
~nderliehen, deren ]~igensehafr, en ~ma n'2her anzugeben sin& 

Werden zunRchst die xl, x~ linear transformirt, was der alge.- 
braischen Definition zufolge auf unsere Functionea ohne Einfluss ist~ 
so transformiren sich auch die w usd a) linear, sodass etw~: 

w 1 , w~ dutch aw~ -4:-flw.,, 7w~ + 8 a ~  
and gleichzeitig; 

a~,u, ah~ dutch ttco~l + flco,~, 7t~,~ -}- dco,~ 
ersetzt werden. Bezeiehnet man diese Operation at~ (/cend, inat/on der 
beiden Vaxiabelnreihen (45~ eine Form auf welche die~elbe keinen Einfluss 
hat, als ebae Combinat~e, so kann man diese Eigensehaft so aussprechen : 

Wit  bekrac]den jetzt hypereUiptische ~ormen ; diese~en s~nd Combi- 
nanten der beiden Variabelnreihen (45). 

~a~h den ersten S~tzen der Invaria~tentheorie setzen ~ich alle 
Combinanten yon zwei Variabelareihen aus den einfachsten derselben~ 



den zweiglied~igen Deterininanten zusammen. Solcher Determinanten 
treten bier 10 auf, niimlich die seehs bereits in w 3 als/o~ eingefiihr~ea, 
und ausserdem vier yon der Form: 

(46) vl -~-- ~ i w l  - -  eol~w_~ ( i ~ 1 ,  2, 3, 4). 

Diese 7[0 GrSssen sind durch eine Reihe yon Identitiiten mit 
einaader verbunden, yon welchen drei unabh~ngige z. B. sind: 

PloP34 ~ 21.~P42 -4- PlaP2s ~ O, 

(47) play3 -~-p.~3vl -~ p31v~ ~ 0, 

Ausserdem besteht noch die Relation (4): 

Hypereltiptische ~'ormed sind also eindeutige homogene ~unctio~xn dieser 
so verkniipften zehn 1)eterminanten. 

Zeiehnet man eines der pi~, etwa s ~ aas und dividirt mit ibm die 
iibrigea Determinanten, so erh~lt man wieder die v uncl v. Indem 
man die Identitliten (47) dazu verwendet, vs, vt, pzt durch diese GrSssen 
auszudrficken, gelangt man zur Formulirung des Satzes: 

Hyperelliptische ~ormen sind Functionen yon v~, v.), v~, z~,  v.,.~., 
multiplieirt mit einer _Potenz yon 2r~*). 

w 14. 

Benutzung yon Ni]~grSssen bei der ~nscendenten Definition. 

Wie ffir die algebraische Definition (w 11) kann es auch bei 
]3enatzung der transeendenten Definition zweckm~sig sein, aueh solehe 
Functionen in Betracht zu ziehen, welche yon geeignet gew-Zalten 
HilfsgrSsserb abh~imgen. Sell insbesondere das Analoge zu dem erreicht 
werden, was dort die Aaffassung der Grundpunkte des Coordinaten- 
systems als cogredienter HiIfspunkte erziette, so wird man hier solehe 
GrSssen einzufiihren haben, dass man die w selbst als Combinan~en 
auffassen kann. Dies wird am bequemsten dadurch erreicht, (lass man 
die Coefficienten in den Ausdriicken der w darch die v, also die vier 
t'erioden erster Art ,**) selbst als solche ttilfsgrSssen einfiihrt. So 
getangt man zu der/blgenden erweiterten Bestimmang: 

*) Gamz ebenso gel~ngt man im Falle der  elliptischen Fanet ionen dazu, die 
ganzen Invaxianten ~, ,~', g,, g~ Ms Product  je  einer Potenz yon e01 in eiae Function 
yon v uad ~ aufzufazzea. 

**) Vgl. z. B. auch S t a u d e ,  diese Ann. Bd. 2.4, p. 288ff., we die *'i~ eber, 
ampere ~i~ si~d. 
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Hyperellgptisd, e Formen ~'it;d doFpett binlire !'~'meu ~xm etl. ~ 
vim~rseits, a~l, ~a., amlererseits, dere~ Coeftk.ie~ten eirale~gi.qc Funetio~e~ 

Die tkaptgr~ppo. 

Es bleibt aoch abut,, die unter (44a) gegebeaen Eigenschafteu 
der hyperelliptischen Functionea auf die Formen zu fibertrageu and 
dadarch die Definition derselbea za vervollst~adigen. Dazu m~sen 
wir beachten, einmal, dass unsere algebraischea Argumente un-. 
ge'~ndert bleiben bei Vermehrang der w um gleiche Vielfache ihrer 
entsprecheaden peric~ten; dann aber auch, da~s jene Argumeate anab.. 
h~ngig sind yon der Art, wie die QaerschnitVe auf der t~,iemman'schea 
Fl'~che gezogen sind. Beides fassea wir zusammen in die Aussage: 

~D ie hyperdli~tisc/wn For.men 5lelben ungclindevt , wenn ihre Varlabdn 
.rcrm69e fdtgendcr Gl*i~hung~ durch m~ue crseL,r uerde~: 

(48) ~ . , '~-  b~ ~ + b 2 ~'2 + b~ o:~ + b 4 %, 

Ot'~--- d~c~ t -J~ d2eo, 2 2 7 dac % -[- d, lc~, 

Die h, sozde die a,  b, c, d bedeugen dabei gauze Zahlen~ die 
letzteren mfissen iibevdies den Bedingaagen (13) bezw. (15) geu~lgen. 
Zur Abkqirzang sind die [ndices der w and die ~.~rstvn Iaghces der eo 
weggelassen. 

Werden zwr St~bstitagionen der Form (48) nach einander aa- 
gewendet, so hat die resultire~de Substation ebenfalls die~elbe bbrm; 
in.  a. W . :  

All* in der .Form (48) o}the2t~e~ Operatio~en biMe~, due Gru~l~e. 
Diese Gruppe soil im fo]gendea kurz a]~ ,,die ZIaul)tgruploe '' be- 

zeichnet werden; die traasce~,deate Definition hypere]lipd~cher Formen 
nimmt dann folgende Gestalt aa:  

tty,perellil)tische J~'ormen siam ei~uleutige anatytis&e Jnvariard~, ~h'r 
Hauzvtgrup'pe (welche in den ahjebraisclw~ Argumentar~ ratiomd sind). 

*) Hier zeig~ sich der Th~orie tier ellipfi~chen Fimctxoaea gcgenfiber in~ofern 
ein bemerkenswerther U~terschied, a.B man bei h~tzt~ren nicLt tm St,rode i~t, dm 
Coefficienten yon A in ahnlicher Wei~e, wie die~ im 'rexte mlt denjemgen voa f~ 
ge~chehen i~t, als Fuactioaen der tra~cendenten Vaxiabeln aufzuf~en ; ma~a mus~ 
dort vielmehr bei den ,,reizen" imvaxivmten stehen bleibea, weil malx eben den 
v, z nvx eine Perlode ~ hiazuffigen "kava, die geraAe m~reicht, um fiberh~upt 
zu Formen za gela~gen. 
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Diejenigen hyperelliptischen Formen und Functionen welehe die 
x, it, bezw. die w nicht enthalten, sondern allein yon den a, bezw. dea 
abh~ngen, sollen im Folgenden, analog der im Gebiete der eltiptisehea 
Functionen eingebiirgerten Terminologie, als hypereZliptische Modul- 
formen und Modulfunetionen yon den eigentliehen hyperelli~tischea 
Forme,~ und .Funetionen unterschieden werden, welche yon be/den 
Classen yon Argumenten abh~ngen. 

II. ~bschnitt. 

Untergrnppen nnd Stufen. 

w 16. 

Algebr~isch~ Fanctionen dor algebraisehe~ Argamente; Unt~rgruE~en 
von endlichem Index~ 

Neben den rationalen Functionen der a]gebraischen Argumente 
sollen nunmehr auch so~che algebraische ~unclionen der algebraischen 
Argumente betrachtet werden, welche e i n d e u t i g e Functionen der trans- 
cen~nten Argumente sind. 

Diese Funetionen werden nun nich~ mehr allen Operationen der 
Hauptgruppe (46) gegeniiber sich invariant verhatten, sondern sie 
werden, wenn man alle diese Opera~ionen auf sie anwendet, eine end- 
liehe Anzahl verschiedener Werthe annehmen. Da alle jene Operationen, 
welehe einen Werth einer solchen Function unge'~indert lassen, eine 
Untergruppe bilden, deren Index gleich ist der Anzahl der verschiedenen 
Werthe der Function, so fbl~,  dass jede der neuen Functionen als 
Invariante zu einer Un~rgruppe yon endlichem Index der JHauotgrulx~e 
(46) geh~.  

Bleibt andererseits eine Function bei allen Operationen einer 
solchen ~ntergruppe unge~nder~, so wird sie, wenn alle Operationen 
der Hauptgruppe auf sie angewendet werden, nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werthe annehmen~ n~nlich so viele, als der Index der 
Untergruppe betr~gt. Die symmet~'ischen Funetionen dieser verschie- 
denen Werthe werden daher bei alien Opera~ionen der Hauptgruppe 
unge~ndert bleiben, d. h. sie werden, falls sie den pag. 221 angedeuteten 
Bediagungen genfigen, hyperellilatische Funetionen im Sinne des ersten 
Abschnitts sein. 

Die eingefiihrte erweiterie Definition hyperelliptischer Funetionen 
erweist sigh also als identisch mit der folgenden: 

HypereZliptische _Functionen sind eindeutige ~'unctionen der transcen- 
denten Argumente, welche einer in der .Hauptgru!~e (46) enthaltenen 
U~rgrup2e yon endlivhem Index gegeniiber sich invaria~t verhalten und 
dabei yon den algebrai~chen Argumenten algebrai2ch abhiingen. 
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Es wfirde daher ehm erste ]Laup|auf~be einer systema~[schen 
Theorle der hyperelliptisehen Functionen sein: 

A~le in der Hauptgruppe entJw,~to~eu U ~ t o ' y r ~  yon e~uliicbem 
Index auf~uziihlo,. 

Die eatsprechende Fiauptaufgabe in der Theorie der elliptischea 
Punctionen kann insofern als gelSst ange~ehen werden, als man im 
Stande ist, die zugehSrigen ,,Fundamentalpotygone" in der Ebene der 
complexen GrSsse v anzugeben. 

Soil diese Theorle auf hyperelliptische Fuaetiouen [ibertragen 
werden, so wfrde vor allem nSthig aein, da~s Analogon znm ,,Funda.. 
mentaldreieck" der .r-Ebene, den Fundame~talbereich im sechsfach 
ausgedehnten Gebiete der dref complexen G rSssen v~l, vi. ~ vz2 einer 
eingehenden Unterst~chung zu unt~rwerfen. Auf die fundamentale 
Bedeutung dieser Frage sei deshalb hier nachdriieklich hingewie~en. 

17. 
CongruonzuntergruI)psn and S~on,*) 

Die bis jetzt allein bekannten Untergrupl)en besitzen eine gemein- 
same Eigensch'M*, (welche keineawegs allen iiberhaupt mSgtichen 
Untergruppen zukommt, wie man aus dem Verhalten der elliptisehen 
Functionen schliessen daft): die Operationen jeder dieser Untergruppea 
lassen sich dadurch yon allen tibrigen Operation~n der Hauptgruppe 
trennen, dass ihre Coefficienten gewissen CongruenLen in Bezug auf 
einen Zahlenmodul n geutigen. 

Jede solche UrdergruFpe, do'e~, Operationen ~ch durj~ Congrm'nzen 
modulo n definiren lazsen, welc]~, ihre Caeffw&uten geniigen, sol2 
,, CongruenzuntertIru~,e n t~" Stu[e" heiss~. 

Das Wort ,,Stufe" wird dann yon den Gruppen auf die zu ihnea 
gehSrenden Funetionen iibertragen; wir sprechen qon hyperetliTts 
Functionen n ~ Stufe als yon solchen, welche bei de,, Opcrationen e i r ~  
Congruenzuntergrutrpe n ~ Stufe u~geiindert bleiben. 

Eine besonders erw.~hnenswerthe Art yon Congruenzuntergrappei~ 
sind die JPrind~aluntergruptJen, welche fulgend~rmas~ea zu defiuiren 
sin& .Eine Substitution der Haupt~ruppe lmi.~st raodulo n zur ideut i~t  
congruent, wenn in ihr a21e CoefSderaen his auf  at,  b. 2, ca, d~ der 
2gu2l, diese vier abet do" )Eins con!;r~uen~ sirul. Zwei solehe Sab~titu- 
tionen nach einander angewandt, liefern wieder eine Substitution der- 
setben Eigenschaf~; man kann daher sagen: 

A~e Substitutionen, weldm rood. n zur Iden2itiit congmwnt .~ind, 
bild~, vine Grut~e , wdvhe die zum Modul n geh6rend~ t~rinvipcdu~ter - 

gruirpe ~ soll. 
*) VgL bier und im folgenden: Klein, zur Thoorie der elL ModuLfiznct,, 

diese Ann. Bd. 17, p. 62. 
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Zwei Sabsti~ationen~ deren en~spreehende Coeffieienten nach dem 
Modul n con~-ruent sind, sollen selbst nach diesem Modul congruent 
beissen. Nun kann man leicht zeigen: Zwei Substitutionen, deren 
eine dutch Zusammensetzung mit einer zur IdentitKt eongruenten Sub- 
stitution aus der andern hervorgeht, sind nach demselben Modul za 
einander congruent; and umgekehr~: sind zwei Substitutionen za 
einander congruent, so kann jede dutch Zusammensetzung tier anderu 
mit eiaer nach demselben Modul zur Identit~t congruenten Substitution 
erhatten werden. Daraus folgt aber welter: wenn man eine zur 
Identi~t eongruente Substitution (lurch irgend eine Substitution der 
Hauptgruppe transformirt, erh~ilt man wieder eine zur Identit~t con- 
gruente Substitution; m. a. W.: 

Die Principaluntergrup!~en six~ in der Hau2tgrwla~e ausgezeichnet 
enthalten. 

Der Index der zum JModul n gehSrenden 2rinci2aluntergruppe , also 
die Am~hl der modulo n verschiedenen Substitutionen .bestimmt sich*) 
fiir primzahlige Moduln folgendermassen: 

Die Zahlem a in (12) kSnnen alle (rood. n) verschiedene Werth- 
systeme amaehmen, mit Ausnahme des Systems: 

a l ~ a  e ~ a  3 ~ a  4 ~ 0  (rood. n) 
(mit welche~a die Gleichtmg [a, c] ~ 1 nicht befriedigt weMen kSnnte), 
im ganzen also n 4 - -  1 Werthsysteme. Sind die a bestimmt, so kSnnen 
drei yon den c n o c h  willkiirlich angenommen werden, was auf n ~ 
Arten mSglieh ist; das vierte ist dann durch [a, c] ~ 1 bestimmt. 
Sind die a u n d c  fixirt, so mtissen die b den Gleichungen [a, b]----0, 
[b, c] ~ 0 geniigen, was dutch n ~ rood. n verschiedene Werthsysteme 
geschehen kann ; yon diesen ist aber wieder dasjenige unbrauchbar, in 
welchem alle b dutch n theilbar sind. Die d kSnnen dann noch auf 
n Arten den drei iibrigen Gleichungen (i2) g e m , s  bestimm~ werden. 

BeschrSnkt man sich also auf Modulfanctionen, so hat man das 
Resultat: 

Ist  n e i n e  Prinwahl, so betrtigt der Index der _Principaluntergruploe 
n ~" Stufe inn~halb der Abel'schen Gru22e: 

(49) ~ -~ (r ,~-  1) .  n3. (n'-'- 1 ) .  n. 
Werden auch die h in Betraeht gezogen~ welche n 4 rood. n ver- 

schiedene Werthe aunehmen kSnnen, so fo]gt: 
Der Index der 19rincil)alunterg~ppe n t~ Stufe inn~rhaIb der Hau~- 

gru~pe betriigt , wenn n 2rimzahl: 

(50) n4 ~V. 

") C. Jorda~, trait5 de~ sub~t, p. 176. 
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1~, 

Der n ~ Stuf8 adjungh~ Fu~letion6n. 

Die Untersuchung derjenigen Functionent welche im Sinne des 
w 15 zu einer bestimmten ~tufe gehSten, wird hSafig dadureh erleich ,tert, 
dass man gleichzeitig mit ihnen naeh gewi~  andere ~unctionen be- 
traehtet, welche bei den Operationen der zugehSrigen Congruenzgrupt~e 
zwar nicht ~.Sllig unge':iadert bleiben, aber doch nur eiufache leieht 
angebbare Aenderungen erfahren. Insbesondere gilt das yon denjenigen 
Funetionen~ bei welchen diese Aenderungen nut m d~m tiinzutreten 
multiplicativer Einheitswarzeln bestehen. Diese werdea daher mit 
einem besonderen ~Namea versehen~ indem man definirt: 

Ae~dert sieh elne Funct~, bei den Opcration,~'~ eim~" C,o~u3rue~*z- 
u~rgruppe n t~ Stufe nut um mu~tiplica2ive m" Wurzeln do" t~inl~it, 
so wird sie ,,in Bezug auf m:" Einl~eit~wurzeln zur n ~'* Stufe adjur#glrU 
9enannt. 

Diejenige Untergruppe, zu weleher eine solehe Function wirklich 
gehSrt, bmucht dabel keineswegs e~ne Oongraenzuntergruppe zu sein. 

Bisher wurde daxan fcstg~halten, dass nur eb~leutige Functionen 
der transeendenten Variabeta in Betracht gezogen werdea soilten. 
Dadurch wfirdea nile diejenigen Forme~ ausgeschtosson werden, bel 
welchen die in dem Satze pa~'. 2~2 erwrahnte Potenz yon ~1.- keinea 
ganzzahligea Exponenten besitzt, also nile Formen yon gebrochencr 
Dimension in den tra~scendenten Argmnenten. Gleichwohl drfi~,gen 
sich solche Formen vielfach der Untersuchung auf, ,rod r ~cheint 
daher ihre Ausschiiessung nicht gerechtfertigt. Es mSge daher der 
Kreis der zu untersuchenden Functionen durch die folgende Fe-~tsetzung 
erweitert werden" 

Neben den eindeutigen ~ o r ~ n  der w, ~ sollen auch so~r mchr- 
deutige .Formen d~-rselben beigezogc~ u~erden, weld~ dutch Multiplic~io,~ 
mit einer gebroc]~e~ .Potenz van p~ in eind~tige l?unvtionen der 
Norrnalintegrale und Thetamoduln iiberge]~,. 

Solche Functionen werden sich, wenn die Variabeln geschlossene 
Wege durchlaufen, um Ei~aheitswurzeln ~.ndern kSnnen, die man nut 
zu bestimmen im Stande ist, wean man die Wege kennt, wetche die 
einzelnenen homogenen Variabela dureh|aufen habea (nich~ nut den 
Weg ihres Verh-~ttnisses). 

Wie aber sind -- so wird man fragen m~issen ~ Formen die~er 
Art in die Stufeneintheilaag einzuordnen? Da~ wird off~nbax dadurch 
geschehen kSnnen, dass man die niedrigste Potenz der betreffcnden 
Form bildet, wetche yon ganzz~hliger Dimension trod ~)mit in den 
eindeutig ist. GehSrt diese Potenz titerha~pt aicht in die Stul~ntheorie, 

|5* 



so wird die Form selbst um so weniger dahin gehSren; bleibt die 
Po~enz aber bei einer Congruenzuntergruppe n t~ Stufe unge'~ndert, so 
wird man berechti~ sein, die Form selbst als dieser Stufe adjungh~ 
zu betrach~en. 

Diese Ueberlegungen mSgen zusammengefasst werden in die 
Formulirung: 

Ira w~itere~ Single so~en auch so?vhe Formen der n t~ Stufe adjungirt 
heissen, welche bei den Operationen dieser Stufe sich um multi~licative 
Einheitswurzdn 5ndern, die dutch Angabe der Oloeration allein, ohne 
Angabe des Weges, auf welehen die urspriingliche~ Werthe der homogenen 
Variabeln in die neuen iibergefiihrt werden, sich nicht bestimmen lassen. 

w 19. 

Rationalit~tsbereiche, volle Formensysteme, voile Relationensysteme. 

Dutch die Stufeneintheilung ist nun den weiteren Entwickelungen 
ein bestimmtes Programm vorgezeichnet. 

In erster Linie wird man verlangen, alle Functionen der einzelnen 
Stufe zu kennen. Das wird dann als erreich~ angesehen werden kSnnen, 
wenn man eine endIiche Anzah] solcher Ftmctionea kennt, darch 
welehe sich alle andern derselben Stufe rational darstellen lassen; 
oder um die gebr~iuchlichen Ausdrficke zu benutzen: es wird sieh darum 
handeln, den der einzdnen Stufe zugeordnete~ t~ationalittitsbereich durch 
ein roUes System assodirter _Formen festzulegen. 

Es wird dana welter erforderlich sein, die aZgebraischen t~elatio~n 
aufzusuchen, welche die Formen dieses Systems einerseits unter sich, 
andererseits mit den Formen der niedrigeren Stufen, besonders der ersten, 
verbinden. Diese Relationen besitzen bestimmte algebraische Eigen~fim- 
liehkeiten, fiber deren Natur eben der Umstand Aufkl~rung verschafft, 
dass man im Stande ist, alle in ihnen auftretenden GrSssen derart als 
eindeutige Functionen unabh~agiger Ver~inderlicher darzustellen, dass 
die Relationen identisch (ffir alle zu|~ssigen Werthe dieser Vadabeln) 
erffillt werden. Damit ist dann zugleieh, bestSmmter als es schon in 
w 9 gesehehen ist, den algebraischen Anwendungen der Theorie der 
Weg gewiesen: es wird sich datum handeln, die algebraische~ .Eigen- 
sc]~aften derjenigen t~elativnen zu chara]~terisiren, in deren ~atur  man 
dadurch J~in.~cht er]~ilt, dass man im Stande ist, sie durch :Einsetze~ 
hyperelli2tiseher ~'unctionen yon unabhtingigen Vertindertiehen identisch 
�9 u befriedigen, oder wie man es h~ufig auszudrncken pfle~ ,welche 
man dutch hyperelliptische Functionen ~u Igsen im Stande ist." 

Die Einffihrung des [bvmentheoretischen Gesichtspunkts modffieir~ 
beide Fragestellungen. Man wird sein Augenmerk darauf richten 
kSunen, alle Eormen der einzelnen Stufe aufzustellen; und man wird 



dies dadurch za erreiehen strebea, dass man naeh einer endlichea 
Anzahl yon Formen f ray ,  darch welche sich Mle Formea der~elben 
Stufe rational und 9anz  daxstelle~ lassen. 

Dass ein solches endhches volles Formensystem in jedem Falle 
existirt, wird man aus den Untersuchungea de~ YIerrn Hi lber t*)  
seh]iessen dtirfen; man wird da~aa die Aufgabe folgendermassen za 
formuliren haben: 

z~iir jede Stufe i~t ein ~ugd~riges vows Formensy~mt au#ustvJlcn. 
Dem ganz entspreehend wiirde die zweite Fragestellung zu modi. 

~iciren sein. Man w~irde a|le auffretendea Relatioaen ~o zu ~chreiben 
haben, dass sic aus~agen: be~timmte ganze Fanctionen der Formen 
des Systems sin~] idemtisch Ntfil. Maa wfirde dann ~or solche Rela- 
tionen dieser A14 als selbstgndig aufzafassen haben, deren iinke Seiten 
sieh nicht aus den tinkea Seiten einfacherer Relationen mit ganzen 
Functionen als Coefficienten rational und ganz zusammensetzen lassen, 
und man wfirde eine erschbpfende Aufz~hlung aller soleher selb~t~n- 
digen Relationen verlangen kSnnen~ m. a. W. die Aufgabe wfirde sein, 
dem vollen Form~asystem ein volles IteIatiom~ystem an die Seite zu 
stellen. 

Uebrigens siad diese Fragea nach den r Sy~temea bei der 
gegenwgrtigen Entwicklung der Theorie keinesweg~ yon unmittelbarer 
Bedeutung: ffir diejenigen Fragea der hnwendung , welche zur Zeit 
allein in Betracht komme~ genii~ stets die Kenntniss aller derjenigea 
Formen u. bezw~ Relationen, d~ren Grad eine b~s~imm~ Gren~r n~c]d 
iiberschreite2. Deren erschSpfende Auf"~kdung ~ber kana in den meisten 
F~len mit weit einfaeheren Mitteln geleistet werden. 

Alle diese Aufgaben nun, die hier f~r die ganze Stufe, m. ~, W. 
ffir die Priacipaluntergrup_pe, ausgesprochen shad, werden i.a gleieher 
Weise fiir die iibrigen Untergruppen der Stufe sieh formuliren lassem 

Im Folgende.n w~rd es sieh nun keineswegs datum haadeln, diese 
Aufgaben, sei es allgemein, sel es ffir speeielle Uniergruppen, zu ]5sen 
oder auch nut systematisch in Angriif Zu nehmen. Vielmehr sollen 
alle diese allgemeinea Formulirungen zun~hst nt)r dazu dieaen, deu 
folgenden Einze]untersuehangen beatimmte anzustrebende Zielpunktc 
anzuweise~ und die Stellen zu bezeichnen, an welchen die erbaltenen 
Ednzelresultate in einer sy~tematischen Entwicklung platz finden wflrden. 

~) G6tt, Nachr. 1s88, p ff, o. 
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llI..~bschnitt. 

Specielle Discussion der ersten und der zweiten Stufe. 

w 
Hyperelliptische Formen I. Stufe. 

Zvm Zwecke der Aufstellung der hyperelliptischen Formen I. Stufe 
mSge zuriickgegriffbn werden auf die algebraische Definition der w167 10,11. 
Zun~ehst handelt es sich nm die Aufz~ihlung der Modulfbrmen I. Stufe: 
das sind nach den ErSrterungen a. a. O. keine andern als die sieben 
Coeffxienten der Grund/'orm f. 

Von eigentlichen hyperelliptischen Formen I. Stufe mSgen bier 
al|ein diejenigen Erw~hnung finden, welche yon nur zwe~ Stetlen x'x" 
des algebraischen Gebildes abh~ngen. Fiir solche reducirt sich die in 
w 11 geforderte Eigenschaft, fiir alle corresidaalen Werthsysteme den- 
selben Werth anzunehmen, einfach auf die Symmetrie in x' und x"; 
denn ein allgemeines Punktepaar des hyperelliptSschen Gebildes yore 
Gesehlechte 2 ist nut mit sich selbst ~quivalent. Alle :Functione~ dieser 
Art im erweiterten Sinne des w 11 werden sich, wie eine e/nfache Ueber- 
legung zeigt, rational ausdrticken lassen durch die folgendea vier: 

(51) X , = z ' + x " ,  Z~=x'.~:", x ~ = f ~ l / } ( x " ) ,  r = Y ] ~ x ' ) + Y t ~ " ) .  

Aas diesen lassen sich an Formen gewinnen einmal die folgenden vier: 

(52) X,  = x, 'x( ' ,  X~ ~ xl'x.i" + x.,'x(', X~ = -  x~_'x~", 

X4 ~ f f{x,', x2") . l / /  (x~", x.~") ; 
Dann abet noch (an Stelle des einen Y) vler weitere der Form: 

(53) Y , =  x," o x ~ ' ~ f  /(x,", x.;') + x," "x~"~- ,V f (x / ,  x,f), ~ = o ,  1, 2,'3, 
welehe auch unter Einfiihrung eines Hilfspunkts zu: 

(54) Y, = (z" ~)~ Vf (z ,  ", x~") + (x" t)~ f f (x ,  , 
zusammengezogen werden k6nnen und erst diese 8 .Formen werden 
z usammen mit den 7 Coeffivienten ao~ a t . . .  a s das volle .F~rme~st~m 
L Stufe darsteUen. 

Diese Functionen und Formen sind nun durch ei.ue Reihe [~ela- 
tionen verbunden. Die 7 Coefficienten a zwar sind yon einander 
unablZ4ngig; aber die vier Functionen (51) hKngen yon nur zwei un- 
abh'~ngdgen Ver:Xaderlichen ab uad miissen daher durch zwei Relationen 
mit einander verbunden sein. Solche zwei Relationen erh~lt man leicht 
in der Gestalt: 

(55) X~ ~" = G~(X,,  X:); Y" = G6"(X,, X2) q- 2X.~ 
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indem G~, G~" ganze Funetionen 6. Grades yon X, ,  X.: bedeaten, 
deren Coefficienten sieh rational (.and ganz) au~ den a za.r 
setzen lassen. 

w 21. 

Dic Kummer'sehe F l ~ h e ,  bezogen auf ein rationales Coordinatensy~tem. 

Statt der er~ten Gleichung (55) kana auch eine Gleiehuug erhMten 
werden, welehe nut yore 4. Grade ist~ Man hmaeht zu diesem Zwecke 
nut statt X:~ eiae audere Function~ 

(56) X ~ =  Ff x', t ' f j"  +F~x', x'"~ (.~" -- x")~ 

einzufiihren, welche mit Ys dutch eiae umkehrbar cindeutige Bezichung 
mit in X2, X. z rationalen Coefficienten verbunden, also X'~ rolls ~tS.ndig 
zu vertreten geeigne$ ist. Unter ~'(x', x") i~t dabei eiae ganze sym- 
metrisehe Function yon x' and x" verstanden, welehe in jeder dieaer 
GrSssen vom 3. Grade ist und fiir x'-.~ x" mit ]'(x') identi~h wird. 
Die verlangte Gleichuag wird sofort erhtflten, wean man aus der 
Definition yon ~ die Warzeln enffernt; man findet z~m~chst: 

(57) - - ~ /~',z', z ' ;  -~'(~', :~",~ -/(z'~.. flz') 

Nun ist (x ' - -x")"  eine ganze Function 2. Grades, .F(x', x") eine solche 
3. Grades yon .X, and X~; ferner ist l"(x', x")" .--[(X')" f(x") ,lurch 
x' ~ ~', also wegen der Symmetrie in S un/~ x" auch dureh (x '~x " )  ~- 
theilbar, und der Quotient ist eine ganze FtmctiQn 4. Grades yon X t 
and X a. Wird also die Gleichung (57) mit (x'--Z']" multJplicirt, ~o 
nimm~ sie folgende Gestalt an: 

(58) X:, ~- G.,(X,_ X.,). + X,.. G~(X,, X:) ~. ~;, (X~, X..,) ~-~ o, 
in weleher G.,, G~, G, gauze Function~n der angegehenen Grade be- 
zeichnen. 

Dlese Glelchung ~o~:, welehe die erw~hnte reducirte Gc~tak tier ersten 
Gleichung (55) vorstellt, ist yore vierten Grade h~ den. drei Variabeln 
X~, X~, X~. Deutet man diese als Punktcoordinaten im dreidimen- 
sion',den Raume, so stetlt Gleichung (58) eine Fi'2ehe vier~.en Grad~ 
dar, welehe wit eine Kummer'sche Fh2chc*) r4emaen wollen, indem wit 
den Naehwels ihrer IdentitXt mit der gewShnlich so gtman~ten FhT~eh,~ 
auf spiiter verschieben **) 

*; Dies i~t offenbax die emta~h~te Definition der Kummer~nchen Fl~he, Mm, 
vergleiche fibrige~, wa~ d~e L~e~iehung der~elben zt~ den hypcrelbpt~cher: ]Pu~c 
tionen angeht, die zu~a~ame~afa,~e~ade Dar~tei[ung bei Reieh~rdt .  (U~ber dae 
Dax~tellung der Kummer'~chen Fla~he dureh hyperellipt~h~ t,'tmcti#aen, beipz. 
DJ~. 1887, aaleh .Nov~ ~et~ Loop. |$d. ~ '  

**) VgL p. 241, Ft~not~:. 



Die W~rthe yon X 1 und X.~ bestimmen vier Punktepaare des hyper- 
el]iptischen Gebildes, die etwa (vgl. z. B. diese Ann. Bd. 27, p. 446) mit: 

�9 , l  t , r  X, X ~ x ,  x , X'~ ~", 7X'~ x'" 

bezeichnet werden mSgen. Wird noch der Wer~h yon X~ oder ~ hia~ 
zugenommen~ so werden yon diesen vier Punktepaaren die beiden 
letzten ausgescklossen, w~hrend die beiden ersten bleiben. Dass kann 
aber folgendermassen ausgedriickr werden: 

Jedem PunkteTaare des hyloo'elliptischen Gebildes entspricht ein und 
nut ein _Punkt do" ~ummer'schen Fl~iche, aber jedem t)unkte der 
Kumme~schen -~tiche ents prechen im atlgemeinen zwei und nut zwei 
t)un~teIaaare des hy.~erdliptischen Gebildes. 

Die Trennung dieser beiden Punktepaare geschieht nun dadureh, 
class man noch die Function Y mit heranzieht~ we]che s das eine jener 
Punk~epaare den entgegengesetzten Werth annimmt wie fiir das aadere. 
Das tegen wit uns auf Grund der zweiten Gleichung (55) dahin aus, 
dass wir uns die Kummer'sche Fl~iehe als doppelt iiberdeckt vorstellen; 
uad wir erhalten so das Resultat: 

,,Die -Pun~Ce~aare des hy~erdZiptischen GebiM~s ents2rec]~en im alp 
gemeinen in umkehrbar e#~eutiger Weise den Punkten der do~pdt iiber- 
deckten Kummef schen JFl~iche." 

Was die in den beiden ]etzten Siitzen beigeftigten Worte , ira 
allgemeinen" betrifft, so sind dieselben dahin zu pr~ieisiren, (lass nur 
e~ine Ausnahme besteht, s dem unendlich ['erne~ _Punkte tier 2Tid~e 
auf der X~.Axe (fiir welchen a)so X z ~ ~-x~, X~ und X 2 endlieh), die 
Gesammtheit der s~ecialisirten-Punk'tepaare des Gebildes ents~ieht, d.h. 
derjenigen Punktepaare, ffir welehe x ' ~  x" ist. Weitere Ausnahmen 
aber sind nich~ vorhanden. 

Die doppelte Ueberdeekung der Fl~che ist fibrigens fiber derselben 
unver~weigt~ indem Y~-~ 0 eine .Bvri~krungsflY~'he der Kummer'sehen 
Ft~ehe vorste/lt. 

Will man die Gleichung der Kummer'schen Fl~che in homogener 
Form haben, so muss man, um den Nenner yon Xa zu beseitigen, die 
iibrigen Coordinaten mit (x'x") ~ multiplieiren. Man wiirde also an 
Stetle der vier Formen (52) die vier folgenden zu Gruade zu legen 
haben: 

~ = (x z ) -x ,  x, ; X. = (x  x ) - (x ,  x~ + z~ 'z / ' ) ;  (59) 
x~ = ( z  x~)~x./x.j'; X, = Vf(z') ~/T(x") + .F(x', x"). 

Die Gleiehang der Kammer'sehen Fl~che aimmt dann die Gestalt an : 

(60) X-,:-~:.(X,, X.:, X~) +X,  G:,IX~, X.., X~) + ~,(X-,, ~ ,  X~)----O 
in welcher unter den G gauze homogene Fuuc~ionen der Grade 2, 3, 4 
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zu verstehen sin& D~r Ausnahmepunkt yon welehem ~oeben die Rede 
war~ hat in diesem homogenen Systeme die ~oordinat~n: 

(61) X,=u, X~,~v, X ~ O ,  )~,~u; 
er ist also ein Knotenpunkt ond: 

ist die Gleichung des Tauge~tialkegels, welchen die Fl-~eJae in ihm 
besitzt. 

Die doppelt~ Ueberdeckung der Fl~.ehe atellt ~ieh in diesem homo~ 
genen Systeme dutch irgend eine der Gleichungen: 

(62) V,~ == Go (X,, X-, X~, X,) 

dar, welehe a]s Analoga zu der zweir~n Gleiehung (55) erhaltea wet- 
den, wenn : 

(63) % = (z'x")~ ( t ' r ?u  

gesetzt wird. Welche yon diesen Gleiehungen gew~,~hlt wird, ist ghich- 
gfiltig; denn m~n zeigt leicht~ dass such Gleichungen der Form be- 
stehen : 

(64) ) ' , .  "f'; -~ G(, (X,, X~, X,, X',), 

sodass also die versehiedenen Y- sieh rational durch einander ausdr~cken 
und die den verschiedenea Werthe yon t ent~prechenden Gleichunget~ 
(62) dieselbe Irrationalif~t auf der Fl~he definiren. Wir haben sonach 
eine ganze Schaar Berfihrungsfl2ichen 6. Ordnung, welche alle dieselbc 
Irrationafit//t auf der Kummegschen Fl~ehe definicen. 

Das Coordinato~system, aaf welches die Kummeg~che Ffiiche ia 
den Gleiehungen (58) oder (60) bezogen erscheint, kann als ein rational~ 
bezeichnet werden, insofern die Coefficienten mit derea Hilfe sich die 
Coordinaten der einzelnen Punkte als rationale Functioaen der Punkte- 
paaxe des algebraischen Debildes ausdrflcken, rational y o n  den Coef- 
fieienten der Gr~mdform f abhgngcn. Wotlte man aber yon der - -  etwa 
in einem ganz behebigen C~rdinatensystem geg~benen - -  Kummer~scheu 
Fl~che ausgehen, so wfirde man zur .Einf~hrung Unseres Ck~ordiaaten. 
systems allerd/n~ einer Irrationalit~t bedfirfen, da der dutch (61) be- 
stimmtc Kaotenpunkt tier Fl'~che yon einer solchen abh~ngt.*) 

*) Wollte man Ge~dcht dar~uf legen, kei~e entbehrlichen Hdfspunkte zu be ~ 
nutzen~ wie es in don Formela des Textes d/~ Grundp~mkt~ de~ Coordi~a .tez~'stemr 
sind (vgl. w 11), so wfirde man in den Formen X) X2 X~ die bilirmaren Factoren, 
welche nazh Abtrennung de~ Determina~atenquadrat~ fibrig bleibea, zu er~ctzvt~ 
hahen durck Pola~en yon irgend drei quadrat/zchen Cov~ria~ten van f, etw~ 
12z, ~i~, n~*~, und die Form/~'durch eit~e Polave yon/~elb~t, ~oda~ man erhielte: 

*) Vgl .  C l e b a c h ,  b ~ t � 9  g o r m e a  I'. :.'96. 



234 I t ~ x c ~  Br~ .xm~.  

w 22. 

Hyperelliptische Modulformen II. 8tufe. 

Die Untersuehung der hyperellip~ischen Formen II. Stufe soil in 
den fblgenden Paragraphen in der Weise geffihr~ werden, dass mit 
der gruppen~heoretischen Untersachung der Principaluntergruppe II. St~'e 
begonnen wird. Daran wird sieh die Aufstellung eines Systems yon 
hyperelliptisehen Formen schliessen, die bei den Operationen dieser 
Gruppe unge'gndert bleiben. Jede einzelne dieser Formen, and ebenso 
bestimmter Combinationen derselben~ wird abet auch noch bei andern 
Operationen unge~ndert bleiben; und dadarch werden wir zu einer 
Reihe weiterer Untergruppen ILl. Stufe gelangen. 

Diese Untersuchung mbge begonnen werden mit einer Reihe yon 
S~tzen des Herrn 0. J o r d a n ,  ffir deren Beweis auf dessen traitg des 
substitutions verwiesen werde: 

I. Jede 3Ilonodromie~nderung go. Vo.zweigungspunkte , welche jeden 
einzelnen derselben in seine Anfangslage zuriickfiihrt~ kann zusamn~- 
gesetzt wo.gen aus eino. Anzahl elementaro. Aendo.ungen, wdche darin 
bestehen, gas jegesmal ein Vo.zw~gungs2unkt einen ango.n umI;reist.*) 

II. Jege solche dementare Aenderung 5ewirkt ecine Transformation 
der _Pe~ioden, wdehe modulo 2 zur Identit/2t congruent ist.**) 

Aus diesen beiden S~tzen folgt: 
II1. Jege Monodromiegnderung der Verzweigungspunkte, welche 

jeden einzelnen derselben in seine Anfangslage zuriickf~ihrt, bewirkt eine 
Transformation do" .Perioge% welehe rood. 2 xur Igentitiit congruent ist. ~ )  

IV. _Die Princ-i2aluntergrup2e 1I. Stufe entsteht aus /olgengen fiinf 
o.zeuaengen Substitutionen. "~ ) 

3 3 X4 = Vf(x ' )  f~x"} + a z, az,,. 

(Vgl. auch diese Ann. Bd. 27, p. 463) Die Coef~cienten in der Gleichung der 
Kummer'schen Fl'~che werdea dann rationale ganze Functionen der vier geraden 
Fundamentaliavariauten A,  B ,  C,  D der Form 6. Ordnung (vgl. etwa Clebsch, 
a. a. 0. p. 451ff.) wo die bert.  Rechnung ffir x~-~x" durchgeffihrt ist. Dagegen kann 
eine Form der Art  wie Y iiherhaupt nicht ohne Einffihrung mindes~ens eines Hilfs- 
lounktes gebildet werden, da die F o r e  6. Ordnung keine Covar~ante entsprecheno 
de~ 1qatar mit  nut  zwei Reihen yon Variabeln besitst. Man wfirde also immer 
genSthigt sein eine Form wie etwa das Yt des Textes zu benu~zen. 

*) a. a. O. p. ~Tf.  
**} a. a. O. p. ;~61, 7,8.  

***) ~ a. O. p. 361~ Z. 10. 
"t'} a. a. O, lo, ~60. 
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S, : ~ , ' ~ -  o ,  q--2tos,  co~ ~= %, ~ "  ~= co~, %'.~ ,o  o 

S ,  : ~i" ~ ~ l ,  ~a~' ~--- e2, t%" ~ -  ca a - -  2r  r  

S~ : eo 1" ~-- ~ --  2 ~  co.; ~ ~),,~ c%" ~- e~, ah'~#o~q-2a~. '~, 

V. dede dieser fiinf Substitutior~v~ ~'ann durd~ Moru~dromie dv.r 
Vcrzweigungslmnktc in der Weisc erzielt wcrden, da~ je~der e i~ lne  
V~'zweigungspunkt in seine Anfangslage zuriid, q:ehrt.**) 

Aus IV und V ergiebt sich f01gende Umkehrung des gatzes Ill: 
VI. Jede Tran~farmatiou der Perioden, welet~ rood. 2 xur Identitii2 

congruent ist, Z:ann bewirkt werden durch cine Monodromieiinderu~u3 dvr 
Verzweou~ujspunkte, weld~e jed~ eir~,elmq~ dersell~ in sei~w A~/'a~,gs- 
iage zuriic~;fiihrt. 

Den S'~tzea IH und VI mSge noch folgende erweitert~ F~suog 
ertheilt werden : 

IlIa.  Zwei ~lcmodromiciinderungen der Vevzwehjungs2~u~kte, welOw 
di,eselben in 9ldwher Weise pt'rmutiren, bewirlzen nach ~ n  Mo~hd 2 
congruo~le 2erivdo#ransformatione~,. 

IV a. Zwei naeh d~u Modul 2 congruen& 2eriodo~Ira~sformatio~wn 
t;6nnen bewirkt werd~ dureh Mo~wdromieiinderungen do" Verzweigungs- 
punkte , welche diesdben ,in gleicher We~se I~ermutire~. 

I~ der That is$ die Anzahl der modulo 2 versehiedeaen Iinearen 
Periodentransformationen naeh (49) ~ I 5 . 8 . 3 .  ~ == 7 ~ ,  also genau 
gleieh der Anzahl atler mSgliehen Permu~tioaen der sechs Ver- 
zweigangspunkte. 

Nun tibertrage~ wit die~e ~ e  yon den Grappe~ aus die zu- 
gehSrigen Functionea; dann ~agen sie aus: 

Jede rationale Eunctlon tier .,Vullstel&~ van f(x)  ,~t eine hypcr- 
elliptische Modulfunction 11. Stufe. 

Jede hyperelti~tisd~e Modul/unction II ,  Stufe i~t el, he rati~male Fmw- 
tion der Nulls~Yza yon/'(x). 

Daaebea ~stehen zwei anatoge ~.tze. welche aus diesen beiden 
hervorgehen, indem man dem Wort ,,rational" den Zusatz ,,u~d ga~wf' 
giebt and fiir ,Modatfunetion" ,,Modulform" schrelbt. 

*) Die bier als S~ bezeichr~ete Subnti~tion i~t m der Bezeiehnung des 
Herin 0. Jorda~ 8~$13,.  

**, a. ~. O. p. 36o, Z. 2L 
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Die Richelot'sche Normalform. 

Die im vorigen Para~raphen betra~hteten Funefionen sind invariant 
in dem erweiterten Sinne des w 11, indem der Uebergang yon der Form f6 
selbst zu ihren sechs Linearfactoren die Einfiihrung yon fiinf Hilfs- 
grSssen bedingt. Will man die Einfiihrung solcherHilfsg-rSssen vermeiden, 
was hier in der Tha~ in einfacher Weise mSglich ist, so wird man 
folgendermassen verfahren. Man wird die Form f ( x ) ,  in ihre linearen 
Factoren zerlegt, etwa folgendermassen schreiben: 

(66) [~ ~-- (~x) (/~x) (rx) (~x) (~x) (~x). 
Dann werden sich alle ra~ionalen Invarianten der sechs Factoren, welche 
keine HilfsgrSssen enthalten, zusammensetzen lassen aus den 15 Deter- 
minanten: 

(67) (~fl), (r �9 -- (a~), (f17) .- �9 (e$). 
Aber nicht jede Function dieser Determinanten wird eine reine In- 
variante der Grundform f sein. Diese ~.ndert sich n~mlich niche, wenn 
man etwa u~, ~2 (lurch real, me2 und gleichzeitig ~1, ~.) dutch 
m- l f l l ,  m-~fl~ ersetz~. ~Frln Product aus einer Ansahl  der 1)eter. 
minanten (67) ist daher nu t  dann eine reine hy~erelli1~tisc~e Modul. 
form - -  eine ~'orm der Coefficienten yon f selbst - -  wenn es jedes d~r 
Symbde  a, fl . . . ~ ebenso oft enthtiIt als jedes andere.*) 

Jede solche Invariante kann aufgefasst werden als das Product 
aus einer absoluten Invariante in eine Potenz irgend einer linearen 
Invariante. Man wird also im Besitze aller reinen Modulformen II. S~ufe 
sein, sobald man alle absoluten lnvarianten der sechs Linearformen 
(ax ) ,  ( f i x ) . . . ( ~ x )  und ausserdem eine lineare Invariante kennt. 

Diese absoluten Invarianten sind nun siimmtlich ration ale Functionen 
der aus den Determinanten (67) zu bildenden .DoTTelverhiiltnisse; die 
letzteren aber lassen sich rational aus drei gee~gneten unter ihnen zu- 
sammensetzen, Ms welche etwa: 

(68) ~ ---~ (~) (/~) Z 2 =~ (~J (~c,) /~ ~ (~) (~)  

gew-~hlt werden mSgen. Eine lineare Invariante, welche sprier noch 
Verwendung fiaden wird und deshalb auch bier gleich benutzt werden 
mSge, ist: 
(69) J~ ~- ~t~)~ ~.~) {~) - (~)  (~)  (~). 

Damit ist das Resultat erhalten: 
AZle reincn Modulfu~xtionen I I .  Stufe sind rationale Fu~u:tionen 

�9 ) h a t h  dieser Punkt  sollte in den Lehrb~chera der lnvariantentheorie  mehr 
hervorgehoben werden,  -,zls es his j e t z t  der  Fall ist. 
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yon u:, ~;, u'-; alle r ~  M o d u ] r  Z_T. ,~t'4fr s i ~ l  
solcher Functiemea in ~Potenzen ton  J~. 

An diese Modulfunetionen If. Stufe knfipft eine canonh~che Dax-. 
stellung des hyperelliptischen Gebildes aa~ yon welcher vlelfach Gebrauch 
gemacht wird und such im foIgenden gelegeatlich Gebraach gemacht 
werdea soil: die l~ic}~e2ot'sc]~e Normalform~*) Um die silk.racine Form 
auf diese zurfickzuffihren, setze man: 

(7O) 
(~) = (~ '~:: 

damit wJrd zugleich erhalten: 

(),x) = q ( v . )  

So}l die Sub~titutionsdeterminante zu 1 gemacht werdea, so ist: 

zu setzen. Geschieht dies, so geht die Form f iIber iu: 

(72) ~ - ~ * E . y , . y ~ . ( y ~ - - y , ) . ( y ~ - - x ~ y , )  . ( y , - ~ 2 y ~ ) . ( y - ~ y , ) .  

Wird der Factor/i: nieht beriieksichtigt und unhomogene 8r 
benutzt, so erh'~lt f diejenige Gesta|t, welche als Richelot'~che N(~rmal- 
form bezeichnet zu werden pflegt, n~mtieh: 
(73) F =  y(l --y) ( l - -x :y)  (! ~2~-y) ;1 - !L:'yj. 

w 24. 

Eigsntliche ~mctionen II. Stufo. 

Wir wenden uns nun zur Aufstellung des Systems der eigentlichen 
hyperelliptischen Functionen I[. State. Als eindeutige Functionen der 
transcendenten Argumeat~ dfirfen dieselben fiber der Riemann'sehea 
Fl~ehe nicht verzweigt sein; iiber der x-JZbene d,i~rfc.a sie daher n u t  in 
den P u n l d ~  x =: a ,  fl, . . .  ~ Verzweigungen besitzen. Ferner sollen sie 
nach zweimaliger Durchtaufung eines Periodenwegs zam Anfangswerth 
zuriickkehren; nach einmaliger Durchiaufung eines ~olehen werden 

�9 ) Crelle 3 Bd. 16, p. =~. 



sie d~her eme Aendenmg yon der Periode zwei erfahren haben. Darius 
fol~o~ n~h einem bekannten Principe: 

A~le hyl~relli~ischen Fu~ctionen II. Stufe lassen sich rational aus 
solchen Funetionen zusammensetzen, welche h6chstens das Zeichen wechsd~, 
wenn eines der algebraischen Argumente einen iPeriodenweg d/urch~uft. 

Sic setzen sigh also zusamme~ aus Aasdriicken der Form: 

( 7 4 }  . . .  

Versuchen wit also aus den Ausdriicken dieser Form Functionen aaf- 
zubauen, welche unsern sonstigen Bedingungen geniigen. Wir erhal~ea 
zun'~chst einma] die foigenden sechs hyperelliptischen Functionen 
II. Stufe: 

D 0 = ~/~z')  (ax"j, D, ~y(~ ' ) ( f lx") ,  2 ,  -~Y(Tx') (yx"), 
(75) 

Soll dem Homogeneit~tsgesetz in Bczug auf die a, f t . . .  ~ genii~ 
werden, so sind diese Formen noch mit geeigneten Invarianten zu 
multipliciren. Dass solche, wenn die t~ationaliti~t in den a, ~ . . .  
gewahrt werden soil, nut unter Benutzung yon ttfilfsgr5ssen gebildet 
werden kSnnen~ stSrt uns ja nicht;. 

Aas diesen sechs Formen (75) werden nun alle symmetrischen 
Formen sich zusammensetzen lassen, welche nur e/he Quadratwurzel 
aus einem Producte yon Linearfactoreu (ax'), (t~x")... enthalten; 
dieselben kSmaen als gerade bezeichnet werden~ indem sic auc]a dcm 
Zeichen nach unge~ndert bleiben, wenn gleichzeitig x' durch x',  x" 
durch x" ersetzt wird. Aber man wird auch ungerade Formen der ver- 
la~ag~en Art bilden kSnnen dutch additive Vereinigung zweier solcher 
WurzelgtSsscn, welche bei Vertauschung yon x" mit x" in einandcr 
libergehen. Wenn nun eine solche Wurzel einen der Punkte ~ . . .  
in zwei Factoren enthiilt, so kann man einen der Factoren (ax'), (ax"), 
D o u. s. w. herausheben. Sind alle solchen Fac~ren beseiti~o~, so bleibt 
unter dem Wurzelzeichen ein Product, das jedes der Variabelnpaare 
e~. . .  ~ einma] enthalten mussl denn sons~ kSunte es nut dutch Hinzu- 
ffiaxmg solcher Factoren in a, ~ . . .  ~ homogen gemacht werden, welche 
als Fanctionen dieser GrSssen noch an andern Stellen als x" und x" 
verzweigr w~en,  was nicht sein daft. ]~s bleiben also nur Wurzel 
grSssen der fotgenden drei Typen: 

(77) D(~.,~ ~ ~/~a~ (~x') (7 x") (~x") (ex") (~x"); 
= 

~un geht D(~, ~) dutch Multiplication mit :D o iiber in (ax') ] / ] (s  ~md 
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Dt~,4 } dutch Multiplication mit D t in (#x'),  Dll~ Met dutch Multipli* 
eation mit ~)., in (T x") Dis. ~i : ausser den Formen (75) und rationalea 
Formen yon x (Formen I, Stale) kommen daher nur die aa~ (781) eat-, 
springenden Formen in Betracht, n'2mlich: 

welehe, wenn: 

(79) ( a x ) ( f l x ) ( r x )  -~- q~(x), (,~X)(ex)(~x) ~ V(x) 

gesetzt wird, folgendermassen in Determinanteuform geschriebea wer- 
den k5nnen: 

(80) D,,~  = , 

-/~(z--") V,(x") ! 
Sollen die zehn verschiedenen Formen dieser Art ausdnemdergehaltea 
werden, so mBge raiL: 

D,,  k 

diejenige bezeichnet werden, ffir welche: 

ist~ 
Wir haben also zun-~chst das Resultat, dass alle ~ormo,  I I .  Stuff ~ 

sich rational aus den Formo~ L Stufe mu2 den 16 Formen (75) und 
(80) zusammensetzen lassen. 

Abet auch die Formen I. Stuib sind rational ausdriickbar durch 
die J9, wie man am bequemsten mit Hitfe der Riehelot'schen Narmal- 
form erkennt. Far dieselbe wird n~mlieh: 

(Sl) 1),, = / /~ - :~% D, = V(t -~/')  (i : y " } ,  D~ = i ; 

man hat also: 
(82) Y" + y'" ~-  I ) /  + 1):, ~ - -  D,L 

y'y'" ~ Do 2 
mad dazu : 

Diese Gleiehungen lassen erkennen, da~s jede gerade hyperellipgsche 
Form I. oder II,. Stufe sich r~tional dutch die -Do, 1)~ . . .  D:, Mleia 
ausdriieken l~issL Zu diesen Formen gehSren auch die Quadrate der 
Determinanten (80), sowie ihre Produete zu je zweien; in der That 
ist z. B :  

(s4) D~= = (~x') (~z') (7x') ,~'z", {'~x,") (~x") 
+ (-x") (#=") (rx") (az') ~x') (;~) 
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+ Do)9 D31)  { (#x') + (#x")}, 

und die bier noeh nieht dutch die/)  ausgedrfickten Bestandtheile lassen 
sieh mittelst der Formeln (82) und (83) sofor~ in dieselben umsetzen. 

(in ganz analoger Weise kann nun auch gezeig~ werden, dass die 
ungeraden Formen I. Stufe sich rational dutch die D ausdriicken lassen; 
der GIeiehung (42) zafolge genfigt es, diesen Nachweis fiir eine der- 
selben zu fiihren. So erhiilt man z. B.: 

~ 4 5  

- - �9 ~ e s  r  s t  D~D4/) 5 {(x t) ( a x ) ( f i x  )(Tx ) q- (x"t)S(ax')(~x')(TX')} 

und kann aueh bier die KlammergrSssen sofor~ in die /)i umsetzen). 
Damit ist in der Tat der Satz gewonnen: 
Alle hyt~relliptischen gFormen I f .  Stufe lassen sich mit Hilfe der 

15 1)eterminanten (aft) rational ausdriicken durch 7 _Formen: ngmlich 
dutch die 6 Formen JO~ und irgend eine der 10 Formen Dh~. 

~ m n  

Man kSnnte sich demnaeh auf diese sieben Formen besehri~nken~ 
dass es sieh jedoeh aus Symmetriegrtinden empfiehlt, die 10 /)n~ 

s'2mm~lieh beizubehalten, bedarf keiner weiteren ErSrterung.*) 

w 25. 

Relati0non II. Stufe. 

Von den Relationen, welehe die Functionen II. Shffe unter sieh 
verbinden, ist eine Anzahl bereits in w 24 zur Sprache gebracht worden. 
Dieselben shad jedoeh nicht die einfachsten, welehe es giebt; vfelmehr 
existiren noch einfachere, welehe in diesem Paragraphen abgeleitet 
werden soUen.**) Urn dieselben mSglichst einfach zu sehreiben, werde 
die Abkiirzung: 

(87) 1)~ = (x'z") i)~ 

eingeffihrt. 
I. Zwischen den Quadraten yon je vieren unt~r den sechs Formen 

=) Diese Formen D sind natiirlieh l~ngst aus tier Theorie tier Thetafane- 
tiouen bekannt. 

**) Aueh diese Relationen sind aus der Theorie der Thetafuactionen liingst 
bekannt. 



Systemac~k der hyperelhpt~en ~Mnc~i~nen. 011 

~ (oder auch L~-) b~teht eine homogene Kneare l~la~on. FAno yon 
den 15 so erhaltenen Relationen i~,: 

b,~ 3/: ,~,,~:, ~.~ ,~:=0 
.D~" 7~ ~ 7~7.~ 7:" 

oder entwickelt: 

IL Die J)~i~ verschwinden ffir x',~ ~" und nehmen fflr x'~ x' 

alle denselben Werth an. Die Differenzen ihrer Quadrate siad also 
Null sowohl fiir x" ~--x"~ als f~r x'~---~", daher dutch (s und als 
symmetrische Functionen yon X" und x" durch (x'x") ~- theilbar. In der 
That  finder man z. B- aus (84): 

- -  ,Dou } (so) (.v). {~% ,~ 

~- (~ r)(~ ~)(z':~") {~ ,~z ' ) ( r z ' ) (~z" ) (~ ' )  - ( , , x " )O ,x" )O 'x ' ) (W)} .  
Wird rechts in der Klammer (ax')(Tx")~bx')(~x") addirt und subtrahirt, 
so geht  die rechte ~ i t e  tiber in: 

(ti ~ ) ( e L ?  {(~r)  (r~') (,~x')(~x") + (~ r) (~ ~)(r z"} (ex'} 
und wean man in der neuen Klammer (a~) (7 a) (ax') (Tx") addirt und 
subtrahirt ,  in: 

(~) (x'x")" { ( 7 ~ ) ( r O D 2  - -  (aO) (-~) S>;"}. 

Man e rh~ t  somit die Relation: 

(9o) (~,r~ {b~,~ - ~ ; ~ ,  e D ~  - 

welche, wie man leicht abziihit, 90 gleichgcbaute Relationea vertritt, 
die aus ihr dutch Vertausehung der Verzweigungspuakte hervorgehen.*) 

1I[. Zu einer dritten Gruppe yon Relatioaen g~ebt die Reduction 
der Formea (77) AMass, indem dieselbe auf verschiedene Weisea ge- 
~hehen  kann. So z. B. hat man, wean zur Abkiirzung: 

*) "Aus den ~exden tkrappen yon ~el~tionen Iund II in Verbindang mit 
(82), (83), (86) kava man achlie~en, dlaaa die Formen X de~ w sich dutch 
die Quadrate yon vier geeigaeten unt~r den Formen Z)~ tund I)~ ~drficken 

la~sen. Auf dies~m Wege gelangt ma~ zur Ceberf~rung der Glr der 
Kummer'$chen Fl~che a ~  der Form (6o) in dde gew6hnlich [~autzte, wodurch 
der pag. ~ Fussm ver(sprochene Xachweis geliefer$ i,t. 

M~heu~ti~k~ Anu*dea. XXXV. 16 
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geset~ wird, die drei Rela~ionen: 

(r~')/~, + (7~")tt~ = D~/9o12, 
345 

(91) (~x')/~ -4- (~x")/~. ~- D3 Do,s, 
" 245 

(~x')/~, + (~z")/~2 -= Jg, J9ol,, 
235 

aus melchen dutch Elimination yon /~1 und R~ erhalten wird: 

(92) (7t~)24 2o,~ + (a~)D2Dol~ -}- (ey)D32o13 = 0, 
;t35 335 245 

eine yon 60 gleichgebauten Relationen. 
IV. Endlich L~ssen sich noch einfache Relationen aus der Formel 

(85) gewinnen; man erh~lt z. B., indem man die vier Punkte ~ ? ~  
auf drei Arten in zwei Gruppen yon zweien ~heilt: 

Do,~. Do~ = 2 ,  2 ,  { (~x') (Tx') (~ x") (~x") + (ax")(rx") (~x')(~')} 
845 135 

+ 20/)~ 23/)~ {(~x') (~ z") + (~x")(~x')}; 

(93) Do,5- 2045 ~- 2 ,  2 ,  {(~x') (7x") (~ s (~x') + (~x") (},x') (~x') (~z") } 
234 123 

Dol~. 2~, =-- 2, D, {(~ x')(r z") (~ ' ) (~  '~) + (~ x") (7 z')(~x") (~x')} 
245 1 $5 

+ 2oD2~32~ {(~x')(~x")+ (~s) (~ ' )} .  
Darch Verbindung dieser Gleichungen zu je zweien erh~E man die 
drei neuen Gleichungen: 

2or~ Do~ ~/)o1~ Do~ 
345 1~5 243 123 

(94) Do~sDo.~-Do132o~=---(aT)(~)D 1 D~; 
234 l..~d ~ 125 

245 125 345 12.5 

aus welchen sich dutch Combination yon je zweien derselben die 
folgen~le vierte ergiebt: 

~4,~ 135 345 125 254 123 

Solcher Sys~eme yon vier Gleichungen~ wie (94) und (95) existiren 
15~ entsprechend den 15 Paaren yon Verzweigmngspunkten. 

Dass aus diesen vier Gruppen yon Relationea eine grosse Anzahl 
weiterer durch geeignete Combination sich ableiten lassen, ist yon 
selbst klar. Wit wollen jedoch diesen Punkt nich~ welter verfolgen, 
sondern uns einer andern Frage zuwenden: der Frage n'~mlich~ welche 
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yon diesen Relationen yon einander unabh~agig sin& Da die 16 Pormen 
Z/ yon drei un~bh'~nogen Ver~nderliehen Xl, X.,, X~ r abb~ngen, 
so kSnnen zwischen ihaen nur dreizet,~ unabh~ngige Rel#ttioaen be- 
stehen. Urn sotche aus den Relat~onen ($8)--(95) auszuw~hlen~ kana 
man folgendermassen verfahren: 

Zun'~chst sind yon den 15 Rela~ionen I aicher drei so|che yon eiuat~- 
der unabh.TLu~g, in welehen drei der auftret~nden /);  feste Indices 
haben, w'~hrend der vierte Index der Reihe nach die drei fibrigen 
Werthe hat. Aus diesen dreien werden neun yon den zwSlf ~brigen 
Relationen I dadurch erhalten, dass mare je eines der 2), au$ je zweiea 
yon ihnen~ die dre, letzten, isdera man je zwel /9, aus allen dreiea 
elimiairt; sodass also unter der Gruppe I keflae weiterea v0n eina, der 
unabh~n~gen Relationen vorkommen. Von den 90 Rel~tionea der 
Gruppe If sind dann s~cher ~eu~z solehe yon einander und yon den 
Relatioaen 1 unabh~ing~g, welche ein und dassetbe / ) ~  der Reihe 

Z m R  

nach mit den nean tibrigen comb;nirt enthalten~ Darch Eliminatio~ 
des festgehaltenen 1) aus je zweien yon diesen folgen damn 36 weitere 
Relationen; jede der so erhaltenea 45 Relatio~e~ k~mn mit Hilfe der 
Relationen I auf zwei Artea in die Gestalt (90) gebracht werden, soda,s 
wit bereits alle 90 Relationen (90) ~us den bisher festge~tellten uuab- 
h'~ngigen erhaken. Um die volle ZahI yon dreizehn unabh~ngigel~ 
Relationen zu bekommen, ist es demnach erforderlich noch eine Rely,. 
tion aus einer der Gruppen IlI  oder IV hiazuzut~ehmen. 

Aus den ~o ausgew~ihlten dreizehn Relationen werden sich dann 
alle fibrigen auf algebraisJ~em Wege ableiten lassen mfissen. Aber es 
wird nicht immer mSglieh sein, diese Able,tung in ratioaaler Weise 
auszufShren; wJe schon damns hervorgeht, dass z. B~ die Relafionen 
der I. und II. Gruppe, sowie die Rr (92) ungest~rt bleiben~ we,~ 
man 29,,, AD~, D~ gleichzeitig im u .~adert, ohne die ~bri~c~a 
2) zu ~indern, w~hrend dies bei andern Retationen tier IlL u~d IV. 
Gruppe n~eht der Fall ist.*) Es ist eine uaerled~gte Frage, wie ma~ 
eine kleinste Zahl yon Rr ~wisehen den 1) erh~lten kan~a~ au~ 
welchen alle iibrigen sich auf rationalem Wege ableiten lassen, welche 
also zur Char~kteri~irung de~ voa den D gebildeten algebra~schea 
Geb~ldes nothwendig und ausreichend sin& Noch weniger ist bekannt, 
wie viele Relationen zur ganze~ Darstellung aller llbrige, erf0rder- 
lich sin& 

i 

") VgL Krazer, Theone tier zweh'ach unendtiehea Thet~reihen auf Gru~d 
tier Kiemann'schen Thet,~,formet {Leipzig 1882), art. 16 ~. E. 
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w 26. 

Verschiedene Ratio_~ali~tsberoicho IL Stufe. 

Die Gesammfl2eit der t6 Formen D und der 15 Determinanten 
(aft) constituirt den Rationalit~tshereich, welcher zu der Principal. 
untergruppe If. Stufe gehbrt. Es giebt abet noch engere Rationalit~ts- 
bereiche If. Stale, welche im Gebiete der Moduffunctionen charakterisir~ 
sind darch die rationa~ ~u~ione~ der Wurzd~ der GL~ichu~9 
f(x) ~-O, fin Gebiet der eigentlichen hyperelliptischen Functionen 
dutch gewisse /de/here aus der Gesammtheit herausgegriffene Sy~%ome 
van Formen D. Von diesen sollen im folgenden eine Anzahl Er- 
wiihnang finden, welche bei specie]len Problemen bereit~ vielfach auf- 
getreten sind. 

I. Jedem der einzelnen Di entsprieht eine Wurzel der Oleichung 
f~ .= 0 selbst. 

II. Jedem der D~,i~ entsprieht eine Warzel derjenigen Resotvente 

10. Grades, yon welcher die Zerspaltungen yon /~ in zwei cubische 
Fac~oren abh~ngen. An den damit gegebenen Rationali~tsbereich 
knfipft die yon Herrn Staude*)  in Vorschlag gebrachte Bezeichnung 
derD an, welche in folgendem besteht. Dasjenige/)~i~, welches man 

auszeichnen will, wit woUen annehmen D0s~, wird mit D ohne Index 
135 

bezeichnet i alle iibrigen D erhalten je zwei Indices. An Stelle yon 
D~ wird geschrieben Di~, wo i, k die beiden Zahlen sind, welche mit 
h das eine der beiden Tripel 024, 135 bilden; denjenigen D,  welche 
in der Bezeichnung des w 23 sechs Indices haben, werden je diejenigen 
beiden Zahlen als Indices beigelegt, dutch deren Vertauschnng das 
zugehsrige Tripeipaax in das ausgezeichnete Tripelpaar 024, 135 iiber- 
geht (also z. B. D41 statt Dots u. s. f.). 

345 

In dieser Bezeichnung ist demnach ein D gerade oder ungerade, 
je nachdem die Summe seiner Indices gerade oder ungerade ist. Die 
[mprimitivit:4t der Gleichung 9. Grades, in welche die erw~hnte Re- 
solvente I0. Grades dutch Adjunction einer ihrer Wurzeln iibergeht, 
finder ihren Ausdruck in der folgenden Gruppirung der ungeraden/): 

Dol D~I /)4t, 
(96) Dos D,_ 3 D,3 ' 

D~, s D~ D~. 

lII. Wird g~'chzeitig ein gvrades and ein ungerades D aus- 
gezeichnet, so gelangt man zu demjenigen Rationalit~tsbereiche, 

*) Staude~ dieser Ann. Bd. 24, p. -294~. 300. 
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weteher der Bezdehattagswei~e des I~Ierrn We ie r s t r a s~  zu Gruade 
liegt. *) 

IV. Zu~undelegtmg tier s~me~iad~en Fum~,ir d e r ~ ' s c h e n  
.t/'odugn er~ebt ellen Rationalititsbereieh~ welehem (bei ge~igneter 
Einffihnang dieser Moduln) aueh die symmetrisehea Fuaetioaea der ia 
je einer Zeile des Sehema's (93) stehenden D ang~hSren. 

V. Weitere bemezkenswerthe Uatergru]ppeaa werden van den vem- 
sehiedenen in w 24 aufge~hluia Relationen geliefe~, indem immer 
die in eLuer solehea auftretenden 2) zuzammea einea l~tionali~t~- 
bereieh eonstituiren; noeh andere solche Bereiehe werdea dareh gleieh- 
zeitige Betraehtuag mehrerer soldier Relationen erh~Iten. Hierher 
gehSren aueh diejenigen Rationaditatsbereiehe, welehe den aas der 
Theorie tier Thetafunetionett bekaaaten Qtmdrupetn, Sextupela eta,,. 
yon Formen 1) entspreehea. In Bezag hierauf m5ge Ms besoaders 
ein~ches Resultat erwghat werden, da~s den 15 zogena~nten .GSpel < 
schen Quadrapeln yon 4 geraaiea Thetafunetionen'" die 15 Zerleguagen 
der f6 ha 3 quadratische Factorea entapreehem Zu einer solehen Zer- 
leg'aag gehSren n'amlieh 4 Zer}egungea in zwei eubi.ehr F~etoren, 
welche yea jedem jeaer quadratkschen b'actoren je einen I,inearfacbor 
enthaiten. So z. B. gehSren zu der Zerlegu-g: 

t ' ( x )  ~ -  (ax~  ( ~ x )  " '7 .~ '  ( # x )  �9 (~x;- (~x) 
die 4 [:omen D: 
(97) /),,..,, / ) ~ ,  Do., ar)~ 

oder ia tier Bezeiehaung yon Weierstra~: 
D~, D,, 2).,~, /),, 

in der That eia GSpel'sehes Quadrupel. 
E~ wiirde auf Grund der Angaben des Herra C. Jo rdan  (v~t!. 

hiertiber w 22, IV. g.) ~2icht sehwier~g ,ein, die ZU jedem d,e~r 
Rationa2it~tsbereiche gehSrende Untergrt~ppe d~reh Congruevzen rood. 2 
zu definiren ; indess soil dies bier aieht ngher ausgefillart veerden. 

w 27. 

Ueb~rgang yon (hn Formen IL Stufe zu den S ~ c t i o ~ n .  Di~ 
primcharakteristiken u~d ihr~ Tra~ormll~on. 

Aus den Formea D entstehen dureh Multiplication mit der Prim- 
form ~2(x', x") die Sigmafuner Diese fallen au~ unserer 5tufen- 

' eintheilung heraus, insofern sie attf der Riemann'~chea F rlrl~he unend|ich 
vietdeutig sind: sie sind zwar eiudeatige Fuaefionen der tr,~seeadenten 

- : )-~i .  -St~ud, - ~-O. 
"~x Die*e Aa~le~ t~d. 3~, p- ,~6a. 
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Argument ,  abet die Operai~onen unserer Haup~gruppe, bei weldhen 
sie unge~ndert bleiben, bilden keine Untergruppe yon endlichem Index. 
Viehnehr tritt zu der einzelnen Sigmafunction, wenn eine der u 
einem Querschnit~ tiberschreitet, ein Factor der Form: 

(98) ( - -  l) e " , 

untmr den g~, (moaT. 2 za betrachtende) ganze Zahlen verstanden (~on 
deren Bestimmung dieser Ann. Bd. 32 p. 358 ausftihrlieh die Rede is~). 

Ftir einen beliebigen Periodenweg, welcher die Quersctmitte: 

A, As B1 B~ 
bezw. a I a~ a 3 a 4 
real iiberschreitet, erh~ilt man mit Rticksicht auf die zwischen den to 
und ~ bestehenden Bilinear-relationen dann als den zu derselben Sigma- 
function tretenden Factor: 

Cet 

in welehem zur Abkfirzung: 

(~ = i, 2) 

gesetzt ist. Indem man dem Factor (99) entsprechende Factoren fiir 
alle Quersehnitte eines neuen Systems bestimmt, gewinnt man das 
fo]gende Resultat: 

Werden die l~erioden eo verm6ge der Substitution (12) durch neue 
ersetzt, so treten an Stelle der ZahZen g andere g', wdche mit den 
ursp~'i~nglichen dutch die Congrue~zen verbunde~ sind: 

I 
g,: ~-- alg~ -~- a.~g, + a a g  a -~ a4g , --~ a~ a 3 + a~a 4 , 

(100) g~ " (rood. 2) 

~g~" ~ dtg, ~ d~ey~ + d~g~ q- d~g~ + d~d~ -{- d~d~. 

Diese Zahlen g transformiren sich also wesentlich anders als die 
Elementareharakteristiken des w 6; sie sollen im Folgenden, da ihre 
Einftihrung mit Hilfe der 2rimfor~ Q geschieht, als 2rimc]~rakte- 
ristiken der Sig~naf~mctionen sowohl, ats der Formen II. Stufe be- 
zeichnet werden, aus welehen jene gebildet siad.*) 

*) Die ,,Elementarcharakteristiken', sind identisch mit den ,,Gruppeacharak- 
~eristiken", die ,,Primcharakteristikea" mit deu ,,eig~n~lichea Charakteris~iken" 
des Herrn Noether,  der den Unterachied beider Arten wiederholt hervorgehobea 
hat (~gl. dieser Ann. Bd. 16 p. $~1; Bd. 26 p. 35~). -- :Die im Text citirten Ent- 
wicklungen in Bd.32 geben iibrigens eiae allgemeineEegel zur Bestimmung derPrim- 
charakteristik einer vorgelegten Form in Bezug auf ein gegebenes Quer~chnittsystem. 
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w  

Vo~ge  des t~ormeasy~tems tier II. vor ~ n ~ i g e a  der L Strife, 

Bei consequenter Durchfiihrung des Rationalit~tspriacips wfirden 
ffir alle Untersuehungen specielter Fragen die Functianen I. Stufo in 
den Vordergrund treten mflssea: sie warden den Fmactionen H. Stale 
gegenfiber Vorzugsrechte ~hnlieher Art beedtzen, wie sie yon demselben 
principiellen Standpunkte aas im Gebiete dcr e|liptisehen FunetJoaen 
dem ~u und ldu des Hzrra W e i e r s t r a s s  gege~fiber ~in am u et~. 
zukommen. 

Gleichwohl sind die Functionen IL Stufe in mehreren Beziehungea 
der Untersuchung weir leichter zug~nghch.*) Riehten wir unser Augen- 
merk zungch~t auf Modufformen, so besitzen diejenigen der II. Stufe 
den Vorzug, dass sie sieh au~ 4 v~, eiuander u~abh4,u3iyen uud yon 
Hilfspu~dCen/reien Formen rational zusammensetzen, wiihrend wir bei 
den Formen L Stufe nut die Wahl haben, entweder mit 7 Formen zu 
operiren w de~ Coefficie~aten yon ~ - -  die zwar yon einander tomb. 
~di~9i9 sind, aber 3 ttilf~varia~le o ~ t ] ~ * ,  oder mi'~ den 5 Fundamental. 
invarianten, die vo~ ttil]~ariabeln frei~ abff durcId view (sehr com- 
pZic~rte) ~elati~**) untvr sleh verbunden slmL 

Nehmen w~r nu~ die eigentlichen Formea hinzu, so kommen wi~ 
zwar auch bei den Formen II. Stufe nicht ganz ohne ltilfsgrbssen (bei 
den 39~) und ohne fiberz'~hlige Formen aus; aUein die Art and Weise 
wie die Hilfsgr5ssen in die b:ormen eingehen, ist eine viet fiber~icht- 
]ichere and die verbi~adenden Relationen besit~ea einen viel einfnchere~ 
Charakter als bei den Formen I. Stufe. 

Damit h.2ngt ein weiterer Umstand eng zusammen. Die Hilf~- 
mittel, fiber welche man zar eingehenden Belmndlung einzelner Fragen 
verf/igt, werde~a haupt~hlieh yon der Tt~eorie der Y]~,tafum'tlonen 
dargeboten, an weleher sieh historiseh die ganze Theorie der hyper- 
elliptisehen Fmaetionen entwickett hat uad welehe die bequemsten ann.. 
lytisehen Darstellungen der in dieter a~Lftreienden Fm~etionen liefert. 
Die Thetafunetionen sind nun zwar ebenso wie die Sigmafanetionen (w :/7) 
an mad fiir sieh nieht in die Stafenl2aeorie einzureihen ~ stehen abet wie 
diese zu den Funetionen [I. Stafe in n'2ehster Beziehmag. 

Aus allen diesen Erw-:igunge n wird man bei Behandltmg specieUet" 
Probleme es vorziehen, an die Ftmetionen II, Stufe anzukattpfen. Far 
allgemeine Diseassionen dagegen ist es oft vortheflhaft, in erster Linie 
die Funetionen L Stale La's Auge zu fazsen, weil ffir diesr eine Reihe 
yon Fatlunterseheidungen wegfalle'n, die die Verhiilmi~se bei den 

�9 ) Aueh die elliptischen Functaonen ii. 8rule tin, ben vor de~jemgen dvr 
e r~n  Smfe anzdoge, wean aueh meht to wdr.geheade, Vor~iige. 

�9 ~) Oleb~ch, binge Formen 1'. 299 
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Fmaetionen II. (und hSherer) Stufe eompliciren. Sind einmal die a~l- 
gemeinen Gesichtspunkte an den Functionen I. Stufe gefunden, so 
bietet die Uebertragtmg auf Ftmctionen hSherer Stufe meist weaig 
Schwierigkeit, 

I V .  A b s c h n i t t .  

Einleitung in Theilung und Transformat ion .  

w 29. 
Theflaug und Transformation als Bruchstiioke des allgemeinen 

Programms. 

Mit den Fa~ctionen ][I. Stufe mSge die systematische Uebersicht 
abgebroehen werden~ da es fiir die Functionen h5herer Stufen an Vor* 
arbeiten zu einer solchen so gut wie g~nzlich mangelt. Dagegen 
mSge ein anderer Gesichtspunkt in den Vordergrund treten: die Frage 
nach bestimmten Problemen, welche yon Functionen niederer zu solchen 
hSherer State f~ihren. Zwei solche Probleme hat die historisehe Ent- 
wicklung der Theorie, anknfipfend an die Theorie der elliptischen 
Funetionen, seit etwa 40 Jahren besonders begfinstigt: das Problem 
der Theilung und das der Transformation. Zwar l~sst die Anato~e 
der elliptischen Functionen erwarten, class hier so weni 2 als dort das 
atlgemeine Programm dutch diese beiden Probleme, ~elbs~ wenn man 
diesetben im weitesten Sinne auffasst~ erfiill~ werden wird; indessen 
bieten sie d~e g[instigsten Angriffspunkte, und so soll desshalb im 
Folgenden aussehliesslieh yon ihnen die Rede sein. Um sie abet mit 
den ErSrterungen der beiden letz~en Absehnitte in Verbindang za 
setzen und deren Resultate ffir sie nutzbar zu ma~hen, wird es vor 
allem erforderlich seia auszufiihren, in welcher Weise diese Probleme 
in das allgemeine Programm des w 18 sich einordnen. 

Das Problem der Thei lung verlangt: 
wenn die Functionen der Argumente: 

!/egeben sind , aus ihnen die Func~ionen der Argumente : 
W a 

oder, was dasselbe sagt, die Functionen der Argumente: 

zu berechnen~ unter n eine ganze Zahl verstanden. Seien es, um im 
Sinne des w 28 mit dem einfachsten Fall zu beginnen~ zuniiehst Fune- 
tionea I. Stafe, welche za ,,theilen" sind~). Dutch dieselben sind die 

*) In genauer Ausdrucksweise m~sste man nicht yon der Theilung der 
Fanctionens ~ondern yon der ihrer Argumente reden, 
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In~grde  ~ nut his auf Multlpla der P~ic~en be~timmt~ aus jed~ 
- ( .  ) LSsung --d-; ~"~ des Theilungsproblems werden ~ich daher n t 

LSsangen ergeben, welche alle in der Form: 

<,o,) + + "~ + + ".~ ) 

enthalten sind, indem die g'anzen Zahlen th, h:, h~, h~ uaabh~ugig 
yon einander alle Werthe yon 1 his n durehlaufen. Es zeigt abet 
diese Darstellung der LSsungea, da~ jede einzelne der~elbea ungeikndert 
bleibt, wenn die w, ~ zolchen Operatioaen der Hauptgruppe unter., 
worfen werden~ welche modulo n zur Ideatit~tt congrueat ~iaM. Da~ 
heisst aber in unserer Terminologie: 

J)ie Theilung der Functionen I.  ~'2ufe t~ihrt auf  ~4uctionen n '~ Stufe. 
Die Autgabe der Transformation**) mSge zua~hst ~aicht Ju 

ihrer allgemeinsten, sondern in einer speeiellea Fas~ung formulirt 
werden. Ia dieser erseheint sie gewissermazseu als die H:s der 
Aufgabe der Theilung: ~'/e verla~gt th~n Ueb~ga~(q son: 

W a s (.0~, {Oa~ ~,z4 
Z U :  

unter n wieder eine gauze Zahl verstanden. 
Auch bier zeigt die b'nter-~uchung (vgl. w 52), da~ die einzclne 

LSsung des Transformatlonsproblems nur bei solchen Operationen 
unserer Hauptgruppe unge~ndert bleibt, deren Coeffieienten gewisse~ 
Congruenzen naeh dem Modul n genfigen; m. a. W.: 

Auvh die l'rans'formation der .Functionen I .  Stuff: fiihrt zu Fum;. 
tionen n ~ Stufe. 

w 
Thoilaag mad Traasformation yon ~'uuet~onon h6horer ,~tu/~. 
]u gleicher Weise, wie die Functionen I. Stale, kann man nun 

auch Functionen hSherer Stafen ,,theilen" und ,,tra~formiren". Ver~ 
langt man dabei zu~.~chst die Stufenzaht der enUtehenden Function~a 
zu wissen, so wird es emen wesenttichen Unterachied bedingen, ob 
die Stufenzahl m d e r  Funetionen, yon weleher man auageht, zur 
Theilungs- oder Transtbrmati(mazahl n relativ prim ist oder nieht. 
Ist n~mlich ersteres der Fall, so stSren sich die Congn~enzen, welche 
die Stufe der urspriingliehen Functionen mit ~icla bringt, uad die- 
jenigen, welche die Theilung oder Tran~ibrmation bedingt, gegen- 
~eitig insofern nicht~ al~ sie sich za einem ~ystemc yon C0ugmenzea~ 

-*-j--Mit~-,Traa~aforr6ation" i~t a2~o bier da~ gemei~t, w~ m~u ,oust .e,t 
J~.cobi (z. B. g~. W. Bd 1, p. 463ff... ,tt~ ~,trar~formatlo irraCionalin ~iv~ in- 
ver~'" bezeichnet. 
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rood. m ~  vereinigen, dessen LSsungen sich aus den einzelnen LSsangen 
jener beiden Congruenzensysteme zusammensetzen lassen, ttahea abet 
m and n einen Theiler ~ gemeinsam, so gilt das nieht: der Modal 
der resultirenden Congruenzen wird dann im allgemeinen nieht mn 

*an sondern ~ sein, wo $1 irgend ein Theiler yon ~ ist. In Folge 
dessert wird die Unterscheidung einer Reihe yon F~llen erforderlich 
werde~. Doch gehen wir ant" diese Fragen hier nicht n~her ein, 
sondern begniigen uns damit, das Gesagte in dem Satze zusammen- 
zufassen: 

Transformation ~'~ Grades u~d n .Thei lung yon Functionen m ',~ 
Stufe fiihrt stets zu ~',anctionen m ~  ~ Stufe,  wenn m u n d  n theiler. 
fremd xind. Haben abet m u n d  n einen gemeinsamen Thdler  ~, so 

erhiilt man Functionen der Stufe ,an L ' we e~ t ~in Theiler yon $ ist, 

(der auch 1 oder t$ seZbst sein kann). 

w 31. 
Affect, Mo~odromiogruppe, arithmetische Gruppe. Allgemeino un~ 

speciello Problome. 
Das ganz besondere Interesse, welches die Theilungs- und Trans- 

formationsaufgaben darbieten, lieg~ in dem Affect der entstehenden 
Gleichungen, in ihren gruppentheoretisehen Eigenschaften. Maa ver- 
steht bekanntlich nach Herrn K r o n e c k e r  unter dem Affect einer 
Gleichung die Gesammtheit der Besonderheiten, welehe sic mit R~ick- 
sicht auf t~esoZventenbildung darbietet. Ist es mSglich, Resolventen 
yon besoaders niedrigem Grade za bilden, kann man gar die AuflSsang 
der gegebenen Gleichung auf die Aufl5sung einer Reihe yon Kesolveaten 
zurfickfiihren, derea jede ffir sieh betrachtet einfacher ist, als die 
gegebene Gleichung selbst, so sag~ man, die Gleichung hesitzt einea 
bcsonderen Affect. Der weitgehendste Affect, welehen eine Gleichung 
haben kann, ist, dass ihre AuftSsung auf eine Reihe yon Abel'sct~en 
Gleichungen zuriickkommt, m. a. W. dass sie ia bekannter Weise auf 
reine Gleichungen zurfickgef'fihrt werSen kann.*) 

Ob man nun eJner vorgelegten Gleichung einen solchen Affect 
zuzuschreiben hat, dureh welchen sic sich leichter 15sen l$sst, als 
eiae allgemeine Gleichung desselben Grades, das kann erst entsehieden 
werden, wenn fesigesetzt ist, welche GrSssen als bekannt anzusehen 
sind , m. a. W .  welcher t~ationaZitgtsbereich zu Grunde gdegt werden sell. 

Ffir unsere Theilungs- and Transformationsprobleme stellt sich 
diese Frage nun so, dass als rational bekannte Parameter die Formea 
derjenigen Stufe anzusehen "sind, far welehe das zu bebandelndc 
Problem gestellt ist. Dagegea wird man irrationale Funetionen dieser 

*) Vgi. H~der,  dieser Ann. Bd. 34. 
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Parameter nicht als ~mkannt ansehea wolten. Was Moo die Parameter 
betrigFt, so ist die ])efinitio~ des l{ationali~bereieJ~, in u, ele~m wit 
uns bewegea woPwn, duma die an die Spitze gestelYe ~:i**ordnumj dtr 
Fragedellung in die Stuff'climatic bereits galeben. 

Daa~it abet der RationalitS.tsbareich vollst~ndig bestimmt sei, mu~ 
auch festgesetzt werden, Welche Zahlo~coefficient~ al~ rational gMten 
sotlen : man muss sieh darfiber entscheiclen~ ob man sich auf rationale 
Zahlen im eigentlichen Sinne beschr'dmken, oder ob man auch be- 
stimmte nnmerLsche Irrationalit~ten, wio z. B. Eiaheit~warzela, ala 
zul~sig ansehen will Dadurch ist eine gewisse Spaltang der folgenden 
Untersuchungen bedingt, indem immer die beidea Fr~,gea za heant- 
worten sein werden: 

I. Welchen Affect haben die vorgele~ten Gleichungen, wen~, man 
sich um die Zahteneoeffwiente~ gar nicht };iimme~, somlr rein nume- 
rische lrrativnalitd~en, d~'a~ man etwe im Za~/'e de~" l~eductior~., 
bezw. Aufl~sung~proce~ses bedarf, imnwr 9leid, adjungirt? 

II. Welctw,~ Affect besitzen diesetben, wenn aucl~ als zu be. 
nutzend2n Zaldencoefficie~s die Bedin~ng aufevlegt wird, ge~b,e 
rationale ZaMo~ zu sein ? 

Nun existirt bekmmtlieh Fir jedes Gleiehungssystem und jeden 
Rationalits eine Grup'l~e vcm Vertauseh,o~gca~ der Z6sut, gs- 
systeme, welche die doppelte Eigen~chaft besitzt: 

einmal, dass jede rationale Function der LSsangssysteme, welche 
bei allen Vertauscht~ngen dieser Gruppe ihrem numerischen Werthe 
nach unge-Xndert bleibt, rational bekannt ist; 

dann abet aach, dass jede rationale Fuaxcfon der LS~ungssysteme, 
deren Zahlenwerth rational bekannt i~t, bei den V~rtau~chungea dicer 
Grnppe numerisch uage~adert bleibt. 

Diese Gruppe heis~t ,,die Galois'scl~e Grupw'" oder eit~ihch ,,d/e 
GruIx3e" des Gleichungssystem# ia diesem I~tionali~t~bereiCh. 

Die Aufgabe, die Galois'sche Gruppe eines vorgelegtea Theilungs- 
oder Transformationsprobtems zn bestimmen, spaltet ~ich der obea 
erSrterten doppelten Auffassang de~ gationalitS, tsbereichs entsI,rechend 
wieder in 2 &ufgaben. Leg4 man den strengen Rationali~s 
zu Grande, der sein Ge,etz auch den Zahlcnr auferlegt, 
f ra~  man nach der ,,arithmetischer, Gru~pe" des Problems; liizzt man 
die Zahlencoefficienten bei Seite uod aehtet nur aaf die parameter, 
so frag~ man nach der ,,Grut>pe dcr Monodromie." Letz~ere beC,~ht 
aa~ denjenigen Vertauschangen d~r LS~ung.~,y,teme, welche man er- 
h~lt, wenn man die Parameter irgvnd welche g~chlos.~ene Wege in 
ihrem Werthgeblete beschreiben liisst. Da.ss die ~o definirte Gruppe 
der Monodromie mit der Galois'schen Gruppc der vorgegebenen Glei- 
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zhung libereinstimmt, sofern man numerlsche Irratlonalifiiten als un- 
wesentlich ansieht, darauf hat Herr He r  m it e 1851 aufmerksam gemaeht; 
dass damit nut eine Seite der Frage getroffen wird, hat Herr K r o neek er 
wiederholt betont. 

Bevor wit uns zur Discussion der einzelnen Probleme wenden, 
mSgen noch die iiblichen Bezeichnungea: ,,allgemeine" und ,rspec/d~' 
Probleme erlautert werden. Wenn man n~imlich nur nach den M~dul. 
fbrmen f~ag~, die zu den neuen Argumenten gehSren, so hat man es 
mit dem ,,slgee4eTlen" Problem zu n a n ;  das ,,allgemeine" Problem f~st 
die eigentlic;mn .Forme~ in's Auge. Entstanden ist die Benennung 
in der Theorie der elliptischen Functionen, deren Werthe fiir ,,den 
speciellen Argumentwerth w - ~  0" in naher Beziehung zu dan Moduln 
der betreffenden Stufe stehen, ja selbst als solche Moduln gew~hlt 
werden kSnnen; sie mSge aber der Kiirze halber auch fiir die hyper- 
elliptischen Functionen beibehalten werden, obwohl bier der Ueber. 
gang yore speciellen zum al[gemelnen Problem erst einen besondern 
Grenziibergang erfordert. Es en~pricht n~mlich das Werthsystem 
(wl, w~)~ (0,0) bekanntlich den s~immtlichen speeialisir~en Punkbpaaren 
(x"~--~), (vgl. w 21); die eigentlichen hyperelliptischen Functionea 
werden daher f~r dasselbe -- zum Theit wenigstens - -  unbestimmt, 

o indem sie in der Form ~ erscheinen. 

V .  A b s c h n i t t .  

Thei lung dutch  eine ungerade Pr imzah l .  

w 32. 

Formulirung des allgemeinen Theilungsproblems. 
Das Problem der allgemeinen Theilung ist bereits w 29 in folgender 

Weise formulirt worden: 
Gegeben sind die hyperdliptischen Fundionen der Argume,~te 

W~ ~ 60~I ~ CO~2 ~ COn3 ~ 60a4 ~ 

gesucht die ~unctionen der Argumente : 
w. 
$,~ ~ ~ul~ (-0 a 2 :P f O ~ 3 :  CDa4. 

Sind die w gegeben als Summen einer geraden Anzahl yon Iate- 
gralen mit bekannten oberen Grenzen und einem und demselben Ver- 
zweigungspunkt a, yon dessen Auswahl sie dann unabh~ugig sind~), 
in den unteren: 

y" # -  y(2]~) 

a a 

"} Wegen einer allgemeineren Wahl der unteren Grenzen vgl. w 4,2. 
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SO erseheint die Aufgabe als iden~seh mit dex f01gendea: Punkt~ :r 
zu bestimmen, ffir welehe: 

(103) -~- -.~ + w,, + . . .  tw~ 

ist. Von diesen 2v Punkt~en x sind natfirlich 2v .~ 2 ~villktIrlich; die 
Gesammtheit der unter einando, iiquivalenten L6sungssysten~e soil im 
.Folgenden nut als eine LSsung gez~h/t werden. Ia dieser Festset;zung 
ist inbegriffen, dass die Reihenfolge der Stetlen x als gleichgdiltig 
betraehte% m. a. W. dass nur nach den symmetrisehea Verbiaduagelx 
derselben gefragt wird. 

In diesem Sinne hat das Problem n~ LSsungen. Denn di~ w siud 
dureh die y nur bestimmt bis auf ganzzahiige Multipla der Perioden; 
die w werden abet nar dann urn gatlze Perioden sieh ~adern, wean 

die w um n-faehe Perioden ge~ndert werden. Aendert man w am 

h~w~ -{-- h.:w., -t- hsw~ + h~ w~, 
so gelangt man. zu incongruenten Werthen der w 

congrueate Zahlen h wthlt. Indem jede derselt~ea unabh~ugig vota 
den andern n (rood. ~) verschiedene W~rthe annehmer4 ]mr~n, erhaJt 
man in der That n 4 verschiedene Systeme der w und damit (lea in 

Aussieht genommenea Satz: 
Das allgemeine The~ungsproblem besitzt n 4 L~'u~gen. 
Der Fall n -~-2  ist bier mit inbegriffen, soll abet im Folgende~ 

bei Seite gelassea und spKter besonders behandelt werden, da er ge- 
wisse Besonderheiten darbietet. Ferner ist klar, das~ die Theilung 
dureh eine zusammetagesetzte gahl zariickkommt a-f  die Theilm~gen 
darch die einzelnen/?acf.oren. Demgem'2ss bedeute n in diese.m (qanxen 
Abschn#t eine ungerade tb'imzahl. 

w 33. 

FormulLrang des st*eeiellon Theflungsproblolns. 

Ist das gegebene Werthsystem (W~, w~) ~ (0, 0), so ist ein Werth- 

system der __w ebenfalls _=: (0, 0) und cue zugelaSr~ge~ x sind rational 

be "l~nnt, indem ein beliebiges System yon pa~rweise eonjugirten Punkten 
die Aufgabe 15st. Die fibr~gen Werthsys~eme der _wn sind Perioden-n ~i 
und gTuppiren sieh, wenn n wie vorausgesetzt ungerade ist, in ein- 
facher Art paarweise zusammen. Ist n~imlich ~-n ein Per~oden-n~'~, 

w so gilt dazselbe fiir ---~-,  und diese beiden Werthe ~ind incongruer~t~ 



254 Hzisazc~ BaRe.aPT. 

geh5ren also zu verschiedenen LSsungssystemen. Fasst man beide 
zusammen, so erh~lt man das Resultat: 

Der Grad des spec"~en The~Tungst~roblems ~,an~ yon n 4 auf : 

: (~4 1) (1o4) .: - 

reducirt werden*), indem eine L6sung sich abspaltet und die andern 
sich paarweise zusammaaordnen. 

Wird zur Vereinfachung der Darstellung in (103) v -~ -1  ge- 
nommen, was stets angeh~, so verlang~ die Aufgabe~ dass**) 

X' ~'* 

werden soll. Das heisst aber nach der Umkehrung des hbel'sehen 
Theorems nichts anderes, als dass x" und x"~ n- fach  gez'Xhl~, Null- 
tmnk~ einer ganzen Function auf der Riemann'scJaen Fl~iche si-d, 
m. a. W. dass zwei ganze rationale Functionen g~ und 7~_s ~**) yon x 
existiren, sodass die Gleichung: 

(106) g,, -~- 7.~-3 / ~  = 0 
zwei n-fache Wurzeln besitzt, welche dann eben x'  und x" sein werden. 

Die conjugirten PunkCe x',  x" ergeben dann ebenfalls eine LSsung 

desselben Theilungsproblems (entsprechend dem Periodenbruchtheil 

P P entsprach), und sind Null- S ,  wenn die erste LSsung dem @ - d -  

pankte yon : 

(107) g~ - -  r~-~ V ~  = 0. 

Die 4 Stellen x', x", x', x" zusammen sind abet auch Nullstellen 
einer quadratischen Form in x ,  die mit u 2 bezeichnet werden mSge. 
Die n t' Potenz dieser Form wird an denselben Stellen yon derselben Ord- 
nung Null, wie das Product der beiden Formen auf den ]inken Selden 
der Gleichungen (106) und (107); wird also eine multiplicaiive Con- 
stante in u 2 mit einbegriffen gedacht, so muss eine Ident i~t  folge~der 
Gestalt bestehen: 

Umgekehr~, wenn es geli~gt~ ~ Formen u~, g . ,  y~-s so zu be- 
stimmen, dass eine solche Identit~t besteh~, so kann man zuni~chst 

die rechte Seite derselben in die beiden Factoren g~-{-7 , -3  ~/~ und 

*) Also ffir n = 3, 5, 7 . . .  bezw. auf 40, 3t2, 1200. 
~') In bek~unter abktirzender Schreibweise. 

***) Die Indices der Formeu bezeichnen bier und im Folgenden ihren 
Grad in m. 
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g, -- 7.-s F ~  spa]ten. Wghrend nun u in zwei Paaxen conju~irter 
Stellen verschwindet, kann an jeder einzelnen dieser Stellen immer 
nur einer jener Faetoren Null werden. Es zerlegen sich also die zwei 
Paare eonjugirter Stellen andererse~ts in zwef Paare entsprecheml den 
beiden Factoren der rechten Seite; die Stellen jede~ dieser let~teren 
Paare geben eine LSsung des Problems. 

Daz Resultat dieser Ueberlegungen ist also: 
Jedes 2aar  conjugirter Z6sungen des ~?pexle~n Tl~eilung.~roblem~ 

[dhrt zu 3 ~'ormen u.~, g , ,  7,--s~ weh'he mit f durch ei~,e Identitiit yon der 
�9 "orm (108) ve'rbunden sind; umgdcehrt, so oft drei so~che .Fornwn ge.. 
funden sind, kann man aus il, mm zwei conjugirte 125~ngen ates ~ p e ~ , ~  
Tkeilungsproblsms a~lei2en, 

In der That ist die Aufgabe, u, g,  7 ia diezer Weise zu finden, 
ein ganz bestimmtes algebraisehes Problem. Die Anzahl der Coeffi- 
cienten dieser drei ]?ormen ist n-~mlieh: 

3 -~- (n -~- 1) q- (n .)  == On q- ')" 
einer yon ihnen kann jedoch der Formulb~ung der Aufgabe e~tsprech, nd 
willkiirlieh augenommen werden. Andererseits ist die Gleichung (108) 
yore Grade 2n  in x; dam~t sie identisch bestehe, ~ind 2n -~, 1 Verbin. 
dungen jener Coefiieienten gleich Null zu setzen, l)as ~peviet& The~ungs. 
problem ist also bei d&sem Ansatz zum Ausdrud; gebracld dutch 2n + I 
Gleichungen zwischen 2n + 1 b:nbd;annten. 

In erster Linie kommen yon diesen 2n-1 -1  Unbekaunten di~ 
Coefficieaten vau: 
(109) u.: e~ ax"- ~, 2bx -~- c == 0 
in Betraeht, indem dieselben die doeh eigentlieh gesuehten symme- 
trisehen Functionen der Stellen x', x" vorstellen; in der That ~st in 
der Bezeiehnung (52): 
(110) .X~ : X., : X.~ ~ c : (-- 2b) : a. 

w 

Untorsuehungen yon Clebseh. 
Die Abhandlung yon Ctebsch:  Zur Theorie der birdircn Forn~wl 

6. Ordnung umt de~" Dreh~heilung do" hype'relliptiscl~n Functionen*) 
�9 besch~tigt sich mit einem speciellen Fall (n =~ 3) die~es algebrai~chen 
Problems, n~mlich mit der Atdgabe, die Gleiehuag: 
( 1 1 1 )  u 2  a = v~ ~ - -  [~ 
zu einer identis(~en za maehen. 

Fiat Clebsch bathe diese Aufgabe zun~chst ein rein algebraiseheu 
Interesse, indem er (wie vorher seh0n Herr Caytey) in u2 a -va* eine 
Art Normalform der bLu~ren Form 6. Grades sub. Er versehatfte aich 

*j G5tt. Abh. Bd. 14, 1869. 



einen Zugang zu diesem Problem, indem er damit begann, eine 
LSsung desselben, wie man jetzt sagen w~irde, zu adjungiren and 
die Aufgabe zu behandeln: wenn u2" ~ %" gegeben sind, u2, % so zu 
bestJmmen, dass die Gleichung: 

(112) %~ __ %~ _~_ ~h,~ _ %,2 
zu einer iden~ischen wird. Er zeig2e dann, class diese Aufgabe ausser 
der selbs~verst~ndlichea LSsung u ~--u', v - ~  v" noch 39 andere LSsungen 
besitzt~ welehe in 27 und 12 zerfallen. Jene 27 ordnen sich in 9 
Tripel, die sich dutch eine H e s s e' sehe Gleichung 9. Grades bestimmen 
lassen; die 12 iibrigen LSsungen b~ngen yon der Resolvente 12. Grades 
dieser Hesse'schen Gleiehung ab. 

Herr C. J o r d a n ,  dem Clebseh diese Gruppirung mit~heil~e~ war 
damals eben mi~ den Theilungsgleichungen der Abel'schen Functionen 
besch'~ftigt und erkannte, dass dieselben Gruppirungseigenschahen dem 
speciellen Dreitheilungsproblem der hyperelliptischen Functionen (~-2)  
zukommen. Daraufhin gelang es Clebsch in der Tha~, das letztere 
Problem auf seine algebraische Aufgabe zar~ickzuffihren. Er bedient 
sich dabei (ffir uns unnS~tLigerweise) einer Dars~ellung des hyperellip- 
~ischen Gebildes im ternEren Gebie~ (Curve 4. Ordnung mit einem 
Doppelpnnk~); der Rationalit~tsbereich, in welehem er sieh bewe~ 
gehSrt zu einer Zerlegung yon f in q~2" $~, wie solche w 24 gelegentlich 
Erw~hnang fanden. Im iibrigen entspricht der Ansatz yon Clebsch 
ganz dem allgemeinen Ansatz des w 33. 

Entsprechend seiner urspr~inglichen Auffassung des Problems als 
eines solchen canonischer Darstellung betrachtet Clebseh als Unbekann~e 
nich~ die Coeffieienten yon u~ aaeh nicht die Simu]taninva~ianten yon 

und f, sondern die Simultaninvarianten yon u und v, sodass seine 
Resultate, soweit sie expticite algebraische Darstellungen der auf- 
tretenden Resolventen enthalten, nicht unmittelbar f'~r die Theorie der 
hyperelliptisehen Functionen nutzbar sind. Ueberhaupt scheint das 
stricte Festhalten an dem Princlp, nur mit reine~ Invarian~en zu 
operiren, zu Rechnungen yon gr5sserer Complicir~hei~ zu fiihren, als 
es die algebraische Natur des Problems an und ffir sich bedingen 
wtirde; eine Bemerkung, die auf sehr viele Entwiekelungen mancher 
Invariantentheoretiker Anwendung finder. 

w 35. 

Weitsre Discussion der allgemeinen Theilung. 

Es mSge wieder an die ~ormulirung des allgemeinen Theilun~- 
problems angeka~ipft werden, wie s/e w 32~ Glchg. (102) u. (103) 
gegeben warde: 2a Stellen y sind gegeben, 2v Stellen x sind so zu 
bestimmen, dass: 
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( h a )  . . .  ~ + . . .  

wird. Urn di~se Gteidmng zwlsehen trans~ndenten F~nctionen jn 
eine aigebraische Gleichung un~zasetzen, woUea wit zuu~eh~t eon- 
ju~rte SteUen nicht unterse3aeiden; m. a. W. ea mSge auf der reehten 
Seite der Congruenz (113) vor jedes Integral ~_ geschriebea uad al3e 
so entstehenden 2z.~ Probleme in eines zusammengefasst werdezL 

Die Stellen y zusammen mit ihren conjugirtea sind Nullstellea 
einer bestimmten Porto v,u; die Stellen x zu~ammen mit ihren coa- 
ju~rten werden erhalten werden dutch Nullsetzen es zu bestimme~- 
den Form u2,. Andererseits zeigt die Coa~aenz (115), dass die Stellen 

y zusammen mit den n-fach gez~hlten 8tellen x :Null~tetlea eider 
ganzen Function: 
(114) g ~ ,  -{- 7,.+~.-_z ~/l~ 

auf der Fl'~che sei~ mi~ssen; die conjugirten S~]len sind dana Nu]l- 
stellen yon: 

( n 5 )  g -+ , ,  -- 7,,+~-~ Ki~7. 

Demnach muss eine Ideatit~it der Form best~hen: 

( n 6 )  ~'~=(~+rVT)(q-~/7")=f-zV. 
Sobald umgekehrt Formen u, ~'~ 7 gefunden sind, welche diese Old. 
chung zu eine~ ideatischen machen, werden yon jenea 2 -~,~ Prob]emen 
zwei gelSst sein, n'amhch eines, bei welchem die gegebenen Stetlen 
sich siimmtlieh nnter den N~llstellen yon: 

und eines bei welehem sie sich s'ammt|ich anter den Nullstellen yon: 

g - -  7V~ 
befinden. Das Resultat dieser Uebertegung~n is~ demnaeb: 

Sind nut die Argumerdwerthe Y, nicht die Sle~n y der I~icmann'- 
selma ~lSc]~e geg&e~, ~o re2riisentirt die Gle4chmu~ (113) 2,~ vcr- 
schiedene T?~ilungsFrobleme; alle diese rind in der _Fo~derung cnti, aIten, 
u~,, g~,+~, 7,,+~-s so zu bestimmen, &zss idens 

u~v ~ g*  - -  7~-f  

sei. Siam abet nh'ld nut die Argumentwertt~ y, sanden~ auch die 
Std/za y ge~eben, so sind yon d~n Zgsungen d;~cs a~]ebralschen I'r 
nur diejenigen bdzubelwAten~ in welc)~n die Slellen / ,  y".. .  y(~' 
Nullstdgen eines und de~'sdben do" bebJe~, ~'actoro~ g -~. y ]//, g "~ 7 / )  
si~l; die ges~uzhten ,~teUen x sirul da~m n-fax~ g~iihIt dic iibrigen Null- 
si421en e l ~  dhze~ Factors. 

Mathemati~cbe .k~Meu xN~V. 17 



w 36. 

Die Konodromiegrappe dot speciellen Theilung. 

Nav~adem wit unsere Theilungsprobleme in bestimmte algebraische 
Formulirang gebracht haben~ wenden wit uns zur Aufsuehung ihrer 
Grappen und beginnen mit der Monodromiegruppe der allgemeinen 
Theilang. Wit bedfirfen zun~ehst einer passenden Bezeichnang der 
LSsungssysteme: ~hnlich wie Herr C. J o r d a n * )  bezeichnen wit das 
dem Perioden- n t~ 

(117) ~'~' + ~'~' + ~3~s + ~4~4 p% 

en~sprechende LS~ngssystem mit: 

(118) s,,,~,~,,,,. 
Die Zahlen v sind dabei mad. n zu nehmen; durcMiiuft jede derselben 

ineongruente Werthe, etwa 0, 1, 2 . . .  n - - 1 ,  so repr:,isentirt 
(118) die n 4 verschiedenen LSsungssysteme~ jedes nur einmal. 

Die Parameter (w 31), auf welche sich die Monodromiegruppe 
bezieht, sind die Coefficienten van f. Durchlaufen dieselben irgend 
wetche gesehlossenen Wege, so treten an Stelle der Perioden co neue, 
a)', vermSge der Sabstitationen (1"2) des w 4 (vgl. w 8). Das Perioden 
v t~l (117) geht dabei aber in: 

und wenn dies gleich: 

ist, so hat sich das LSsangssystem (118) in das andere: 

verwandelt. Die d hiingen abet mit den v zusammen**) dutch die 
Congraenzen: 

v / -~a ,~ , ,  + a.)v., + a~v 3 + a~v~, 

(I19) v2" ~___ b,v, + bzv. ., -[- b3v ~ + b4% , (mad. n) 
va' ~ c, vt + c2 v: + c3v~ + c~ v4, 

Indem diese Congruenzen die Indices derjenigen LSsungssysteme 
angebeu, welehe bei den Operationen der Monodromiegrappe an die 
Stelle gegebener LSsmagssysteme treten, lmnn man sagen: 

") Trai~ de~ sabot, p. 356. 
**) Man vergleiche die Transformation der Elementarcharakteristiken in w 6, 

GL (3l) u. ($1a). Dabei ist nur zu beachten, dass dart h' ffr ~,, h ffir ~" steht. 
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Die Monodromiee2rutoe des s l ~ e c ~  Theilung~,'oblems ist definirt 
dutch das Congruenzensystem (119), c~ssen Coefficie~ten den Bedingungen 
des w 4 (nwd. n) geniigen mii~a. 

M_it Rticksicht auf w 15 kann dies Resultat aueh so ausgesprochen 
werden: 

Die Hauptg~tF2e der 71fodulfu~ionen (w 13) reducirt sich dutch 
Adjunction der .Princi~alunt~ryruploe n t'~ Stufe auf eine 6irul~1~e, zu 
we2zher die Mo~wdromiegr.u2pe der s~eciellen n.Theitung hdoedri~eh 
isomorph ist. 

Die Ordnung (Anzahl der Operationen) tier letzteren Gruppe ist 
also gleich dem Index der Principalun~ergruppe n t~ Stale, ngmlieh 
(naeh G1. (49)): 

/V = (n~ - -  1) .  n~. (n~ - -  1) .  n. 

Das LSsungssystem soooo bleibt bei allen Opel-,~tionen der Gruppr 
an seiner Stelle, wie es sein muss, daes  ja rational bekannt ist. 

w 37. 
Die Monodr0miogruplm der allgemoinen Theilang. 

Es sei die einzelne LSsung wieder mit einem Buehstaben bezeiehnet: 

entsprechend dem zugehSrigen hrgumentensystem: 
w + v , ~  + ~ t ~  "4- ~a~'s + ~s . 

Diese Bezeichnung wird dawn eine ganz bestimmte seiu, wenn iiber 
die Integrationswege, auf welehen die Integralwerthe w e~-halten werden, 
eine bestimmte Festsetzung getroffen ist. Es werde vorausgesetzt~ 
dass das geschehen sei; in weleher Weise, ist gleiehgifltig. 

Um nun die Monodromiegruppe des Problems zu erhalten, wird 
man einerseits die Coefficienten yon f'~ andererseits die Stelle (y, ~/f--~) 
gesehlossene Wege durehlaufen lassen mfissem Die erstere Operation 
fiihrt die Indices v, den Resultaten yon w 36 zufolge, in andere d 
fiber, welche mit jenen dutch die Congruenzen (119) ~erbunden sind., 
Durehl~uft abet eine Stelle y etwa den ersten Periodenweg, so vet-. 
mehrt sich v 1 um 1, bei wiederholteza Umlauf um eine beliebige gauze 
Zahl~ dasselbe liisst sieh bei den iibrigen v erreichen. D& Monodromie- 
gruppe G des allgemeinen Theilungs~roblems kann also definirt werden 
dutch ain System yon Congm~enzo~, wdclxs aus dem System (119) dutch 
Zufi~ung additive*" Gtieder entsteht, etwa." 

%' ~ A ~ al vl ~ a2 v2 ~ as v.~ -p a, %, 

(120) v.( ___~ B "I-- blvt -F bzv2 "~- b:~'~ -[- b4v*' I (rood. n) 
%' ~ C -F- cl ~'1 + c2 v2 + e~ v3 "4- e4 v4, 

17" 
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0~r wo N i~ (49) definirt ist. 
Es mSge hier sogleich die Frage naeh UntergrupTen yon G ge- 

stellt werden, die wit ffir alas specielle Problem erst sparer aufweffen 
werden. Man erkennt zan~chst unmittelbar: 

.F_.d~ erstes ~ d s ~ l  einer solchen Untergruppe liefert die Monodromie- 
grv4rpe 91 des specielTzn Theilungsproblems fiir diesetbe Zahl n. 

Der Index yon gl in Bezug auf G i s t  n ~. 
~ine zwd2e Untergrulvpe g., wird gebzTdet yon den Substitutionen 

der Form: 
v (  -~ v t + A ,  

(121) v 3' ~ v 3 27 C, 

v4' --~ v4 27 D. 
Diese Unterglmppe ist innerhalb der Grnppe G ausgezeichnef. Denn 

aus den Congruenzen: 

v t ' ~ A 2 7 a ,  v 12 7 a  ev 2 2 7 - - . ,  etc., 
v," ~ v," + A', etc., 

in welchen die c3, d3 . . . .  (vgt. w 4, G1. (14)) das inverse System zu 
dem der a bilden, folgt sofort: 

v~'~__v i 27A'"; 
d. h. wird eine Operation yon g2 dureh eine Operation yon G trans- 
formlrt, so wird wieder eine Operation yon g2 erhalten. Das aber is~ 
die eharakteristische Eigensehaft einer ausgezeiehneten Untergruppe. 

Der Index dieser Untergrappe in Bezug auf G i s t  N. 
Zu diesen beiden Untergruppen suchen wit nun zugehSrlge 

I'~olventen. 
Bei allen Operationea der Untergruppe g, bleibt Sooo~ an seinem 

Platze; andeterseits wird diese Wurzel bei jeder Operation yon 0, 
welehe nieht zu gt gehSrt, dureh eine andere Sa~eD erseLzt. Eine zu 
gl gehSrige Resolvente ist also die Gleichung, yon weleher So0oo ab- 
h.~ngt, in. a. W.: 

Zm der Unter;ru~pe gt des allgemeinen TheiZungszvroblems gehVrt 
als _P, asdvente ebea dieses allgemd~e Theilungsproblem sdbst. 

Fine Resotvent~, welche der Untergruppe g2 zugehbrt, wird er- 
halten werden, wenn man eine Function der S kennt, welche bei den 
Operationen dieser Untergruppe unverrandert bleibt. Da nun diese 
Operationen dadurch zu Stande kommen, dass die Stellen y ge- 
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schlossene Wege besc~relben, so wird die gesuchte Function yon 
diesen Stetlen rathmal abh~ngen miissen. Solche Funetionen siad 
aber die L6sungen des s~vecie212n Theilungo~rob~ms. Die elnzedne 
Wurzel desselben wfirde jedoeh dam hier in'~ Auge gefassten Zweeke 
insofern nieht entspreehen~ als sie nieht nur bei den Operationea 
yon g~, sondern aueh noeh bei andern Operafionen unge~ndert bleibt. 
Da jedoeh diese hinzutretenden Operationea ftir jede Wurzel des 
speeiellen Theilungsproblems andere und andere sind~ so wird eine 
Function dieser Wurzeln, welche bei keiner zul~ssigen (in gl eng.. 
haltenen) Vertauschung derselben ungermdert bleibt, m. a. W. so wird 
eine Wurzel der im ~inne der Monodroraie~uppe gebildetea Galois'-. 
sehen Resolvente des sper Theilungsproblems sieh als zweck-. 
entsprechend erweisem Auf diese Weise gelang~ man zu dem Resultate~ 

Zur Untergru2~e g~ ge]~Srt a~s t~esolv~te des a~lgeme'inen Theilungs- 
problems die im Sinne der M~aodromieffru2pe zu bildende Galois'sc]~e 
iResolvente des sl)e~iellen fT~eilung~,~vroblems, 

Ob man nun d/e Wurzel eider solehen R~solvente adju,ugir~ ode~ 
siimmtliche Wurzeln des speciellen Theilu~gsproblems selbst~ hat ganz 
die gleiche Wirkung; es soll deshalb im l?o]gendea der Ktirze halber 
zumeist yon letzterer Operatfon gesprochen werden. 

w 38. 

Aufl5sung des aLlgemeinen Theilungspreblems nach Adjuncfion der 
Wurzeln des speciellen.*) 

Wird nun der I~tionalit~tsbereich erweitert, indem die Wurzeln 
der speciellen TheiIungsgleichung als bekannt angenommea werden, 
~o erscheinen nebea den y nicht mehr die Coeft~cienten yon f, sondern 
eben diese Wurzeln als die Parameter, welcho bei Bestimraung der 
Monodromiegruppe des allgeme[nen Problems zu Grunde za legen sind. 
Werden abet siimmtliche WurzeIa des speciellen Theilungsproblems zu 
ihren AnfangswertJaen zuriiekgeftihrt, so kehrfi auch jeder Perioden- 
brachtheil 

wieder zu seinem Anfangswerth zuriick, demnach aueh jedes S~,.,~,~,.~ o 
soda,ss die Monodromie dieser Parameter fiberhaupt keine Permutation 
der S bewirkr Solche PermuSationen kSnnen also nur noch darch 
die Monodromie der Stellen y hervorgebraeht werden: diese aber 
liefer~ keine andera Olperationea als die der durch die Congruenzen 
(121) definir~en Untergruppe gl- M. a. W.: 

") Vgl. Hermite, Cr. d. Bd. 32, p. 277 (Jacobi's ges. W. Bd. II, p. 87). 



Du~,d, Adju~ion s~n~ntlie~r Wur~el~ des @ ~  1~e~?ungs. 
~ o ~  redudrt sich die Mo~dromiegru~ des allgemeinen auf die 

So ffihr~ die direc~e Betrachtung der Monodromie der neuen Para- 
meter zu demselben Resulta~ zu welchem auch der al]gemeine Satz 
der Algebra geffihr~ haben w~irde: 

Adjunction der Wurzeln einer ausgezeichneten ~esolvente redudrt 
das Hauptwoblem, ohne es ganz zu 16sen.*) 

Die Gruppe g~ auf deren Untersuehung man so gefiihrt is~, hat 
einea sehr einfachen Aufbau: alle ihre Operafionen sind untereinander 
vertausehbar. Eine Gleichung, deren Gruppe diese Eigenschaf~ besitzt, 
nennt man eine Abd'sche G~'chung**). Die Grappe erw~chs~ aus 4 
erzeugenden 0perationen~ welche in Vermehrung je eines v am 1 be- 
stehea; jede derselben besitzt eine Periode ~ n. In Folge dessen ist 
unsere G]eiehung dutch Nebeneinanderstellen yon vier n ten Wurzeln 15s- 
bar~ und wit kSnnen das Resultat zusammenfassen in dem Satze*~**): 

2gach Adjunction der Wurzeln des s2eeiellen Theilungsproblems 
finder das allgemelne seinen Ausdruck in einer vierfaltigen Abel'schen 
~leicl~ung und ist daher algebraisch~ n~imlich dutch 4 nebeneinander- 
gestellte n ~ Wurzeln, 16sbar. 

Die wirkliche Ausfiihrung der AuflSsung geschiehr in bekann~er 
Weise durch die Resolvente yon L a g r a n g e ;  man vgl. /ibrigens w 31. 

w 39. 

Resolventon dos speciollen Thoilu~gsprobloms auf Grand der 
Monodromiegruppe. 

Wir wenden uns nunmehr wieder dem speciellen Theilungsproblem 
~u and ~tellen zuniichs~ die Frage nach ausge~eichneten UntergruFpen. 
Eine solche is~ die Grappe yon nut zwei Operationen: 

r �9 _ _  

t 

(122) 2,o ~ v~, v '  - -  und: (mod. n) 
v 3' ~_ vzj %" ~ - -  %, 

Eine zugehSrige Resolvente muss zur Wurzel eine Function der 
L~sungen haben~ welche unge~ndert bleibt~ wenn s~immtliche Perioden 

") Ygl. etwa C. Jordan, ~r. des subs~', p. 261 oder l~etto, Sub~titutionen- 
theorie p. 264. 

**) VgL etwa C. Jordan~ a. a. O. p. 286 oder Netto, a. a. O. p. 189 ft. 
*~) Clebsch u~d Gordon, Abel'~che Funct~onen w 70. 
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im Vorzeichen ge~udert werden, also den Theilwerth eb~er geraden 
hyperelliptischen Function. Es folg~ hieraus: 

Die s~edeUe Theilung l&~st sich spaIten in ein l~roble~ mit einer 
1 Grutrpe der Ordnung y 2r und in ein .Probt#m mit einer ~ruffl~e der 

Ordnung 2. Als das erstere ~aznn die specielle Theilung der geraden 
lZunctionen gewShlt werden; ist dieselbe erledigt, so erfordert die Theilung 
dcr ungeraden ~'unctionen nu," noch die Ausziehung eine r Quadratwurxd. 

Es ist dieser Spaltung schoa oben bei der algebraisehen Formu- 
lirung (w 33) Rechnung getragen worden, als zwei eoajugirte LSsungea 
zusammengefasst und damit der Grad des Problems yon n 4 - - 1  auf 
1 -~ (n 4 - -  1) herabgedr~ekt wurde; doeh konnten wir damals noeh aicht 

sehliessen, dass naehher eine Quadratwurzel ausreicht~ - -  
Die Gruppe des geraden Problems li~sst sieh nun am einfachsten 

schreiben, wenn man die v nur als Verh~ItnissgrSssen auffasst: die 
Quofienten der v bleiben ja ungeiinder~, wenn ma~l die v alle das Vor- 
zeichen wechseln li~sst. Setzt man, um dies auszudracken, eineu 
Proportionalit~tsfaetor 0 za, so erh~ilt man flit die Mono&'omiegru~*e 
des speciellen Theilungsproblsms der geraden l~unctione~ die Form: 

0 v~" ~:. at v~ -{- a.~ v., .-~ a a v s ~-. a~ v~, 

(123) 0 v2' ---- 51 v~ -~- b., v., ~ ba v~ ~- b~ v~, (rood. n) 

Dabei hindert die Bedingung: 
(abed) ~--- 1, 

welcher die Coeffieien~n gentigen miisseu, dem Mulfiplieator ~ andere 
Werthe als ~ 1 beizulege~. 

Naeh den Uatersuchungen des Herra C. J o r d a a  ~) i~t diese 
Gruppe einfach, d. h. sie enthiilt keine ausgezeiehnete Ua~ergruppe 
mehr. 

:Es ist also eine weitere Spaltung des speciellen ~heilungsproblems 
nicht mehr m6glich. --. 

Wean soaaeh auf eine Zerlegung des AuflSsungslaroeesses in 
einzelne Schritte verzichtet werden muss, so bleibt nur noeh die Frage 
nach geeigneten Glelchungen, welche als algebra/seher Ausdruek des 
Problems gelten kSnnen, d.h. die Frage naeh (nieht a~sgezeiehneten) 
Untergrup~en und l~,esolveaten. Bei der Bean~wortung dieser Frage 
wird man sich wieder leiten lassen dureh die Resultate, welehe die 
Behandlung der entspreehenden Frage in der Theorie der ellipli~c7~n 
Functionen geliefert hat. hls das wiehtigste Resultat erseheiut dort, 

*) Tr. des sub~t, p. 176 ft. 



H ~ C H  B U ~ A ~ T .  

d ~  das s1~ie ~ T r  ans['ormationsl rt ob lem eine l~ e s o Z ~ e n t e des ss 
1'he~Tungsproblems ist: w~hrend dem letz~eren eine Gruppe zukomm~ 
clio dutch die Congraenz: 

(124) Ovl"==--axvl + a~v~ } (rood. n) 
~v2" ~ bj~l + b~v2 

mi~ tier BedLugung: 
a lb 2 -  b la  2 . ~ 1  (rood. n) 

dargestetlt ist, bleibt die einzelne Wurzel des Transformationsproblems 
unge~mdert bei "derjenigen Untergruppe yon (124)7 welche dutch die 
Congraenz: 
(125) a~ ~ 0 (rood. n) 
definirt ist, bezw. bei einer mit dieser gleichbereehtigten Untergruppe. 

Versueht man nun aus der Gruppe (123) in iihnlieher Welse, wie 
dies dutch (125) aus der Gruppe (124) gesehieht, Untergruppen ab- 
zascheiden dutch Cong, ruenzen, welehen die Coeffieienten unterwoffen 
werden, so sieht man leieht, dass das in doppelter Weise geschehen 
kann. Man kann erstens 

bl - -  c l - -  dl - - O  

annehmen; der Bilinearrelationen (15) wegen mass dann aueh: 
e z ~ e 4 - ~ - O  

gesetzt werden, sodass das Coeffieientenschema die folgende Gestalt 
annimmtz 

01 a2 a3 a4 t b2 ba 
b~4 . (rood. n) (126) ~0 0 c~ 

' , ,o d, d , /  
Die stehengebliebenen Coefficienten miissen dabei selbstverstgndlich 
noeh den fibrigen Bilinearrelationen.geniigen. 

Man kann aber zweilens aueh den vierten Theil des Schema's mit 
Nulhn anfiillen, sodass es folgende Gestalt annimmt: 

(127) bl b2 b3 /)4 (rood. n) 
0 c~ e~/ '  
0 d~ d4 

und dann die so definirte Gruppe betrachten. 
Es erheben sieh nun die beiden Fragen nach den I~/ces dieser 

beiden Arten yon Untergruppen und nach zugeh5rigen l~eso~venten, 
Ffir die Gruppe (126) kann man die htztere Frage direct angreifen 
und damit auch zugleich die Beantwortung tier ersteren erreichen.*) 

*) H. Weber, annali di mat. set. H, t. 9, p. 156. 
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Sei wieder s,,,~.,,, die allgemeine Bezeielm-~mg ~ r  die Wurzeln des 
speciellen Theilungsproblems: man bride, unter g eiae I~rimi~ive Wurzel 
der Primzahl n verstaaden, eine ~d/~/sche Function der LSstmgssysteme: 

%o00, sgooo, s ~  . . .  s x ~ ,  

so wird dieselbe bei allen Operationen der Gmzppe (126) and bei keinen 
andern ungegndert bleiben. Denselben Dieng~ wird abet aueh eine 
symmetrische Function dieser Wurzela leisten, da die Operationen, 
bei welchen eine solche sonst noeh unge~nder~ bleibt, der hier zu 
Gnmde zu legenden Gruppe (123) des speeiellen Theilun~problems 
fiberhaup~ nicht angehSrea. Es mSge also etwa die Summe: 

(128) C ~ -  slooo + s_~o00 + S3ooo + "" �9 + s . _ l , ~  
den folgenden Auseinanderset~ungen zu Grunde gelegt werden. Der 
Grad der Resoivente, weleher C geuiigt, bestimmt sieh folgender- 
massen: Durchlaufen die Parameter bestimmte Wege, sodass etwa 
slooo in s ~ n , ~ ,  fibergeftihrt werden, so ist damit alleia scbon vSllig 
bestimmt, in welche Werthe die fibrigen ia C aaftrctenden s iibe~- 
gehen: aus s2ooa wird s ~ , , ~ , ~ , , s n  aus s~oo~ ss~,.s~,.sn, s,, u. s, f. Die 
n 4 --  1 Wurzela des speciellen Theilungsproblems lassen sich also in 
der Weise in Reihen yon je n -  1 Wurzeln zusammenfassen~ dass 
die Summe der Wurzeln jeder Reihe einen der Werthe liefert, welche 
C bei den Operationen der Gruppe des Problems annimmt. C besitzt 

# - 1  versebiedene Wer~he, und das Resultat i~t: also n -------V 

~ e r  Grad der ~esolvente~ wdcher C geniOt , ist: 

~,- i _-- n3 +. n~ + n -F I; 

dieselbe Zahl  giebt also den Index der Untergrulx)e (126) an. 
Im Falle n ~ 3 ist iibrigens diese ]~esolvente ffir C keine andere 

als diejenige, welche die speciel]e Theiiung der geraden hyperelliptisehea 
Fanctionen liefert; da n'~mlich stets 2 v  =___ ~ v (rood. 3):, so reducirt 
sich C in diesem Fslic auf: 

s+~,,+.~ +~,,+ n -1- s - ~ . - n . - n ,  -n"  
Die Untersuehung der Untergruppe (127) beginnen wit am be- 

quemsten damit, dass wi~ ihre Ordnung (die An~Jat ihrer Substitu- 
tionen) direct abziihlen und aus dieser den Index ableiten. Von 
den aus den Bilinem~elationea (15) entspringenden Conga'uenzen ist 
bier die erste ideztisch erfiilIt, die folgenden liefera (rood. n): 

(129) ate  ~ + b~d a ~ 1, 
(130) ate ~ + b td  4 ~ O, 
(131) a:e a + b2d a ~ O, 
(132) a~c~ + b~.da = 1, 
(133) a3ea - -  aaea "Jr" bad~ - -  bad a - ~  O. 



2 ~  H ~ c a  Bnaga,srm'r. 

Wird: 

gesetzt, so folgt ans (130) und (131): 

c 4 ~ - -  ~ b ~ ,  b~ - ~  ~ r e 3 ;  

wird beides in (132) eingesetzt, so folgt mit R~cksich~ auf (129): 

(1~) -- ~ v  ~ 1. 

Nun kSnnen zun'2ehst, wie aus der entsprechendea Untersuehung 
fiir den elliptischen Fall hervorgeht~ 

at,  bl, % d3 
auf n(n 2 ~  1) verschiedene Arten so gew~hlt werden, dass (129) er- 
fiillt ist. Die Congruenz (134) 1Rsst sieh dutch n -  1 Werthepaare 
g, v befriedigen; jedes derselben liefert, wenn at ,  bl, c3, d3 fixirt sind, 
eine mad nur eine 13estimmung fiir a~, b~, e~, d 4. Sind aueh diese 
festgelegt, so lassen sich yon den 4 noeh iibrigen Coefiicienten a3, a 4, 
b3, b 4 immer drei willkiirlich w~hlen und der vierte so dazu bestimmen, 
dass auch (133) erftillt ist; und zwar nut auf eine einzige Weise, denn 
man iiberzen~,~ sieh lelcht, dass c3, c4, d3, d 4 niemals alle gleichzeitig 

0 werden. Dies liefert also noeh n z MSgliehkeiten, und man er- 
h'7.1t so fiir die Ordnun# der bier zu bestimmenden UntergTuppe die 
Zahh 

(n ~ -  1) n . ( n - - 1 ) . n  3 

und also s ihren Index (vgl. (49)):*) 

(:35) ' * ' -  ~ =- (n + 1) (n~ + :) ~ ~3 _{_ n~ + n -l- :. 
~ I  

Nun werden wir sparer zeigen, dass die Gruppe (127) die Gruppe 
des speciellen Transformationsproblems ist; vorgreifend kSnnen wir 
also sagen: 

Die zweite do" oben aufgestellten Un~ergrup2en fiihrt zu einer 
Reso~vente des speciellen Theilungsproblems, welche nichts anderes ist als 
do" Ausdruck des s~eciellen Transfarmations~oblems. Der Grad der- 
selben h't dvrselbe, wie der der t~esolven~e fiir C~ ntimlich 

n ~ q - n ~ q - n ~  - 1. 
�9 O? Was nun die bra~e nach etwa noch welter vorhandenen Unter- 

grupl~en und zugehSrigen Resolventen betrifft, so hat Herr C. J o r d  an**) 
ffir n ~--3 Untergruppea yon den Indices 45, 40, 36, 27 angegeben 
mad gezeigt, dass die :Resolvente 27. Crrades der~selben Affec~ besi~zt~ 
mie die Gleicktmg~ van wdcher die :Bestimmung der 27 Geraden einer 

*) Eine andere Ableitung fiir dieso Zahl giebt C. Jordan, tra~td p. 666. 
**) a. ~. O. p..~5 if. p. 416 if. 
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Fl~he I I f .  Ordm~j ab]~gt. (Ueber die wirkliche Reduction beider 
Probleme auf r vergl~iche man den Brief yon F. K l e i n  an 
C. J o r d a n ,  Journ. de math. sgr. 4, t. 4, p. 169). 

Ferner hat C. Jordan gezeigt*), da~ fiir n~-~ 3 keine Resol- 
vente yon niedrigerem als dem 27. Grad, und angegeben~*), dass fiir 
,~-----5 keine Resolvente yon niedrigerem Grad existirt als der des 
speciellen Tra~asformationsproblems ( ~  156). 

Herr G i e r s t e r  hat***) die unaloge Frage im Gebiet der eUip- 
tischen Functionen dadurch zum Abschluss gebracht, dass er unter- 
suchte, wie man aus den bekannten endlichen Gruppen bingrer linearer 
Substilutionen entsprechende Gruppen bin~rer linearer Congruenzen ge- 
winnen kSnne, und indem er den Beweis hinzufiigte, dass man auf 
diese Weise s~mmthche Untergruppen enth~ilt. 

Damit mSgr die Angaben fiber die Monodromiegruppe des speciellen 
Theilungsproblems abgeschlossen sein. 

w 
Arithmetische Gruppe des Speciellen ThBilungsprobloms, 

Wir wenden uns nunmehr der Frage na~h der arithmetischen 
Gruppe zu. Eine untere Grenze ffir dieselbe ist dutch die Monodromie- 
gruppe gegeben; eine obere Grenze liefert der bekannte Sat,z: Sobald 
irgend eine Yerbindu~g der Wur,zd~ des Problems rational be'kann~ 
i~t, kann die Galois'sche Gruppc desse~ben j~denfalls nicld gr6sser sein, 
als class diese _~'unction bei allen Vertauschungen derselben ihren nurae- 
risehen Werth behalf. 

Eine solche Ftmction wird nun durch das Additionstheorem in 
der That geliefer~o Aus demselben folgt n~tmlich: Ist: 

el" ~ ~ ~ -{- ~,/, 

�9 (rood. n) (136) u3,, __--_ ~':~ _~_ ~'~, 

?/4" ~ ~4t "~ 2'4' 

so ist s~,,,~,, n'*;' ira Sinne des bier zu Grunde zu legenden Rationali t~- 
bereichs eiae rationale Function yon s~,~,,~, und s~,~,,~,,,,, mit rationalen 
Coefficienten; es besteht also eine Gleichung der Form: 

Die linke Seite dieser Gleichung ist h~ernach e~ne rational bekannte 
Function der Wurzetn. Die arithmetische Gruppe unseres Problems 

*) a. a. O. p. 319 ~. 
**) a. a. O. p. 667. 

*~) Dieser Ann. Bd. 18, 



kaaa also nur aas solchen Vertauschuagen der Wurzeln bestehen, 
bei welchen diese Fsnction, die gleieh Null is~, auch Null bleibt; 
sad de is~ nur Null far: v"~---v + v" (wie die Congruenzen (136) 
karz zasammengefasst werden mSgen). Damit is~ das erste Resultat 
exhal~en: 

.Die arithmdizche Gru~ke des sl~eciellen Theilungsprobtems kann nur 
aus solvhen Vertauschungen der L6~ngssysteme bestehen, bei wdchen 
t~eziehungen der Form: 

u"-~-v+v" 

Diese Vertausehangen lassen sich nun, wie C. J o r d a n * )  fiir 
den elliptischen Fall gezei~ hat~ in folgender Weise bestimmen. Sei: 

(138) ~, = / ; ( ~ , ,  ~ ,  ~3, n ) ,  (i = 1, '2, 3,  4) 

eine solche Substitution, so kann ass dem Ums~ande, dass mit 
v" ~-- v + v" zugleich -v" ~ "v+  ~ sein soll, geschlossen werden, dass 
die Functioneu f die Eigesschaft haben mfissen: 

(139) ~ ( , , ,  + , , 5 . - .  ,', + n ' )  ~ A(,,~, �9 �9 �9 n )  + ti(v,' ,  �9 �9 �9 ,q'). 

Daraus folg%, indem man v ' =  v setzt, dana v" = 2v  u. s. f., dass 
allgemein: 

(140) 5 ( m ~ 1 ,  �9 � 9  ~ n )  ---- m f . ( ~ l , .  �9 �9 n )  (rood. n)  

sein muss. Andererseits liefert Wiederholung yon (139): 

t i(n + ",' + ~'~" + ~' , ' ,"" ") 

= h ( v t ,  �9 �9 .) + f~(vl", " " .) + f , (v t ' ,  " " .) + f~(~("~ " " .) 
und hieraus fo l~ ,  wenn ausser vt ,  m', v.~", v4"" alle v ~ 0 gesetzt 
werden und zur ibkfirzung 1~1 (v), f}~ (v), ~ (v) , ~ (v) bezw. start 
]~(v, 0, 0, 0) , /](0,  v~ 0, 0),/~(0, 0, v, 0), ]~(0~ 0~ 0~ v) geschrieben wird: 

/;(~,, v~', ~ ' ,  n"')  ~- ~(~,)  +/;~(~.~') + t i~ (~")  + f , ( ~ " ) ,  
wo jetzt die oberen Indices auch weggelassen werden kSnnen. Die 
einzelnen f,.k miissen nun selbs~ der Functionalgleichung geniigen: 

5~(~ + ~') ~ f,~ (~) + f,~ (~'), 
und diese Fahr~ (wie (139) zu (140)) zu: 

~lld: 
1%(m) ~ mf, k(l) ~ a,~m, 

wo ai~ eine Constante ist. Damit ist ffir die Substitutionen (138) die 
Form gewonnen : 

") & ~. O. p. ~ 6 .  
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%' _~ a,% + a,v~. + a3v~ -4- a,%, 
v~" -~ bt rl + b. v,  + b3v3 + b~v~, 

(141) . . . .  *'3' ------- civ~ + c~v: + a~vs + c,v,, (rood. ,,) 

Die a, b, c, d sind dabei zan~chst keiner audern Bedingung ua~er- 
worfen, ale dass ihre Determinan~.e nicht ~ 0 (meal. n) sein duff, da 
sonst die Congruenzen (141) keine Substitution darst~llen. Also folgt: 

:Beziehungen der F~rm v" ~ v %. v" bleiben nut bei den Opera- 
tionen der linearen Gru~rpe (141) erha'lten. 

TotgZich ist die arithmetische GruF2e des specidlen Theilung~Woblems 
in dieser Grup1~e enthalten. 

Andererseits ist auf Grund eines allgemeinen $atzes*) bekaunt, 
dass die Monodromiegruppe eine ausgezeichnete Untergruppe der arith- 
metischen Gruppe isf~ Nun kann aber die allgemeinste Unter~uppe 
yon (141), welehe die M0nodromiegrappe ausgezeichrtet enth'~li;, dutch 
folgende Ueberlegung**) bestimmt werden: Bei allen Operationen der 
Monodromie~ppe bleib~ die Biliaearform: 
(142) v~ v j  --  v3 v(  + % v 4' - -  % v;  
(rood. n) erhalten; 'and zwar ist dies die einzige Bilinearform, wetehe 
diese Eigenschaft hat. Sell also eine Operation mit der Mon0dromie- 
gruppe vertauschbar sein, so muss sie die Bilinearform (142) in eine 
Function derse~ben ver~andela. Sell diese Operation zugleich unter 
der Grappe (141) begriffen sein, so kana diese Function~ da sis wieder 
eine Bilinearform sein muss, nichts anderes sein als ein Multiplum 
der urspriinglichen Bilineaxform. Also: 

Eine ~ineare Subs~itution~ we~che ,,nit der Monodromiegrul~pe ver- 
tausehbar ist, iindert die :Bilinearform (142) nut um eine mulliplicative 
Constante. 

Aber alle Substitutionen~ welche diese Eigensehaft haben~ ge- 
niigen***) den Relationea: 

[~, v~ ~ o,  [~, e~ - -  2), E~, d] ~ o ,  
(143) [b, c] ~-~ O, [b, d] ~___ D,  [c, it] ~ 0,] (rood. n) 

wobei D nur nieht ~_-0 (rood. n) sein darf~ damit fibelhaupt eine 
Substitution erhalten wird. Damit ist nun des i~esultat erha]ten: 

:Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilm~gsprobZems ist ent- 
halten i~ derjenigen Untergruppe Yet linearen Gruppe (141), welche 
dutch die Congruenze~ (i43) charal:terisirt i2t. 

*) C. Jordan, tr. des aub~L p. 278. 
**) C. Jordan benntzt a. a. O. p. 363 eine andere Ueberlegung. 

***) C. fforda~, ~. a~ O. p. 172. 
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Nau eath~lt (was ganz ebenso wie w 15 abzuz~hlea ist~, die 
Gruppe (143): 

(~-  1)~ 
Operationen, unter /V die Ordnung der Monoaromiegruppe (49) ver- 
staaden; also: 

Die ari~hmet~sche Gru~e ist h~d~stens (~ --  1) real so gross, aZs 
die MonodromiegruT2~e. 

Enth~lt die arithmetische Gruppe iiberhaupt eine der Operationen 
der Grulape (143), so enth~lt sie alle diejenigen, welehe demselben 
Werthe 1)1 yon / )  entsprechen; dean alle diese gehen dutch Zu- 
sammensetzung mit den Operat,~onen der Monodromiegruppe auseinaader 
hervor. Sie eathi~lt abet dana auch, wie sofort zu sehen, alle Operationen, 
ffir welche 1) -~- 1)1 ~, 1)13 . . . .  Die Anzahl der (rood. n) verschiedenen 
Potenzen yon /)1 ist abet bekanntlich stets ein Theiler yon n -  1; 
daher fotgt: 

Die arithmetische Grul~e besteht aus 6..N" Owationen , unter 6 
dnen Tl~iler yon n -  I verstanden, der zugleich anffiebt, wie vieler 
verschieg2ner Werthe das 1) innerhaZb der arithmet~chen Gru22e 
fah~g ~ .  

Nunmehr kann auch noch diese Zahl b" mit Hilfe eines indirecten 
Schlusses bestimmt werden. .Man bilde eine rationale Function der 
Wurzeln, welche die Eigenschaft hat, bet allen Substitutionen der 
Monodromiegruppe ungeiiadert zu bleiben, bet allen andern Ver- 
tauachungen der Wurzeln aber sieh zu ~ndern. Eine solche Function 
wird eine rationale Function der 2arameter mit irrationalen Zahlen- 
coeffc/e~en seth. Die einfachste Function dieser Art wiirde man 
exhaI~en, wean man erreichen kSnnte, dass die Parameter ganz heraus- 
fallen. In der That gelingt es bekanntlich im dli2tischen Falle, die 
v t~ Einheitswurzel ~ als rationale Function der Wurzeln des speeiellen 
Theilun~problems darzustellea. Da nun e ether irreduaibeln Gleichung 
mit einer Gruppe yon n ~ 10pexationen geniigt, so ist in diesem Falle 
in der That: 

uad es sind alle Werthe yon D zul~sig. 

Andererseits abet kann man ohne Schwierigkeit zeigen : 

1)ie spe~ielle e~iptisehe Theilung ist ein Specialfall der s2edellen 
hyperdli~tischen TI~itung, indem aus dem a~Tebraischen Ansatz fiir 
:p-~-2 (GZchg. (110)) sofort der entsprechende Ansatz fi~r ]p ~ 1 folgt, 
wen** man zwei Wurzetn yon fs zusammenfallen lgsst. 

Da ntm im elliptischen Fall die Adjunctioa yon ~ efforderlieh ist, 
um die arithmetisehe Gruppe auf die Monodromiegrupl)e herabzudriicken~ 
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so kann im hyperelliptisehea Falle, als dem allgemeineren, sicher nicht 
weniger efforderlich sein. Man wird daher aueh in diesem: 

zu setzen hubert und erh~lt so zun~chst ~as Resulta~: 
Die arithmetische GruF2e des s~eciellen Theilung~zroblems bestel~t 

aus al len Operationen, wdvhe den .Bedingungen (143) flit ~diebige yon 
1Cull versehiedene D geniigen. 

Was die ariihmetische Natur der Irrationalit~t; betrifft, dureh deren 
Adjunetioa die arithmetlsche Gruppr auf die Monodromiegruppe herab- 
gedrfickt wird, so wird man annehmen diirfen, dass dieselbe yon 
nieht versehieden sei. 

w 41. 

Arithm~tisch~ Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems. 

Die arithmetische Gruppe des atlgemeinen Theilungsproblems wird 
nun erhalten, wenn man die Monodromiegruppe der allgemeinen Theilung 
mit der arithmetischen Gruppe der speciellen ver~inigt. Denn die Re- 
duction der allgemeinen Theilung auf die specielle (w 37) erfordert 
nich~ die Adjunction yon irgend welehen numerisehen Irrationalit~tea. 

Die Zusammenfaasung aller bisher erlangten Einzelresultate fiihrt 
daher zu folgenden Schlusss~tzen. 

:Die ZSsungen des allgemeinen Theilungslrroblems ~eien wieder bc- 
zeichnet mit S~, . ,,, ,~, ~.. Dann kdnnen die Vertauschungen seiner 
arithmetischen Gru~2e definirt werck,~ dutch die Conffruenzen: 

v /  _~ A -4- alvl -{- a.y., -1- a3v3 ~- a4v4, 

v.," ~ .B ~ blv t --1-- b~v~ "-]- bay3 -~ b~v~, (rood. n) (~44) -, 
v~ = C "4- c~'1 -t- e., v.z -{- e~,~ -t" c~v , ,  

deren Coe[fcienten den ~edingunge~ zu gc~aiigen haben 

[a, b] ~ [a, d] ~ [b, c] -~ It, d] '~  O, 
045) [a, c] ---- [b, d] ~ 0. (rood. , ) .  

])iesen Be~ingungen geniigen n4- (n - -1 )  �9 1C Werthsysteme; die 
arithmetische Gru~2e des alIgemeino, Theilungsprobtvms entMilt also: 

na(n--1)_~ =-- n s .  (n2-{- 1) - (n-I- 1)"- �9 (n - - l )  a 

02erationen. 
Zur L5sung des allgemeinen Theilung~problems ftihren demnach 

folgende Sehritte: 
1. Zuerst ist die ~i~heitswurzel ~ zu berechne~; dadurch reduclrt 

sklt die Gruppe auf N n  40perati~aen. 
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2. ttierauf ist die s2ecidle Theilung get geraden hyperdli2tischen 
F ~ i ~ m  vor~unehraen; da&efeh reducirt sich die Grup2e auf 2n ~ 
o era  en. 

3. JDie speeidle T~7~4 der ungeraden hy~erdli2tischen Func- 
titmen verlarff# jetzt nut noch eine Quadratwurzelausziehu~g ; diese bringt 
eine t~eductio~ der Grutvpe auf n 4 0~erationen mit sich. 

4. Eaullich sind noch vier verschiedene nebeneinanderstehende n~ 
Wurzeln zu ziehen ; dadurch redueirt sich die Gruppe auf eine Operation 
und die Auflfsung ist erreicht. 

Alle diese Schritte lassen sieh dutch Warzelausziehungen ausfiihren, 
1 mit Aamaahme des zweiten, der mit einer Gruppe yon T_N Operationen 

zu thtm hat. 
Ausdraeklieh sei wieeterho]t, dass alle diese SKtze unter der Voraus- 

setzang: 
n eine ungerade Primzahl 

abgeleitet sin& 

VI. Abschnitt. 
Zweitheilung. 

w 42. 

~ o r m ~ g .  

Schon bei der ers~ea Formulirung des Zweitheilungsproblems 
zeigt sieh ein abweiehendes Yerhalten gegeniiber dem Problem der 
Theilang dutch eine ungerade Primzahl. Dort musste in der Gleiehung 
(115) links nothwendig eine gerade Anzahl yon Punkte= x auftreten; 
dena nut dann war die linke Seite u n a b h ~ g  yon der Auswahl des 
Verzweigangspunktes a. Se~z~ man abet das Zweitheilungsproblem in 
tier Gestalt an: 

z 

(146)  f + f +  . . . .  W'~'tt~ 
2 

so kann man links auch eine ungerade Anzahl yon Punkten haben, 
ohne dass dadarch eia Verzweigungspunk~ ausgezeichne~ wfirde; denn 
wird dann a dutch irgend einen andern Verzweigungspunkt ersetzt, 
so ~mdert sich die Integralsamme nut um eine halbe Periode; an 
Stelle des vorher angenommenen Werthes der reehten Seite ist also 
nut ein anderer tier Werthe zu setzen, deren sie ohnehin F~ig isf~ 

~F~ "kann demnach bei der Zweitheilung sowohl nach einer geraden, 
wie nach einer ungeraden An~ahl yon TunTd~n gefragt werde~; brides 
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sind _Fragesteltunge% die nicht yon der .Bevorzugumd einas eimebWn 
Verzweigungspunktes abhiingen. *) 

Von der Hereinziehung der Verzweigamgspunkte wild man die 
Frages~ellung am besten ablSsen. Der Umstaad n~mlieh~ auf welchea 
es allein ankommt, ist~ dass auf dem hyperelliptisehen Gebilde ei't~e 
Schaar yon ~Punlctg~xtppet~ yon vornherein rational "bd:a**nt ist: die 
Ptmkte des Gebildes sind paarweise eonjugirt, also siad diese Paare 
conjugirter Punkte rational bekannt. In  _Folge desse~z "k~nn man das 
U~&ehrwobL, w~ (41) in folgender Weise formuliren: 

'4' u" y-, ~ v  

/ + / § 2 4 7  . . . .  o 

indem ma~ als untere Grenzen der Integrale immer solcJ~e _Punt'~te2)aare 
z, ~ ansetzt. Von der speciellen Auswahl dieser Panktepaare ist dies~r 
Ansatz ganz una'bhiingig; er kniipft nur an die rational bekaante Schaar 
yon Punktgruppen an. Das Problem der n-Theilung entsteht nu~, 
indem man verlan~, die y solten zu je n in Punkte x zusammenfalle~. 
Ist p die Anzahl der x~ so ist nO die der y; ~Lach dem gemachten 
Ansatz muss diese Zahl eine gerade sein. ][st nun n ungerade, so 
muss ~) gerade sein; ist aber n gerade, so kann ~ auch ungerade ge- 
w~hlt werden; und das batten wit behauptet. 

Dementsprechend wird im folgenden yon einem geraden und einern 
ungeraden Zweithdlungsl~roblem die Rede seia. 

w 43. 

Da~ speciollo gorado Zweithoilungsproblorn. 

Das speeielle gei~ade Zweitheilungsproblem, mit dessen Discussion 
begonne~l werden mSge, l~sst ~ich ganz in derselben Weise behandeln; 
wie dies in den w167 33 und 36 mit dem speciellen Problem der Theilung 
(lurch eine ungerade Primzahl geschehen ist. ~ur  wird man, am zu 
einem algebraisehen Ausdruck desselbea za gelangen, in Glchg. (103) 
v nicht ~ 1 setgen, um nicht gieich za Anfang Falluaterseheidangen 
eintreten lassen zu miissen. --  

Die LSsungen kSnnen, ganz wie dies w 36, Formel (117), (118) 
geschehen ist, rait se,,n,n,n bezeichnet werden; dann ist wie dort 
soooo die rational bekannte LSstmg, welche auf die Systeme paar- 
weise conjugdrter Pankte fiihr~ uad die Permulationen, welche die 

*) VergL die pag. 246 cigirten Arbeiten des Herrn ~ i the r  im 16. und 28. 
Band dieser Ann., in welchen die e~t~precheudea Unterscheidungen ~r  belicbigc 
algebraiuche Gebilde stark betont ~ind. 

Aiath~t i$ch~ AJ~u~len. ~Y~X.V. 18 
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fibrigen 15 LSsurgen erf'ahren, wenn die Parameter geseh|ossene 
Wege durehlaufen, sind analog wie unter Nr. 119 gegeben darch die 
Congmenzen: 

(148) v2" ~ bj v I -~- b2~ 2 + b~ v 3 -{- b 4 v 4, (rood. 2) 

deren Coefficien[en natiirlich den Bedingungen (13) nach dem Modul 2 
genfigen mfissen. Mit Rficksieht auf (49) erhi~lt man demnach als 
erstes Resulmt: 

Die 3lanodromiegru~e des 9eraden spec4e~Zen ~weithe~Tungsproblems 
besteM eus den 720 in (148) enthal~en Opera~ianen. 

Ein Problem mit einer Gruppe yon 720 Operationen ist die wirk- 
liehe Aufsuehung der Verzweiguagspunkt% die LSsung der Gleichung: 

f~-0.  
In der That wird allgemein mit diesem Problem zugleich das der 

speciellen Zweitheflung der hyperellip~isehen F~netionen erster Stufe 
gelSs~. Denn die letztere f~ihrr (vgL w 29) auf Fanctionen [I. Stufe; 
ia w 22 ist aber gezeigt, dass fiberhaupt aZle Modulfaneiionen II. Stufe 
sich rational dutch die Coordinaten der Verzweigungspunkte ausdrilcken 
lassen. Also folgt zuniichst fiir den bier vorliegenden Fall des 
Problems: 

Die Glvlchung f~ ~ 0 ist ~ine ~esolvente des geraden s2e~ieIlen 
Zweitheitung@robtems. 

Seien, um das im einzelnen darehzufiihrenj x', x " . . .  irgend 
welche Punkte, die eine bestimmte:LSsung s ...... ,~, ~, des geraden speciellen 
Zweitheilungsproblems tiefern; dann werden x , x  . . . . .  . . .  dieselbe LSsung 
darstellen. Sie geben n~mlich (vgl. w 33) s_,,_~,, _~,, _,,, und das 
ist bier yon s,~.,~,,, nieht versehieden. Also folg-t: 

.Ein jedes Punktsystem, welches eine Lgsuug des s2ec~elZvn Zwei- 
the~ungsprob~ns liefert, ist zu dem System der eonjugi~n 2unkte 
gquivalent. 

Solche Panktsysteme sind aber, wenn die Zahl der Punkte, was 
ja stets angeht, unter sechs herabgedriickt wird, nut zu bilden aus 
Paaren eo~jugir~er Pun~fe x, x und a~s ~le~ Verzwe~g~ngspunkten. 
Erstere kSnnen tmbeschadet der Aequivalenz weggelassen werden, 
sodass nut die Verzweigun~punkte bleiben and man folgendes Resultat 
erh~lt: 

Das gerade slaeciel~ Zwe~theilu~gsprobtem verlangt die 2~e~'timmung 
einer geradea An~ahl van Ver~weig~ngslmn-l~en van der .Beschaffen]~it, 
dass die zuye]~ipe In~y~ah'u~me ei~w ]~,z~be -Periode w(rd. 
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Aber jede gerade Anzahl yon Verzweigungspunk~en liefert eine 
halbe Periode als In~egralsumme; beaehtet man also noeh, dass die 
Summe der /ategrale yon einem Verzweigungspunkte zu allen ander~ 
Null ist, dass es also gleiehg~Itig ist, ob man eine bestimmte Gruppe 
yon Verzweigungspunkten w~hlt oder gerade die nieht in dieser Gruppe 
enthaltenen, so erkermt man, dass es nut daxauf ankommt, alle Zer- 
legungen der Form /'~ in zwei Faetoren geraden Grades zu findea. 
Man hat also fo]gendes Resultat: 

])ie Gleichung 16. Grades des geraden s~eviellen Zweitheilungs- 
woblems reducirt sich nach Abtrennung des Zinearfack~rs, welcl~, den 
Systemen paarweise conjugir~er :Punkte entsp~ht~ auf diejenige ~esol~,cntv 
15. Grades yon ]~, ve~n welcher die Zerspaltungen: 

f~ ~ ~., �9 ~p~ 
abMingen. 

w 44. 
Das speelelle ungerade ZweJtheflau~problem. 

Ffir das speeielle ungerade Zweitheilu~gsproblem kana eiae Be- 
ziff~rung der Wurzelr b wie wit sie bisher benutzten, nieht mehr ohne 
Bevorzugung eines u durchgefiihrt werden. Ia 
Folge dessen ist die Monodromiegruppe der LSsungssysteme nicht mehr 
so leicht yon vornherein za tibersehen, und ihre Aufstellung soll daher 
bis nach der algebraischen Discussion verschoben werden. 

Die letztere aber geschieht wie bei dem geraden Problem. Denn 
wenn die his zu den Punk~en x', x " . . .  erstreckten Integrale eine 
ha/be Periode geben~ so gebea die his zu den Punkten x', x " . . .  
erstreckten Integrale dieselbe halbe Periode (mit eatgegengesetztem 
Zeiehen, was hier gIeiehgfiltig ist). Analoge Schliisse wie in w 43 
fiihren yon da aus zu dem Resulta~: 

])as ungerade s~eeielle Zweithc~ilungs2roblem verlangt, alle Zer,- 
legungen der teorm f~ in zwei Factoren ungeraden Grades ~u finden. 

Nun exis~iren: 
6 Zerspaltunge, f6 ~" r �9 ~P~, 

10 Zerspaltungen [6 ~ tps. Ca; 

man erhiilt also in der Tha~ 16 LSsungen und kann den Satz aus- 
spreehen: 

Die Gleichung ] 6. Grades des" ungevaden speeielZen Zweitheitungs- 
problems ist reducibd, indem ihre linIce Seite in zwei ~ctoren zerfiillt: 
der eirte dieso" JTactoren ist die ~orm fs sdbst, tier andere diejenige 
~esolvente 10. Grades dersetben, yon der die Zers2altunge~n yon f,  in 
zwei eubische ~'a~:tvren abhiinge~. 

18" 
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Man $ieht, class den 16 I~sungen des ~geraden :Problems die 16 
/~ormvn / ) d e s  w 23, also auch die 16 Sigma[unctionen entslareche~. 
Diese Bemerkung ffihrt nun auch zar Beantwort~ang der zaerst bei 
Seite geschobenen Fragen nach einer zweckm~sigen Bezeiehnung der 
LSsangssysteme und hack der Darstetlung der Monodromiegruppe dutch 
Congruenzen. Man wird nlmlieh jeder LSsung unseres Problems bei 
Zugrundelegung eines bestimmten Quersehnittsystems diejenigen vier 
Zahlen als Indices beilegen, welche diePrimcharakteristik der zugehSrigen 
Sigmafunetion in Bezug auf dasselbe Qaersclmittsys~em bilden. Dann 
folgt (vgl, w 27), dass die Monodromiegrulrpe des ungeraden speciJlen 
ThailungsIyfoblems dargestellt werden kann dutch die Congruenzen: 

vl" ~ atvt + a2v.z + anY3 Jr a~va "q- ala~ "-t- a~a4, 
v~" =.~-btv t + b2vz + b3v3 + b4v~ + btba + b~b4, 

(149) , (rood. 2) 
v3 ~ cz vl + c2 v2 + e~ v.~ + e 4 v, + e~ e~ + c~ e~, 

(deren Coefticientea nattirlich wieder den oft erwi~hnten Bedingungen 
rood. 2 geniigen). 

Der Redueibilitiit des Problems entspricht die Intransivi~t seiner 
Gruppe. In der That lassen alle Substitutionen (118) die quadratische 
Form ; 

v~ v3 + v,  v4 

naeh dem Modal 2 unge~ndert; in Fotge dessert vertauschen sich einer- 
seits diejenigen LSsungen unter sieh, far welehe der Werth dieser 
Form gerade, madererseits diejenigen, fiir welche er ungerade ist. --  

Es mSgen hier noch zwei Bemerkungen Platz finden, welche sich 
sowohl auf das gerade, als auf das ungerade specielle Zweitheilungs- 
problem beziehen. 

Erstens n~mlich ist zu erwii]anen, dass man die einzelnen Faetoren 
yon f finden kann, sobald man einen der Faetoren des geraden oder 
des ungeraden Problems in seine linearen Bestandtheile zerspalten hat. 
Denn aus je zwei Faetoren gleichen Grades yon f, die alle Wurzeln 
bis auf eiae gemein haben, lazst sich diese Wurzel auf rationalem 
Wege abtrennea. Es sfiad also damit zugleieh aueh die iibrigen 
Factoren beider Probleme zerspalten, sodass man sagen kann: 

Sdimmtlichc irreducibeln .Factoren des specieZlen ZweitheiZungsl:rroblems 
werden aufgd6st, indem man die Wurzeln eines dieser .Factoren bestimmt. 

Diese Bemerktmg hat selbstversK4ndlich keinen Bezug auf den 
einen Factor I. Grades des geraden Problems. 

Zweitens sei bemerkt, dass bei der Zwei~heilung die arithmetische 
Gruppe yon der Monodromiegruppe sieh nieht unterseheide~, indem 
hier ~ gleich der rationalen Zahl ~ 1 ist. 
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w 

AuflSsung tier Gleichung sechsten Grades dutch hyl~erelliptisc~e 
Functi0nen. 

Es liegt die Frage nahe~ ob nicht die ganze Betrachtung der 
w167 43, 44 umgekehrt werden kann. Soebea wurde die Zweitheilung auf 
die AuflSsung yon fb ~ 0 zur•ekgeffihrt; kann man nicht auch di~ 
AuflSsu~g einer betiebig v~)rgelegten Gleiehung f6 ~-= 0 auf die specielle 
Zweitheilung tier hyperelliptisehen Functionen zuriickf[ihren, welehe 

zu der Irrationalit~t//~ gehSren? 
Dass dies in der That mSglich sein muss, darauf hat Herr, 

C. Jo rdan*)  kurz hingewiesen; sp'~ter hat Herr Lindemann**) die 
Frage wieder aufgenommen and ihr eiae eharkteristische Wendung 
gegeben. 

Es set f~ gegeben~ dann ist zun.:ichst erforderlich, die :[ntegrale 
wl, w~ zu bilden und ein System yon Periodeu zu berechnen, welehe 
dieselben an einem canonisehen Schnittsys~m haben kSnnen. Die 
gewShnliehe Darst~llung deflnirt diese Perioden, indem die Querschnitte 
auf geradlinige Strecken zusammengezogen werden~ dutch Integrale 
zwischen den Verzweigungspunkten. F~ir den hier veffolgten Zweek 
ist diese Methode n~tfirlich untauglieh, da diese Punkte ja eben erst 
bestimmt werden sollen~ man wird vielmehr davon ausgehen m~ssen, 
dass die Perioden als Ftmctionen der Coefficienten gewissen linearen 
Differentialgleichungen genfigen, A us diesen Difl'erentialgleichungen 
wird man Reihen abzaleiten suchen mfissen, welehe die Berechnung 
der Perioden aus den Coeffieienten ohne vorherige AuflSsung tier 
Gleichung gesta~ten. 

Ffir den eZli~t~chen Fall s~nd in der That die Differentialglei- 
chungen ~ welchen die perioden als Funegonen der rationalen absoluten 
lnvariante gen~gen, yon Herrn Bruns***) aufgestellt und dutch J~y2cr- 
geo~drische ~vit~n integrir~ worden; f~r diese besitzt man b~kanntlich 
die Mittel, um zu entscheiden, welche yon den verschiedeuen mSglichen 
Darstellungen einer Function durch solche Reihen ffir einen bestimmten 
Werth der unabh~ingigen Ver~,nderlichen canvergiren, un~l welehe 
partieul'~ren Inter'ale in jedem Fall zu nehmen sind. 

Ffir hyperetliptische Integrale s~nd Ans~tze zur Erled~gung der- 
selben Aufgabe n~ch doppelter Riehtung vorhanden. Einerseits hat 
Herr W i 1 t h ei s s ~-) 2ar~ielle Differentialgleichungen mitgetheilt, welchen 

*) Trai~A des s~bst, p. 38Q. 
**) G~tt. Nachr. 1884, p. 245. 

***) Ueber die Perioden der ~lliptlschen integrale i. und H. Gattang, Dorpater 
Festschrift 1875; wieder abgedruckt d[e~e Ann. Bd. 27~ p. 23~. 

~) Vgl. insbesond~ere diese Ann. Bd. 31, p. 141. 



die PenodeJa als Func~onen s~mmtlieher Ooefficien~n genfigen.*) 
Andererseits fiihrt Herr F a c h s  elnen allgemeinea Ansatz zur Aufo 
stellung einer totalen Differentialgleichung ftir die Periodea explicite 
dutch fiir den Fall, dass ein Verzweig~angswerth als unabh~ngige Ver- 
~nderliehe betrachtet wird.**) Es muss nun sowohl gelingen, aus den 
partiellen Differentialgleichungen des Herrn Wiltheiss durch Differen- 
tiationen und Etiminationen zu einer totalen Differentialgleichung zu 
gelangen, welcher die Perioden a]s Fanctionen ei~es Coefflcienten bei 
Festhalten der andern genfigen, als auch die Methode des Herrn Fuchs 
auf den Fail zu iibertragen, dass nicht eine Wurzel, sondern ein Ooef- 
fieient yon [ als unabh~ngige Variable betrachtet wird. Wird insheson- 
dere der Coefficient a~ yon x26 gew~hlt, so wird - -  darauf macht 
Herr Lindemann a. a. O. aufmerksam - -  die Discriminante A yon f i n  
Bezug auf a~ nut veto 5. Grade. Die GleichungA(a6) ~ 0 bestimmt 
die singulRren Punkte der Differenhalgleichung; die LSsung einer 
Gleichung 5. Grades abet kann als bekann~ angesehen werden, wenn 
yon der AuftSsung der allgemeinen Gleichung 6. Grades die Rede is~.***) 
Sind die simgul~ren Punkte gefanden, so sind die zugehSrigen Funda- 
meatalgleichungen aufzulSsen, was keinerlei I r r a t iona l~ t  bedi~gt, da 
die Wurzeln d]eser Gleichungen nach den Untersuchungen yon Herrn 
Fuchst) rationale Zahlen sind. Die Bestimmung der Integrationscon- 
stanten endlich geschieht dutch Grenztibergang zum elliptischen Fall. 

Sind abet die Perioden erst gefundea, so lassen sich die Normal- 
integrale uud Thetamoduln bilden und aus ihnen die Thetareihen auf- 
bauen. Dann lassen sich die Linearfactoren der f~ in der Form dar- 
stellen: -~-) 

(150) e(pl(')xl +p:(1)x,) -.~ \ ~ - - ~ / x  1 + \ ~ - ~ /  x2, i = 1, 2 . . .  6 

mit: 

[u d iesen Formela bedeuien ~ die sechs ungeraden Thetafunctionen~ 

�9 ) Auch Herr Milewski (de hbelianarum fanctionum periodis per aequ. 
diff. deiiniendis~ diss. Berol. 1876) g~ebt ~olche Gleichungen, abet ffir die Normal- 
form den Herrn Weierstra~s, die eine Wurzel ats bekamnt voraussetzt. 

�9 *) Cr. J. Bd. 71, vgl. bes. w 10. 
�9 **) Die Aufl;Ssumg der Gleichung 5. Grades fiihr~ Herr Lindemann ganz 

ebenso auf die einer Gleichung 4. Grades zurtick. 
? )a  a. 0.w 

?t) YgL Thomae, Cr. J. 71, p. 222. Klein,  die~e .M:n. Bd. 27, p. 438.- 
Herr Lindemamn benutzt start dieser Formeln andere, ~elehe die Doppeiverhhlt- 
aiaae der Warzeln geben. 
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die in Klammern gesetzten 1-)ifferentialquotienten sind i~ir die Null- 
werthe der Argt~men~e zu berechnen, and 0 is~ ein Fact~)r~ der ftir 
diese Frage ohne Belang ist.*) 

Diese AuflSsung ist so einfaeh, dass es unnSthig erscheint, neben 
ihr noch andere za betraeh~en~ bei denen die [~ vorab auf e~ne Normal- 
form transformirt  wird.**) 

VII. Abschnitt. 

Translbrmation. 

w 46. 
Algebraischo Formulirung dos Transformations'problems. 

Das Problem der Transformatkm der hyperelHptisehen FuncLionen~ 
wie es gewShnlich gestellt wird~ kann in folgender Weise fbrmulirt 
werden :***) 

Gegeben sei ei~ Paar yon Stellen: 

(x. r?-(-Z)), (z", yf(-  ) ) 
eines hy~erelliptischen GeSildes ( x , / ~ i )  und die zugehgrig~ Integral- 

x "  x ' j  

_ + [ 

(151) ~, ~,, 

verlangt wird, dieses _Punkte~aar ra t iona l  abh~ingig zu machen v~n 
einem 2un l~aare  

(y', /--F-~)), (y", V ~ ( - ~ )  
cines andern hyl~erelliptischen Gebihles ( y , / - ~ ) ,  in do" "Wclse, dass 
die Integralsummen (151) d/e Werthe erhalten : 

*) Ffir Gleiehungen hSherer Grade f2p-t-~ -~ 0 treten an $telle der Forme~a 
(150) andere, welche die Factoren des Grades (~-- 1) yon [ geben und aus welchen 
die eiazelnen IAneazfacteren dutch Auhuchung grSsster gemeinaehaftlicher Theiler 
gewonnen werden k6nnen. 

~') Solche Transforma~ionen sind ~on den Herren Brio~chi ~. Ma~chke 
(Rendic. Ac. Line. t. 4, p. 1814 Acta math. t. 12, p. 83) augegeben wordeu. 

***) Vgl. Hermi te ,  C. IL t. 40, 1855. -- Zu dem ganz~n • vgL 
man die p. 20~ eitirte zusammenfassende Darst,ellung yon Kr~use. 
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05~) 
_~_y,(yay) q_ ~ d y a y ) .  

Neben dieses ~,directe" Transformationsproblem tri~ dann das 
,,inverse", welches in Umkehrung der ersten Fragestellung die A u f  
16sung der erhaltenen t~elationen nach den (y, ~ / ~ j )  verlanb:4. Wo 
im fdgenden ohne n~ihere Bezeichnung yon Transformation die l~ede 
ist~ soll stets dieses inverse _Problem verstanden werden. 

Dabei entspricht also jedem Punktepaare (y', y") des zweiten Ge- 
bildes ein mad nat ein Panktepaar (x', x") des ersten; aber jedem 
Punktepaare des ersten entsprieht eine gewisse Anzahl m yon Punkte- 
paaren des zweiten. 

Umgekehrt, wenn die Punktepaare zweier hyperelliptischen Gebilde 
in dieser Weise (1, m)-deutig auf einander bezogen sind, so werden 
die in (151) rechts stehenden Integmlsummen, wenn man sie als Func- 
tionen der y betrachtet, ale diejenigen Eigenschaften besitzen, welche 
fiir die Summea yon naeb den y erstreckten Integralen I. Gattung 
charakteristisch ~fiad. In Folge dessert werden sie solche Summen sein 
missen: d. h. aus der angenommer~en Zuordnung der _Punktepaare der 
beiden Gebikle [blgen die Gleichungen : 

w(= aw, + f;w~ + ej, 
(15s) 

w., = ~wt "l'- ~w~ -f- c+, 
ia welchen die Iategralsummen (151)mit w'~ die Lutegralsammea (152) mit 
w bezeichnet sindj die a~ ~6, 7, d~ c I ~ c 2 abet constanie Gr5ssen bedeuten. 
Dutch Transformation des Coordinatensystems, auf welches das eine 
der beiden Gebilde bezogen ist~ und durch Einffihrung anderer unterer 
Grenzen der Iategrale des einen Gebildes (vermittelst des Additions- 
theorems) kana man erreichen~ dass die Gleichungen (153) sich auf: 
(153a) wl' ~ wl, w:' ~ w e 
redueiren~ also anf die Form, in welcher wir das Transformations- 
problem oben ausgesproehen hatten. Mit Vorbehalt solcher AbBnderungen 
wird man also sagen kSnnen: 

1)as Transformations2roblem verlangt, zu einem hy2erelli2tisehen 
Gebilde ein zweites so zu bestimmen~ dass die _Punktepaare beider 
Geb~Tde (1~ m)-deutig auf einander bezoge~ werden "k~nnen; es verlangt 
ferner~ diesv .Bvz@hung wirklich herzustellen. 

Den Punktepaaren des hyperelliptisehen Gebildes entsprechen eia- 
deatig die Punkte der doppelt fiberdeekten Kummer'schen Fliehe; 
beaehtet man~ dass bei dem Ansatz (153), wena x, y eLuander ent- 
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sprechende S~ellen der be/den Gebilde sind, auch die conjugirten S~ellea 
~, y einander ent~prechen, so kann man yon der geberdeckung ah- 
sehen und das Transfi)rmationsproblem aaeh so formuliren: gs ~ e r / ~ t  
~ einer ~Kummo"scher~ .F72id~e e{ne zwd;te so zu bestimmen, dass bdd~ 
punktweise (1, m)-deutig auf einander bezogen werden k6nnen ; es verlangt 
ferner , diese t~eziehung wirklich ]~rzustellen. 

Soll diese Fragestellung nun eine precise Form erhalten, so ist 
es erforderlieh anzugeben, wie die Punl~t%oaare in die Reehnung ein- 
zuftihren sind. Wollte man nach den einzelnen Punk~en fragen~ so 
wiirde man eine Irrationalit~t einfiihren, die der Aufgabe an und ftir 
sich f'remd ist; man wird vielmehr nach symmetrischen -~'unctianen dieser 
Punkte fragen mfissen. Den Principien des Abschnit~s I wird es ent- 
spreehen, bier in erster Linie die hy2erdliptischen :Functionen L Stu/r 
heranzuziehen. Thut man das, so wird man die beiden Theile der obea 
formutirten Fragestellung in folgender Weise niiher priicisiren kSunea: 

Zuers~ wird man verla~agen: wenn die" Coe/'fwienten des eine~ Ge. 
bildes gegeben sind, die des andern so ~u bestimmen, dass die 1'tans. 
formation iiberhau~t m6g~ieh wird. Diese Aufgabe heisst das specielle 
Transformations2roblem. 

Sodann wird man ver]angen, naehdem die Coe(ficienten demgemiiss 
bestimmt sind, die ~eziel, ungen zwischen de~ ur~priinqlichen und de~ 
trans[ormirten ,eigentliche~, " hy~erelliptisch,~ 2"u,nctio~n anzugeben ; 
das ist das a l lgemeine  Trans[ormation~'oblem. 

eide t)robleme sind ihrer Definition ye~d:iss a l g e b r a i s c h e r ~atur. 

w 47. 

Transcendente Formulirung. 
Diese algebralsche Aufgabe gestattet nun in folgender Weise eine 

transcendente Formulirung. Man nehme zun'~chst an, das Coordinaten- 
system and die uaterea Grenzen seien so gew'~hlt, dass 

w," ~ w I , w~" ~--- w2 
wird. Durchliiuf~ dann einer der pank~e y einen Periodenweg, so 
miissen auch die x Periodenwege auf ihrer Fl~che durchlaufen. Jede 
Periode w~ muss also zugleich eine Periode der w x sein; d. h. es 
mfissen (wenn die Perioden der wv mit ~i~, die der ~ mit eo,~ be-. 
zeichnet und wie schon h~ufig die ersten Indices der Perioden weg- 
gelassen werden) Relationen der Form bestehen: 

~1 ~ a l~ ,  + a~c% + a ~ 3  + a ~ , ,  

054) 
co~ ----- ctco, + co co~ + c3~3 + e, co~, 

~ = d, co, + d~c% + d3~3 + d, o , .  



Daxin bedeaten die a~ b, c, d ganze Z~hlen; dieselben miissen abet -och 
gewisaen Bedingmagen genfigen, die daraus entspringen~ dass die 
ebenso wie die a~ die Bilinearre]ation (4) erftiUen mfissen. Setzt man 
n ~ e h ,  analog wie Gleiehung (5): 

und beautzr die anter (15) eingefiih~en Abkfirzungen, so erhEl~ man 
aus den Gleiehangen (154): 

(155) ~ + ~ .  =-[l~]p,,+[13]p~+ [14]p,,+[~3]~o_~+E24]p~+ [z4]p3~. 
Da nun zwisehen den p~ im allgemeinen Falle keiue andern 

linearen Gteieha~gen bes~ehen als P~3"~-/o=4=0 (eben die Gleiehung {4)), 
so folgt aus Gleichung (155), dass ~ - ~  nur dann ~--0 sein wird, 
wenn zwisehen den Coefficientea der Gleichungen (154) die Relationen 
bestehen: *) 

[~2] = o, [~4] = o, [~3] = o, [~4] = o, 
056) [~3] = [24]. 

Man erh~lt also, wenn man start der 2 ihre Quotienten, die v 
und ~ =vllr l= ~ v ~  einffihr~, den Satz: 

8olange nicht ~wischen den 2]~etamoduln v~, ~ v~, ~ elias ~y~er- 
ellipt~chen Gebildes, dne lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten 
besteh$ -- ein _~all, tier bier und im folgenden ausgeschlossen wird --  
kann aus ibm dutch ei,~e Substitution der Form (144) ein anderes nut 
abgde~tet werden, wenn die _P~elationen (156) erfiit~ ~ind. 

Wir fahren fort: 
2)er ge.meinsame Werth yon [13] und [24] wird ~,it n bezeiehnet 

und Grad der ~ra~sforraatio~ 9enannt; derselbe ist seiner ])efinitio~ 
nach vitae gan~e Zahl und muss eine ~ositive sein, wenn die neuen 
_Perioden, wie wit  annehmen kb'n~n und wolleu, den UngL~cl~ungc~ 
01) ge~gen. 

Die Determinante dcr S~bs~ir (154) wird uater den gemachten 
Vor~assetzungen gleich: 

(157) n-~; 

das hat folgeade Bedeutung: Man 10fie~ wohl yon einem ,,Perioden- 
parallelepiped im vierdimensionalen Raum der w" zu spreehen; der an- 
gegebene Werth der Determinante sagt aus, dass das Parallelepiped der 
(ten n~-fachen Inhalt yon dem der ca besitzt. Jedem Stellenpaar der x 
entspricht eine S~elle im Parallelepiped der co, dieser n ~ Stellen in dem 
der ~ ,  jeder der letzteren ein Stellenpaar der y; umgekehrt: jedem 

") Hermite ~. ~. 0. w IIL 
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SteUenpaar der y en'~sprieht e~ne S~elle im Parallelepiped der ~ dieser 
~ S~elle in dem der ~ und dami~ ein Stellenpaar der x; darau~ folgt: 

~ei  Transformatlon n te~ Ordnung entslrricht jedem t)unktetrtaz y', y" 
ein t~unktelgaar x', x,", abet jedem Punktepaare y', y" en~'ln, ecl~n n ~ 
Punktepaare y" g". 

Die in w 46 mitm bezeichnete Zahl ist also stets eiae Quadratzahl n 2. 
Im fotgenden be.~chrgnken wit  uns wieder auf den ~'aZ1, dass n 

eine ungerade l~imzahl ist. 

w 4s. 

Das sp6oiell~ Transformatio~sproblem. 

Zun~chs~ soll nun das specielle Transformationsprob!em Gegen- 
stand weiterer [Jn~rsuchung sein. Dasselbe ist, wenn man wieder 
Func~ionen I. S~ufe ins Auge fa~st, in erster Lh~ie dargestellt dutch siebea 
Gleiehungen, welche die sieben Coefficienten yon F mit den sieben 
Coefficienten yon f verbinden. In diesen Gleichungen werden noch 
die drei willkiirlichen HiilfsgrSssen auftreten, welche das Coordlnaten- 
system der y be~timmen. 

Aus diesem Gleichtmgssystem kann nun in versehiedener Weise eine 
Auswahl getxoffen werden. Man kann einmal die rati0nalen absoluten 
Invarianten (Moduln) beider Formen in die Gleichungen einfiihren, indem 
man jene drei HfilfsgrSssen el~minirt. Man wird ~lann ein System yon 
drei, bezw. vier Gleichungen erhalten, das als Modularg~eichung~jstem 
I .  Stufe zu bezeichnen sein wird. Dabei wird jedoch die Frage einer 
besonderen Untersuehung bedt~rfen~ ob die gefnndenen Gleichungen 
ausreichen, die zwischen den ursprfinglichen und transformirten In- 
varian~en bestehenden Beziehungen rein darzustellen, oder ob man 
dazu noch der ttinzunahme weiterer Gleichungen bedarf. 

Zweitens abet kann man auch alle Coefficienten des neuea Gebildes 
his auf einen eliminiren und nach der Gleichung fragen, welche diesea 
einen Coefficienten mi~ den siimmtlichen Coefficienten des ursprfing- 
lichen GebiMes verbindet. In gleicher Weise kSnnte man auch mit 
den ganzen ]nvarianten verfahren. Solche Gleichungen bezeiehnen 
wit als Multi plie~torg~iehungen I. ,~tufe. Der Grund dieser Benennung 
ist fo]gender: den Quogenten aus dem transformirten Wert4 einer 
ganzen Invarian~e dutch den ursprtinglichen bezeiehnen wir als Multi- 
plicator~ indem wlr emen in der Theorie der el]il)tischen Functionen 
iiblichen Terminas in die der hyperelliptischen Fanctionen mit herilber- 
nehmen; deswegen nennen wit die Gleiehung, welche eine trans- 
formirte Invariante*) mit den urspriinglichen Invarianten verbindet~ 

*) sei es eine ,,refine" Invariante, sei es eine yon Hfilfapunkten abhii~gende, 
z. B. ein Coefficier~t yon f. 
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Multip[ieatorgleiehung~ well aus ihr die Gleiehang i'iir den entspreehen- 
dea Maltiplieator sofort abgelesea werden kann. --  

Far die allgemeinen Entwiekelungen~ welehe nun zun~ehst folgen 
sol/on, seheint es am zweekmassigsten zu sein, an keine dieser speeiellen 
Gleiehungsformen anzukniipfen ~ sondern das urspr~_ugliehe Gleichungs- 
system selbst zu Grunde zu legen. Es sell also ein LSstmgssystem 
dieses Gleiehungssystems kurz mit: 

t(~,, ~,, ~ ,  &) 
bezeiehnet werden; man kann dana, solange es sieh nicht um explieite 
Aufstellung yon Formeln handelt, geradezu yon der Gleiehung reden~ 
weleher das t g e n f i ~  yon ihrem Grade, ihrem Affect, iiberhaupt ihren 
grappentheoretisehea Eigensehaften; undes  sell dies in den fo]genden 
Pamgraphen in der That gesehehen. 

w 49. 

Classenanzahl und Hermite'sche Repr~sentanten. 

Die n~hste Frage, weleher wir arts zuwenden wollen, is~ die 
nach dem Grade der t-Gleiehung; derselbe kann, wie Herr I t e r m i t e  ~') 
angegeben hat, in folgender Weise bestimmt werden. ZunEehst kann 
man unendlieh vide versehiedene Systeme: 

r.~01~ fO2~ fO3~ (04 

anschreiben~ wei les  unendlich viele Systeme ganzer Zahlen geben 
wird~ welehe den Bedingungen (156) Gen~ige leisten. Abet nicht a]le 
diese verschiedenen Periodensysteme werden aueh versehiedene Werthe 
des t liefern, und man hat daher zuniiehst zu fragen, wann zwei 
Systeme transformirter Perioden dasselbe t lief'ern, wann also: 

(l s) o3; 5,') = t(z ,1 ,  
ist. Das wird offenbar dana und nur dann der Fall sein, wean die 
~' mit den ~ darch tineare (Abel'sehe) Transformation zusammen- 
h'Zmgen, wenn also ganzzahlige Relationen der Form bestehen: 

050) 

derea Coeffieienten den Bedingungen (13) der linearen Periodentrans- 
formation gen~gen~ sodass also: 

*) a. a. O. w XV, 
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(160)  [a ,  y.} = [i~, r .~-- 1 

is~. Wenn das der Fall ist~ aennt man das System der ~' zu dem der 
ti~tuiva~t und rechnet beide zu derselbea Classe. Wir brauchen 

~aun aus jeder Classe nur eia Individuum herauszugreifen; ein solehes 
nennt man dann einen ~egr~entanten der Classe. In jeder Clause 
is~ ein lind nur ein Repv~sentant vorhanden, ~elcher eiaem der in 
der ~aachstehenden Tabelle aufgefiihrten Typen angehSrt. In dieselbe 
sind zuglelch aueh die Ausdriicke ffiv die ~raasformirtea Norma|- 
integrale und Thetamoduln aufgen~mmen. 

I. Yypus. 
Coefficientenschem~: ( oo o) 

n 0 0 
OsU 1 0 " 

m 0 1 
Pefioden: 

(162) 

Periodende~erminanten: 

(163 

Normalintegr~le: 

Thetamodu]a: 

- ~ . - 4 -  t; - ~ + ~ - ~ + ~  

(185) 

n2 

II. Ty~us. 
Coefficieateuschema: 

0 n 0 0 
(166) o o n o ; 

' 0 k l 1 



Perioden:  

(167) ~ ,  = ~,  - -  l ~ ,  ~ ~ nro~, ~a = ncoa, r~4 ~ 1;% -{- l~a  q-  ~ ;  

Periodende~erminanten: 

0 6 8 )  .~,, = ~ , ,  + z ( ~ , , ~ - ~ , 4 )  + ~,,, - z , ~ ,  

Normalintegrale:  

(169) v, ~ v, ,  v~ = lv, + v, . 

Thetamoduln: 

(17o) 

(171) 

l I I .  Typus. 
Coefficientensch ema: 

i - =  f -}- } ~ , , .  

( ooo) 
0 t 0 0 

k 0 1 0 ; 

0 0 0 n 
Perioder, : 

(172) a l  = n~o,, ~ ,  = ~ ,  703 ---- taco, + ~a ,  s ---- uto4; 

Periodendeterminanten:  

(173) ~12-~--np,.,_, pla--~n,v,a , pl4=ne2,4, 
~,~ - =  ~2,~., + p,.3, [0.,_4 -= ,~p,~, },34 = ~n~, ,  + ~,,,; 

Normalintegrale:  

(174) v, == -~- ,  ~-  

Thetamoduln : 

(175) ~11 = "" + ~ 

IV. Typus. 
Coefficientenschema: 

(~76) 

Perioden: 

(177) ~ , =  ~i, 

n , **.~ = ~,.~, u - =  nr-,.a, i - =  t + Jar=~.. 

(ioo o) 0 I 0 0 

0 n 0 " 

0 0 n 

m 
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Perioden determinanten: 

(178) ~ ~ n~pa,. 

Normalintegrale: 

(179) v~ ~ v~, v~ == w.. 

Thetamoduln: 

]=[err Hermite stellt dann folgende S.~tze auf~ die spiiter vielfach 
bewiesen worden sind: 

I. .FAne Classe ~quiva~enter Systeme ~ enthglt stets ein Syste~ van 
einem dieser vier Typen. 

II. Zwei Sgsteme versehiedener Typ~n sind hie iiquivalent, zwei 
Systeme de~elben Typus nut &ann und stets dann, wenn di~ ZaIde~ 
k, l, m in ihne~ bezw. dies~lben Wo'tIte rood. n haben. 

Der Typus I liefert also n a verschiedene Classen, die Typen II~ 
lII, IV bezw. n ~, n, eine; daraus fol~:  

Die Anzahl der Classtn nicht itquivalenter Systeme und somit der 
Grad der Gleichung [~r t ~etr~gt: 

(181) n a -~ n ~ ~- n --]- 1. 

w 50. 

Neue l~pr~sent~nten. 

W~ihrend die i~epriisezztanten des l=lerrn H e r m i t e  in Folge des 
Umstandes, dass bel ihnen die ~ gaaze Functionen der v werden, sich 
besonders zu Rechnungen, wie Reihenentwicklungen und dergleichen 
eignen, sind sie wenigcr geeignet zur Er]edigung allgemeiner Fragen, 
da sie sich nicht leich~ anter eine gemeinsame Form subsamirea lassen. 
Sie lassen sich abet sehr teicht dureh andere ersetzen, welehe alle in 
der Form : 

(~s2) 

el~Eaalten sind, in weleher die a, fl~ 7, ~ den Bedingungen (160) der 
Iinearen Transformation geniigen. 

Die l~eprgsentante~ des I. Typus haben bereits diese Form. 
Die t~eprtisentanten des 11. Typus kSnnen in dieselbe iibergefiihrt 



werden, wem~ man die 1. and 3. Zeile mit Zeichenwechsel der einen 
ver~auscht~ also etwa set~: 

( 2 8 3 )  ~ "  = - -  ga~ ,  ~ . , '  = ~ ,  g ~ '  = o~, ~ '  = o+, 
sodass alas Coefficientenschema wird: 

(184) 

(o o_+!) 
0 n 0 
1 --Z 0 " 
0 ,~ l 

Dabei werden die Periodendetermiaanten: 

~r  

P*~ = - -  pa~ .-~ - -  s - -  rips+, 
0 8 5 )  _,  _ _ _ 

die Normalintegrale: 

, ~ ,  ~ ,  , V _ I +  - -  ,g,2,'~, + ' g l l V ,  ( 1 8 6 )  v ,  = - - - =  = - -  - - ,  v~  = -,-*= *"+"v, = 
"l~I 1 ~ T I I  "gtl ~e~ "gl 1 

die Thetamoduln: 

g l l  m - - - - - - - a - - -  = - -  - -  

-, 7 t-b k~u - = 

Ebenso wird ffir die ~ e p r g i s e n t a n t e n  des I I I .  T y p u s  erhalten: 
Umsetztmg der Perioden: 

(188) ~" = ~ ,  g , r  = - -  ~ ,  /o; = 7 ~ ,  ~ , ' =  ~-~; 
neues Coefficientenschema: 

/ n  0 0 O\ 
l 

089) { o  o o - - n  
k 0 1 0 ) ; \ 0 2 0 0 

Periodendeterminanten: 

(290) 
- = s  = ~ r , . ,  + ~ + : ;  
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Normalintegrale: 

(191) - ' - "~,~ - '~v~-- ~t~v~ - , ~ - -  _ v ~  v ,  
V 1 ~ ~l ~ ~)~ ~ ~ ~':, ~ -- 

ThetamoduJn: 

(192) 
- ,  1 1 

Endlich far den .ReprtTsentanten des Ty~gus I V  erh'~lt man: 
Umsetzung der Periodeu: 

neues Coefficientenschema: 

(194) (~~ 

Pedodendeterminanten : 

(195) ~;~'_, -'~"P"~_ = * : ~ a ~ '  

Normalintegrale: 

o _ +  i) 0 0 -- 
0 0 ; 
1 0 

(i96) 
t '#q 

V~' ~--- ~ ~ ~ t  

Thef~moduln: 

( 1 9 7 )  - - - -  t ' =  i l 

---7- *~ '  T = ~ "  

2 8 9  

w 51. 

Irredueibilit~tsbeweis. 

Mit Hiilfe dieser neuen Repr:s l~sst sich nun sohr leieht 
die Irreducibilit~t der t-Gleichung im .l~atizmaZit~tsbezeidt I. Stu[e 
darf3aun. 

Mathem~tische Area&lea. ~ V .  1~ 



H~mRTC~ Bm~ax~T. 

Die t h~gen yon den Coefilcien~en aes ursprYmg]ichen Gebildes 
ab vermSge dner Gleichung: 

(I98) G(t; ao, a , . . .  ao) ~- 0; 

zu zeigen ist, dass jede Wurzel dieser Gleiehung in jede andere iiber- 
gefiihrt werden kann, i~dem man die a geeignete geschlossene Wege 
durehlaufen l~sst. Zu diesem Zwecke bereehne man ads den Coefficien- 
tea ztm~bxt ein bestimmtes Periodensys~em: 

~1, e~ eO~ ~4; 
dann wird ehle Wurzel der t-Gleiehung sein: 
(199) t(na~,, neon, co3, a~4) 

entspreehend dem I. Repr~sentanten des Typus I. Durchlaufen nan 
die Coefficienten beliebige geschlossene Wege in ihrem Gebiete, so 
werden die o linear transformirt; und wenn ee~ . . .  ~4 irgend welche 
Coefilcienten sind~ welche den Bedingungen (160) der linearen Trans- 
formation genfigen, so kann man auf Grund der Entwickelungen des 
w 8 immer solehe Wege der Verzweigungspuak~e und damit aneh der 
Coefficienten angeben~ dass die eo in andere Perioden ca" iibergehen, 
wetche durch die Gleiehungen: 

(200) 

o,' -~ 6', o, -[- ~ ~ -[- ~ o 3 -~ ~ ~ 

mit ihnen verbunden sind. Und zwar kann dies immer auf solche 
Weise geschehen, dass man dabei nur solche Werthe zu passiren 
braucht, welehe den Bedingungen (11) genfigen. Dami~ wird die 
Warzel (199) lthergefiihrt in: 
(201) t(n~,', n~; ~', o~'), 
w~hrend die CoefficienCen zu ihren Anfangswerthen zurfickkehre~. Zu 
den Werthen (201) abet, welche t auf diese Weise aazunehmen im 
Stande ist, gehSren aueh alle diejenigen, welche dutch die neuen 
Repr~sentanten gegeben sind; man kann demnach yon dem Repr~sen- 
tanten (199) aus zu allen iibrigen dutch Monodromie der Coefficienten 
gelangen, also auch yon jedem dieser iibrigen zu jedem andern. 
Andererseits folgt aus w 49 und 50, dass jedes System der neo,'~ n~:'~ 
~a'~ a~,' welches man auf diese Weise erreichea kann, zu einem der 
Repr'~eatanten ~luivalent ist, dass man also auf diese Weise zu keinem 
andem Werthe yon t gelangt, als zu denjenigen, welche dutch die 
Repr~sentanten gegeben sind. Damit ist der folgende Satz gewonnen: 

Die ~estimmung der Coefficierden (~oduln I. Stufe) des trans- 
formirten Geb~Tdes Mingt ab vm~ der L6sung ein~ Gleich~ng des Grades 
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dere~ Coeffw;entea de~ Bationalitiit~berei&e Z Stale in Be~tg auf das 
gegebene Gebilde angel~6ren ur~ wekhe in diesem llationalitiitsbereiOm 
,irreduc~55d ist. 

w 

MonMromiegruppo dos sI~ecielten Transfomations~roblems. 

Wit  wenden uns nun zu~ Un~rsuchung de~ Monodromiegruppe 
des speeiellen Transformationsproblems und beginnen mit der Bema~. 
wortung der Frage, bei welchen linearen Transformationen ein einzelner 
Repr~sentant unge'rmdert bleibt~ etwa der folgende: 

(202) ~ n ~ o ~ ,  ~..-~-~co.,, ~ = - = ~ ,  ~ - - % ,  

Tranaformation unterworfen, etwu der 

( ~ 3 )  

so treten an Stelle der ~o neue transformir~e Perioden ~', weI~he ]auten: 

(204) col ~- n~o~', ~,~' ~ ~z~,  ~o~' ---~ eo~, ~o~ ~--- co~'. 

Zwischen diesen und den ersten transformirten Perioden (202) bes~ehen 
dann die Beziehmagen; 

- y , _ ~  . +  ~ , -  _ e~' ----- , ~ ~ e~ + 7a co~ -? 7~ ~, .  

Nach der Definition werden die ~ '  dann za den ~ iiqaivalent sein, 
~enn diese Gleichungen eine lineare Periodentransiormation darstellen. 
Dazu ist offenbar erforderlieh und hinreichend, da~s die Co~agraeazea 
erfiiIlt sind: 
(206) 7~ ~--- 7~. -~ 6~ =~ ~ ~--- 0 (rood. n). 

Das sind abet (mit ver,inderter Bezeiehnung) gerade die Bedingungen, 
dutch welehe w 39, Nr. 127 die dort als Untergrw2pe I][. ArC bezeich- 
nete Untergruppe der Monodromiegruppe des speciellen n-Tt~lilungs- 
problems eharakterisirt war. Damit ist also nachtr~glich bewiesen, 
was a. a. O. bereits erw~hnt wurde, n'Xmlich: 

19* 

Werden die eo einer linearen 
folgenden: 



Die Gleichung des s ~ e ] ~  Tramformations!~roblems ist gerade 
diejerdge Besolvente des specieYza The~?ungsproblems fiir diesdbe Zahl n, 
we2~ zur Untergrutr2e I I .  Art  geI~9-t. 

Die Untergnappe, bei weleher irgend ein anderer Repr~sentant 
tmge~udert bleib~, geht dana aus der dutch (206) charak~erisirten 
Uniergruppe durch Transformation verm[ttels~ eiaer geeigneten linearen 
Substitution hervor. Soil z. B. die Untergruppe besiimmt werden, bei 
welcher ein bestimmter dutch die Zahlen k, l, m charakterisirter Re- 
pr~sentant des L Typus ungdindert bleibt, so hat man die Subs~itatioa 
(203) zu transformiren vermSge der Operation: 

(207) ~,'----al', ~2'=~ ', Qa'=k~'q-l~'q- ~a', f~'-----l~'+m%'-}-~4", 
deren inverse ist: 

(208) ~, = Q,, ~2 = ~2, ~3 = - -  k e , - -  IQ~ -F ~a, ~ = - -  IQ,--  mQ..,-FQ4. 

Dabei wird erhatten: 

W =  {7, +~,,, +q~ , -  ~:(~,~ + ~-~ + ~&)--~(~,, + ~,, + zth)} ~, 
(209) Jr" {7=-}']cr l(Ta q-k%'q-lfla)--m(ra q-kaa q-lfl ')} o: 

fz , '=  { t ,  + z ~., + .,,a, - ~: (t~ + ~.a+ m &)  - -  z (,~,+z., +~n,a,) } e, 

"+" ( 8a'-{- l aa "q- m fla) Qs "q- ( a , q- la,--~ m t$ ,) f2~ . 

Die :Bedingungen, unter welchen de,. gena~mte ~e2rtisentant an 
seinem .Platze bleibt, sind demnach : 

7, + k (% - -  n)  + Z (,a,-- ~,,)--7~- ,,.~--~ ~ (&+,,,)--l-~.a, ~ O, I 

(210) 8, - -  k da + l (a,-- d.~)--}-mfl, --kla a -  ba4--km{J . -  lintY4 ~- O, I (rood. n). 

as + l (,~ - a~) + r e  ( A -  a, ) - Z~a~- Z,n(&+,,,)--m~#~ = O. I 

In gleicher Weise wfirdea sich die Bedingnngea s die Repr~sen- 
tanten der drei tibrigen Typen aufstellea lassen. Aber wiehtiger Ms 
diese Frage ist die andere, zu deren Beantwortang wir uns nun wenden 
wollen: unter welchen ,Bedingungen bleiben dem~ alle l~eprff~enfanten 
an ihren t)Eitcen? - -  eine Frage, die eben identiseh ist mit der Frage 
naeh der Monodromiegruppe des speeiellea Transformationsprobtems 
selbst, 

Mr sieh~ zun~hst~ dass alle Repr~eatanten des L Typus an 
ihren Pl'~tzea bleiben, wenn die Congrueuzeu (210) unabh~imgig yon 
den Wertheu der k, l, m efffill~ sin& Daz is~ aber~ wie man sieh 
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sofort iiberzeu~, dann and nut dann der Fall, wean die Tta~forma- 
tion (203) rood, n zur Identitiit oder zu gleichzei6igem Zeichenweehsel 
aller vier Perioden congraent ist. In beiden F~llen bleibea abet auch 
die Repr~sentanten der drei andern Typen an ihren Pl;itzen, uad maa 
finder also: 

Siimmtliche Wur~eln do, t-Gta'chu~uj bleiben bei denjenigen und 
nut bei denjenigen l{'~earen _Periodentra~2sformat{onen ungeib~dert, writhe 
nach dem Mod~d n Zur ~rdentitiit oder ~u gteichzeitigem Zeic]~r~wex]~eZ 
aller vier Terioden congruent sind. 

Ganz ebeaso verh.~It sich (vgl. w 39) di~ Gesammtheit der Wurzela 
des speciellen Theilungs2roblems der geraden .Functionen. Die Mono- 
dromiegruppe des letzteren ist durch dis Cong~menzen (123) definirt; 
dieselbe Monodromiegruppe kommt sonach aueh der t-G]eichung zu, 
und der oben ausgesFrochene Satz l~ann erweitert werdea zu der 
Fassung: 

,~pecidles Theilungst)rob~em der geraden _~u~ctionen und Trans- 
formationst~reblem fiir diesdbe Zahl n sind gegenseitig I~esolventen yon 
einander im Sinne der ~lonodromiegru2pe. 

Ob derselbe Satz auch fiir die arithmetische Grul0pe gilt, dartiber 
seheint niehts hekannt zu sein; d0ch diirffe die Sache "~nlich liegen, 
wie bei den elliptischea Funetionen, wortiber man z. B. C. Jo rdan ,  
tr. des subst, io. 343 vergleiche. 

w 

Das allgemeine Tra~formationsproblem. 

Ueber das allgemeine TraQsformationsproblem mSge nur ~blgeade~ 
bemerkt werden: 

Es sei ein LSsungssystem des speciellen Problems adj~mgir~, etwa 
dasjenige, welches zu dem Repr~isent~ten (20~) g~hSrt. Ist dann 
f(w) irgend ein Werth einer transform~rten hypereIliptischen Function 
I. Stufe, so werdea die n -~ Werthe derselben (vgl. w 47 a. E.) die 
folgenden sein: 

Rw), R~,,+~>,), f(w+2,,,,) ...T(~+~:,~- 1),,,,), 
Y(,.,,+,~), R~+,,,,+,,,..,), ?(w+~,,+,~,~), . .y(~+(, , -~) , , , ,+, , ,~) ,  

�9 ~ �9 ~ - - ~ I '  ~ " * " '~' " " * * - o ~ 

].-(~,+(,,-1),~), t~(w+,,+(,,-.,),,,,.), ~:(~+, , , , ,+( , , - , ) ,%). . .  
... f(w.+ ( , , -  ~),,,, + (,~-,),%). 



Wird al]gemein: 

gesetzt, so ergiebt sich, dass ~,,,~. bei Vermehrung der w um die 
Periode Aeo I -~ .Bea2 in f ,~+~,~s iibergeht. /Die Monodromiegru2pe 
des _Problar~ i*~ ~ezug auf die y kann also dargasCellt werden durch 
die Congruen~en: 

vl" ~.~, 1 + Aj ,  
(213) ~ + . ~ .  
Wie in w 38 folg~ hieraus: 

17ach Adjunction einer Wurzel des s~ecidlen Transformations- 
2~roblems finder das allgemeine seinen Ausdruck in einer zweifaltigen 
Abel'schen Gleichung und isr daher algebraisch, niimZich dutch ~wd 
nebeneinanderstehende n ~ Wurzeln 16sbar. 

huch bier ist yon numerischen Irrationalit~ten abgesehen. 

{}54. 

Transformation yon Fu.lictionen hSherer Stufo. 

Berei~s in w 30 ist bemerkt, dass die Transformation n te~ Ordnung 
yon Functionen m t~ Stufe zu Functioaen m n  t~̀ " Stufe fiihrt, wenn m 
und n theileffremd sind; es mSgen nut fiber die Transformation yon 
Modulfunctionen hSherer Stufe noch einige Worte bier Platz finden. 
Auch bei dieser Untersuchung kann man, wie es w 48 ft. ffir die Func- 
tionen I. Stufe geschehen ist, yon den verschiedenen MSglichkeiten, 
die Unbekannte zu w~hlen, absehen, und alle diese MSglichkeiten 
unter dem Zeichen: 

t~(~l, ~ ,  ~ ,  ~)  
zusammenfassen. 

Es sei nun erstens der Rationalit~tsbereich, welchen man zu Grunde 
legt, der der ~rincipaluntergruFpe m ~" Stufe. Dann wird es: 
(214) M ~- (m 4 - 1 )  m3(m~-~ 1)m 
(vgl. 49) verschiedene Werthe yon t(eo,, eoz, a~3, a~4) (der urspriinglichen 
Form) geben; jeder derselben wird eine Anzahl yon transfbrmirten 
Werthen zugeh5ren. Wit  erhalten also im ganzen: 

transformirte Werthe t,,; uad wie in w 51 kann geschlossen werden~ 
dass diese alle einer im Rationalititsbereich erster Shire irreducibeln 
Gleichung genfigen. Im Rationalititsbereich ~ter Stllfe dagegen wird 
diese Gleichung zerfallen~ und wir wollen zusehen, in welcher Weise 
man die Werthe yon t~ zu Gruppen zusammenzufassen hat, welche 
WurLeln irreducibler Gleichungen in diesem Rationatitit~bereiche vor- 
stellea. Za diesem Zwecke gehen wit etwa aus yon: 
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(215) t~(n~l, n ~ ,  ~ ,  ~4) 
and wenden wleder die Methode des w 51 an; dabei sled aber jetzt 
nur solche lineare Transformationen (200) der urspriinglichen Perioden 
zuzulassen, welche (rood. m) zur IdentitBt con~uent sind. In Folge 
desscn gelang~ man yon dem Werth (215) nut zu solchen Werthen 

e �9 r �9 t~inrol, n~ 2, e%, ~4~), 

in welchen die co' mit den ~ dutch nine Substitution der Principal, 
untergruppe mter Stufe verbunden sind. Auf diesem Wege gewinnt. 
man die Regel: 

l~'iir die Untersuchung der Transformat&n yon ~uncthraen m t~" 
Stufe sind die t~eprS, sentanten (182) so ~u w~hlen, dass die Cocffwiva. 
tensysteme (a, fl, 95 6) nach dem Modul m alle eina~der (am tginfael~'ten 
also alle zur Identitiit) congruent werden~ Die n ~ -~ n ~ 2 r- n -~- 1 vet. 
schiedenen Werthe einer transformirten ~'orm t~ weh~,he zu dz,a so 
normirten l~epr~isentanten geh6ren, geniigen dann einer and dersdben 
im l~ationalit~tsbereict~ m t~" Stufe irredu~bd~ Gleiehung. 

Den ~]/ verschiedenert Werthcn der urspriinglichen Form ent- 
sprechend wird man im ganzen 2t/solche Gleichungen erha]ten. 

Wird  abet z,weite'ns eine Untergrup2e m t~' Stale zu Grunde gdegt, 
welche neben den der Identitiit (rood. m) cengruenten O~eration~m noch 
andere enthiilt, welche bezw. &n  02erationen S~ 8'~ S " . . .  congruent 
sind, so werden auch die t~e]~rgsentanten nut  so modiftcirt werden 
miissen, dass das Coefficientensystzm eines je~m zu dem irgend einer 
dieser 02erationezt 1, S ' ,  S ~" . . .  congruent wird. 

Ein bemerkenswerther Umstand tritt ein, wenn man aicht nine trans-" 
formirte Modulform selbst zur Unbekannten der aufzustellen~en Glei- 
chang wBhlt, sondern nine ~ etwa multiplicative --  Verbindung einer 
solchen mit einer niche transformir~n Form derselben s Es kann 
dann ni~mlich Substitutionen (rood. m) geben, welche die urspriingliche 
Function eincrseits, die transformirte audererseiis in soleher Weise 
afficiren, dass jene Verbindung unge~ndert bleibt. Dann wird die 
Modification der Repriisentanten (rood. m) wenigcr weil getrieben za 
werden brauchen; ja es kann sogar vorkommen, dass es auarcicht sic 
(rood. ~) zu modificiren, unter r cinen Theiler yon m versfanden. So 
gelan~ man zu dem Satze~ 

t~estimmte Verbindu~gen urspriing~icher und tra~sformirter 3lo~uln 
m t~ Stale geniigen Gleiehungen yore Grade n ~ -{- n ~ -~ n -~- 1 schon im 
-Rationa~it~itsbereiche der 6 ~ Stufe, wenn ~ einen 17~eiler yon m bedeutet. 

Ein Ri~ckblick auf die vier letz~en Abschnitte zei~, dass die in 
den ers~en entwickelhm a[lgemeinen Principien geeignet sind~ die 
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Untersuehung der fnndamentalen Eigensehaften der Theilungs- nnd 
Transformationsprobleme einfaeher und durchsich~iger za gestal~en, als 
dies einer ausschIiesslich mit  den }~itteln formaler Rechnung operiren- 
den Behandlungsweise mSglich sein wfirde. Man darf aber auch 
erwarten, dass diesetben P r indp ien  sieh in glelcher Weise f6rdernd 
erweisen werden~ wenn es sich um Durehfiihrung bestimmter Einzel- 
probleme bis zur numerischen Reehnung bin  handelt. 

G S t t i n g e n ,  den 26. Jun i  1889. 
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