
Ueber ein Integral  mi t  doppel tem Umlaut:  

Von 

L. POr ~1 Kid. 

Im Folgendea wird ein Integral betrachtet, dessen 
lntegrationscurve aus einem Dolapelumlauf um zwei Verzweigangs- 
punkte p und q der zu integrirenden Function f(u) besteht. Die 
Punkte p und q werden abwechsetnd umkreist, and zwar ein jeder 
zuerst im positiven, dann im negativen Sinne. Man setzt voraus~ 
dass wenn die Variable u einen positiven Umlauf um den Pankt p, 
bezw. um den Punkt ff ausfiihrt, die Function f(u) den Factor e~'% 
bezw. den Factor e ~i~ aufnimmt, im Uebrigen abet unverSndert bleibt. 
Von den Constanten 6 und v solt keine ganzzahlig oder gleich ~*ull 
sein. Die Function f(u) kann hiernach als ein Product 

(1) t(~) = ( u - ~ ) ~ - ~  ~ -  q)~-~ ~ (~) 
geschrieben werden, in welchem ep(u) eine in der Umgebung der 
Punkte u ~--p und u ~ q eindeutige Function yon u bezeichnet. 

Ein aus einem geschlossenen Curvenzug bestehender Integrations- 
weg irgend eines Integrals lgsst sich bekanntlich, falls der Endwerth 
der zu integrirenden (mehrdeutigen) Function mit ihrem knfangswerthe 
identisch ist, auf die Verbindungslinien der eingeschlossenen singul-~iren 
Punkte and auf kleine, die letzteren umgebenden Kreise znsammen- 
ziehen. Eine solche Vereinfachung der lntegTationscurve gilt auch 
fiir das hier behandelte Integral. Denn da die Variable u um jeden 
der Punkte ,% q einen positiven und einen negativen Umlanf macht, 
so ist der schliessliche Werth der Function f(u) gleich dem ursprKing- 
lichen Werthe derselben. Als untere Integralgrenze (Ausgang'spunkt 
and gleiehzeitig Endpunkt des Integrationsweges) ]<ann ein beliebiger 
Punkt, der nicht singuli~r fiir f(u) ist, genommen werden; die Wahl 
desselben hat auf den Werth des Integrals keinen Einfluss. 

Das betrachtete Integral, welches niemals illusorisch wird, ist~ 

rall.,j,"f(~) du einen bestimmten Sinn hat, mit dem Producte 



Ueber ein Integra! m~t dopp~-tte~a UmIaut: 47t 

(e ~ " ~  - -  I )  (e ~=*, - 1 ) J ~  ~ "  f(~,)  8u 
i 

identiseh. Gen~gt also da~ Iategra ['(u) du,  wean es eonvergent 

ist, einer linearen homogenen Differentialgleichung, in weleher ~ und 
z als Constante vorkommen (w~ihrend eine der GrSssen ~, q, resp. eiu 
in ~0(u) enthaltener Parameter die unabh'~iagige Variable der Differen- 
tialgleichung darstellt), so liefert d~.s hier definirte Integral mit Doppel. 

amlaufeinen Ersatz fiir das particulare Integra Y(~0 du in denjenigeu 

P':illen, wo das letztere, wegen der Art der in u. ~ / ~  oder u ~ ff ein. 
tretenden Unste~igkeit yon ['(u), keinen bestimmten Sinn mehr beh'51t. 
Es wird hierdureh mSglieh, eine Unvollkommenheit zu beseitigen, 
welehe fast allen derm'tigen AuflSsur~gen linearer Differential~leichungen 
dureh bestimmte Integrale bisher anzuhaften pttegte~). Delta ale Be- 
sehr~nkungen, denea die in den Differentialgleiehuagen vorkommen- 
den Constanten unterworfen werden m~,ssen, am die Convergenz der 

Integrale yon der For ~['(u) du zu sichern, fallen fort, wenn staU 

dieser die enNprechenden Integra.le mit Doppelumlauf eingefahrt 
werden. 

In der Gleiehung (1) werden io und (/ als endliehe Werthe voraus- 
gesetzk Je~toeh l~s~: sieh die Betraehtung nach bek~nnter Methode 
darch Benutzung einer linearen Substitution auf den Fall eine~ uneHd- 
lichen singulgren Werthes ausdehnen, lm naehsteheMen w 2 detiuir~ 
man .F(u) als das Product 

wo unter ep (u) eine bei u ~ 2~ eindeatige Funehon verstaoden wird. 
Die Anzah] der singulfiren Pm~k~e yon 2;'(u) (abgcscheu yore uneud- 
lichen Horizonte) wird als eine endliche und bestimmte vor~usgesetzt; 
bei einem Um]aaf der Variable u am s~mmtliche im Endlichen liegend(" 
singut~re Punkte mSge _F(u) nur einen eonstanten Fac~tor ~ufnehmen. 
lndem man, yon irgend einem Punkte der u-Ebene ~us, einerseits eim- 
geschlossene Curve um den Punkt io, andeverseits elm- ~ gcschlo~eue 
Curve um alle endlichen singul~rea Pankte der Function 1;(u) (oder 
aueh, was dasselbe teistet, um nile endli~hen ~ingu}~rer~ l'u~ktc j, 
ausser/)) eonstru[rt, zeigt man, dass das Integra l~'(u) du, in welehem 

~lie Variable u abweehselnd die beiden Carven, einmal i~ positiver 

*) Man ~ergleiche die Bemer~ung giemann'~ am Schlu~ de~ w ~ ~ei~er 
Abhandlnng ,,Beitr~.ge z~r Theorie tier dutch ~lie G~u~'~;he t~e]he .F(~, ~, .], x~ 
d,vr~tetlbaren Ftmctionew', Ge~. Werke, p~g. 77. 



472 L. POC~AM~. 

und einmal in negativer Drehungsrichtung, dnrchl~aft, analoge Eigen- 

sehaften wie das in w 1 behandelte Integra (u) du besitzt. Dasselbe 

bildet bei der AuflSsung tinearer Differentialgleichungen durch be- 

S stimrnte Integrale einen Ersatz ffir das Integra ~(u) du, falls letzteres 

aufhSrt, einen bestimmten Sinn zu haben. 
Im w 3 wi~d, um ein Beispiel Nr die Anwendung der erhal~nen 

Resultate zu geben, die l)ifferentialgleiehung der Gauss'sehen hyper- 
geometrisehen Reihe behandelt. Die gena~nte Gleichung l~isst sieh 
allgemein dareh bestimmte In~:egrale 15sen, well in den F-~llen, wo 
die sonst fiblichen bestimmten Integrate divergent werden, die hier 
definirten Integrale mit Doppelumlauf an ihre Stetle treten. 

w  

Ein Integral, dessert Integrationsweg aus einer geschlossenen 
Carve besteht, soll im Fo]genden (gem~ss einer bcreits iiblichen Be- 
zeichnung) (larch einen horizontalen S~rich~ welcher fiber dem Inte~,raL~ 
zeichen angebra~ht wird, yon anderen Integralen unterschieden werden. 
Der Ausgangs- und Endpunkt der Integrationscurve wird als untere 
Integralgrenze angegeben. Ferner sollen an der Stelle," die sonst yon 
der oberen Integralgrenze eingenommen wird, in Parenthese diejenigen 
singul~ren Punkte der zu integrirenden Function genannt werden, 
wetehe im Innern der Integrationscurve liegen; dieselben werclen durch 
Kommata yon einander getrennt. Man setzt hinter einen solchen 
singut~ren Punkt ein Minuszeichen, falls er yon der Integrationscur~'e 
in negativer Drehungsrichtung umkreist wird, w~hrend man im Fall 
eines positiven Umlaufs nichts hinzufiigt. Die singul~en Punkte 
werden hierbei in der Reihenfblge angeffihr~, win s~:e von der Variable 
des Integrals umkreist werden; ein mehrfaeh umkreister singul~rer 
Punkt wird mehrfach angefiihrt. 

Inte~o'drt man also die in (1) angegebene mehrdeutige Function 
f(u) l'2ngs einer geschlossenen~ yon einem Punkte c ausgehenden 
Curve, welche zunRchst in positiver Drehungsrichtung den Punkt 
und den Punk~ p, hierauf in nega~iver Drehungsrichtung wiederum 
zuerst ~, dann s umkreist, so entsteht ein Integral, dus co genannt 
werden soll, und das nuch der soeben definirten Bezeichnung 

(3)  ~ ~ ] ' i~ ,~ ,~- , , -~  
a~ f (u)  du  

gesehriebel~ wird. 
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Das Integral (3) bildet den Gegeaatmad der Untersachungen diezea 
Para~aphen. Der Bewei% dass dasselbe die in tier Einleituug er~v~hn. 
ten Eigensehaften besitzt, ergiebt s~eh aus der Betrachtung der Theib 
integra[e, in die es sich zerlegen lasst. Bd der~ Iategrale (3)wird 
voran~esetzt, dass die Ftir. die positiven Uml~ufe um ~ und p gewKhlten 
Wege aueh ffir die negativen Uml~ufe (.in umgekehrter Richtung) zur 
Anwendung kommen. 

In der u-Ebene werde um den Punkt st ~--2o als Mittelpunk-t eit~ 
kleiner Kre~s mit dem Radius k, um den Punkt st ~ ~/ein solcher mit 
dem Radius l geleg~. Einen beliebigen Punkt ~t ~ ~ des ersteren 
Kreises verbindet man mit irgend einem Punkte u ~-~ q des zweiten 
dureh eine Linie 9t, die ~ich selbst nieht schneider und in keine tier 
Kreisfl~.chen eintritt. Weder au:t' !~t noch auf den Kreisfl~iehen, at>. 
gesehen yon den Mittetpunkten, soll eia singal~,er Pankt der Func- 
tion f(u) (d. h. ein Punkt, in welchem f(u) sich verzwoi~ oder unend. 
lich ocler unbestimmt wird) liegen; im Uebrigen kSnnen sowohl die 
Curve ~ als die Radien k, l willk~'lieh gewKhlt werdeu. Man nimm$ 
nun einen bel~ebigen Punkt c der Curve 9[ Zum .Ausga~gspunkt und 
Endpunkt yon vier gesehlossenen Integrationswegen~ die man naeh 
einander fOr das Integral der Funetioa f(u) anwendet, uad die aus 
Abschnitten der Curve 9~ und je einem der obigen Krei~e gebildet 
werden. Es seien p' ,and ~" zwei Punkte des Kreises um io, welche 
so liegen, dass wenn der Kreis veto Ponkte p aus im posit~ven Sinne 
durchlaufen wird, man zu dem Punkte ~' vor dem Punkte I~" gelangt. 
Die entsprechende Lage mSgen q' und q" als Punkte des zweiten 
Kreises haben~ so dass dutch :p~'~":p und qq'q"q die positiven Uml~ufi~ 

/" ~ q -  ! 
.. . . . . . . . . . .  -. : ~ / - - -  Nq : 

\'r ~0,- , 

l~ig. 1. 

um 2 und ~, dutch 9~"P'I~ und qq"q'q die negativen bezeichnet wet- 

den (Fig. 1). 
Man nenne eo~, ~oz, eaa, to~ die vier" Integrale der Function f(u), 

deren respective Integrafionswege dutch 
cqq'q"qc) cp~'~"c, cqq"q'qc, e~p"~'pc 

~tat.~c)ma~t)ahe ~k~na3an, ~K.XXV, 31 
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augegeben werden. Nach der oben erw~ihnten abgekfirz~en Bezeichnung 
hat man f ~  ~l~ eo~, e~3, ea 4 die Ausdrficke 

<,>, =jo =jo 
(4) 

-(q-) f(u) du. ,3 ~ S f(u) du, c o 4 = ~  ( ' - )  

An der unteren Grenze des Integrals eo 1 w~hl~ man als Anfangswerth 
der zu integrirenden Function irgend einen der zu u ~---c gehSrigen 
Werthe yon f(u). Dieser specielle Werth f(c) mSge fo heissen. Ffir 
v > 1 wird best~immr dass der hnfangswerth yon f(u) im Integral 
ca, mit dem Endwer~h dieser Function in eo~t iibereinstimme. 

Es werde nun auch dasjenige Integral der Function f(u) be~rachtet, 
dessen lmtegra~ionscurve SiGh aus den Wegen der vier In~egrale col, 
eo~, raa, co4, in dieser Reihenfolge genommen, zusammensetzt. Dasselbe 
ist gleich dem in (3) angefithrten Integral; man bezeichnet es, wie 
in (3), durch co, nachdem man festgesetzt hat ,  dass an seiner unieren 
Grenze die GrSsse /o als Anfangswer~h yon [(u) zur Anwendmag 
kommea soil. Es besteht dann die Gleichung 

(5) ~ = ~, + ro~ + ~ + ~ , .  

Bei eo ist der Werth yon f(u) auch im Endpunkte des Integrations- 
weges gleich fo, da jeder der Ptmkte p, q im positiven und im nega- 
tiven Sinne umkreisr wird. 

Es seien feraer :P und Q die liings der Abschnitte c:p und cq der 
Curve ~ genommenen Integrale 

(6) 1 ~ =f~'f(u)du, Q =fq f (u)du,  

an deren unterer Grenze die Function f(u) ebenfalls den Werfla fo 
haben mSge. Endlich bezeichnet man dutch K das Integral yon f(u) 
l~ings der Kreislinie )OP't~"P uad dutch L das I n t e ~ l  yon f(u) liings 
der Kreislinie qq'q'q, hls Anfangswerthe der Function f(~) in K 
uncl in L sollen diejenigen Werthe f(p), f(q) genommen werden, die 
aus fo ents~ehen, wenn u auf der Carve ~ die S~recke c0, resp. cq 
zvx~cklc@t 

Da die Function f(u) nach der Voraussetzung den Factor e ~i~ 
aafnimmt~ wenn u den Punkt q im 1)ositiven Sinne umkreist~ so f'dhrt 
die Zerlegung des Integrationsweges yon col in die Strecken c q, q q* q" q 
mad q c zu der Gleichung 

~ ~ -  (1 - -  '~"9 Q + L.  

In e~ i~t der Anfangswerth tier Function f(u) gleich e~'~'fo, der 
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Endwerth derselben (na(~h (1)) gleich e~i~*-t'~fo. Unter Ber~ck- 
siehtigung des .Umstandes, da~s als Anfangswertlt yon f(u) in P eler 
Werth f0, in K der bei dem dire&en U e b e ~ g  yon r nach ~ aas f0 
entstehende Werth f(~) angenommen wird, erh~lt man f~ir ~ den 
Ausdruek 

~ == e ~ ' ( 1  - -  e ~"~~ P + e ~ t "  K .  

Es besteht ferner zwischen den Integralen ~ und ~3 die Ghichuug 

und zwischen eo~ und ~4 die Gleichang 

O 4  ~_ .  _ _  ~ - 2 g i ~  CD 2 . 

Die Function f(u) ha~ in ~a den Anfangswerth d ~ q ~ / ~ ,  den Eud- 
werth e2~i~ Man kehre den Int%c, rationsweg des lvtegrals ~ um~ 
indem man dasselbe gleichzeitig mit ---1 multiplicirt; dana wird 
einersei~ der Anfangswerth der Function f(u)gleich ezgiaf0 , anderer- 
seits die Drehungsrichtung des Kreisintegrals die positive. Hierau~ 
folgt, dass ~3 gleich dem Product aus ~1 und dex Constante -- e ~'~ 
ist. In e~ kommt e~iofo als Anfangswerth, [o als Endwerth yon f(u) 
vor. Dutch Umkehrung des Integr~tion~weges finder man dahCr far 
o~ den Werth --e-~-~i'-a~. Die abgeleiteten Ausdriicke 

~,  + ' ~  ----- D - -  ,~'%""] [ 0  - ~ " 9  ~ + Z ] ,  

werden in die Gleichung (5) ~ubst~tuirt. Dann geht das ~ntegcat 
in die Summe 

(ea"'a-- 1) (e~,~--- L) ( 9 - - / ' )  + (e~'~"-- 1) A"--- (d ''~'*-- 1) L 
iiber. Aber da sowohl in :Pals auch in Q die Function f(u) aader  
unteren Grenze den Werth fo hat, so ist nach (6) 

q - -  s ----j:~ f(u) du. 

Auf diese Weise erhglt man ffir ~ (lie Gleichung 

(7) i.,q,,,q-.~)f(u)du ~ [ ( ~ " ' ~  1 ) ( e ~ ' " - - l ~  ~ f(u)du 
�9 ~~ | + (e ~ , ~  - ~) K - -  ( d  ~'o - -  ~) k .  

Dieselbe zeig~, dass der Werth de~ links stehenden Integrals sich nicht 
5mdert, wenn state des Puaktes c (der auf der rechf~n Sdte nicht mehr 
vorkommt) ein hdieb~ger e,uderer Pankt der Linie ~ zum Auagangs- 
punkt und Endpunkt des In~gmtionsweges gemacht wird. 

Verbindet man ferner die Punkte p und q dutch irgend eine zweite 
Curve ~ ,  welche der Bedingung genfigt, (lass auf dem yon Yt und 3~ 

3 1 "  
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eingeschlossenen Flgchens~ficke kein singul~rer Punkt der Function f(u) 

liegt~ so hat, nach einem bekannten Satze, das Integra f (u)du 

bei Benutzung des Integrationsweges ~ denselben Werth wie bei 
Benutzung des Integrationsweges ~.  Also bleibt die Ersetzung der 
Linie ~ dutch ~1 ebenfalls oh~ae Einfluss auf den Werth yon co. 

Es ergiebt sich hieraus, dass die untere Grenze des Integrals co 
in jeden beliebigen Punkt, der nicht singuliir ffir f(u) ist, verlegt 
werden kann. Jedoch muss als Anfangswerth yon f(u) derjenige Wer~h 
genommen werden, der bei der stetigen Verschiebung der untere~ 
Integralgrenze aus f0 eutsteht. Start den Wer[h der Function f(u) 
an der unteren Integralg~renze zu geben, kann man selbstvers~ind]ich 
auch jeden anderen Punkt des [n~grationsweges benutzen, um 
einen bestimmten Zweig der zu integrirenden Function (dutch ~Vahl 
eines speciellen Werthes derselben) zu fixiren. 

Liisst man die Variable u den Integrat~onsweg des Integrals to 
rfickwiirts durchlaufen, so geht co, da jedes einzelne Integralelement 
das Vorzeichen wechselt~ in --eo fiber. Durch die Aenderung der 
Pdchtung fiir das Fortschreiten yon u warden gleichzeitig die positiven 
Uml~iufe in negative und die negativen in positive verwandelt. Man 
finder auf diese Weise ffir -- co einen zu (5) analogen husdruck als 
Summe yon vier Theilin~egralen; jedoch stellt der ers~e Summandus 
(der aus eo 4 entsteht) jetzt einen positiven Umlauf um den Punkt p 
dar, und bei den drei iblgenden Summanden wird bezw. q im positiven, 
p im negativen und q im negativen Sinne umkreist. Man erh~lt auf 
diese Weise die Formel 

fa (~,q*la--,q--) ~(fh~,q--, P--) 
(8) f(u) du = - j o  f(u) du . 

Das IntegrM (3) nimmt also nur den Factor -- 1 auf, wenn die Punkte 
/a und g bei tier auf den Integrationsweg beztiglichen Ang~abe mit 
einander vertauscht werden. 

Der Integrationsweg yon eo is~ im Vorhergehenden aus den Ab- 
sctmitten der L in ie '~  und den Kreisen mit den Mittelpunkten p und 
q zusammengesetzt worden. Indessen h~n~ der WerCh des Integrals 
to yon der Gestalt des Integratiousweges nut insofern ab, als dabei 
die Art der Umkreisung der singul~ren Pankte ~ und q and der Ueber- 
gang yon der Umgebung des Punktes 1o zur Umgebung des Punktes ~/ 
in Frage kommt, so dass man far diesen Weg aueh andere Curven- 
forraen anwenden kann. Es soll bier auf zwei verschiedene Modi- 
ficationen des Integrationsweges yon ~o eingegangen werden. Man 
ziehe zun~chst yore Punk~e e aus zwei beliebige geschlossene, weder 
sieh selbst noch einander schneidende Curven ~ und ~ (Fig. 1), yon 
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denea die erstere keinen aaderen sin~md~ren Pankt der Function f(u) 
als den Pankt p, die letztere keinea anderen als den Puakt q um- 
sehliesst. Auf dem v0n !~ begreaxzten Fttichenstiick soil der Abschnitt 
c~ der Linie 9~, anf dem yon ~ begreazten der Abschnitt cq liegen. 
Bezeiehnet man zur Abkiirzung dutch ~q-~ resp..~-t- den positiven 
Umlauf 1.~ngs ~ ,  resp. s und dutch ~3- uad ~ -  die bezllgtichen 
negafiven Uml~ius so kS~men offenbar die vier auf einaader folgendcn 
Streeken 

~+, ~+, ~-~ ~- 

als Integrationsweg yon ~o, an Stelle des oben a~gegebenen Weges, 
gewiilflt werden. 

Zu einer n(w.h etwas kfirzeren Darstellung des Integrationswege~ 
yon a~ gelangt man, wenu man die Randeurve eines zusammenh2ngeu,- 
den Fl'hchenstticks einftihrt, das die Punkte p and f/ euthiilt. Es sei 
:~ eine gesGhlossene, sigh selbst night schneidende Curve (Fig~ 2), inner. 
halb deter die Punkte lO 'and g/ (sammt der Linie 9[, Fig. 1)~ jedoch 
keine anderen singul~ren punk~e 
der Function f(u) liegem Das 
yon ~ begrenzte Fliichenstiick 
werde dutch eine Linie cde der- 
artig in zwei Theile getheilt, dass 
sich der Punkt 19 auf dem einen~ 
der Ponk~ q auf dem auderen 
Fl~hentheil befindet. Von den 
zwei ]gndputd~n tier Linie cde 
soll c derjenige sein, yon welchem 
aus des im positiven Sinne hings 
Z genomme~m Wegdifferential zu 
dem den Punkt q enthaltenden 
Fl~ehentheile fiihrt. Dann l~sst 

�9 S ?  
N~g. 2. 

sich der zuvor definirte (ira Punkte c be~nnende) ]ntegration,weg 
des Integrals eo dutch einen Weg ersetzen, der aus den vicr Theilea 

Z+, ede~ Z - ,  edc 

besteht, wo durch Z + und (lurch Z -  der positive, resp. der ltegative 
Umlauf 1Engs Z bezeichnet wird. Nach Fig. 2 lautet dieter Iute- 
grationsweg 

ce~ ee2c , cde, ee~ ceze, edc. 

In der That enthMt die Wegstrecke c e t e e., c, welehe mit r e~ e d c-b cd ee~ c 
gleiehbedeutend ist, den posifiven Umlauf um q und den positivea 
Umlauf um p,  und auf den iibrigen Strecken edeejee..edc wird zuerst 
der Punkt q, dann der Punkt p im negafiven Sinne umkreist. 
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Sind in (1) die reellen Bestandtheile der Constanten a und 
posit~v, and hat die Function ~(u) sowohl fiir u ~--p als fiir u ~ q 
einen endliehen Werth, so daft man die Kreisradien k und l unendlich 
klein w~hlen, wodarch die Kreisinte~ale K und L (in denen u-----p + k e ~, 
resp. u~--~-]-Ze a~ zu setzen ist) einen verschwindend kleinen Werth 
annehmen. In diesem Falle ist zugleich, nach bekannter Regel, das 

Integrall-~f(u) du convergent. Folglich wird aus (7), wo- bestimm~e 

selbst die Integralgrenzen ~), q durch p~ q ersetzt werden kSnnen~ die 
Gleichung 

(9) ~o q-'P-) f ( u ) d u  = ( e ~ ' a - - 1 )  J ) f ~ / ' ( u )  du  

erhalten, die bereits in der Einleitung erw~iJhnt wurde. Als Inte- 
grationsweg des auf der rechten Seite yon (9) stehenden Integrals 
muss die Linie ~ (oder ein auf dieselbe reducirbarer Weg) genommen 
werden i der Zweig der Function f(u) ist daselbst wieder dutch die Be- 
dingung, dass f(c) gleich f0 sein soll, besr 

Da nach (1) 

(u - -  p )  f ( u )  = (u - -  p )o  (u  - -  q ) ' -~  q~(u),  

(u  - -  q)  f ( u )  = (u - p ) , - , ( u  - -  q ) ,  ~ ( u )  

ist, so l~st  sich die Voraussetzung, welche zu der Gleichung (9) fiihr~, 
dahin ibrmuliren, dass die 2 Gleichuugen 

(10) [ ( u - - p )  f (u)J~p -~ O, [ ( u - - q )  f(u)]~_q = 0 
zugleich befriedig~ sein miissen. 

Ist yon den Bedingungsgleichungen (10) nut die eine erffillt, 
z. B. nur die erste 

[(u-~o) f ( u ) ] ~  = o, 
so kann man in Fig. 1 den Kreisradins k unendlieh klein nehmen and 
gleiehzeitig den Punkt c m i t  dem Punk~e ~ zusamme~fallen lassen. 
Dann werden, da ausser dem Kreisin~gral K auch das in (6) be- 
zeiehne~e Integ~ral P verschwindet, die Integrale ~e und ~4 gleich 
Null, so dass auf der rechten Seite yon (5) nur die Summanden ~1 
und ~ fibrig bleiben. Der Integra~ionsweg des Integrals o~ beginnt" 
and endigt~ g e m , s  der obigen Voraussetzung, im Punkte ~ oder, was 
hier dasselbe bedeutet, im Punkte p. Da ferner ~s ~ -  e ~nio ~o~ is~, 
so erh~lt man in dem gedachten Falle die Gleichung 

(11) ~o f(u)  ~u ~ (1 - -  f (u)  du .  

Ats In~egra~ionsweg des rech~s stehenden Integrals kann eine beliebige 
geschlossene, aich selbst nicht schneidende Curve gew~.hlt werden, 
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welche yon p ausgeht mad keinen anderen singul~en Ptmk~ voa f(u't 
als den Punkt q umschliessL Ebenso fiadet man, wema die 2 ~* Be. 
dingung (10) erffillt ist, die Formal 

f(%~'q--'P--) )j~f" P) (11 a) f(u) du ~-- (a"'" - -  1 f(u) du.  d* 
Die vorstehenden Rechnungen l,efern aueh den Werth des Integral~ 

(12) d f(u) du,  

dessen lntegra~ionsweg die Punk~e q~s zuerst im negativen, da~an im 
positiven Sinne umkreist. Der Anfangswe~h der Function f(u) an 
der ma~ren In~gratgrenze u ~-~ c soll ia ~" derselbe wie in ~ sei~ 
Dann ist ta' ident-lsch mit dem Produet e-~it*§ la dem oben 
definirten Integral t~a (GL (4)) war der Anfaiagswerth yon f(u) gleieh 
e ~ . ~ +  ,) f~; an ~,  wurde ~4 sietig ange~ch|o~sen, eheaso h~ttr *a t a a  
ca 4 stetigen Ansehluss, ~a 2 au o j .  Nun ist ffir die at~ den vier 
Integralen r ~  o~, ~ gebildete Summe, wenn sie in dieser Reihen- 
folge genommen werden, der Integrationsweg derselbe wie flit das 
Integral co'; die genmante Summe unterscheidet sieh daher yon ca' nut 
dadureh, dass in ihr der Anfmagswerth e~ni(~q-~[o ~ ia o" aber der tun. 
fangswerth lo fiir f(u) zur Anwendung kommt. Auf diese Weise wird~ 
mit Rficksieht auf (5)~ fiir ~" die Gleichung 

in der [(u) die Function (1) bezeiehne~, ~bgeleit~t. Sind die Bedingangea 
(10) erfi~llt, so folgt aus (9) unr (13) die Formet 

/z(~._ ,_.~.,, )j~)q 
(14) f(u) du = ( e - * ~ - -  1) (e --~*~'- 1 f(u) du.  

d c  

Der flit ~a angewendete Integrationzweg mSge leaner in der Art 
ge:,inder~ werden~ dass man die zwei Umkreismagen des Ptmktes q (die 
positive und die negative) mit einander vertauseht. Dann ent~teht 
ein Integral 

(15) d '  =d:  fin) an ,  

ffir welehez ~hnliehe Formela wie fiir ~ geltea. An der tmteren 
]ntegralgrenze u ~ c mSge aueh in ca" der Werth [~ ffir f(u) genom- 
men werden. Nemat man A das Kreiam" tegral, da~ am Z erh~lten 
wird, wenn der Umlauf mn den Ptmkt q nieht im pesitiven, sondera 
im negativen Sione eriblgt, so m~difieirt sieh die ffir ra angegtellte 
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Rechnung, die zur Gleichnug (7) ffihrte, ~ur darin, dass die GrSssen 
L and e ~i~ durch A and e - ~ i ~  zu erseSzen sin& Man hat demnach 
i~r ea" die za (7) analoge Gleichung 

(16) ( " - ' ~ ' " ' - ' f ( u ) d u . = -  (e~"'~ 1)(e--'2"~:- 1) f ( u ) d u  

de 127 (e - ' ' ~ ' ~ -  1) K - -  (e ' ' i ~ -  1)A, 

aus tier, wena die Bediagungen (10) befriedigt sind, die der Formel 
(9) eatsprechende Gleichung 

= - 1)j  f(u) du (17) J ,  f ( u )  d u  (e ~'~" - -  1)(e - ~ ' ~  "q 

gewoanen wird. 
Die Umkehrang des Integrationsweges, welehe bei gleichzeitiger 

Multiplication des Integrals durch den Factor - -  1 zul~sig is~, bewirkt 
bei re' (wie bei co) nur eine Vertauschung der Punkte 2 und q in 
Bezug anf die Reihenfolge, in der sie yon der Variable u umkreist 
werden. Aus co" wird, wean u den in (15) angegebenea Weg in 
umgekehrter Richtung durchliiuft, ein Integral erhalten, dessert Iate- 
grationsweg mit dem positiven Umlauf u m p  beginnt and mit dem 
positiven Umlauf um q schliesst. Es ist also 

f (18) (~-,~-, e,-~) (.~-, q-,l,, ~) 
~,o /'(u) d u  =- Jo / ' (u)~lu ,  

j ~ f(~O d u  = f ( u )  d u .  

Die Int~grale co, el', co" versehwinden, sobald einer der Pank~ 
p, ff aufhSr~, eia singul~rer zu sein. Es sei z. B. f ( u )  in der Ual- 
gebung des Puuktes p eindeatig und stetig. Dann hat der Factor 
e "~;"<~, der zu f ( u )  hiazutritt, wean u den Punkt p umkreist, den 
Werth 1. Gleichzeitig versehwindet des Kreisintegral K. In Folge 
dessen werdea in den Gleichungen (7) und (16) s'~mmtliehe reehts 
~teheade Summandea gleieh Null. Das Analoge gilt, wean f(u) bei 
u ~ q eindeutig und stetig bleibt. 

Ist die Funetioa f(u) fiir u -= ~ unstetig, jedoeh in der Umgebung 
des Punktes p eiafleutig, and wirfl sie flaselbst darch die Reiho 

daxgestellt, so hat das integral a~ den Werth 

(20)  o -~- 2 ~ i A ( ( ~  ~''~ --  1). 
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Denn d a e  ~ i ~  ~ 1 ist~ so ergiebt sich aus (7) die Gleichung 

~ -  te  ~ ' "  - -  1 )  K ,  

and das Kreisin~egrat K nimmt, wean die obige Reihe ffir f ( u )  sub- 
stituirt wird, dee Werth .r an. Unter denselben Vorau~set~ungen 
in Bezug auf die Ftmetion f ( u )  tmsteh~ ftlr o" mid ~o" die Glei- 
chungen 

(21) ca" ~ 2 ~ i A t ' ( 1  - -  e--~=~*), o "  = 2 ~ i A , ' ( e - ~ - ' ,  * - -  1), 

yon denen die erstere aus (13) und (20), die tetzt~re aus (16) f(flgL 

w 

Eine Function F ( u )  habe die singuliiree P~nkte P ,  P I , . . . , P , , ,  

deren Anzahl als endlich vormssgesetzt wird; ausser denselben sei nut 
der Werth u ~ oo ein singul-~rer fLir die genannte Function. In der 
Umgebung des Punk~es U ~-t~ soll die (in der Einleitung erw~Lhnte) 
Gleiehtmg 

gelten, in welcher 9(u) eine bei u ~--p eindeutige Function yon u, 
und a eine Con~tante bezeichnet. Macht. die V~ri~ble u einen po~itiven 
Umlauf um die s~mmtlichen endlichen singul~iren PunkLe P, Pl, . . . .  P~, 
so nimmt, wie vorausgesetzt wird~ die Function ~'(u) den constaliteli 
Factor e ~i*  aef, blelbt ~ber im Uebrigen unver~indert. 

Man ziehe um den Punkt p (als Mittelpunkt) mit dem Radius k 
einen Kreis if, der keinen anderen si~lgul':iren Punkt der Function 
~'(u) als den Punkt 2 umschliesst. Ferner werde ein beliebiger Punkt 
7 der u-Ebene, der aieht zu den singul~en Punkteu yon F(u) gehSrt, 
zum Mittelpunkt~ eines zweiten Kreises ~ genommea, dessen Radius l 
so gross ist, dass sowohl der Kreis ff sis auch die Punkte P l , . . - ,  ~* 
~uf der yon ~ begrenzt~n Kreisfl~he liegen. Man wiihlt auf der 
Kreislinie ff einen beliebigen Ptmkt p, auf der Kreislbaie ~ einea 
beliebigen punkt q und verbindet diese Punkte dutch eine sieh selb, t 
nicht schneidende Linie 9~, welehe aus der Kreisii~che 2 nicht heraus- 
tritt und keinen der Punkte . p ~ . . . ,  I*~ enthi~lt. Es sei endlich c 
irgend ein Punk~; der Linie ~ ;  yon den verschiedenen Werthen, welche 
die Function ~'(?*) in demselben annimmt, werde ein bestimmOcr, der 
~o heissen mSge, fixirt. 

Es soll nun ein Integral 

betraehtet werden, dessea Integrationsweg in dem Punkte e l~giant 
und endigt und sieh aus den mlf elnander folgendeu Theilen 



z ~ a m m e ~ e ~ t .  Als Anfangswerth fiir die zu integrirenr Function 
F (u )  an der un~eren Integralgrenze u ~ - c  ist der genann~ Werth 
Fo anzuwendenl derselbe stellt zugleich den Werth yon F(u)  im 

Fig.  3. 

Endpunkte des Integra- 
tionsweges dar. Durch 
~+ ,  ~ + ,  resp. ~ - ,  
wird der Umlauf l~ngs 
der Kreise ~, ~ in der 
positiven, resp. negativen 
Drehungsrichtu~g be- 
zeichnet. Die Variable u 
des Integrals ~ umkreist 
also, yore Punkte caus,  
zuerst siimmtliehe sing~- 
l~re Punkte p, ~pt , . . .  ~p~, 
dann allein den Punkt p~ 
beides im positiven Sinne, 
und fiihrt hierauf die 
entspreehenden Umkrei- 
sungen auch im negativen 

Sinne aus. Wird die Gesammtheit der endliehen singul~ren Punkte 
P, Pt ,  . . . .  I0~ der Function E ( u )  dutch den Buzhstaben @ zusammen- 
gefasst, so kazan man, gem~iss der im w 1 angegebenen abgekfirzten 
Schreibweise, das obige Integral ~ durch den Ausdruck 

daxs~ellen. 
Das Integral g2 geht dutch eine einfache Substitution in ein Inte- 

gral fiber, dessen Variable einen Doppelumlauf um zwei endliche 
singul'~re Punkte maeht. Man verbi~de u mit einer neuen Variable v 
dutch die Gleiehung 

1 

( ~ )  ~ ~ -  r + ~ ,  ~ - -  ~---7' 
wo 7 die Constante bedeutet~ die den Mittelpunkt des Krei~s ~ bildet, 
und nenne 2' ,  ~~ . . . .  s die Constanten 

1 r 1 , 1 
(24) P" "~- ~ --  ~ '  P~ ~- ~, - -  ~ ' " " "' P" ~- p~ - 7 

Dann entspreehen den Werthen u ~ - - p ,  u ~ _ ~ l ,  "- .~ u~---p,  die 
Wert]ae v ~ p', v ~ p ( ,  . . . ,  v ~-- ~o~, and dem Werthe u ~ oo tier 
Werth v ~ - 0 .  Die Function ~ (u )  mSge dutch die Substitution (23) 
in die Function ~2(v) fibergehen; diese hat die singul~iren Pnnkte 
v ~---0~ v ~ 2 " ,  v - ~ - p ~ ' , . . . ,  v ~ p ~ ,  w~hrend v ~ c~ kein singul~rer 
Werth ffir sie ist~ Da die Punkte u, die auf der Kreislinie ~ liegen, 
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durch die Gleiehnng ~ - -  7 ~ levi, in welcher ~ yon 0 bls 2~r variirt~ 
bestimmt sind, so gilt far die zugehSrigen Punkte v die Gteiehung 

1 e_a," Der Kreis ~ liefert also in der v-Ebene einen Kreis ~' v~-  T 
mit dem Mittelplmkt v = 0 and dem Radius l T '  und zwar bewegt sich 

v l~n~ ~" in nega~iver Drehungsriehtung, wenn u den Kreis ~ in 
positiver R~chtung durchlKuft. Die Punkte 10", 10/ , . . .  t o" befinden sich 
s~mmtlieh ausserhalb des Krei~es ~'~ da die yon .~" umsehlossene Kreis- 
fl'~che denjenigen Theil der u-Ebene abbildet~ der nach Fortlassung 
der KreisflKche ~ fibrig bleibt. Nennt man sodann ~" den Kreis, der 
in der v-Ebene die .&bbildung des Kreises ~ darsteltt, so gehSrt zur 
Kreisfiiiche ~ die Kreisfl~he ~' (nicht die Erg'Tmzungsfl~che); denu 
kein Punkt der Kreizfi'~che ~ kann, weil 7 ausserhalb ~ liegt, einem 
unendlieh enffernten Punkte der v-Ebene entspreehen. Folglich ent- 
h'21t die Kreisfi~che ~" keinen anderen singut'iiren Punkt der Function 
~p (v) als den Punkt v ~--~'. Die Drehungsrieh~ung ist bei correspon- 
direnden Uml~ufen t'~ngs ~ und ~ die gleiche, da die Umgebungen 
irgend zweier ent~prechender Peripheriepunkte einander in den kleinsten 
Theilen ~hnlich sind~ und daselbst die innerea Seiten slch gegenseitig 
abbilden. 31an bezeichnet ferner dutch c', p'~ q" die Constanten 

1 1 1 
(25) e ' ~  e - 7 '  ~ ' ~  ~ - ~ '  q ' =  'I--:-7 ~' 

welche die Bildpunkte wm u ~--- c, u ~  ~, u ~  q darstellen. Die 
Punkte ~' und ,)' sind die Endpunkte einer ~ ~ / ~ ' ~  
(den Punkt c" enthaltenden) Linie ~[', die 
in der v-Ebene der Linie 9t entsprieht 
(Fig. 4). Die Funetaon ~ (v) nimmt, den c' p ~ k ~  ) 
oben augeffihrtea Voraussetzm~gen zufblge~ ~ .  r 
den Factor e - ~ " ' ,  resp. den Factor c ~ i~  
auf, wenn die Variable v einen positiven Umlauf u,n den Punkt 0, 
resp. um den Punkt 1o' ausfiihrt. 

Das Integrai Q verwandelt s~ch durch die Substitution (23) in den 
Ausdruck 

t '~O--, p ' ,  O, ~o'--) dv 
(26) ~ ~-- J , '  ~h (v) - ~ - ,  

dessen Integrationsweg aus den Theilen 
c'q', ~'% q'~', ~1"+, ~'q', ~'+, q'~', ~ '- ,  ~'c' 

best~ht. Dies ist ein Integral yon der in [15) angegebenen Art. 
Set~ man 
(27) #/(v)  = (v  - -  P ' ) " -~  v ~-~ Z ( v ) ,  

so ist ;t(v), wie aus den erw~hnten Eigenschaf~,en yon ~(v) folgt~ 
eine bei v ~ 0 und bei v ~ p" eindeutige Function yon v. Mithin 



hat die zu integrirende Function in (26), ~(v) dieselbe Form wie 

die in (1) definirte Function f(u). Man erh'~lt nus tier reeh~ea Sei~e 

der Gleiehung (1) den Ausdruek --%.T-, wenn man 

u, q~(u), .p, q, 7; 
bezw. dureh 

~, z ( ~ ) , / ,  o,  - ~  

ersetzt. Wird ausser diesen Aenderangen noeh c' start c gesehrieben, 
so geht daz in (15) bezeiehnete Integral co" in - -  Q iiber. Die Formel 
(16) liefe~ daher ffir Q die Gleiehung 

(28) .q = (e e'z;# - -  1)(e ~"2* -  1) , ( v )  v~ 

( e" " " - -  1) K ' + ( e "~ ~" " - -  1) ^ ' ,  

in weleher K', A' die Integrale der Function - - ~ -  l~ngs des Kreises 

R" im positiven Sinne, resp. l~ngs des Kreises ~' im negativen Sinne 
bedeuten. 

Bleibt in (27) die Function Z(v) ffir v ~- p' und f~ir v ~-- 0 stetig, 
and ist der reelle Theil yon a positiv, der yon �9 negativ, so werden 
die Kreisintegrale K '  und A" uneudlich klein, ~obald man die Radien 
der Kreise ~ und ff anendlieh klein w~hlt. Dann ergieb~ sich ffir Q 
die Gleiehung 

Q = __ (~=.i. _ 1) (e2,,;. _ 1) @(v) -.;~ , 

die, wenn naeh (23) wieder 

dv 
a_~, = u - -  r ,  ~ = - -  d u ,  e ( v )  = l~ ' (u)  

gesetz~ wird, die Gestalt 

j? (29) Q -~ (e~;~o - ~) (e  ~ ' ,o  ~ I )  F ( ~ )  d u  

j/ annimmt. Das Integral Q wird also~ falls das IaNgral .F(u) du 

eonver~r~, aus diesem dutch Multiplication mit einer GrSsse erhalten, 
welehe aassehliesslieh yon a und ~ abh'~ingt~ Das Kreisint~gral A', 
das hier a2s versehwindend klein angenommen wird, ist identiseh mit 
dem fiber den uneadliehen Horizont der u-Ebene erstreclcten Integral 
der Function F ( u ) .  Der Integrationsweg des obigea Integrals 

f - ~ ' ( u )  du aus der Linie 9~ (Fig. 3), wema man den Punkt entsteht 

mit p zusammenfallem und den Punk~ q in's Unendliehe rfieken t~sst. 
Die u unter de," die Formel (29) g~iltdg ist, wird dutch 
die zwei (zu (10) aaalogen) Gleiehungen 
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(r v; j ,~ , '  L-'~--J,=o 
p') 

oder, was dazselbe ist ,  dutch 

(30) [ (~ - -  ~) -~'(~)],_~, == O, [(~ - -  r )  F ( ~ ) ] , = .  ~ 0 

ausgedrfiekt. 
Um den Integrationsweg des Integrals ~ zu vereinfaehen, ziehe 

man yore Punk~e e uus (Fig. 3) zwei geschlosset~e, sich setbst niche 
sehneidende Ckarven ~ und ~ ,  yon denen 9~ keiaen anderea siugafl~.reu 
Punkt der Ftmctio~ F(u) als den Ptmkt 19 umschliess~, w~ihrend da~ 
yon ~. begrenzte FlKchenstiiek sowoh! die Ponkte 1o~ . . . .  ~*, Ms auch 
die g~nze Curve ~ enth~lt. Dann kann der Iategra~ioasweg yon 
offenbar aus den 4 Strecken 

~+, ~'+, ~- ,  ~- 

zusammengesetzt werden, wo ~ + ,  ~ -  die t~sitiven, und ~ - ,  '~- die 
negativen Uml~ufe l~ags ~ ,  ~3 bedeuten. 

Naeh der bisherigen Definition des Integrati~nsweges yon Q um- 
kreist die Variable u abweehselnd einerseits ~.lle endlichen singuli'tren 
Puak~e der Function F(u)~ ~ndererseits den Punkt/~ allein, Indessen 
l~sst sieh dieser Iategrationsweg noeh in einer etwas anderen Wei~e 
auffassen, indem der Punkt p den Puuktea/h~ �9 �9 �9 P~ gegen~ibergeztellt 
werden ka~un. Um dies zu erlKutern, verbindet m~n die letztere~ 
n Punkte mit eiaunder dureh irgend eine gebroehene, sieh selbst nieht 
sehneidende Linie ~ (Fig, 5), so 
dass ein U mlauf um ~ eiuen 
Umluuf um / h , . . . P ~  darsteltt. 
Man fixirt ferner zwei Punkte 
dj, d~ der Curve ~3 und zwei 
Punkte e I , ~'z der Curve .~ and 
wii]alt die Bezeichnung derselben 
;n der Art, dazs die positiven 
Uml~ufe l~ings ~ und FA kutz 
durch cdld~c und cet ezc~ die nega- 
riven dutch e~dlctrad ceze~c an- 
gegeben werden. Endlieh werde % 

yore Punkte d~ eine Verbindung~- ~ .  5. 
tinie zum Punkte e~ gezogen, welche die gebrochene Linie ~ nicht 
sehneidet, und welche so liegt~ dass das Fl~chen~lek, aaf dem sich 
die IAnie ~ befindet~ die Begrenzung cele~d~d 1 c hat. Der Integrations- 
weg des I.utegrMs Q l ~ t eh t ,  wena man die Curven ~3 mad ~. beuutzt, 
aus den vier Absehnitten 

cele~c, cdld.~c, cezete, cd~zdtc. 
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Der zweite und der dritte dieser Abschnitte bedeuten aber zusammen 
genommen, da man dafiir den Weg cdtd2e2elc setzen darf, einen 
Umlauf um die gebrochene Linie ~ in negativer Drehungsrichtung. 
Schaltet man andererseits hinter den ersten Abschnitt cel e2c des Iute- 
grationsweges die sieh gegenseitig aufhebenden Strecken cd2dlc und 
edld2e ein, so sind die Wege ce~e2c und cd2dlc gleichbedeutend mit 
cele.~dlc,  d. h. mit dem positiven Umlauf um die Linie ~ ,  worauf 
dann der Weg cdid2c , d. h. der positive Umlauf um den Punkt p 
folgt. Hieraus ergiebt sich, dass ~ sich auch als das Integral 

(31) ~ ~ f(~'P'~-'v-)F(u) du 
,.]c 

darstelleu l~sst. Man kaun also die positive und die negative Um- 
kreisung der n-~-I Punktep)Pl~ .-.P~ (in (22) kurz durch (~, resp. (~i--, 
bezeichnet) durch die entsprechendeu Umkreisungen der n Punl~te PI~'--P,~ 
ersetzen~ ohne dass der Werth des Integrals ~ sich hierdurch ~inderte. 

Als Ausgangspuukt des Integrationsweges des Integrals ~ kann~ 
well der Anfangswerth der Function F(u) mit ihrem Endwerthe iiber- 
einstimmt, ein beliebiger Punkt dieses Weges genommen werden; denu 
eine Verschiebung der unteren Integralgrenze innerhalb des Integrations- 
weges ~ndert nur die Reihenfolge der einzelnen Summanden derjenigen 
Summe, als deren Grenzfall das Integral ~) anzusehen ist. Da ausser- 
dem die Liuien ~ ,  ~i~, ~ ihrer Form nach willkiirlich bleiben und nut 
hiusichtlich ihrer respectiven Lage zu den singul~iren Punkten be- 
stimmt sind, so l~isst sich die untere Grenze yon Q in jeden beliebigen 
Punkt der u-Ebene,  der nicht singular ftir F(u) ist, verlegen, was 
(mit l~iicksicht auf w 1) auch aus der Gleichung (26) folgt. Indessen 

~ C 

:Fig. 6, 

muss, wenn die untere Integralgrenze 
sich verschiebt, der Anfangswerth der 
Function .F(u) dieser Aenderung gemiiss 
bestimmt werden. Denkt man sich z. B. 
in Fig. 5 die untere Grenze des Integrals 
Q l~ngs der Curve ~ in positiver [~ichtung 
fortgeschoben uud in den Punkt d 1 ver- 
legt, so hat man als Anfangswerth yon 
2'(u) im Punkte d~ denjenigen Werth 
zu nehmen~ der aus 2 '  o entsteht, wenn 

u den Bogen cd I (Bruchtheil eines positiven Umlaufes um den Punkt ~) 
durchl~iuft. Die Figur 5 (in der man noeh die Punkte d t und e I mit 
einander verbinden mSge) wtirde hierdurch in Figur 6 iibergehen, in 
welcher dann die vier Strecken 

dlele2dl, dld2cdl, dle2ejdl, dlcd~dl 
den Integratiollsweg yon • bezeichnen. 



Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf. 487 

Man kann endlich den Integrationsweg yon Q auch auf eine Form 
bringen, welche der mit Hiilfe der Figur 2 gegebenen Darstellung des 
Integrationsweges yon co (w l) entspricht. In Figur 5 bilden der 
Bogen cdtd  ~ der Curve ~ und die Verbindungslinie d2e 2 zusammen 
eine Linie, dutch welche das yon ~ begrenzte Fliiehenstiick in zwei 
Theile getheilt wird. Auf dem einen dieser Fl~ichentheile liegt der 
Punkt p,  auf dem anderen die gebrochene Linie ~ ,  und man gelangt, 
wenn man vom Punkte c aus 1Engs ~ im positiven Sinne fortschreitet, 
zuniichst zu dem die Linie | enthaltenden Fl~chentheile. Wird nun 
der positive, resp. der negative Umlauf lKngs ~ wiederum durch ~+,  
resp. ~ - ,  bezeichnet, so kann der vom Punkte c ausgehende Inte- 
grationsweg des Integrals Q naeh Fig. 5 aus den vier Theilen 

~ + ,  cdld.~e2, ~ - ,  e2d2dlc 

gebilde~ werden. Denn auf dem Wege ~+~ der mit c e I e 2 d 2 d 1 c + cd 1 d e e 2 c 
gleichbedeutend ist, wird zuerst die Linie ~ ,  dann der Punkt p im 
positiven Sinne umkreist. Die fibrigen drei Strecken enthalten~ da 
sie als cdjd~e.,elc--{-ce2d.,dlc geschrieben werden kSnnen, die nega- 
riven Umliiufe um die Linie ~ and um den Punkt p. Also stelleu 
die vier Strecken in der That zusammen den in (31) angegebenen 
|ntegrationsweg dar. 

Durchl~iuft die Variable u den in (22), resp. in (31) bezeichneten 
[ntegrationsweg in umgekehrter Richtung, so hat das zugehSrige Integral 
der Function F(u)  den Werth - - Q .  Der Integrationsweg beginnt 
dann mit dem positiven Umiauf um den Punkt p and schliessr mit 
dem negativen Umlauf um die Gesammtheit der Punkte p~pz~ �9 �9 "P,, 
resp. um die Linie ~.  Man erhiilt auf diese Weise die zu (8) analogen 
Formeln 

(32) 
l f(v,~),,-,r ~r F ( u ) d u ,  "~_ F(~) d~ = - ,~o 

�9 J~ _ _ ~ ( e , p , ~ - , p - )  F ( u ) d u .  [ ( ( P ' ~ ' " - ' ~ - ' F ( u )  d u - -  J~ 

Fiir das Integral Q wurde in dem Fall, wo die zwei Gleichungen 
(30) in Kraft sind, der Ausdruck (29) abgeleitet. Ist yon den Be- 
dingungen (30) nur die erste 

[(- - v )  F ( u ) ] . : ~  = o 

befr iedig~, so besteht die Forme l  

(33) Q : (1 - -  e~"io) Iv(e)~ F(u)  du. 

Denn wenn man in Fig. 5 den Punkt c in die Naehbarschaft des 
Punktes p legt und die Dimensionen der Curve ~ unendlich klein 
wiihlt~ so wird das llings ~ genommene Integral der Function F(u) 
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im gedaehteu Falle unendliah klein. Es .bleiben also nur die zwei 
Uml~ufe um die Linie ~ itbrig, woraus die Gleichung (33) fo!~. 
Die Bestj~mung des zur Anwendung kommenden Zweiges der Function 
F ( u )  geuchieht na~h Fig. 5 oder Fig. 6. In derseIben Weise findet 
man, wenn die zweite Bediagung (30) 

[(u - r) ~'(~)]~:= = o 
erffillt ist, fiir das Integral Q die Gleiehung 

welehe sich aus (26) und (11) ergiebt, wenn man den RaAius des 
Kreises ~' (Fig. 4) unendtich klein nimmt. Die hategrationswege der 
auf den reehten Seiten von (33) und (34) stehenden Integra|e sind 
einfache gesehlossene Curven~ yon denen die eine yore Punkte p aus- 
geht und die Linie ~ umgiebt, w~hrend die andere in einem be- 
liebigen Ptmkte des unendlichen Horizo~Ns ihren Anfang nimmt und 
den Ptmkt p,  jedoeh keinen der Punk~e s �9 -, P,,  umkreist. 

Es sollen sehliesslich noch zwei Integrale Q' mad Q", welche den 
in w 1 angegebenen Integralen ca" und ~" analog gebildet siud, be- 
trachtet werden. Es sei Q' das Integral 

~ -,~--, ~, p) 

(35) ~" =--j~ F(u) du, 
dessen Integrationsweg yon dem in (2'2) bezeichneten Integratiouswege 
des Integrals Q nur darin abweicht, dass die positive und die negative 
Drehungsriehtung mit eiaander vertauscht sind. Als Anfangswerth 
der Function t ' (u)  an der unteren Integralgrenze u ~ c werde, wie 
in (22), der Werth ~'o genommen. Man finder leieht die der Formel 
(13) en~prechende l~lation 
(36) ~ = e- .~.o+.)  Q, 
da in Q die nega~iven Uml~ufe mit dem Wertke ee~(o+ ') ~o, in Q" 

mit dem Werthe F 0 beginneu. Hat das Integral l~ ~ F(u) du einen 

bestimmteu Siren, ~o gilt ff'ur Q', wie aas (29)und (36) folgt, die 
Gleichung 

(37) ~' =-- (e-~,~  - ,) (e-~, .  - -  1) . f~F(u)  d~. 

Man kann Q' auch als das zn (31) aualoge Integral 

[ '(~--,~-, ~,~) 
(3s) ~" =Jo ~ 0 , }  d~ 

auffassen, in welehem die Umkreisung der Liuie ~ die Umkreisung 
der n Puukte p , , . . ,  p .  bedeutet. Dean die f~ir Q angestellten Be- 
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traehtungen fibertragen sich auf ~r, sobald die positive und die negative 
Drehungsrichtung mit einaader vertauscht werden. 

Man nennt ferner if '  das Lltegral 

= j o  a,,, 
in welchem der Weg der Variable u nach Figur 5 durch 

~--, ~ ,  ~-~, ~ -  
angegeben wird. Wendet man auf Q" die Substitution (23) 

! 1 

an, welche F(u) in ~,(v) verwandelt, so en~steht die Gleiehung 
(cfr. (26)) 

/~(o,#, o-. p-}  

Q'" = --jo, --~2 1 

1 1 in der /)' ~ -  . . . . . . .  , c ' . ~ -  . . . . .  gese~t  ist. M i th in  komm~ ~ "  auf  p--~, v - - y  
ein Integral yon der Form (3) zarfiek. Ebenso wie far das Integral Q 
der Ausdruek (28) erhalten wurde, gewinnt man ffir Q" mit Hfilfe 
yon (7) die Gleichtmg 

(40} Q , ,  = ( e  " ' ~ ' ' j  . - -  1) (e -2~ ' "  - -  1) ~ ( v )  v--,- 

(e -~*~'' --  1) K '  + (e ~'~'a ,-- 1) L'. 

In derselben wird dureh L ~ das in positiver l)rehungsrichtung lgngs 

des Kreises s (Fig. 4) genommene Integral der Function -~-- be- 

zeiehnet, w:.~hrend /C  dieselbe Bedeutung wie in (28) hat. Sind die 
Bedingungen (30)efffillt, so kann man die Kreise ~" und s unendlieh 
klein nehmen, so dass die Kreisintegrale K '  und L'  verschwinden. 
Dann entsteh$ aus (40) die Gleiehung 

Q"~-  - -  (e e.~~ --- 1) (e -~'~'' -- 1) ~P(v) %-~-, 

a die Variable u die, wenn man dutch die Substitution v ~- ~--~' 

wieder einf'tihr~, flit Q" den Ausdruek 

(41) Q"  ~ (v ~""  - -  1) (e - ~ ' ' *  - -  l ) j  * ~ ( U )  du 
liefert. Benutzt man die gebroehene Linie ~ zar Definition des 
Integrat~onsweges, so ist 

(42) s = j o  F(~) d,~, 
wie sieh unmittelb~a" ans der Figar 5 ergiebt, wenn man start e2, d z 
die Pankte e~, d~ dureh eine Linie mit einander verbindet. 

Mathemati$ehe &~uaten. XXXV. ~':~ 
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Um die Anwendang, welche die bier betrach~ten bestimmten 
]ategrale in der Theorie der linearen Differentialgleichungen finden, 
an einem Beispiel zu erl~iutern, solt kurz auf die Differentialgleichung 
der Gauss ' schen  l~ypergeometrischen Reihe 

(43) x ( x -  1) d~y -d~- "~- [(a -J- fl -J- 1) x - -  9] d y 

eingega~gen werden. Man gelangt bekanntlich zu LSsungen dieser 
Gleichung, indem man ffir y das bestimmte Integral ~) 

(44 )  y ~ (u  - -  :~)-~ 11 du,  

in welchem II nur yon u abh~mgt, substituirt und die Formel der 
theilweisen Integration benutzt. Die Integratgrenze g i s t ,  wie voraus- 
gesetzt wird, eine Constante, h entweder constant oder gleich x. Von 
den logarithmischen F~llen der Gleichung (43) wird hier abgesehem 
Es er~ebt sich, class das Integral (44) eine Lbsung yon (43) ist, falls 
fiir 11 das Product u , ~ - e ( u -  1)e-,~-, genommen wird, und fails der 
Ausdruck 

[(u - -  x ) -~ -1  ~-Q+~ (u - -  l~e--*~ ~=~' 

der in Folge der theilweisen Integration a]s Summandus auftritt, den 
Werth Null hat. Zur Abkiirzung werde 

(45) r  x)  = ( u  - -  x)-~ u~-e(u ..,- 1)~ ---~, 

(46) 2~i = (u -- x)-~ - '  u2-e+l (u -- 1)e-- 

gesetzt. Da~n ist 

j; (47) y -~ (D (u, x) du  

ein particul~rcs Integral yon (43), sobald g and h die Bedingung 

(48) [~ j .= , .  - -  [M]~=~ = 0 
erfiillem 

Die Gleichung (48) kann zun~hst  dadurch befriedi~ werden, dass 
sowohl [M].= s als auch [M]~=~ verschwindet. Diese F~lle liefern 
ffir g and h die Werthe 0, 1, c~, x. ]ndem man je zwei dieser 
4 Werthe ffir g, h w'~hlt~ erhiilt man die bekannten 6 particul~ren 
L5sungen der Gteichuag (43) 

*) Es iat hier die~elbe Bezeichnung gewM~lt worden wie in w 1 der Ab- 
haudluag des Verfa~ers ,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeome~i~chen Reihe mit zwei endlichen aingul~ren Punl.-ten" in Bd. 102 de~ 
Crelle'~chau Journals, pa~. 81, auf die verwiesen wird. 



Ueber ein Inte~-~a2 mit doppeltem UmlauL 

(50) r  x) du, O(,~, x) du,  

(51) j['r j :  r 
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welche (in dieser Reihenfolge) die zu x ~ 0, zu x ~ 1 und zu x ,~ 
gehSrigen Hauptintegrale darstellen. Man erkenat jedoch, da~s die 
GrSsse M n u r  dann ffir u = = 0 ,  bezw. u ~ l ,  u~-=~x~, u~--x vet- 
schwindet~ weam die reellen Bestandtheile der Constanten fl - -  0 -~- 1, 
o - -  ~, ~, - ~ --  1 positive Vorzeichea habem Die LSsungen (49), 
(50), (51) sind folglieh aicht allgemein anwendbar. Die Gfiltigkeit 
derselben mus~ in der That wegen der Convergenzbedinguagen der 
bestimmten Integrale eiae beschr':i.nkte bleiben. 

Die Zahl der Bedingungen, denen die Constanten a, fl, 0 bei 
den einzelnen Integralen zu geni~gen haben, vermindert sich, wenn 
man, w'~hrend die Werthe 0, 1, ~ ,  x ffir die Grenzen zur Anwendung 
kommen, g ~--- h setzt und f~ir das Integral (47) e~ne geschlossene Curve 
als Integrationsweg einffihrt. Denn in diesem Falle bleibt ffir die be- 
stimmtea Integrale nur je eine Convergenzbedingung zu erffillen fibrig. 
L~sst man z. B., indem man g ~--h ~--0 nimmt, in (47) die Variable 
u eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve durchlaufeu, 
welche yore Punkte 0 ausgeht und den Punkt 1 (jedoch nicht den 
Punkt x) umschhesst, so befriedi~, der obigen R~chnung zufolge, das 
so definirte Integral die Gleiehung (45), sobald der reelle Theil der 
Constante 3 - - P - ~  1 positiv ist. Dieses Integral wird n a c h w  l~ 
wean tier Umlauf im positiven Sfime geschieht, dutch den Ausdruck 

f ; i l ) (u --  X)-# ~ - r  (U .-- 1)e-"--J du 

bezeiohnet. Dasselbe bildet einen Ersatz f ~  das erste Integral (51)~ 
wean , o -  a ira reellen Theil negati% fl "-4~ "~ 1 posit ivist ;  ftlr 
fl -- 0 "~- 1 < 0 wird indessen sein Werth ebenfatls eia unbestimmt~r. 

Man ge]angt nan zu LSsungen der Differentialgleichung (43), 
welche niemals illusorisch werdea and die Form bestimmter Integrale 
haben, wean man in (47) die Variable u Doppeluml-2ufe yon der in 
den vorstehenden w167 1 und 2 angegebenen Ar~ ausf~hren t~s~t. Als 
Ausgangspunkt und Endpunkt des ]utegration~weges des Int~gral~ (47) 
werde ein beliebiger Werth u ~ c,genommen, der yon den Werthen 
0, 1, ~r x verschieden ist. Ffir g ~--h ~ e; erh~lt man aus (48) die 
Bedin~o~ng, class die mehrdeutige Fanction M ihrea auF-4nglichen 
Wert~ wieder annehmen muss, wean die Variable u die geschlossene 
Integrationseurve durchl~uft. Da aber M das Product 

32" 
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(u  - -  x ) - r  -~  # - r  (~t - -  1 ) e - ~  

bedeubt, in welehem die drei Exponenten beliebige Constan~en sind, so 
l ie~ ~ nahe, die Gleiclimig (48) dadurch zu efffillen, dass man die 
Varlabte u, naehdem g ~ h ~ - c  gesetzt i~ ,  um diejenigen singul~ren 
Punkte, die sie fiberhaupt umkreist, zwei Umlgufe, nimlich einen 
positiven mid einen negafiven, maehen lisst. Hierdurch entstehen 
dami Integrale yon der Form (3), (22) mid (31). 

Von den sechs in (49), (50), (51) genami~en Inte~alen haben 
drei, nimlich 

eine endliche Begrenzung. start derselben mSgen nunmehr die drei 
lntegrale mit Doppelumlauf 

/*(~.o, x-, o-) 
Jo r x) du, 

/~{x,  1, x- - ,  1--) 
(53) jo  x) ,z,,, 

{1, 0, I--, 0--} 
re(u, x) du, 

in denen @(u, x) wieder die Function (45) bedeutet, als particul'~re 
LSsungen der Differentialgleichung (43) genommen werden. Diese 
Integrale haben, nachdem an ihrer unteren Grenze ein Werth der 
Function r  x) fixirt worden ist, flit ein endliches, yon 0 und 1 
verschiedenes z stets einen bestimmten Sinn. Denn ihr ]ntegrations- 
weg ist endlich, mid die zu integTirende Function bleib~ in allen 
Punkten desselben stetig. Nach Formel (9) werden die Ausdrficke (53), 
falls die Integrale (52) converglren, mit den Producten 

[e~.~-~,  - 1] [ e - ~  - -  13 . t /% (u , x) du, 

f [,,, , ,(e-~)- I] [ e - ' = ' ~  - -  i] r  x) du, 

f [e~-,e-,)  - 1] [ e ~ " o - " ) -  1] * ( u ,  ~) du  

identiseh. 
Man denke sieh fe~er  die Punkte 0 mid x dmmh eine Linie 

N, die Pm~kte 1 mid x dareh eine Linie ~ ,  die Pmlkte 0 mid 1 
durah eine Linie g verbmiden and bilde die zu (31) analogen 
Auadriieke 
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jo r ~) u., 
deren Integrationswege aus je zwei Uml~ufen um eine der Verbindungs- 
linien und zwei Umlgufen um einen singul~ren Punkt der Function 
bestehen. Die IntegTale (54), welche convergent sind, sobald x endlieh 
und yon 0 und I verschieden ist, treten an Stelle der drei Intc-grale 

(55) j'%(u, :~) ~lu, f %(u, x) ~u, f %(u, x) Uu, 
falls letztere aufhSren, einen bestimmten Sinn zu haben. Da die 
Function O(u, x) den Factor e "-~i. aufnimmt, wenn die Variable u 
einen positiven Umlauf l~gs einer die drei Punkte 0, 1, x um- 
sehllesseriden Curve maeht, so er~ebt sieh aus der Formel (29), dass 
die Integra]e (54) im Fall der Convcrge~,z der Ausdriieke (55) in die 
Producte 

f ~  Ed"i(e-'-I ~ 13 [e -'~"'" - -  1] r x) du, 

[e,,,,,~-~)- : ]  t~-~ . . . .  :~ f':r x),a,, 

5" l c~-"~, ~ - 1] [ e - " "  - -  1-~ , ( u ,  x )  ,r 

iibergehen. 
Ist der reelle Theil der Constante q ~ a positiv, so besteht f~r 

das erste der Integrale (54) gem.s  der Formel (33) die (31eichung 

r162 

f: Man kann daher statt des Integrals r x)du,  falls dieses dutch 

seine obere (aber nieht dureh seine untere) Gr'enze divergent wird, 

i;(~) 
das Integ-tal J~ O(u, x) d u a l s  partieuliire LSsung yon (43) anwenden. 

Die analogen Schlfisse gelten Fdr die iibrigen Integrale (5,5). 
Die Differentialgleiehung (43) ist hiennit im allgemeinen Falle 

dureh besthnmte Integrale gelSst, da die Inteffrale (53) uad (54) dan 
vollst~ndige System der Hauptintegrale dieser Gleichung darstellen. 

Man bemerke, dass in den F~llenj wo ,con den Integralen (5,~) 
und (54) einze]ne identisch verschwinden (s. den Sehluss des w I)~ 
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die entsprechenden einfacheren besYdmmten Integrale anwendbar bteiben. 
Es sind dies zugMeh diejenigen FrAle, wo hypergeometrische Reihen 
mit endlieher Gliederzahl vorkommen. Ist z. B. die Constante 15 ~ @ 
ganzzahlig und positiv, so dass ~ ( % x )  bei u = 0  eine eindeutige 
stetige Function yon u wird, so versehwinden das erste und das dritte 
der Integrale (53) und das zweite Integral (54) flit ein beliebiges x. 
Dann sind jedoeh, da der Werth u ~ 0 als untere Integralgrenze in 
(47) gew~hlt werden daft, entweder das erste und das dritte der 
Integrale (52), resp. das zweite Integral (55), oder abet die zugehSrigen 
Integrale mit einfacher geschlossener Integra~ionseurve convergent. 
Man erh~lt also wiederum ein rolls "t~diges System bestimmter Integrale 
als LSsung der Difi~rentialgleichung (43). Einer n'~heren Betrachtung 
sotlen diese speciellen F~ille yon (43) hier nicht unterzogen werden. 


