Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf.

Von

L. Pocarammer In Kiel

Im Folgenden wird ein Integral ff(u)du betrachtet, dessen
Integrationscurve aws einem Doppelomlanf um zwei Verzweigungs-
punkte p und ¢ der zu integrirenden Kunetion f(u) besteht. Die
Punkte p und ¢ werden abwechselnd umkreist, und zwar ein jeder
zoerst im positiven, dann im negativen Sinpe. Man setzt voraus,
dass wenn die Variable % einen positiven Umlauf um den Punkt p,
bezw. um den Punkt ¢ ausfihrt, die Function f(w) den Factor ¢t=:c,
bezw. den Factor ¢27/% aufnimmt, im Uebrigen aber unverindert bleibt.
Von den Constanten 6 und 7 soll keine ganzzahlig oder gleich Null
sein. Die Function f(u) kann hiernach als ein Product

1) () = (u—p)>" (u—g) 9 ()
geschrieben werden, in welchem ¢(u) eine in der Umgebung der
Punkte # = p und % = ¢ eindentige Function von # bezeichnet.

Ein aus elnem geschlossenen Curvenzug bestehender Integrations-
weg irgend eines Integrals ldsst sich bekanntlich, falls der Endwerth
der zu integrirenden (mehrdeutigen) Funetion mit threm Anfangswerthe
identisch ist, auf die Verbindungslinien der eingeschlossenen singuliren
Punkte und auf kleine, die letzteren umgebenden Kreise zusammen-
ziechen. Rine solche Vereinfachung der Integrationscurve gilt auch
fir das hier behandelte Integral. Dern da die Variable « um jeden
der Punkte p, ¢ einen positiven und einen negativen Umlauf macht,
so ist der schliessliche Werth der Function f(x) gleich dem urspriing-
lichen Werthe derselben. Als untere Integralgrenze (Ausgangspunkt
und gleichzeitiz Endpunkt des Integrationsweges) kann ein beliebiger
Punkt, der nicht singuldr fiir f(x) ist, genommen werden; die Wahl
desselben hat auf den Werth des Integrals keinen Einfluss.

Das betrachtete Integral, welches niemals illusorisch wird, ist,

falls J? f(«) dw einen bestimmten Sinn hat, mit dem Producte
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(glm‘a -1 (e;nn'z — 1)‘\/};‘ f('u) du

*q
identisch. Geniigt also das Integral JP f(w) du, wean es convergent

ist, einer linearen homogenen Differentialgleichung, in welcher ¢ und
r als Constante vorkommen (wihrend eine der Grissen p, ¢, resp. ein
in ¢(u) enthaltener Parameter die unabbingige Variable der Differen-
tialgleichung darstellt), so liefert das hier definirte Integral mit Doppel-

- ag - .. 'Q 0 . - -
amlauf einen Ersatz fiir das particulire Integral'/ 7(1) du in denjenigen
}}

Fillen, wo das letztere, wegen der Art der in w = p oder u = g ein-
tretenden Unstetigkeit von f(x), keinen bestimmten Sinn mehr behilt,
Es wird hierdurch mdglich, eine Unvollkommenheit zu Dbeseitigen,
welche fast allen derartigen Auflésungen linearer Differentialgleichungen
durch bestimmte Integrale bisher anzubaften ptlegte®). Deunn die Be-
schrinkungen, denen die in den Differentialgleichungen vorkommen-
den Constanten unterworfen werden miissen, um die Convergens der

Integrale von der Form / l‘f(u) du zu sichern, fallen fort, wenn stail
»

dieser die entsprechenden Integrale wit Doppelumlauf eingefiihrt
werden.

In der Gleichung (1) werden p und ¢ als endliche Werthe voraus-
gesetzt, Jedoch lisst sich die Betrachtung nach bekannter Methode
durch Benutzung einer linearen Substitution auf den Kall eines unend-
lichen singuliren Werthes ausdehnen. Im nachstehenden § 2 definirt
man F(u) als das Product

&) Flu) = (u—pyP~tou),

wo unter () eine bei u = p eindentige Function verstapden wird.
Die Apzahl der singuliren Punkte von F(w) (abgesehen vom uneud-
lichen Horizonte) wird als eine endliche und bestimmte vorausgesetzt;
hei eipem Umlanf der Variable w urm simmtliche irn Endlichen liegende
singulire Punkte moge F(u) nur einen constanten Factor aufnehmen.
Indem man, von irgend einem Punkte der u-Ebene aus, einerseits eine
geschlossene Curve um den Punkt p, andererseits eine geschlosseue
Curve um alle endlichen singuliren Punkte der Function F(x) (oder
auch, was dasselbe leistet, um alle endlichen singuliren Punkte

ausser p) construirt, zeigt man, dass das IntegralJF(u 1 du, in welchem

die Variable » abwechselnd die beiden Curven, einmal in positiver

*) Man vergleiche die Bemerkung Riemann’s am Schluss des § 7 seiner
Abhandlnng ,,Beitriige zor Theorie der durch die Gauss'sche Reihe Plu, B, y, <)
darstelibaren Functionen®, Ges. Werke, pag. 77.
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und einmal in negativer Drehungsrichtung, durchliuft, analoge Eigen-

schaften wie das in § 1 behandelte Integra{/f (%) du besitzt. Dasselbe

bildet bei der Auflésung linearer Differentialgleichungen durch be-

stimmte Integrale einen Ersatz fiir das Integral , F(u) du, falls letzteres

aufhort, einen bestimmten Sinn zu haben.

Im § 3 wird, um ein Beispiel fiir die Anwendung der erhaltenen
Resultate zu geben, die Differentialgleichung der Gauss’schen hyper-
geometrischen Reihe behandelt. Die genanmnte Gleichung JHsst sich
allgemein durch bestimmte Integrale losen, weil in den Fillen, wo
die sonst iblichen bestimmten Integrale divergent werden, die hier
defipirten Integrale mit Doppelumlanf an ihre Stelle treten.

§ 1.

Ein Integral, dessen Integrationsweg aus einer geschlossenen
Curve besteht, soll im Folgenden (gemiiss einer bereits iiblichen Be-
zeichnung) durch einen horizontalen Strich, welcher iiber dem Integral-
zeichen angebracht wird, von anderen Integralen untersehieden werden,
Der Ausgangs- und Endpunkt der Integrationscurve wird als untere
Integralgrenze angegeben. Ferner sollen an der Stelle, die sonst von
der oberen Integralgrenze eingenommen wird, in Parenthese diejenigen
singuliren Punkte der zu integrirenden Function genannt werden,
welche im Innern der Integrationscurve legen; dieselben werden dureh
Kommata von einander getrennt. Man setzt hinter einen solehen
singuliren Punkt ein Minuszeichen, falls er von der Integrationscurve
in negativer Drehungsrichtung umkreist wird, wihrend man im Fall
eines positiven Umlaufs nichts hinzufiigt. Die singuliren Punkte
werden hierbei in der Reihenfolge angefiihrt, wie sie von der Variable
des Integrals umkreist werden; ein mehrfach umkreister singuliiver
Punkt wird mehrfach angefiihrt.

Integrirt man also die in (1) angegehene mehrdeutige Function
f(w) lings einer geschlossenen, von einem Punkte ¢ ausgehenden
Curve, welche zunichst in positiver Drebungsrichtung den Punkt g
und den Punkt p, hierauf in negativer Drehungsrichtung wiederum
zoerst ¢, dann p umkreist, so entsteht efn Integral, das o genannt
werden soll, und das nach der soeben definirten Bezeichnung

3) o ‘L‘w,p,q—.p-)f(u) du

geschrieben wird,
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Das Integral (3) bildet den Gegenstand der Untersuchungen dieses
Paragraphen. Der Beweis, dass dasselbe die in der Einleitung erwihn-
ten Eigenschaftep besitzt, ergiebt sich aus der Betrachtung der Theil-
integrale, in die es sich zerlegen lisst. Bei dem Integrale (3) wird
vorausgesetzt, dass die fiir die positiven Umldufe um ¢ und p gewihiten
Wege auch fiir die negativen Umldufe (in uwmgekebrter Richtung) zur
Anwendung kommen.

In der w-Ebene werde um den Punkt w = p als Mittelpunkt ein
kleiner Krejs mit dem Radius %, um den Puukt u == g ein solcher mit
dem Radius ! gelegt. Rinen beliebigen Punkt # ==yp des ersteren
Kreises verbindet man mit irgend einem Punkte u == des zweiten
durch eine Linie 9, die pich selbst nicht schneidet und in keine der
Kreisfiichen eintritt. Weder auf 0 noch auf den Kreisflichen, ab-
gesehen von den Mittelpunkten, soll ein singulirer Punkt der Func-
tion f(u) (d. h. ein Punkt, in welchem f(w) sich verzweigt oder unend.
lich oder unbestimmt wird) liegen; im Uebrigen kinnen sowohl die
Curve 9 als die Radien %, I willkiirlich gew#hlt werden. Man nimmt
pun einen beliebigen Punkt ¢ der Curve N zum Ausgangspunki und
Endpunkt von vier geschlossenen Integratiouswegen, die man nach
einander fiir das Integral der Function f(u) anwendet, und die aus
Abschnitten der Curve Y% und je einem der obigen Kreise gebildet
werden. Es seien y' und p” zwei Punkte des Kreises um p, welche
so liegen, dass wenn der Kreis vom Punkte p aus im positives Sinne
durchlaufen wird, man zu dem Punkte y' vor dem Punkte y” gelangt.
Die entsprechende Lage mogen §' und " als Punkte des zweiten
Kreises haben, so dass durch pp'p"p und qq'y”q die positiven Umliufe

um p und ¢, durch pp”p’p und §9"qy die negativen bezeichnet wer-
den (Fig. 1).
Man nenne @, ®, @, ©, die vier Integrale der Function f(u),
deren respective Integrationswege durch
eaq’qae, epPYe, cqa ¥ ae, cpRpRe

Mathematmche Avnalen, KXX¥, 31
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angegeben werden. Nach der oben erwihnten abgekiirzten Bezeichnung
bat man fir ®,, ©,, @;, @, die Ausdricke

o= [ dn,  @=[ " an,

0y = f Claydu,  w,— J: ) du.

An der unteren Grenze des Integrals @, wihlt man als Anfangswerth
der zu integrirenden Function irgend einen der zu u == ¢ gehdrigen
Werthe von f(u). Dieser specielle Werth f(c) mbge f, heissen. Fir
v > 1 wird bestimmit, dass der Anfangswerth von f(u) im Integral
®, mit dem Endwerth dieser Function in @, _, iibereinstimme.

Es werde nun auch dasjenige Integral der Function f(u) betrachtet,
dessen Integrationscurve sich aus den Wegen der vier Integrale a,
@, , 0y, ©,, in dieser Reihenfolge genommen . zusammensetzt. Dasselbe
ist gleich dem in (3) angefithrten Integral; man bezeichnet es, wie
in (38), durch @, nachdem man festgesetzt hat, dass an seiner unteren
Grenze die Grosse f, als Anfangswerth von f(») zur Anwendung
kommen soll. Es besteht dann die Gleichung
®) =0, + 0, + 0; + o,.

Bei  ist der Werth von f(») auch im Endpunkte des Integrations-
weges gleich f;, da jeder der Punkte p, ¢ im positiven und im nega-
tiven Sinne umkreist wird,

Es seien ferner P und @ die lings der Abschuitte ¢p und cq der
Curve R genommenen Integrale

®) P=["rwas, o=["rodu,

an deren unterer Grenze die Function f(u) ebenfalls den Werth f,
haben moge. Endlich bezeichnet man durch K das Integral von f(u)
lings der Kreislinie pp'p”p und durch Z das Integral von f(u) lings
der Kreislinie qq'q"q. Als Anfangswerthe der Function f(u) in K
und in L sollen diejenigen Werthe f(p), f{(4) genommen werden, die
aus f entstehen, wenn u auf der Curve 3N die Strecke cyp, resp. cg
zarticklegt.

Da die Function f(x) nach der Voraussetzung den Factor ¢2#i¢
aufnimmt, wenn # den Punkt ¢ im positiven Sinne umkreist, so fuhrt;
die Zerlegung des Integrationsweges von w, in die Strecken ¢, qq q'q
und gq¢ zu der Glelchung

o =(1— &% Q4 L.
In @, ist der Anfangswerth der Function f(u) gleich e2#izf,, der

)
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Endwerth derselben (nach (1)) gleich #ste4af, Unter Bertck-
sichtigung des Umstandes, dass als Anfangswerth von f(u) in P der
Werth f;, in K der bei dem directen Ugbergang von ¢ mach p aus f,
entstehende Werth f(p) angenommen wird, erhilt man fir @, den
Ausdruck

@, = e‘.’nic(l — 32::-'.1) P+ axit K
Es besteht ferner zwischen den Integralen @, und e, die Gleichung

“’3 == p3B0 ﬁ)l?

und zwischen @, und o, die Gleichung

ma —_ — 6".3’1!'1' wg .

Die Function f(y) hat in m, den Anfangswerth ¢##7oi9f,  den End-
werth ¢2#i%f,. Man kehre den Integrationsweg des lotegrals w; nm,
indem man dasselbe gleichzeitiz mit — 1 multiplicirt; dann wird
einerseits der Anfangswerth der Function f(u) gleich &%i¢f,, anderer-
seits die Drebungsrichtung des Kreisintegrals die positive. Hieraus
folgt, dass @, gleich dem Product aus @, und der Constante — %@
ist. In o, kommt 79 f; als Anfangswerth, f, als Endwerth von f(u}
vor. Durch Umkehrung des Integrationsweges findet man daher fir
©, den Werth — ¢—2#*@,. Die abgeleiteten Ausdricke

@, + 0y = [1 — é**9] [(1 — &™) ¢ 4 L],
o, + @, = [¢w* — 1] [(1 — éio) P+ K]
werden in die Gleichung (D) substituirt. Dann gehi das integral @
in die Sumne
(e2¢1ia__,1) (eﬁniz____ 1) (Q__,P) _{,_ (62”"‘—1) K - (e'.‘ﬂio — 1) L

fiber. Aber da sowohl in P als auch in @ die Function f(u) an der
unteren Grenze den Werth f, hat, so ist mach (6)

Q--P=L£qf(u)du.

Auf diese Weise erhilt man fir o die Gleichung

Pl By g~ ma __ 1) (2 Fit— ) * d
) f(q,P g p—)f(u) du — (¢ ) )‘ﬁ: flw)du
€ _s_ (ezm‘z —_— X)K — (g‘l#;o -— 1)1'4’

Dieselbe zeigt, dass der Werth des links stehenden Integrals sich nicht
andert, wenn statt des Punktes ¢ (der auf der rechten Seite nicht mehr
vorkommt) ein beliebiger andexer Punkt der Linie % zum Ausgangs-
punkt und Endpunkt des Integrationsweges gemacht wird, ) .
Verbindet man ferner die Punkte p und q durch irgend eine zweite
Curve %, welche der Bedingung genigt, dass auf dem von R und N,
3t*
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eingeschlossenen Flichenstiicke kein singulirer Punkt der Function f(x)

liegt, so hat, nach einem bekannten Satze, das Integra.ljpq fu)du

bei Benutzung des Integrationsweges R, denselben Werth wie bej
Benutzung des Integrationsweges 9. Also bleibt die Ersetzung der
Linie N durch N, ebenfalls ochne Einfluss anf den Werth von w.

Es ergiebt sich hieraus, dass die untere Grenze des Integrals o
in jeden beliebigen Punkt, der nicht singulir fiir f(u) ist, verlegt
werden kann. Jedoch muss als Anfangswerth von f(u) derjenige Werth
genommen werden, der bei der stetigen Verschiebung der unterey
Integralgrenze aus f; entsteht. Statt den Werth der Function f(u)
an der upteren Integralgrenze zu geben, kann man selbstverstiindlich
auch jeden anderen Punkt des [ntegrationsweges benntzen, um
einen bestimmten Zweig der zu integrirenden Function (durch Wah!
eines speciellen Werthes derselben) zu fixiren.

Lisst man die Variable 4 den Integrationsweg des Integrals o
riickwirts durchlaufen, so geht w, da jedes einzelne Integralelement
das Vorzeichen wechselt, in — © iiber. Durch die Aenderung der
Richtung fiir das Fortschreiten von w werden gleichzeitig die positiven
Umliufe in negative und die negativen in positive verwandelt, Man
findet auf diese Weise fiir — & einen zu (5) analogen Ausdruck als
Summe von vier Theilintegralen; jedoch stellt der erste Summandus
(der aus o, entsteht) jetzt einen positiven Umlauf um den Punkt p
dar, und bei den drei folgenden Summanden wird bezw. ¢ im positiven,
p im negativen und ¢ im negativen Sinne umkreist. Man erhilt auf
diese Weise die Formel

® ‘L‘(p,q,p-,q—)f(u) du = ~£(q,p,q—,p—)f(u) du.

Das Integral (3) nimmt also nur den Factor — 1 auf, wenn die Pankte
p und ¢ bei der auf den Integrationsweg beziiglichen Angabe mit
einander vertauscht werden.

Der Integrationsweg von ® ist im Vorhergehenden aus den Ab-
schnitten der Linie’ % und den Kreisen mit den Mittelpunkten p und
q zusammengesetzt worden. Indessen hingt der Werth des Integrals
© von der Gestalt des Integrationsweges nur insofern ab, als dabei
die Art der Umkreisung der singuléiren Punkte p und ¢ und der Ueber-
gang von der Umgebung des Punkies p zur Umgebung des Punktes ¢
in Frage kommt, so dass man fiir diesen Weg anch andere Curven-
formen anwenden kamn. Es soll hier auf zwei verschiedene Modi-
ficationen des Integrationsweges von @ eingegangen werden. Man
ziehe zunichst vom Punkie ¢ aus zwei beliebige geschlossene, weder
sich selbst noch einander schneidende Curven B und £ (Fig. 1), von
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denen die erstere keinen anderen singuliren Punkt der Wunction f(w)
als den Punkt p, die letztere keinen anderen als den Punkt ¢ um-
schliesst. Auf dem von P begrenzien Flichenstick soll der Abschuitt
cp der Linie N, auf dem von £ begrenzien der Abschnitt ¢q legen.
Bezeichnet man zur Abkiirzung durch P+, resp, O+ den positiven
Umlaaf lings P, resp. L, und durch P~ und D~ die bezdglichen
negativen Umldufe, so konnen offenbar die vier auf einander folgenden

Strecken
Q_i-’ ’lH'a D’) 513‘

als Integrationsweg von w, an Stelle des oben angegebenen Weges,
gewihlt werden.

Zu einer noch etwas kiirzeren Darstellung des Integrationsweges
von @ gelangt man, wenn map die Randourve eines zusammenhingeu-
den Flichenstiicks einfithrt, das di¢ Pupkte p und ¢ enthilt. Bs sei
3 eine geschlossene, sich selbst nicht schneidepde Curve (Fig, 2), muer-
halb derer die Punkie p und ¢ (sammt der Linie %, Fig. 1), jedoch
keine anderen singuliren Punkie
der Function f(u) liegen, Das
von T begrenzte Flachenstiick
werde durch eine Linie cde der-
artig in zwei Theile getheilt, dass
sich der Punkt p auf dem einen,
der Punkt ¢ auf dem anderen
Flichentheil befindet. Von den
zwei Endpunkten der Linie cde
soll ¢ derjenige sein, von welchem
aus das im positiven Sinne lings
I genommene Wegdifferential zu
dem den Punkt g enthaltenden
Flichentheile filhrt. Dann lasst
sich der zuvor definirte (im Punkte ¢ beginnende) Integrationswey
des Integrals @ durch einen Weg ersetzen, der aus den vier Theilen

G+, ede, T, edc

besteht, wo durch T+ und durch T~ der positive, resp. der negative
Umlauf lings T bezeichnet wird. Nach Fig. 2 lautet dieser 1ute-
grationsweg

ceee,c, cde, cecee, edo.

In der That enthalt die Wegstrecke ce, ee,¢, welche mit ce;edc+-cdee,c
gleichbedentend ist, den positiven Umlauf um g und den positiven
Umlauf um p, und auf den iibrigen Strecken cdee,ce,ede wird zuerst
der Punkt ¢, dann der Punkt p im negativen Sinne umkreist.
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Sind in (1) die reellen Bestandtheile der Constanten ¢ und »
positiv, and hat die Function @(u) sowohl fiir u =p als fir u =<4
einen. endlichen Werth, so darf man die Kreisradien % und ! unendlich
klein wihlen, wodurch die Kreisintegrale X und L (in denen u=p-}-ke%,
resp. u==g-}-l¢** zu setzen ist) einen verschwindend kleinen Werth
annehmen. In diesem Falle ist zugleich, nach bekannter Regel, das

bestimmte Integralrﬁ:qf(u) dw convergent. Folglich wird aus (7), wo-

selbst die Integralgrenzen p, g durch p, ¢ ersetzt werden kbnnen, die
Gleichung

@ [ oy du = (@ —1) e —1) 7 o d

erhalten, die bereits in der Einleitung erwihnt wurde. Als Inte-
grationsweg des auf der rechten Seite von (9) stehenden Integrals
muss die Linie R (oder ein auf dieselbe reducirbarer Weg) genommen
werden; der Zweig der Function f(u) ist daselbst wieder durch die Be-
dingung, dass f{c) gleich f, sein soll, bestimmt.

Da nach (1)

(0 —2) f(u) = (u — p)" (v — " 9(%),

(w — @) flw) = (w — p)~* (u — @) @(u)
ist, so ldsst sich die Voraunssetzung, welche zu der Gleichung (9) fiihrte,
dahin formuliren, dass die 2 Gleichungen

(10) [(—p) FWhe=p =0, [(¥—9) [(W)]mg =0
zugleich befriedigt sein miissen.
Ist von den Bedingungsgleichungen (10) nur die eine erfiillt,

z. B. nur die erste
[(u—p) f)lump = O,

so kann man in Fig. 1 den Kreisradius k unendlich klein nehmen und
gleichzeitig den Punkt ¢ mit dem Punkte p zusammenfallen lassen.
Dann werden, da ausser dem Kreisintegral K auch das in (6) be-
zeichnete Integral P verschwindet, die Integrale w, und @, gleich
Null, so dass auf der rechten Seite von (5) nur die Summanden @,
und o, ibrig bleiben. Der Integrationsweg des Integrals @, beginnt-
und endigt, gemiss der obigen Voraussetzung, im Punkte p oder, was
hier dasselbe bedeutet, im Punkte p. Da ferner o, = — €27 @, ist,
so erhilt man in dem gedachten Falle die Gleichung

(11) j R ) du = (1— eﬁm)ﬁ Y fw) du.

Als Integrationsweg des rechts stehenden Integrals kann eine beliebige
geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve gewihlt werden,
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welche von p ausgeht und keinen anderen singulfren Punkt voun f{u)
als den Punkt ¢ umschliesst. Ebenso findet man, wenn die 2« Be-
dingung (10) erfiillt st, die Formel

(112) f BRIPT ) du = (B — 1)1} " ) du.

Die vorstehenden Rechnungen lefern auch den Werth des Integrals

(12) o = J: T ) du,

dessen Integrationsweg die Punkte g, p zuerst im negativen, dann im
positiven Sinne umkreist. Der Anfangswerth der Function f(u) ay
der unteren Integralgrenze u ==¢ soll inp " derselbe wie in & sein,
Dann ist @ identisch mit dem Product e—:7%w+9g, In dem oben
definirten Integral @, (Gl (4)) war der Anfapgswerth von f(u) gleich
g2nito+) o an i, wurde @, stetig angeschlogsen, ebeuso hatte w, ay
©, stetigen Anschluss, @, an o;. Nun ist fir die aus den vier
Integralen @, @, @,, @, gebildete Bumme, wenn sie in dieser Reihen-
folge genommen werden, der Integrationsweg derselbe wie fiir das
Integral o’ ; die genapnte Sumie unterscheidet sich daher von @ nur
dadurch, dass in ihr der Anfangswerth ™ &taf . in @ aber der An-
fangswerth f, fiiv f(u) zar Anwendung kommt. Auf diese Weise wird,
mit Riicksicht auf (3), fiir o die Gleichung

S gy 20= 1)
ag [T e = e [0 g au,

in der f(u) die Function (1) bezeichnet, abgeleitet. Sind die Bedingungen
(10) erfillt, so folgt aws (9) und (13) die Formel

(14) 'fc‘«r—.p-,e.m flu) du == (¢~ — 1) (¢~ taic . l)‘qu flu)du.

Der fiir @ angewendete Integratiousweg moge fermer in der Art
gedindert werden, dass man die zwei Umkreisungen des Punktes ¢ (die
positive und die mnegative) mit einander vertauschi. Dann entsteht
ein Integral

P 4=, @)
(15) o = Flu) du,

fiir welches #hnliche Formeln wie fiir o gelten. An der unteren
Integralgrenze u == ¢ mobge auch in w” der Werth 7, fiir f(u) genom-
men werden. Nennt man A das Kreisintegral, das aus L erhalten
wird, wenn der Umlanf um den Punkt ¢ nicht im positiven, sondern
im negativen Sipne erfolgt, so modificirt sich die fiir © angestellte
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Rechnung, die zur Gleichung (7) fithrte, nur darin, dass die Grossen
L und 377 dureh A und ¢~27% zu ersetzen sind. Man hat demnach
fir &” die zu (7) analoge Gleichung

- nio.___ 1) —~2miz __ ‘a 4
00 [ au - (@mo—1) e2mie — 1) f 7 flu) du
c + (e——:?ﬂi't__l)K_ (627150'_ 1)/\,

aus der, wenn die Bedingungen (10) befriedigt sind, die der Formel
(9) entsprechende Gleichung

) J:{q—’p’q,p—)f(u) du == (#7179 — 1)(e—3%i7 — 1)]: flu)du

gewonnen wird.

Die Umkehrung des Integrationsweges, welche bei gleichzeitiger
Multiplication des Integrals durch den Factor — 1 zuldssig ist, bewirkt
bei @ (wie bei @) nur eine Vertauschung der Punkte p und ¢ in
Bezug anf die Reihenfolge, in der sie von der Variable w umkreist
werden. Aus " wird, wenn « den in (15) angegebenen Weg in
umgekehrter Richtung durchliuft, ein Integral erhalten, dessen Inte-
grationsweg mit dem positiven Umlauf om p beginnt und mit dem
positiven Umlauf vm ¢ schliesst. Es ist also

—-(_‘_“) 1(_‘_’,
(18) fq pr f(u)du:——‘jc TRy

e 9—2: 4 p—) (o, U= g}
(19) .ﬁ flu)ydu = -f Fla) du.

Die Integrale @, @', @” verschwinden, sobald einer der Punkte
», ¢ aufhort, ein singulirer zu sein. Es sei z B. f(«) in der Um-
gebung des Punktes p eindentig und stetig. Dann hat der Factor
¢*7io, der zu f(w) hinzutritt, wenn u den Punkt p umkreist, den
Werth 1. Gleichzeitig verschwindet das Kreisintegral K. In Folge
dessen werden in den Gleichungen (7) und (16) simmtliche rechts
stehende Summanden gleich Null. Das Analoge gilt, wenn f(u) bei
u = ¢ eindeutig und stetig bleibt.

Ist die Function f(u) fiir w == p unstetig, jedoch in der Umgebung
des Punktes p eindeutig, und wird sie daselbst durch die Reihe

) =D dy(u—py + D) 4, (w—p)*
v=y r=1
dargestellt, so hat das Integral @ den Werth
(20) © = 2xi 4, ("7 — 1),
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Denn da €% == 1 ist, so ergiebt sich aus (7) die Gleichung

0 = (@77 — 1) K,
und das Kreisintegral K nimmt, wenn die obige Reihe fiir f(u) sub-
stituirt wird, den Werth 2zi 4," an. Unter denselben Voraussetaungen
in Bezug auf die Function f(u) bestehen fir & uud o die Glei-
chungen

() @ =2mid (1 — e, @" =2mid(¢e-2m* — 1),

von denen die erstere aus (13) und (20), die letztere sus (16) folgt.

§2

Fine Function F(u) habe die singuliren Punkte p,p,..., 2.,
deren Anzahl als endlich vorausgesetzt wird; ausser denselben sei nur
der Werth # = oo ein singulirer fiir die genannte Fynction. In der
Umgebung des Punktes # = p soll die (in der Kinlejtung erwihate)
Gleichung
(2) Flu) = (u—p) oW
gelten, in welcher ¢ (u) eine bei u = p eindeutige Function von u,
und 6 eine Constante bezeichnet. Machi die Varizble « einen positiven
Umlant um die simmtlichen endlichen singuliren Pankie p, p;,....Ps,
so nimmb, wie vorausgesetzt wird, die Function F'(«) den constanten
Factor ¢27i® auf, bleibt aber im Uebrigen unverindert.

Man ziehe um den Punkt p (als Mittelpunkt) wit dem Radius &
einen Kreis ®, der keinen anderen singuliren Punkt der Function
F(u) als den Punkt p umschligsst. Ferner werde ein beliebiger Punkt
y der u-Ebene, der nicht zu den singuliren Punkten von F(u) gebort,
zum Mittelpunkie eines zweiten Kreises ¥ genommen, dessen Radius {
so gross ist, dass sowohl der Kreis & als auch die Punkte p,, ..., 2»
auf der von ¥ begrenzten Kreisfliche liegen. Man wahlt aof der
Kreislinie § einen beliebigen Punkt p, auf der Kreislinie ¢ einen
beliebigen Punkt q und verbindet diese Punkte durch eine sich selbst
nicht schpeidende Linie 9%, welche aus der Kreisfliche night heraus-
tritt und keinen der Punkte p,, ..., p, enthilt. Es sei endlich ¢
irgend ein Punkt der Linie )t; von den verschiedenen Werthen, welche
die Function F(x) in demselben annimmt, werde ein bestimmter, der
F, heissen moge, fixirt.

Es soll nun ein Integral

stF(u) du

betrachtet werden, dessey Integrationsweg in dem Punkie ¢ begiunt
und endigt und sich aus den auf einander folgenden Theilen

¢q, &, ap, &F.opn, €, an &7, pe
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zusammensetzt, Als Anfangswerth fir die zn integrirende Funetion
F(u) an der unteren Integralgrenze w = ¢ ist der genannte Werth
F, anzuwenden; derselbe stellt zugleich den Werth von F(u) im
Endpunkte des Integra-
tionsweges dar. Durch
&+, &, resp. &—, £
wird der Umlauf lings
der Kreise £, & in der
positiven, resp. negativen
Drehungsrichtung  be-
zeichnet. Die Variable «
des Integrals Q@ umkreist
also, vom Punkte ¢ aus,
zuerst simmtliche singu-
lire Punkte p, p;,..., 0.,
dann alleiv den Punkt p,
beides im positiven Sinne,
und fithrt hierauf die
entsprechenden Umkrei-

Fig. 3. sungen auch im negativen
Sinpe aus. Wird die Gesammtheit der endlichen singuliren Punkte
D) Py .-, Pu der Function F () durch den Buchstaben & zusammen-
gefasst, so kann man, gemiss der im § 1 angegebenen abgekiirzten
Schreibweise, das obige Integral Q durch den Ausdruck

©2) o= """ Py au
darstellen.

Das Integral Q geht durch eine einfache Substitution in ein Inte-
gral iiber, dessen Variable einen Doppelumlanf um zwei endliche
singulre Punkte macht. Man verbinde  mit einer nenen Variable v
durch die Gleichung .

1
(23) “=7’+_5: vzu—'y’
wo y die Constante bedeutet, die den Mittelpunkt des Kreises € bildet,
und nemne g, p/, ..., p, die Constanten

.1 . P__ 1

(24) r = prp by =5 3 Pn P —7 .
Dann entsprechen den Werthen w=1p, u=p,, ..., u=7p, die
Werthe v =9, v =29/, ..., ¥ =p,, und dem Werthe u=oc der

Werth v = 0. Die Function F(u) mdge durch die Substitution (23)
in die Function ®(v) #bergehen; diese hat die singuliiren Punkie
v=0,v=p, v=2p/,...,v=0p,, wihrend v = oo kein singulirer
Werth fiir sie ist. Da die Punkte w, die auf der Kreislinie £ liegen,
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durc_h die Gleichung # — p == %, in welcher & von 0 bis 2= variirt,
bestimmt sind, so gilt fiir die zogehorigen Punkte v die Gleichung

v= —;— e=?, Der Kreis § liefert also in der v-Ebene einen Kreis &
mit dem Mittelpunkt » == 0 und dem Radios —;~, und zwar bewegt sich

» lings € in wegativer Drehungsrichtung, wenn w den Kreis € in
positiver Richtung durchliuft. Die Punkte , p,’, ... ps befinden sich
simmtlich ausserhalb des Kreises €, da die von ¥ umschlossene Kreis-
fliche denjenigen Theil der «-Ebene abbildet, der nach Fortlassung
der Kreisfliche £ @ibrig bleibt. Nennt man sodann £ den Kreis, der
in der v-Ebene die Abbildung des Kreises £ darstellt, so gehdrt zur
Kreisfliche € die Kreisfliche & (picht die Erginzungsfiiche); denu
kein Punkt der Kreisfisiche § kann, weil y ausserhalb § liegt, einem
unendlich entfernten Punkte der »- Ebene entsprechen. Folglich ent-
hilt die Kreisfliche & keinen anderen singuliren Punkt der Function
¥(v) als den Punkt v =p". Die Drebungsrichtung ist bel correspon-
direnden Umlsufen lings & und &' die gleiche, da die Umgebungen
irgend zweier entsprechender Peripheriepunkte einander in den kleinsten
Theilen Zhnlich sind, und daselbst die inneren Seiten sich gegenseitig
abbilden. Man bezeichnet ferner durch ¢, p, § die Constanten

(25) ¢= -t =t I
=7 -y’ -y

welche die Bildpunkte von w=1¢, u==p, u=1q darstellen. Die
Punkte p’ und § sind die Endpunkte einer
(den Punkt ¢ enthajtenden) Linie 3, die
in der v-Ebene der Linie 3 entspricht &
(Fig. 4). Die Function %(v) nimmt, den
oben angefithrten Voraussetzungen zufolge,
den Factor e—2#i*, vesp. den Factor ¢7i¢
auf, wenn die Varigble » einen positiven Umiauf um den Punkt O,
resp. um den Punkt p° aysfiibrt.

Das Integral Q verwandelt sich durch die Substitution (23) in den
Ausdruck

4O, ', 0, ') d

(26) Q=— /. B () 42,
dessen Integrationsweg aus den Theilen

¢y, ¥, ¥y, 8% ', € 99 &=, p¢
besteht. Dies ist ein Integral von der in (15) angegebenen Art.
Setzt man
@n P(o) = (v — )10 1 (0),
so ist z(v), wie aus den erwihnten Eigenschaften von ¥(v) folgt,
eine bei ©~=0 und bei v==7p eindeutige Function von v. Mithin
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w(v)

hat die zu integrirende Function in (26), , dieselbe Form wie

die in (1) definirte Funetion f(u). Man erhalt ans der rechten Seife
der Gleichung (1) den Ausdruek i(—)-, wenn man

U, QD(H), P, 4 7
bezw, durch

v, Z(”)a P', O: — ¢
ersetzt, Wird ausser diesen Aenderungen noch ¢ statt ¢ geschrieben,
so geht das in (15) bezeichnete Integral & in — @ fiber, Die Formel
(16) liefert daher fiir Q die Gleichung

) o .1 d
28) P (7ie — 1) (e7ie — 1‘}£ ¥ (v) %,
— (e'lnie — 1) K' + (82711‘0 — 1) /\'1

in welcher X', A" die Integrale der Function «1%(— langs des Kreises

R im positiven Sinne, resp, lings des Kreises & im negativen Sinne
bedeuten.

Bleibt in (27) die Function y(v) fiir » = p” und fiir » = 0 stetig,
und ist der reelle Theil von o positiv, der von & negativ, so werden
die Kreisintegrale K” und A" unendlich klein, sobald man die Radien
der Kreise & und & unendlich klein wihlt. Dann ergiebt sich fiir Q
die Gleichung

Q = — (270 — 1) (e27i* — l)f Y(0) — Dz ’

die, wenn nach (23) wieder

s=u—y, e du, ) =F@
gesetzt wird, die Gestalt
(29) Q = (etina — 1) (@mes — 1) Jp “P(w) du

annimmt. Das Integral Q wird also, falls das Integral 1” wF(u) du

convergirt, aus diesem darch Multiplication mit einer Grosse erhalten,
welche ausschliesslich von 6 und & abhiingt. Das Kreisintegral A,
das hier als verschwindend klein angenommen wird, ist identisch mit
dem iiber den unendlichen Horizont der u-Hbene erstreckten Integral
der Function F(u). Der Integrationsweg des obigen Integrals

ﬁ” F(u) du entsteht aus der Linie %t (Fig. 3), wenn man den Punkt p

mit p zusammenfallen und den Punkt § in’s Unendliche riicken lisst.
Die Voraussetzung, unter der die Formel (29) giiltig ist, wird durch
die zwei (zu (10} analogen) Gleichungen
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@7 o e
[ v P) o vmg’— ”' i‘ Vm}faﬁg O’
oder, was dasselbe ist, durch

(30) [{v ~0) F)hep =0, [(#—9 F)lyue=0
ausgedriickt.

Um den Integrationsweg des Integrals Q zu vereinfachen, ziehe
man vom Punkte ¢ aus (Fig. 3) zwei geschlosseye, sich selbst nicht
schoeidende Curven P und 0, von denen 5 keinen anderen singuliiren
Punkt der Function F(u) als den Punkt p umschliesst, wibrend das
von ) begrenzte Flichenstiick sowohl die Punkte p,, ... p. als auch
die ganze Curve i enthalt. Dann kann der Integrationsweg von Q
offenbar aus den 4 Strecken

Q'+: 31’\+) o, ;-B_

zusammengesetzt werden, wo F, B+ die positiven, und O, P die
negativen Umliufe Iings O, P bedeuten.

Nach der bisherigen Definition des Integrationsweges von Q um-
kreist die Variable u abwechselnd einerseits alle endlichen singuliren
Ponkte der Funetion F'(u), andereyseits den Punkt p allein, Indessen
lasst sich dieser Integrationsweg noch in einer etwas anderen Weise
auffassen, indem der Punkt p den Punkten p,, ... p. gegeniibergestellt
werden kapn, Um dies zu erliutern, verbindet man die leteteren
n Punkte mit einander durch irgend eine gebrochene, sich selbst nicht
schneidende Linie & (Fig, 5), so B
dass ein Umlauf um € einen ¥
Umlanf um p,, ... p, darstellt.

Man fixirt ferner zwei Punkte
dy, d, der Curve P und zwei
Punkte ¢, ¢, der Curve Q und [ B>
wihlt die Bezeichnung derselben

in der Art, dass die positiven :
Umliufe lings P und O kurz \\ Pt

durch ¢d,d, ¢ und ce, e, ¢, die nega- P ;
tiven durch ed,d ¢ und Cey 6, C an- — B
gegeben werden. Endlich werde m""‘g L, 2

vom Punkte d, eine Verbindungs-
linie zum Punkte ¢, gezogen, welche die gebrochene Linie © nicht
schneidet, und welche so liegt, dass das Flachenstiick, anf dem sich
die Linie © befindet, die Begrenzung ce, ¢,d, d, ¢ hat. Der Integrations.
weg des Integrals Q besteht, wenn man die Curven und & benutzt,
aus den vier Abschnitten

ceec, cdidye, ceec, cdyde
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Der zweite und der dritte dieser Abschnitte bedeuten aber zusammen
genommen, da map dafiir den Weg c¢d,d,e,6,c setzen darf, einen
Umlauf um die gebrochene Linie € in mnegativer Drehungsrichtung.
Schaltet man andeverseits hinter den ersten Abschnitt ce, e ¢ des Inte-
grationsweges die sich gegenseitig aufhebenden Strecken c¢d,d,c¢ und
cdyd,c ein, so sind die Wege ce,e,¢c und cd,d, ¢ gleichbedeutend mit
ceeydydic, d. h. mit dem positiven Umlauf um die Linie &, worauf
dann der Weg cd,d,c, d. h. der positive Umlauf um den Punkt p
folgt. Hieraus ergiebt sich, dass Q sich auch als das Integral

(&, 2, &\ p—)
(31) Q =.[ P Blw) du

darstellen lidsst. Man kann also die positive und die negative Um-
kreisung der n+41 Punkte p, p,,...p. (in (22) kurz durch &, resp. & —,
bezeichnet) durch die entsprechenden Umkreisungen der » Punktep,,...p,
ersetzen, ohne dass der Werth des Integrals Q sich hierdurch #nderte.

Als Ausgangspunkt des Integrationsweges des Integrals Q kann,
weil der Anfangswerth der Function F(u) mit ihrem Endwerthe iiber-
einstimmt, ein beliebiger Punkt dieses Weges genommen werden; denn
eine Verschiebung der unteren Integralgrenze innerhalb des Integrations-
weges dndert nur die Reihenfolge der einzelnen Summanden derjenigen
Summe, als deren Grenzfall das Integral Q anzusehen ist. Da ausser-
dem die Linien §, ), © ihrer Form nach willkiirlich bleiben und nur
hinsichtlich ihrer respectiven Lage zu den singuliiren Punkten be-
stimmt sind, so ldsst sich die untere Grenze von Q in jeden beliebigen
Punkt der u-Ebene, der nicht singuliir fiir F(u) ist, verlegen, was
(mit Riicksicht auf § 1) auch aus der Gleichung (26) folgt. Indessen
muss, wenn die untere Infegralgrenze
sich verschiebt, der Anfangswerth der
Function F(u) dieser Aenderung gemiiss
bestimmt werden. Denkt man sich z. B.
in Fig. 5 die untere Grenze des Integrals
Q lings der Curve P in positiver Richtung
fortgeschoben und in den Punkt d, ver-
legt, so hat man als Anfangswerth von
F(u) im Punkte d; denjenigen Werth
zu nehmen, der aus F, entsteht, wenn
u den Bogen cd; (Bruchtheil eines positiven Umlaufes um den Punkt p)
durchléuft. Die Figur 5 (in der man noch die Punkte d, und ¢, mit
einander verbinden moge) wiirde hierdurch in Figur 6 tibergehen, in
welcher dann die vier Strecken

diejeydy, didyedy, dieyedy, dicdyd,
den Integrationsweg von Q bezeichnen.

Fig. 6.
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Man kann endlich den Integrationsweg von @ auch auf eine Form
bringen, welche der wit Hiilfe der Figur 2 gegebenen Darstellung des
Integrationsweges von @ (§ 1) entspricht. In Figur 5 bilden der
Bogen cd,d, der Curve 8 und die Verbindungslinie d,e, zusammen
eine Linie, durch welche das von £ begrenzte Flichenstiick in zwei
Theile getheilt wird. Auf dem einen dieser Flichentheile liegt der
Punkt p, auf dem anderen die gebrochene Linie &, und man gelangt,
wenn man vom Punkte ¢ aus lings Q im positiven Sinne fortschreitet,
zuniichst zu dem die Linie & enthaltenden Flichentheile. Wird nun
der positive, resp. der negative Umlauf lings Q wiederum durch O+,
resp. 00—, bezeichnet, so kann der vom Punkte ¢ ausgehende Inte-
grationsweg des Integrals Q nach Fig. 5 aus den vier Theilen

QF, cdidyey, Q) edydic

gebildet werden. Denn auf dem Wege QO+, der mit ce, e,d, d, c-+cd; dye,c
gleichbedeutend ist, wird zuerst die Linie &, dann der Punkt p im
positiven Sinne umkreist. Die iibrigen drei Strecken enthalten, da
sie als cd,dye,e,¢ + ceyd,d,c geschrieben werden konnen, die nega-
tiven Umliufe um die Linie & und um den Punkt p. Also stellen
die vier Strecken in der That zusammen den in (31) angegebenen
Integrationsweg dar.

Durchlduft die Variable » den in (22), resp. in (31) bezeichneten
Integrationsweg in umgekehrter Richtung, so hat das zugehorige Integral
der Function F(u) den Werth — Q. Der Integrationsweg beginnt
dann mit dem positiven Umiauf um den Punkt p und schliesst mit
dem negativen Umlauf um die Gesammtheit der Punkte p, p,, . .. pa,
resp. um die Linie ©@. Man erhiilt auf diese Weise die zu (8) analogen

Formeln
((9,®,p-, B (@, p, O, p—)
[” ’ F(u)du=—-£ " Py du,

(*(p,€,p—,E—) (€, p, &—\ p—)
jﬁ ! F(w) du————j mEm F(u) du.

Fiir das Integral Q wurde in dem Fall, wo die zwei Gleichungen
(30) in Kraft sind, der Ausdruck (29) abgeleitet. Ist von den Be-
dingungen (30) nur die erste

[(# — p) F(w)lu=p =0
befriedigt, so besteht die Formel

(33) Q=(1— e2nia)£(€) F(u) du.

Denn wenn man in Fig. 5 den Punkt ¢ in die Nachbarschaft des
Punktes p legt und die Dimensionen der Curve P8 unendlich klein
withlt, so wird das lings P genommene Integral der Function F(w)

32)
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im gedacbten Falle unendlich klein. Es bleiben also nur die zwei
Umldufe am die Linie & ibrig, woraus die Gleichung (33) folgt.
Die Bestimmong des zur Anwendung kommenden Zweiges der Function
F(u) geschicht nach Fig. 5 oder Fig. 6. In derselben Weise findet
man, wepn die zweite Bedingung (30)

[(u - ¥ F(“):tu:“' =0
erfitlit ist, fiir das Integral Q die Gleichung

(34) Q = (e27i* -— 1)1;(?) Fu) du,

welche sich aus (28) und (11) ergiebt, wenn man den Radius des
Kreises £ (Fig. 4) unendlich klein nimmt. Die Integrationswege der
auf den rechten Seiten von (33) und (34) stehenden Integrale sind
einfache geschlossene Curven, von denen die eine vom Punkte p aus-
geht und die Linie © umgiebt, wibrend die andere in einem be-
liebigen Punkte des unendlichen Horizomtes ithren Anfang nimmt und
den Punkt p, jedoch keinen der Punkte p,, ..., p., umkreist.

Es sollen schliesslich noch zwei Integrale Q" und Q", welche den
in § 1 angegebenen Integralen @ und ®” analog gebildet sind, be-
trachtet werden. Es sei Q das Integral
(35) o — c(&b +p— &, p) F(u) du,
dessen Integrationsweg von dem in (22) bezeichneten Integrationswege
des Integrals Q nur darin abweicht, dass die positive und die negative
Drehungsrichtung mit einander vertauscht sind. Als Anfangswerth
der Function F(u) an der unteren Integralgrenze u = ¢ werde, wie
in (22), der Werth ¥, genommen. Man findet leicht die der Formel
(13) entsprechende Relation
(36) Q = g-2miote) Q,
da in Q die negativen Umldufe mit dem Werthe e2=i(eto F,, in Q'

mit dem Werthe F; beginnen. Hat das Integral f B F(u) du einen

X z
bestimmten Sinn, so gilt fir Q, wie aus (29) und (36) folgt, die
Gleichung

37) @ = (e—mis — 1 (-imis — 1) _ﬁ “Flw) du.
Man kann Q' auch als das zu (31) analoge Integral

*E— 5, €, p)

(38) o= Flw) du

auffassen, in welchem die Umkreisung der Linie & die Umkreisung
der » Puukte p,,...p, bedeutet. Denn die fir Q angesteliten Be-
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trachtungen tibertragen sich auf &, sobald die positive und die negative
Drehungsrichtung mit einander vertanscht werden.
Man nennt ferner Q° das Integral

:(@“. 2 &, p—)
(39) Q= J P Plw) au,
in welchem der Weg der Variable « nach Figur 5 durch
o=, ¥, OF, $-
angegeben wird. Wendet man auf Q° die Substitution (23)
1 1
b=yt 0=

an, welche F(u) in #%(v) verwandelt, so entsteht die Gleichung
(cfr. (26))

" 0,2y 0= p—) dv
@ = — [T &,

,

in der o’ =-E)~£~}—, ¢ = —;—_1_7- gesetzt ist. Mithin kommt Q auf

ein Integral von der Form (3) zuriick. Ebenso wie fiir das Integral Q
der Ausdruck (28) erhalten wurde, gewinnt man fiir Q” mit Hiilfe
von (7) die Gleichung

. . a d

@0 - { — (e — 1) e — 1) [0 @) 4
— (et — YK 4 (@0 — 1) L.
In derselben wird durch L' das in positiver Drehungsrichtung lings
des Kreises & (Fig. 4) genommene [ntegral der Function Qg’l be-
zeichnet, wihrend K’ dieselbe Bedeutung wie in (28) hat. Sind die
Bedingungen (30) erfiillt, so kann man die Kreise § und &" unendlich
klein nehmen, so dass die Kreisintegrale K’ und L’ verschwinden.
Dann entsteht ans (40) die Gleichung
dv

0
Qu —_ (eem‘a — 1) (;3—2"“ — l)j, tlJ(lJ) ~

die, wenn man durch die Substitution v = —— die Variable u
wieder einfiihrt, fiir Q" den Ausdruck
o
(41) Q" = (emie — 1) (emir — 1) [P () du
liefert. Benutzt man die gebrochene Linie © zur Definition des
Integrationsweges, so ist
76—:1’: €, p)

42 Q' = i Fu) du,
wie sich unmittelbar aus der Figor 5 ergiebt, wenp man statt ¢,, d,
die Punkte ¢, d, durch eine Linie mit einander verbindet.

Mathematische Annalen. XXXV, 32
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& 3.

Um die Anwendung, weleche die hier betrachteten bestimmten
Iutegrale in der Theorie der linearen Differentialgleichungen finden,
an einem Beispiel zu erliutern, soll kurz auf die Differentialgleichung
der Ganss’schen hyperueometnschen Reihe

43) z@—DTL f et p+Da—ol L +epy=0

eingegangen werden. Man gelangt bekanntlich zu Losungen dieser
Gleichung, indem man fiir y das bestimmte Integral®)

(44) y= ["w—arrua,

in welchem 11 nur von % abhangt, substituirt und die Formel der
theilweisen Integration benutzt. Die Iutegralgrenze g ist, wie voraus-
gesetzt wird, eine Constante, & entweder constant oder gleich . Von
den logarithmischen Fillen der Gleichung (43) wird hier abgesehen.
Es ergiebt sich, dass das Integral (44) eine Liosung von (43) ist, falls
fir U1 das Product w?~e¢(u — 1)¢—+~1 genommen wird, und falls der
Ausdrock

[(w — z)=F—1 yf—eti(y — 1ye—o]*="

u==g?
der in Folge der theilweisen Integration als Summandus auftritt, den
Werth Null hat. Zur Abkiirzung werde

(45) & (u, &) = (4 — z)~F ub-e{u — 1)-o-1,
(46) M= {(u— z) 1 up—erl(y — 1)e~«
gesetzt. Dann ist
*h
(47) y=—-‘/g b (u, z)du
ein particulares Integral von (43), sobald g und & die Bedingung
(48) [Mlyes — [M]uey =0
erfiillen.

Die Gleichung (48) kann zuniichst dadurch befriedigt werden, dass
sowohl [M].—, als auch [M),_, verschwindet. Diese Fille liefern
fiir g and & die Werthe 0, 1, oo, z. Indem man je zwei dieser
4 Werthe fir g, & wihlt, erhilt man die bekannten 6 particuliren
Lasungen der Gleichung (43)

*) Es ist hier dieselbe Bezeichnung gewahlt worden wie in § 1 der Ab-
handlung des Verfassers ,Ueber die Differentialgleichung der aligemeineren
bypergeometrischer Reihe mit zwei endlichen singuliren Punkten® in Bd. 102 des
Crelle’schen Journals, pag. 8!, auf die verwiesen wird.
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(49) chb(u, ) du, /;'«»(u, ) du,
30) ﬁx‘b(u, xz) du, ./;ztb(u, x) du,
(51) j:lq)(u’ z) du, J:: O{u, z) du,

welehe (in dieser Reihenfolge) diezu 2 =0, zu 2 =1 und 2z z == o0
gehorigen Hauptintegrale darstellen. Man erkennt jedoch, dags die
Grosse M nur dapn fiir =0, beaw. v =1, s =00, % ==z ver-
schwindet, weun die reellen Bestandtheile der Constanten 8 — ¢ + 1,
¢ —ea, &, — f— 1 positive Vorzeichen haben, Die Ldsungen (49),
(80), (1) sind folglich nicht allgemein anwendbar. Die Giltigkeit
derselben muss in der That wegen der Convergenzbedingungen der
bestimmten Iniegrale eine beschrinkte bleiben.

Die Zah]l der Bedingungen, demen die Constanten «, 8, o bei
den einzelnen Integralen zu geniigen haben, vermindert sich, wenn
man, wahrend die Werthe 0, 1, o, z fiir die Grenzen zur Anwendung
kommen, g = £ setzt und fiir das Integral (47) eine geschlossene Curve
als Integrationsweg einfiihrt. Denn in diesem Falle bleibt fiir die be-
stimmten Integrale nur je eine Convergenzbedingung zu erfiillen tibrig.
Lisst man z. B,, indem man g = %k = 0 nimmt, in (47) die Variable
u eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve durchlaufen,
welche vom Punkte O ausgeht und den Punkt 1 (jedoch nicht den
Punkt #) umschliesst, so befriedigt, der obigen Rechnung zufolge, das
so definirte Integral die Gleichung (43), sobald der reelle Theil der
Constante § — o + 1 positiv ist. Dieses Integral wird nach § 1,
wenn der Umlanf im positiven Sinne geschieht, durch den Ausdruck

lﬁm(u —~ )~ wp—¢ (u — 1)« dy

bezeichnet. Dagselbe bildet einen Krsatz fur das erste Integral (51),
wenn o — « im reellen Theil negativ, §-— ¢ - 1 positiv ist; fir
8 — o+ 1 < 0 wird indessen sein Werth ebenfalls ein unbestimmter.

Man gelangt npn zu Losungen der Differentialgleichung (43),
welche niemals illusorisch werden and die Form bestimmter Integrale
haben, wenn man in (47) die Variable 4 Doppelumliufe von der in
den vorstehenden §§ 1 und 2 angegebenen Art ausfifhren lisst. Als
Ausgangspunkt und Endpunkt des lutegrationsweges des Inlegrals (47)
werde ein beliebiger Werth u == ¢+ genommen, der von den Werthen
0, 1, oo, z verschieden ist. Fiir § = b = ¢ erhiilt man aus (48) die
Bedingung, dass die mehrdeutige Function M ihren apfinglichen
Werth wieder annehmen muss, wenn die Varisble u die geschlossene
Integrationseurve durchliuft. Da aber M das Product

32%
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(4 — z)~F-1 wb—ett (u — 1)e—=

bedentet, in welchem die drei Exponenten beliebige Constanten sind, so
liegt es nahe, die Gleichung (48) dadurch zu erfillen, dass man die
Variable %, nachdem g = h = ¢ gesetzt ist, um diejenigen singuliren
Punkte, die sie tberhaupt umkreist, zwei Umliufe, nimlich einen
positiven und einen negativen, machen lisst. Hierdurch entstehen
dann Integrale von der Form (3), (22) und (31).

Von den sechs in (49), (50), (1) genannten Integralen haben
drei, ndmlich

52) ﬁ’w(u,x) du, f”¢(u, 2) du, ﬁm (u, &) du

eine endliche Begrenzung, Statt derselben mdgen nunmehr die drei
Integrale mit Doppelumlauf

[ [te,0,2,0-)
] P(u, z)du,

. (2,1, 2, 1—)
(53) f Y 0w, 7) du,

*{1,0,1~, 0~)
J & (u, z) du,
L4

in denen @(u, z) wieder die Function (45) bedeutet, als particulire
Lésungen der Differentialgleichung (43) gemommen werden. Diese
Integrale haben, nachdem an ihrer unteren Grenze ein Werth der
Function ®(u, z) fixirt worden ist, fiir ein endliches, vonu O und 1
verschiedenes # stets einen bestimmtien Sinn. Denn ihr Integrations-
weg ist endlich, und die zu integrirende Function bleibt in allen
Punkten desselben stetig. Nach Formel (9) werden die Ausdriicke (53),
falls die Integrale (52) convergiren, mit den Producten

[emiif-e — 1] [e—27i8 — 1]‘joz¢ (v, x) du,
[emite—) — 1] [e~37iF — 1) j;xcb(u, z) du,

[@i-0) — 1] [etmiie—e) 1] f:‘b(u, z) du

identisch. )

Man denke sich ferner die Punkte O und z durch eine Linie
%A, die Punkte 1 und z durch eine Linie $, die Punkte O und 1
durch eine Linie € verbunden und bilde die zu (31) analogen
Ausdriicke
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1. %-,1 )
Jc\ G (u, 2) du,

B,0, B, 0)
o4) f' O(u, x) du,

—“(0»::.6—-.5-—3
I ®(u, x) du,
\

deren Integrationswege aus je zwei Umliufen um eine der Verbindungs-
linien und zwei Umliofen um einen singuldren Punkt der Function @
bestehen. Die Integrale (54), welche convergent sind, sobald x endlich
und von O und 1 verschieden ist, treten an Stelle der drei Integrale

(55) fwd)(u, z) du, .ﬁmﬁb(u, z) du, ﬁm{b(u, x) du,

falls letztere aufhdren, einen bestimmten Sinn zu haben. Da die
Function & (u,z) den Factor e—?#¢¢ aufnimmt, wenn die Variable u
einen positiven Umlavf lings einer die drei Punkte O, 1, 2 um-
schliessenden Curve macht, so ergiebt sich aus der Formel (29), dass
die Integrale (54) im Fall der Convergeuz der Ausdriicke (55) iu die
Producte

(@mile~a) — 1] [g—2me — ljjm¢(,zo, x) du,
[P =0 m 1] (o278 — ]”;J' ¢ (u, x) du,

[e2mis — 1] [¢-2mie — 13]; & (u, ) du
tibergehen.
Ist der reelle Theil der Constante g — a« positiv, so besteht fiir
das erste der Integrale (54) gemiss der Formel (33) die Gleichung

1A 1) Pt
f 0w, ) du =11 — emie-a] [, 7) du.

Man kann daher statt des Integrals 'ﬁ md) (u, ) du, falls dieses durch

seine obere (aber nicht durch seine untere) Grenze divergent wird,
das Integral lm)d)(u, z)du als particulire Losung von (43) anwenden.
Die analogen Schliisse gelten fiir die iibrigen Integrale (55).

Die Differentialgleichung (43) ist hiermit im allgemeinen Falle
durch bestimmte Integrale geldst, da die Integrale (53) und (54) das
vollstindige System der Hauptintegrale dieser Gleicbung darstelien.

Man bemerke, dass in den Pillen, wo von den Integralen (53)
und (54) einzelne identisch verschwinden (s. den Schluss des § 1),
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die entsprechenden einfacheren bestimmten Integrale anwendbar bleiben,
Es sind dies zugleich diejenigen Fille, wo hypergeometrische Reihen
mit endlicher Gliederzahl vorkommen. Ist z. B. die Constante 8 — o
ganzzahlig und positiv, so dass ®(u,z) bei » =0 eine eindentige
stetige Function von 4 wird, so verschwinden das erste und das dritte
der Integrale (53) und das zweite Integral (54) fiir ein beliebiges .
Dann sind jedoch, da der Werth u = 0 als untere Integralgrenze in
(47) gewihlt werden darf, entweder das erste und das dritte der
Iutegrale (52), resp. das zweite Integral (55), oder aber die zugehbrigen
Integrale mit einfacher geschlossener Integrationscurve convergent,
Man erhilf also wiederum ein vollstindiges System bestimmter Integrale
als Losung der Differentialgleichung (43). Einer niheren Betrachtung
sollen diese speciellen Fille von (43) hier nicht unterzogen werden.



