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tJber die Dars~ellung der ganzen Zahlen als Summen yon 

n ~" Potenzen ganzer Zahlen. 

Von 

A. Hu~W~TZ in Ziirich. 

Die interessante Abhandlung yon Herrn A. F l eck  ,,Uber die D a r -  
~tellung ganzer Zahlen als Summen yon sechsten Potenzen ganzer Zahlen"*) 
gibt mir Veraulassung, einige Betrachtungen mRzuteilen, die ich vor 
l~ingerer Zeit bei Gelegenheit der Lektiire yon Herrn E. Mai l l e t s  Auf- 
.satz: ,,Sur la dgcomlaosition d'un nombre entier en une somme de cubes 
�9 ent;iers posi~;ifs"**) anstellte. 

1. Angenommen, es sei ftir einen bestJmmten Exponenten n bekannt, 
da~ sieh jede positive Zahl als Summe yon h6chstens k n ten Potenzen 
darstellen lii~t~ we k eine feste Anzahl bezeichnek Angenommen ferner~ 

q 

es bes~ehe eine in den GrSl~en a, b, c, d identische Gleichung yon der 
Fol'l]l 

r 

(1) p(a ~ + ~ + c ~ + d")'= ~p , (~ ,a  + #,b + r,c + ~,d) ~, 

wobei p, Pl, P~,.- . ,P~ positive ganze Zahlen, r ill, ~q, 61, . . . ,  ~ ,  fl~, Y~ ~ 
abet beliebige ganze ZaMen bedeuten. D~nn folgt leicht, dal3 aueh jede 
positive ganze Zahl als Summe yon hiichstens k'  2n  ~ Potenzen darstell- 
bar ist, under k' wiederum eine feste Anzahl verstanden. 

In der Tat: jede gauze Zahl is~ als Summa a ~-t- b ~-t- c ~ + d ~ yon 
"vier Quadraten ganzer Zahlen dars~ellbar. Daher wird naeh Gleichung (1) 
<las _~-fache jeder n t~" Potenz als Summe yon hiiehstens Pl ~- P~ -{-" �9 �9 ~- P~ 
2 n  ~ Potenzen darstellbar sein. Da weiter nach Voraussetzung jede ganze 
Zahl eine Summe yon h~ichstens k n t~ Potenzen ist, so liit~ sich das 
~y-fache jeder ga~zen Zahl als Summe yon hiichstens k(p~ -~ p~ % . . .  -~ ~ )  
2n  ~ Potenzen darstellen. Und da jede beliebige ganze Zahl aus einem 

*) Diese Annalen, Bd. 64, S. 561. 
**) Association fran?aise pour l'avancemen~ des sciences. Congr~s de Bordeaux 1895. 
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Vielfachen yon 19 dutch Addition yon 0 oder 1 odor 2 , . . .  odor p -  1 
Einheiten ents~eh~, so ergibt sich schliel~lich, dab jede beliebige ganze 
Zahl als Summe yon hSchstens 
(2) k'---- k ~ + p ~ + . . .  +p~) + p _  

2n t~ Potenzen dars~etlbar is~. 
Eine Identifiit yon der Gestalt (1) ist f~ir den Fall n ~ 2 yon L i o u -  

v i l l e ,  fiir den Fall n = 3 yon I-Ierrn F leck*)  aufgestellt worden. F i i r  
einen beliebigen Wert  yon n die Existenz einer derartigen Identitgt naeh-  
zuweisen, scheint aber eine Aufgabe yon erheblieher Schwierigkeit ztl 
sein. Doch ist es mir wenigstens geluagen~ den niichsten Fall n ~ 4 zu  
erledigen. In diesem Falle besteht die folgende Gleiehung: 

(3) 5040 (a ~ + b ~ + c ~ + d~) , 
(4) (19,) (4s) (s) 

a . . . d  a . . . d  a . . . d  a . . . d  

wobei ich dieselbe Bezeichnungsweise angewendet babe, wie sic Herr F l e c k  
benutz~. 

Da die entwickelte rechte Seite nut gerade Potenzen yon a, b, c, d 
en~hiil~ und in diesen C~rSl3en symmetrisch is~, so geniigt es zur Ve r i -  
fikation der Gleichung (3), die Ubereinstimmung der Koeffizienten yon 

a s, a6b~ a4b 4, a~b~c ~, a~b~c~d ~ 
auf der linken und rechten Seite fes~zustellen, was dutch eine k u r z e  
Rechnung geschieht. 

Die in der Gleiehung (1) mit:p,291,p~,...,p~ bezeichneten Koeffizient;en 
haben in (3) folgende Werte: es ist p-----5040; yon den iibrigen Koef-fi- 
zienteu sind 4 gleich 6, ferner 12 gleich 60, weitere 48 gleich 1 und d i e  
iibrigen 8 gleieh 6. Nun ha~ Herr Landau**)  bewiesen, dal~ jede g a n z e  
Zahl als Summe yon hSchstens 38 Biquadra~en darstellbar ist. N a c h  
Gleichung (2) ergib~ sich ftir die achten Fotenzen demnaeh 

k'~- 3 8 ( 4 . 6  + 12 . 60 + 48 + 8 . 6 )  + 5039 = 36959, 
d. h.: 

Jede ~ositive ganze Zahl liiflt sich als Summe yon h6chstens 3 6 9 5 9  
achten Potenzen ganzer Zahlen darstellen.***) 

Es wiirde leich~ sein~ die Anzahl 36959 in diesem Satze auf e i n e n  
kleineren Wert  zu reduzieren; doch bie~et diese Reduktion kein grSl~eres 

Interesse. 

*) A. a. O. 
**) ~ber die Darstellung einer ganzen Zahl als Summe yon Biquadraten. ( R e n d i -  

con~i del ~rcoto Matematieo di Palermo, T. XXIII, p. 91.) 
***) Vergleiche hierza auch die in den Comptes Rendus yore 30. Dezember 1 9 0 7  

erschienene Mitteilung yon E. Mai l l e t .  (Zusa~z bei der Korzektur.) 
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2. Beziiglich der Darstellung der positiven ganzen Zahlen durch eine 
Summe yon n ~ Potenzen positiver ganzeh Zahlen kann man leicht den 
folgenden Satz beweisen: 

,,Es gibt unendlich viele positive ganze Zalden, die nicht als Summe 
y o n  n oder weniger n ~ Pogenzen darstellbar sind." 

Mit anderen WorSen: Bezeichnet r die Anzahl der LSsungen der 
Gleichung 
(4) x~ + x~ + . . .  + x~ = k 
i n  nicht negativen ganzen Zahlen xl, x~, . . . ,  x,~, so ist ftir unendlieh viele 
Zahlen k 

~(k) = 0. 

Bedoutet nKmlich A die Anzahl derjenigen Systeme yon n nich~ nega- 
r iven  ganzen Zahlen xl, x~, . . . ,  x , ,  welche tier Bedingung 

( 5 )  x~ + x~ + . . .  + x. ~ < k 

genfigen, so ist nach bekann~en Prinzipien*) 

(6)  Lira A : .~ . .  

w e  das n-lathe Integral fiber das Gebiet 

x l >  0, x ~ > 0 , . . . , x . >  0, x~ + x~ + . . .  + x~ < 1 

auszudehnen isk Anderseits is~ 

(7)  A = ~p(0) + ~(1) + V(2) + . . .  + V(k). 

Wi i rde  nun yon einer gewissen Grenze, etwa yon k = ~ + 1 ab, die Art- 
z a h l  th(k) stets grSBer als Null~ also mindestens gleich 1 sein~ so wiire 

ffir k > N  
A >  ~(0) + ~(1) + . . .  + ~(~V) + k - -  ~V= k + C, 

w e  C yon k unabhgngig is~. Hieraus wfirde folgen 

A >i+ o -f__ -~- 

u n d  also durch lJbergang zur Grenze k = oo: 

(8) EF( 1 + ~-)] n>l" 
Diese Ungleichung widerspriehi aber der Tatsache, dag F ( x ) <  1 ist, 

w e n n  das Argument x zwischen 1 und 2 liegt. Demnaeh mu$ es, wie 
u n s e r  Satz behauptef,, fiber jeder noeh so groSen Grenze _~ solche Zahlen k 

*) Dirichlet ,  Werke, Bd. I, S. 418. 
**) Ebend~, S. 389. Die Gleichung (6) betraehte~ auoh Ma~hews in der Note 

,,On the representation of integers as sums of powers" (Messenger of Mathematics 
voL 25 (1895) p. 69). Doch sind die Folgerungen, die l~l~thews aus der Gleichung (6) 
zieh$, volls~ndig sinnlos. 
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geben, fiir die ~p(k)= 0 ist. Ubrigeus I~B~ sich dieser Satz, beili~ufig 
bemerkt, auch ganz elementar, ohne Anwendung der Gleichung (6), dutch 
eine direkte Abschiitzung der Anzahl A beweisen. - -  Im F a l l e n  = 3 ist 
unser Satz insofern trivial, als er sehon aus der einfachen Tatsache*) 
folgt, dab die Summe dreier Kuben 

+ + 

durch 9 dividiert wohl die Reste 0, • 1, _ 2, • 3, niemals uber die 
Reste • 4 lassen kann. 

Ahnlich ist es im Falle n = 4, worauf reich Herr L a n d a u  gelegent- 
Itch aufmerksam machte. Jedes Biquadra$ ist -----0 oder ~ 1 (rood. 16) 
und die Summe 

4 x,, + 
liiBt daher durch 16 dividiert einen der Reste 0, 1, 2 , . . .  r. Solange 
r < 15 ist, gibt es also sicher unendlich viele Zahlen, die nicht als 
Summe yon r Biquadraten darstellbar sin& 

Die.Oleichung (6) ftihrt indessen, wenigstens im F a l l e n  = 3, doch 
zu "einem weiteren Resultat, n~imlich zu folgendem Satze: 

Unter den Zahlen, die dutch 9 dividiert einen der Reste O, • 1, ~ 2, 
=l= 3 lassen, gibt es unendlich vide, die nicht als Summe yon drei Kuben 
darstellbar sind. 

Wollte man das Gegenteil annehmen, so wiirde folgen, dab fiber 
7 

eiue gewisse Grenze hinaus -6 aller Zahlen als Summe yon drei Kuben 

dars~ellbar sin& 
An Stelle der Ungleichung (8) wfirde sich nun ergeben 

F 1 + ~ y = 0,777 . . . ,  

eine Ungleichung, die nicht erftiUt ist, da man 

[ F ( i  -~ ~ ) ] 8 =  0 , 7 1 . . .  

s Die Annahme, dab alle fiber ether gewissen Grenze liegenden 
Zahlen yon ether der Formen 16m ~- r (r = O, 1, 2, 3, 4) sich als Summe 
yon vier Biquadraten darstellen lassen, wtirde dagegen nicht im Wider- 
spruch mit der Gleichung (6) stehen, da die Ungleichung 

s 

tatsiichlich erftill~ ist. 

Zi i r ich,  20. November 1907. 

*) J acob i ,  ~ber die Zusammensetzung tier Zahlen aus ganzen positiven Kuben. 
(Werke, Bd. 6, S. 326.) 

~8" 


