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Uber endliehe Gruppen 
linearer Transformationen einer Vergnderlichen. 

Von Gino Fano in Rom. 

1. Bekanntlieh geben uns die allgemeinen bin~ren Formen 
bis zmn vierten Grads Beispielc yon Formen mit einer gewissen 
(endliehen oder unendlichen) Gruppe linearer Transformationen 
in sich; sie sind aber nieht die einzigen Formen, die eine solehe 
Gruppe gestatten. Anderseits ist es auch Mar, dass eine bingre 
Form mit mehr als zwei verschiedenen Wurzelpunkten blo~ eine 
endliehe AnzaM linearer Transformationen gestatten kann; ihre 
Wnrzeln ksnnen n~mlich nut auf sine endliche Anzahl yon Weisen 
unter einander vertauscht werden~ und dureh irgend eine Permu- 
tation derselben ist eine lineare (projective) Transformation der 
vorgelegten Form in slch selbst~ insofern eine solche fiberhaupt 
existlert, eindeutig bestimmt. Sehen wir daher yon denjenigcn (ganz 
einfaehen) Formen ab, die blo~ eine oder zwei versehiedene 
Wurzeln besitzen, so werden wir alle bin~ren Formen mit linearen 
Transformationen in sieh erhalten, indem wir eine Anzahl Wurzel- 
punkte beliebig annehmen, und auf dieselben die Operationen irqend 
einer endlichen Grup2e linearer Transformationen einer (oder zweier 
homoyenen) Ver~inderlichen anwenden. Besonderes Interesse werden 
diejenigen Formen besitzen, welehe dureh Anwendung der bez. 
Transformationen aus einem einzelnen Punkte entspringen; solehe 
Formen werden eben eine endliche tra~sitive Gruppe gestatten. 
Die gbrigen Formen werden sich als Producte aus letzteren zu- 
sammensetzen lassen. 

Offenbar m/lssen alle mtioncdert Covarianten irgend einer ge- 
cjebenen Form mit linearen ~'ansformcttio~,en in sich dutch diesdben 
Transformationen in sich iibe~ehen~ wie die Grundfortn. 1) 

Umgekehrt, 2) sei elne endliche Gruppe G linearer Trans- 
formationen einer Vergnderliehen (d. h. projeetiver Transformationen 
eines einfSrmigen Gebildes) vorgelegt, und man bezeichne mit 

1) Vgl. KLEIN: Math. Ann., Bd. IX, S. 191. 
~) KLEIn: Vorlesungen iibe~" das Ilcosaeder . .., S. 116. 
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% (x) = x, 91 (x)~ . . . .  ' % -  1 (x) die n linearen Funetionen der 
Variablen x, welche einer neuen Variablen x' gleich gesetzt, die 
einzelnen Operationen jener Gruppe darstellen. Es seien ferner 
a: b irgend zwei GrSl~en~ in der Art ausgew/thlt; dass keiner der 
Ausdrficke ~ (a) gleieh b, oder: was dasselbe ist~ keiner der Aus- 
drfieke ~ (b) gleich a ist; anders ausgesproehen~ dtirs die beiden 
Werte a~ b dureh keine Operation aus G n in einander fibergehen. 
Bilden wir uns dana die Gleiehung n ~e~ Grades 

1% ( x ) - - b }  {,% ( . )  - . . . . .  ( . )  - b} 

unter z irgend einen vergnderliehen Parameter verstanden~ so geht 
dieselbe offenbar dureh jede Operation der Gruppe G in sieh 
selbst fiber. Substituieren wir namlieh statt x irgend eine Function 
% (x), so werden die versehiedenen Faetoren, sowohl im Zghler 
als im Nenner (da die ~s (x) naeh Voraussetzung eine @ruppe 
bilden) blol] unter einander vertauscht. Die durch jene Gleiehung, 
ffir ein beliebiges z~ dargestellte Gruppe yon n Punkten wird daher 
bei jeder Operation aus G in sieh transformiert. Und, den ~ 1  
mSglichen ~5;erten yon z entsprechend, erhalten wir die eo ~ Punkt- 
gruppen einer Involution /~ (d. h. in homogener Sehreibweise, 
die ~ 1  bin/tren Formen eines BCtschels): 

(1) I7I (x) -}- (x) = o, 

wobei [I ~ 0 und IIj = 0, bezw. diejenigen (der Voraussetzung nach 
verschiedenen) Punktgruppen darstellen, welche aus den Werten 

Xt a und b entspringen. Deuten wir die Variable x = -  als Coor- 
xs 

dinate in einem einfSrmigen Gebild% so gehSrt jedes Element 
dieses Gebildes einer Gruppe der Involution (d. h. einer Form des 
Btisehels (1)) an. 

JEiner jeden endlichen GrupI)e G bin(ires linectrer Tra~zsfor- 
mationen entsTricht daher ein Biischel yon ~brmen n ~" Grades~ deren 
jede dutch alle Operationen ]ener Gru_ppe in sich iiberyeht. 

Besonderen Werten yon z entspreehend kann die Form 
11 @ z l] 1 eine zweifach% ja allgemeiner auch eine v-lathe Wurzel 
besitzen. Dann miissen aber s~immtliehe Wurzeln derselben Form 
zu je v zusammenfallen; denn. lassen v Operationen %@) (die 
Identitlit inbegriffen) den Wert a in sich tibergehen~ so werden 
die Produete aus denselben ~ nnd irgend einer anderen~ falls eine 
solehe vorhanden ist~ a in einen und denselben Wert a' fiber- 
ftihren ; und welter ebens% falls noeh andere Operationen existieren. 
Es muss folglieh ~ ein Theiler yon n sein ; und eine Form [I @ z II 1 
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mit einer (und daher lauter) ~-faehen Wurzeln wird die ~ Potenz 

einer Form Grades sein. 1) 

Jede weitere Punk~gruppe, welehe bei s~tmmtliehen Operationen 
yon G in sieh selbst ttbergeht, wird sieh aus einer gewissen An- 
zahl Punktgruploen der Involution (1) zusammensetzen lassen und 
wird daher (eventuell mehrfaeh gez~thlt) dureh Nullsetzen eines 
Produetes aus Formen I I @ z I I  1 darstellbar sein. Insbesondere 
wird aueh jede Covariante einer Form des Bttsehels (1), odor aueh 
tier v re= Wurzel aus einer solchen Form~ falls dieselbe mehrfaehe 
Wurzeln besitzt, naeh Befreiung yon gewissen die Variabeln nieht 
enthaltenden Faetoren und eventueller Erhebung auf eine geniigend 
grol3e Potenz, sieh als ein Product aus jenen Formen darstellen 
lassen; sic wird daher zugleieh eine rationale ganze Function mit 
numerisehen CoeNeienten derienigen (einfach gez~hlten) Formen 
desselben Biisehels sein~ welche gleieh Null gesetzt~ die mehrfaeh 
z~thlenden Punktgruppen der Involution 11 darstellen. Letztere 

7~ 

Formen bilden clatter alas volle S~/stem der Covarianten in Bezuj 
auf die Gru2_pe G. ~) 

2. Die Bestimmung der bin~ren Formen mit ]inearen Trans- 
formationen in sieh (und mindestens drei versehiedenen Wurzeln ) 
ist nun auf diejenige der endlichen Gruppen bin~irer linearer 
Transformationen zurt[el~geftthrt. Und die Frage naeh der voll- 
sti~ndigen Bestimmung letzterer Gruppen ist um so wiehtiger, 
insofern sie in den versehiedensten Gebieten der Mathematik auf- 
tritt; sic wurde daher bereits seit l~ngerer Zeit und auf mehrere 
Weisen in Angriff genommen. Zuerst seheint das dureh gerrn 
Sc~wARz gesehe.hen zu sein ; derselbe untersuehte n~mlich in seiner 
Abhandlung: Uber diejeniyen FSlle, in welchen die Gctuss'sche hy2)er- 
geometrische Reihe eine alycbraische Function ihres vierten Argu- 
mentes darstellt (Crelle's Journ., Bd. LXXV, 1873) gewisse alge- 
braisehe Funetionen (Quotienten zweier besonderer Zweige der 
hypergeometrischen Function, d. h. zweier PartieularlSsungen der 
hypergeometrischen Differentialgleiehung), deren verschiedene Zweige 
aus einander dureh liaeare Substitutionen hervorgehen. Dabei 
mtissen diese Substitutionen offenbar eine Gruppe bilden, u. zwar 
da es sieh nm algebraische Funetionen handelt, eine endliche Gruppe. 
Zugleieh mit Herrn Sc~wAaz, aber unabh~ngig yon ihm~ hat aueh 
Herr KL~I~ die Frage aufgenommen, indem er ganz besonders die 
(bier bereits geschilderten) Beziehungen derselben zur Theorie tier 
binaren Formen ins Auge fasste. (Vgl. Sitzungsber. der Erlanger 
phys.-me& Gesell, 1874; und Math. Ann,  Bd. IX, S. 183--208; 

~) Es ist nicht sehwer elnznsehen, (lass, falls jede Form des Biisehels (1) 
eine mehrfacho Wurzel besitzen sollte, letztero allen Formen des Btischels gemein- 
sam seln muss; nnd das kann allordings bier nleht vorkommen. 

~) Vgl. KL~I~r~ Math. Ann., Bd. IX~ S..195--:t96. 
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1..875--76.) Xnsbesondere ging Herr Knsi~ in seiner Abhandhmg: 
Uber biniire Formen mit linearen Transjormationen in sieh selbst 
(Math, Ann., Bd. IX) yon der Interpretation der eomplexen 
Variablen z = x @ iy auf der Kugel aus; und indem er sigh auf 
gewisse (theilweise blog skizzierte) Betraehtungen aus der Nieht- 
Euklidisehen Geometrie stiitzte, ffihrte er die Bestimmung der 
endliehen Gruppen linearer Transformationen einer eomplexen 
Veri~nderliehen auf dieienige der endlichen Gru2pen yon Rotationen 
des Euklidischen Raumes urn einen festen Punkt zurtiek. 
Analytiseh wurde die Frage einige Jahre spSter dutch l-Ierrn 
GO~DAX behandelt ( Ober endliche Gruppen linearer S~bstitutionen 
einerVer~inderlichen; Math. Ann., Bd. XII, 1877). Und zuietzt haben 
noeh mehrere Aufsi~tze, insbesondere der Herren JOaDA~ 1)~ HAI~- 
Pn~ ~)und FccHs ~), die grofie Wichtigkeit dieser Untersuehungen 
fttr die Theorie der homogenen linearen Differentialgleiehungen 
hervortreten lassen, weil eben einer jeden endlichen Gruppe homo- 
gener linearer Substitutionen yon n VerSnderliche~z eine ganze Classe 
algebraisch integrierbarer linearer D!fferentialgleichungen n t~ Ordnung 
entsTricht. Es ist nun geradezu Herrn Se~IwARz's frtiherer Gesichts- 
punkt, der hier gewlssermal3en verallgemeinert wieder auftritt. 

Eine zusammenh~ngende Darstellung der ganzen Theorie 
der endlichen Gruppen linearer Suhstitutionen einer Ver~nderlichen, 
nebst den bez. Anwendungen auf algebraisehe nnd functionen- 
the0retisehe Fragen, findet sieh in Herrn KL~I~'S Vorlesu~gen iiber 
das Ikosaeder und die Aufl6suny der Gleichunyen yore 5 t~ Grade 
(Leipzig, 1884). DaJoei wird die Bestimmung der einzelnen Gru.ppen 
anf die AuflSsung in ganzen positiven Zahlen einer gew~ssen 
Gleichung zwisehen den bei Formen des im vorlgen w betraehteten 
Btischels auftretenden Multiplieit~ten zuraekgeffihrt. Un4 was ganz 
besonders (ira zweiten Absehnitte) in den Vordergrund tritt, ist, 
wie der Titel selbst aussagt, tier Zusammenhang dieser Unter- 
suehungen mit tier Theorie der allgemeinen Gleiehung 5 ~ Grades, 
wortiber die Herren Bi~iosetti, HER~ITE~ KaO~UCKEI~ U. A. bereits 
wiehtige Resultate zn Stande gebracht batten. Unter jenen 
Gruppen linearer Substitutionen ist n~tmlich die sog. ll~osaedergrupl)e 
zu finden, welch% auf der Kugelfl~tehe interpretiert, geradezu die 
60 Bewegungen darstellt~ die eln regulS.res Ikosaeder mit sieh 
selbst zur Deekung bringen; und dieselbe Gruppe ist auch zu- 
gleieh mit derjenigen der 60 geraden Vertausehungen yon f i ~ f  
Elementen isomorph, d. h. mit cler Galois'schen GruT2e der all- 

i) M~moire sur les ~quations differentielles lin~aires ~ int~grale alg6briffue 
(Crelle's Journ., Bd. LXXXIV, 1878); Sur let d6termination des groupes d'ordre 
~ni eontenus dans le groupe lin~aire (Atti della R. Aec. dl Napoli, 1880). 

2) Sur la r~duetion des ~quations d~rentiel les linkaires aux formes 
int~grables (~6m. Say. E~rang.~ vol. XXVIII, 1880-83). 

3) G~Stt. Nachr., Aug. 1875; welter noeh: Ober die linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welehe algebraisehe Integrale besitzen (Crelle's Journ, 
Bd. LXXXI, LXXXIV; 1875--78). 
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gemeinen Gleichung 5 ~= Grades nach Adjtmetion der Quadrat- 
wurzel aus der bez. Discriminante. 1) 

3. Einen anderen, seheinbar auch leichten Weg, um die Be- 
stimmung der endlichen Gruppen linearer Transformationen einer 
Ver~nderlichen auf diejenige der endlichen Gruppen yon Drehungen 
um einen festen Punkt zurtiekzuf(ihren (z'ie das aueh bei Herrn 
KLs~s gesehieht) finden wir in tier DarstelIung" tier ~3  projeetiven 
Transformationen eines einfOrmigen Gebildes dnreh die Punkte des 
Raumes. s) Sehen wir als Bild irgend einer dureh die Gleichung: 

axx'@bx@cxr@d=O 
definierten projeetiven Umformung den dureh die (projeetlven~ 
homogenen) Coordinaten a, b~ c, d eindeutig bestimmten Raum- 
punkt an, and betraehten nun die (projective) Ilaumtransformation 2", 
welehe dem Bildpunkte irgend einer Prqiectivit~tt P des einfSrmigen 
Gebildes denienigen Punkt zuordnet~ welcher das Bild der aus P 
selbst dureh Transformation mit einer bestimmten Pro~ectivit~tt O 
hervorgehenden Operation Q-1P 0 ist. Lassen wir nun aueh O 
(im einf0rmigen Gebilde) sieh ~indern, so erhalten wir im Ganzen cx~3 
projective Raumtransformationen T, die ebenfalls eine Gruppe 
bilden, s) Bei dieser Gruppe gehen s~tmmtliehe F]~tchen zweiten 

1) Da die bin~iren cubischen und blquadratlsehen Formen berelts Beispiele 
yon Formen sind, die eine endliche Oruppe linearer Transformationen gestatten, so 
kann die Bestimmung der iibrigen Formen, die ebenfalls eine endllche Gruppe 
solcher Transformationen zulassen, and daher dlejenige dieser Gruppen selber, 
die nat~Jrliche Fortsetznn~ der gewShnlichen Theorie der biniire~l Formen bls zum 
4~en Grade bilden~ wle man dleselben in elner Vorlesung zu behandeln pfleg~, 
namentlich dann, wean in den vorangehenden Anseinandersetzungen der 9eo- 
metrisehe (daher auch der projeotive) Gesichtspunkt ganz besonders hervorge- 
treten~ ist. ])as war abet geradeztl in elner yon mir w~ihrend d~eses Jahres an 
der hiesigen Universit~t gehaltenen Priva~vorlesung" der Fall. - -  Die Bestimmung" 
der einzelnen pro~eetiven Gruppen sollte nach g e r m  KL~IZ~s Aufsatz in Ann., 
Bd. IX erfolgen; doeh mnsste ~eh dabei elnerselts auf  einzelne Pnnkte n~,her 
eingehen, anderseits snchte ich die nicht euklidlschen Betrachtungen des Verf. 
mggliehst zn vermelden, da die Studenten meistens die dazn nothwendige Voro 
bereitung nieht besitzen. Da dleser Gegenstand, soviel mir bekannt ist, yon diesem 
Standpnnkte aus abet bisher nicht behandelt worden 1st, so will ich bier knrz mein 
Verfahren angeben. Hiebei werde ich se]bstverst~indlieh reich mtigliehst knrz 
fassen, ~vo ieh nicht wesentlich Neues zu bieten vermag (w167 10--12). Ieh darf 
vielleleht noch hlnztlfiigen, dass in einer m~r yon Herrn E~'mQu~s znr Verftigung 
gestellten Ausarbeltung yon Prof. BIA~Cm's Vorlesung fiber Substltutlonentheorie an 
der Normalschule der Universitiit Pisa die Frage~ um die es sich bier handel~, ana- 
lytisch yollst~ndig untersucht wird i dabei treten allerdings noch geometrlsche 
Auseinanderse~zungen hinzu, aber es wird noch keln vollst~ndiger geometrlscher 
Beweis gegeben. 

2) Vgl. CAYLt~u 0~ the correspondence of homog~;ct20hiev and rotations 
(Math. Ann., Bd. XV); S T ~ ] ' ~ o s :  2]fO~uoire sur la relor~entation des homo- 
graflhies binai~'es par des 2oints de l'esjoaee... (ibid., Bd. XXII). 

~) Es ist das die sog. kanonisehe Da;'stellun# der projectiven Geometrle 
eines elnf6rmig'en Gebildes (E~n~qu~s: Conferenze di Geometria autogr. Vorl. ; 
Bologna, 1895). Vgl. aueh meine Abhandl, : Sulle va,rieta algebriehe eo~ un 
grup29o continue non integrabile di t~'asformazioni proieltive in s~, w 5 (Mere. 
della R. Ace. dl Torino, S. 2 a, t, XLVI;  1896). 
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Grades eines gewissen Btisehels in sieh selbst fiber; darunter eine 
zweifaeh z/~hlende Ebene (b---c, deren Punkte Bildpunkte tier 
c ~  Involutionen sind) und eine I(egelfl~tehe ( { b @ c } ~ - - 4 a d = O ,  
das Bild der parabolisehen Transformationen). Lassen wir nun dutch 
eine neue projective tlaumtransformation 1) jene Ebene zur un- 
endlieh fernen werden, und ihren Sehnitt r mit dieser Kegelfl~ehe 
in dan imagin~tren Kngelkreis (tbergehen, so entsteht aus dem be- 
reits erhaltenen Btisehel yon F!~ehen 2 t~" Grades ein Bttsehel con- 
eentriseher Kugeln~ nnd die auszuftihrende Bestimmung endlleher 
Gruppen ist auf diejenige der ebenfalls endliehen projeetiven Gruppen 
zurttekgeftthrt, die eine jede Fl~tehel 2 t*n Grades, d. h. eine .iede Kt~gel 
diesas Btisahals zur Deakung bringen, und daher blog aus Drahungan 
urn den gemeinsamen MRtelpunkt bestehen. Abet unter diesen 
Drehunyen sind immer noch imayindire O_peratione~ vorhande~ (d. h. 
Drebungen um imagini~re Axen)~ wollen wir dahar unsure Be- 
stimmung wirklieh durehffihren und insbesonderezu den sogenannten 
Gm~pen der regul~ren KS~per gelangen, so mttssan wir noah be- 
weisen, dass die einzelnen Operationen ether endliehen Gruppe yon 
Drehungen am janen Mittelpunkt niaht nothwendiyerweise redl sind~ 
aber doah, dutch Transformatianen mit ether passenden Operation, 
s4mmtlich ins reelle Gebiet iiberfiihrt werden ]c6nnen. Und das saheint 
allerdings yon vornherein nieht allzuleieht zu seth. 

Wit ziehen es daher vor~ wie as aueh Herr KL~I~ gethan 
hat, die 9anze Frage so fort  ins redle Gebiet zu iibertragen, d. h. 
fttr die oca Gruppe der linearen Transformationen einer aomplexen 
Vergnderliehen sofort eine raelle Interpretation aufzusuehen. Urn 
von allgemein Bekannten auszugehen, nehmen wit die A~C.AND- 
Gauss'scha Darstallung der eamplaxen Variablen z = x @ iy (d. h. 
tier raetlan und eolnplexen Elemente eines einfiSrmigen G ebildes) 
dureh die raellen Punkte tier Ebene. 

4:. Dutch jede lineare Substitution z' - -  ~ z @ ~  

eomplexe Coefiieienten badeuten, von danen blol~ drei unabh~ng'ig 
sind (was etwa dureh ~ 1- Setzung der Determinante ~ 8 -  [3 3; za 
erzielen ist), wird eine eindeutige (birationale) Transformation tier 
reellen z-Ebene bestimmt. S~tmmtliehe Transformationen dieser Art 
bilden offenbar eine yon drei complexen, daher aueh yon sechs 
redlen Parameterqr abhgnglge aontinuierliehe Gruppe, die abet keines- 
wegs aus lauter projectiven (ebenen) Transformationen besteht. Viel- 
mehr lgsst sieh beweisen, dass bet diesen ..x~60perationen Kreise 
in ebensolehe ttbergehen, wobei garade Linien als speaielte Kreise 
anzusehen sind (genauar ausgesproehen, das System der ~ ge- 
raden Linien als ein besonderes System yon Kreisen drtreh einen 
festen Punkt). 

0 Dio abor jedenfalls imagiattr sein wird, falls wlr im Raume yon einem 
reellen Coordinatensvstem ausgegangen sincl. 
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Wir erinnern zu dem Zweeke an die Fundamentaleigensehaft 
clef linearen Substitution~ Do2pelverhgltnisse nieht zu ~tndern (wobei 
das DoppelverhSltnis yon vier eomplexen GrSi~en dutch die far 
reelle Griil~en aufgestellte Formal zu definieren ist). Wir zeigen 
nun, dass das Doppelverhiiltnis yon vier com21exen Zahlen dann 
und nur dan~n reell ist, wenn die Bild2unlcte dieser Zahlen au f  einem 
und demsdben Kreise (speciell : auf  einer geraden Linie) liegen. Es 
wird eben darans folgen~ dass bei unseren Transformationen Kreis- 
linien geradezu in ebensolehe (sloeciell aueh in gerade Linien) 
tibergehen: anders ausgesproehen~ dass sdimmtliche ~ ]~reislinien 
der Ebene in Bezug au f  unsere oc ~ Grup2e einen sog. KS~wer bilden. ~) 

]3etraehten wir in der That vier complexe GrSl~en z~ z2~ 
za~ z~ mit dem Doppelverh~ltnisse: 

@1 z2 z3  z 4 )  ~ z l  - -  z~ . z 1 - -  z~  
2, 9 - -  Z 3 Z 2 - -  Z~I 

Ein solehes Doppelverhi~ltnis wird dann und nur dann reell aus- 
fallen, wenn sein Argument zum Versehwinden (oder mindestens 
zu einem ganzen u yon 2~r) gebraeht wircl~ d. h. wenn 

die beiden Grsl3en: z l - - z~  und z l - - z~  - - - - ,  yon Vielfaehen von 2~ 
Z9 - -  Z3 ~2 - -  Z4 

abgesehen~ gleiehe Argumente besitzen. Aber das Argument yon 

zl --z3 ist der Differenz zwisehen denjenigen yon z~--z  3 und z~--z  3 
z 2 - -  z 3 
gleieh, d. h. der Differenz cter Winkel~ welehe die beiden Riehtungen 
zzz  1 und zaze bezw. mit der x-Axe bilden; as folgt also: 

arg 
Z 2 -  Z 3 

- -  Wink. (x~ z~ z 1) - -  Wink. @, z~ z2) = Wink. (za z2, z3 zl ), 

d. h. gleich dam Winkel, unter welchem die Streeke z 2 z~ yon zs 
aus gesehen wird. Das Gleiehe gilt natiirlieh mutatis mutandis aueh 
ftir den zweiten einfaehen Brueh. Das Doppelverh~;Itnis (z~z 2 za z~) 

/ \  
wird daher eben dann reell sein~ wenn die beiden Winkel z~ zz z I 

und z 2 z~z~, yon ganzen Vielfaehen yon 2~ abgesehen, der GrSl~e 
und dem Sinne naeh einander gleieh sind~ d. h. eben: wenn die 
vier Punkte auf einem und demselben Kreise liegen~ oder speeiell 
auf einer geraden Linie, falls die beiden Winkel selbst versehwinden. 

5. Die Gruppe der tinearen Substitutionen einer eomplexen 
Variablen bildet sieh daher in der reellen Ebene als eine ocG eonti- 
nuierliehe Gruppe birationaler (quadratiseher) Transformationen ab~ 
welehe die Punkte einer Kreislinie in ebensolehe (speeiell, in Punkte 

i) KLEIN: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische ~br- 
schungen (Leipzig~ 1872);  w167 5~ 6. 
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einer geraden Linie) kiberf~hren. Derartige Transformationen nennt 
man naeh Momus 1) directe Kreisverwandtschaften; sie haben, u. A., 
die merkwiirdige Eigensehaft WinkelgrSgen nieht zu andern (d. h. 
conforme Transformationen zu sein~ ~) und zwar in der Weis% dass 
dabei nicht blog die absolute GrN~e, sondern aueh tier Sinn eines 
jeden Winkels unge~tndert bleibt (wie es auch aus dem Umstande 
hervorgeht, class die bez. Transformationen eine continuierliche 
Gru2pe bilden). 

Ieh darf aber noeh darauf aufmerksam maehen, dass neben 
diesen directen Kreisverwandtschafte~ noeh andere (nieht minder 
wiehtige) Transformationen vorhanden sind3)~ welehe dieselben 
Eigensehaften besitzen, aber doeh die Winkel umlejen; es sind das 
die sogenannten inversen Kreisverwandtschaften. Sic bilden eine 
zweite continuieriiehe oc 6 Schar~ welehe keineswegs an and far 
sich eine Gruppe ist, aber doeh zusammen mit ersterer (d. h. mit 
der Gruppe der directen Kreisverwandtsehaften) eine solche (and 
zwar eine sog. gemischte Gruppe) bildet. 4) Naeh einem bekannten 
Satze yon Herrn Lm 5) werden daher s~mmtliche inversen Kreis- 
verwandtsehaften aus den direeten dureh Multiplication mit einer 
beliebigen aus ihnen zu erhalten sein. Nun siu4 abet unter den 
inversen Kreisverwandtsehaften die sog. Transformationen durch re- 
c'~roke .Radien (oder Inversionen) vorhanden, und unter Letzteren, 
falls der Inversionskreis sieh auf eine gerade Linie reduc[ert~ die 
Spiegelunye~ in Bezug auf die cx~2 geraden Linien der Ebene. Die 
inversen Kreisverwandtsehaften werden daher aus den direeten 
dutch Multiplication (reehts od_er links) mit der Spiegelung an einer 
bestimmten geraden Linie hervorgehen. Nehmen wir nun Letztere 
als x-Axe (d. h. als Axe der reellen Zahlen), so ftihrt die bez. 
Spiegelung auf diejenige analytische Transformation~ bei welcher 
einejede eomplexe GrN~e z ---- x @ i y dureh die eonjugierte z =  x - i y 
zu ersetzen ist. Wir sehliel~en also: 

Die inversen Kreisverwandtsc,~aften der Ebene sind als Bild 
de~:]enigen analytischen Transformationen einer com_plexen Variablen 

1) Vgl. die Abh. : Ober eine neue Verwandtsehaft zwisehen ebenen Figuren 
(Leipz. Sitzungsber, Math.-Phys. Classe, Bd. 4~ 1853); Die Theorie der Kreis- 
verwandtsehaft in rein geometrischer Dctrstellung (Leipz. Abh., Bd. 2, 1855 ; od. 
auch Ges. Werke, Bd. I I )  

~) In der That ist die lineare Function ~z' 7 2 @~ eln hOchst einfaches 

Bo'ispiel einer Function einer eomplexen Veriinderlichen (in I~iemann'schem 
Sinno). 

'~) KLEin: Vergleichende Betrachtungen . . . . .  (Vgl. in~bes, die dem w 6, 
belm Abdruck in Ann,  Bd. XLIII~ hinzugeffigte Note.) 

~) Dadurch sind abet sEmmfliche birationale Transformationen der Ebene 
erschSpft~ bei denen Kreislinien in ebensolche iibergehen. 

~) Vgl. Theorie der Transformationsgruppen~ Bet. I, Cap. 18, S. 315--316. 
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z ~ x @ i y  anzusehen~ bei denen die neue Variable z' = x' -~- iy'  
eine 9ebrochene lineare Function, nicht yon z selbst~ sondern der con- 
iugierten Grbfle z ~ x - -  iy  ist. 1) 

6. Die aufgestellte Frage ist somit auf dlejenige naeh den 
endlichen Gruppen directer Kreisverwandtschaften i~ der reelle~ Ebene 
zuriiekgeftihrt, Wir haben daher das projective Gebiet verlassen, 
sind abet anderseits vollst~tndig ins reelle getreten. Nun wollen 
wir auch~ unbeschadet der Realit~t~ ins projective Gebiet zurfick. 

Zu dem Zwecke greifen wit nach der bekannten stereogra- 
2hischen Projection der Kugel~ d. h. nach der eindeutigen Corre- 
spondenz ~wischen irgend einer Kugelflttche und unserer z-Ebene~ 
welche durch Projection der Ersteren aas einem beliebigen ihrer 
Punkte, insbesondere aus einem Punkte des auf diese Ebene senk- 
recht stehenden Durchmessers herzustellen ist. Beschri~nken wir 
uns auf die Betraehtung ~'eeller Punkte~ so ergibt das Projections- 
centrum 0 selbst die einzige Ausnahme in Bezug auf die Ein- 
deatigkeit der Correspondenz, insofern demselben (falls die gebri~uch- 
lichen Grundlagen der projectiven Geometric aufrecht zu halten 
sind) s~mmtliehe oc~ unendlich fernen Punkte der z-Ebene ent- 
spreehen. -~bertragen wir nun unsere Abbildung der complexen 
Variablen z ~--- x-~- iy  aus der bisherigen z-Ebene auf die derselben 
eindeutig entsprechende Kugelfliiche~ so erweist sich ja auch jene 
einzige Ausnahme als sehr zweckm~l~ig~ insofern der einzige Punkt  
0 als Bild des einen unendlich grol]en Wertes der Variablen z 
crscheint~ welcher~ vom projectiven Standtpunkte aus, mit jedem 
anderen Werte derselben gleichberechtig ist. s) s) 

Bekanntlich entsprechen, bei dieser stereographischen Pro- 
jection der Kugelfltiche, Punkten einer Kreislinie auf der z-Ebene 
ebensolche auf der Kugelflttche, und umgekehrt; speciell Punkten 
einer geraden Linie der z-Ebene Punkte eines Kreises durch das 
Projectionscentrum. A u f  der Kugelflgche erhalten wir nun als ]3ild 
der stimmtlichen linearen Transformationen der Variablen z~ eine 
ooS continuierlic]~e Gruppe yon P~nl~ttransformationen, bei welchen 
Kreise in Kreise~ ~) daher auch (immer au f  der bez. Kugel) Pun]~te 

1) Die Gruppe der Kreisverwa~dtschaften wird tilters als Gru~vpe der 
reciloroken Radien bezeichnet. Ich darf aber darauf aufmerksam machen, dass die 
eigentlichen Transformationen durch recil)roke Radien blol] ein gan~ besonderer 
Fall yon Transformationen dleser Gruppe (unit zwar yon i~verse~ Krelsverw~ndt- 
schaften) sind. 

2) Yon bier aus wlrd man dazu gefiihrt, in der Geometric der recipro~en 
l~adien der Ebene kelneswegs noch co I unendllch weite Punkte (wie es in der 
projectiven Geometrie der Fall ist), vielmehr nur einen einzigen unendlich fer~e~ 
Pun]~t 'zu ertheilen. 

~) Ich brauche ]~aum daran zu erinnern~ wJe oft dlese DarsteIlung der 
complexen Var~ablen auf der Kugelfl~iche (beispw. in der Functgonentheorie) sich 
als hgchst niitzlich erwlesen h a t  

~) Auf der Kugelfi~che ist nun auch dle in der ebenen Abbildun.~ auf- 
tretende Ausnahme, wobei gerade Linien als sloeclello Kreise erschlenen, bei Seite 
geschafft. 

~ o n a t s h .  f, Mathem~t ik  u. :Physik. V~I. Jah rg .  20  
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einer Ebene in ebensolche iibergehen. Letztere ist aber~ insofern es 
sich um Transformationen des Gesammtraumes handelt, eine charak- 
teristische Eigenschaft der projectiven Transformationen; es entsteht 
daher die Frage, ob die yon uns auf der I(uye{fl~iche erhaltenen 
Punkttransformationen etwa nieht auf den Gesammtraum auszu- 
dehne~z sind~ und zwar in der Weise, dass dadureh projective Tra~s- 
fo~vnationen desselben entstehen~ welehe die Kuyelfi~iehe in sich iiber- 
lighten; anders ausgesproehen~ ob jene Transformationen der Kugel- 
flaehe in projeetiven, reellen, die Kugelfl~eho in sieh selbst tiber- 
ftihrenclen Transformationen des Gesammtraumes enthalten sind. ~) 
- -  Un4 so ist es aach in der That. Betrachten wir n~tmlieh irgen4 
einen reellen Raumpunkt P, so sind auf unserer Kugelit~tehe un- 
endlieh viele reelle Punktepaare An, Bb~ . . .  vorhanden, deren 
jades auf einer yon P auslaufenden geraden Linie ]iegt~ ~) und die 
zlaher zu je zweien in einer (nieht aber si~mmflieh in derselben) 
Ebene liegen. Bei einer beliebigen unserer oo6 Transformationen 
tier lfuyetflgche werden solehe Punktepaare Aa~ B b ~ . . .  in An- 
dere A'a'~ B ' b ' , . . .  tibergeftihrt, die aueh za je zweien in einer 
Ebene liegen mfissen; die geraden Linien A'a', B ' b ' , . . .  werden 
sieh daher za je zweien treffen, und da sie nieht si~mmtlich in einer 
un4 derselben Ebene ]iegen, so werden sie alle dureh einen nn4 
denselben Punkt hindurchgehen. Diesen Punkt P '  wollen wit 
dem Pankte P zuorclnen, entsl)reehencl clerjenigen Transformation 
( A n " " )  
A' a' i ' die wir aaf die Kugelfl~ehe angewandt haben. S~imm~- 

liehe oc 6 Transformationen der Kugelfl?iche bestimmen in der Weise 
vbensoviele eindeutige (birationale) und sic selbst bezw. enthaltende 
Transformatione~, des Gesammtraumes. Es bleibt nur noch iibrig 
naehzasehen, ob die so aufgestellten Raumtransformationen wirk- 
!ieh aueh projective Transformationen sind. bIun ist es vet Allem 
klar, dass Punkten einer geraden Linie or einer Ebene, we]ehe 
die Kugelflaehe in reellen Punkten (allgemein zu reden also in einem 
Punktepaare, bezw. einer Kreislinie) treffen, ebenfalls Punkte einer 
solehen Geraden Lini% bezw. einer solehen Ebene entsprechen. 
Es fo]gt daraus, dass aueh 1)unkten einer beliebiyen geraden Linie 
ebenf~tls Pankte einer geraden L~nie entsprechen (da dureh eine 
gerade Li~nie immer unendiich viele Ebenen hindurchgehen, welche 
die Kagelfl~tehe langs reeller Kreislinien treffen); daher werden aueh 
sich schneidenden geraden Linien ebensoleh% un4 den Punkten und 
geraden Linien einer beliebigen Ebene, auch ebensolehe ent- 
spreehen. Wir haben es nan in der That mit einer projectiven~ 

1) Die bez. Antwort~ wenn auch bejahend, ist keineswegs unmittelbar, um 
so mehr~ da wir elnfach wissen~ wie die reellen t)unkte der Kugelfl~tche unter- 
einander transformiert werden. -- Ubrigens h~tte man aucl~ direct beweisen kSn~en, 
dass bei Kreisverwandtschaften ia der Ebene Krelsbiischel und Kreisbtindel in 
ebensolche iibergehen; das wollen wlr aber nicht voraussetzen. 

~) Liegt P auf tier Kngelfi~che, so sind etwa A, B, . . .  als mit _P selbst 
zusammenf~llead anzusehen. 
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durch die gegebene Transformation der KugelflaGhe eindeutig be- 
stimmten Transformation des Gesammtraumes zu thun. 

Ira Gauzen, erhalten wit  dadureh c~ s reelle~ projective, 
.unsere Kugelflgche in sich tiberftihrende Raumtransformationen, die 
offenbar auch cine continuierliche Gruppe bilden. Sind niimlich 
A, B irgend zwei Transformationen unserer Kugelfliiche, deren Pro- 
duct A B  ~ C ist; sind ferner A', B', C' die (eindeutig bestimmten) 
entsprechenden Raumtransformationen, so muss aueh A ' B ' ~  C' 
sein; andernfalls wiirde A' B' C '-1 eine projective night identisGhe 
Raumtransformatlon sein, bei welcher jeder Punkt der Kugelfl~tche 
in sich selbst tibergehen wiirde; was offenbar auszuschliel~en ist. 

Und da eine jede (nieht ausgeartete)Flliche 2 ter Ordnung, ins- 
besondere aneh jede Kugelittiche geradezu oc G (reelle) projective 
Transformationen zu]~tsst, so haben wit es mit der grSy3ten conti- 
nuierlichen Gruppe projectiver Transf ormationen unserer _Kuyelfltiche 
zu thun. Das wird abet noeh keineswegs die Gruppe aller pro- 
jectiven Transformationen dieser Kugelt]iiche sein~ insofern es sieh 
bier um eine jedenfalls continuierliche Gruppe handelt, wobei noth- 
wendigerweise ein jedes der beiden Systeme yon (auf der Kugel- 
flliehe imaginliren !) Erzeugenden in sigh selbst tibergehen muss~ 
wiihrend bei gewissen (anderen) projectiven Transformationen die- 
selben Systeme aueh unter einander vertauseht werden. Das ist 
n~imlieh bei jeder nieht ausgearteten FlitGhe 2 ~en Grades fCir eine 
zweite c~ s continuierliche Sehar yon Operationen der Fall. Wir 
schlie~en daher : 

Die Gruppe der linearen (pro]ectiven) Transformationen einer 
complexen Verginderlichen bildet sich als die cx) s Gruppe der direeten 
Kreisverwandtschaften der reellen Ebene abj oder aueh als die c,~ s 
continuierliche Gruppe jorojectiver Raumtransformatione~ die else 
Kugelfldiche in sich iiberfiihren. 

Anders ausgesprochen (KLEIs: Veryleic]wnde Betrachtunyen 
. . . .  , w  6): 

])is Theorie der bin~iren Formen complexes Variabeln finder 
ihre bildliche Darstellung durch die Geometrie der reciprolcen Radien 
(genauer ausgedrtickt, der directen Kreisoerwcmdtschaften), oder auch 
durch die projective Geometrie der reellen Kugelfliiche (mit der Be- 
schrankung, im letzteren Falle, auf die Continuit(it der bez. Gruppe). 

Denjenigen projeetiven Umformungen der Kugeli]~tehe, welche 
die beiden Systeme imagini~rer Erzeugenden unter einander ver- 
tauschen (Transformationen 2 t~ Art) entsprechen dureh stereographi- 
sche Projection auf die Ebene (wie leicht zu erkennen ist) die 
inversen Kreisverwandtschaften. Und den eigentlichen Transforma- 
tionen durch reeiproke Radien in der ]~bene entspreehen auf der 
Kugelfl~che die ~ 3  perspectivischen Collineationen, welche die 
Kugel in sich tiberftihren~ bei denen also das Co]lineationscentrum 
und die Collineationsebene einander bezw. als Pol und Polarebene 
in Bezug auf die Kugel entsprechen, let Letztere insbesondere eine 

20 ~. 



308 Gi~ao Fano. 

Durchmesserebene der Kugel, so haben wir es mit einer gewShn- 
lichen S2iegelung an dieser Ebene zu thun. 

Unsere Frage ist nun jetzt  darauf zurttckgefiihrt, siimmtliche 
endlichen Grup2en reeller projectiver Umformungen einer KugelflSche 
zu bestimmen, wobei ein jedes der beiden Systeme imaginarer Er- 
zeugenden bei ieder Operation der Gruppe in sieh selbst fiber- 
gehen muss. 1) 

7. Bei jeder linearen Transformation z' - -  ~ z - ~  bleiben zwei 

Werte  yon z ~ x ~ -  i y  unge~ndert, die aber aach zusammenfallen 
kSnnen (es ist das der Fall der sog. parabolische~ Transformation). 
Wir erhalten somit reelle projective Umformtmgen unserer Kugel- 
~t~che, bei deren jeder  zwei reelle, etwa auch zusammenfallende 
Punkte  derselben ungeandert bleiben; mit letzteren bleibt offenbar 
zugleieh die bez. Verbindungslinie ungeandert~ welche sich im Falle 
einer parabolischen Transformation auf sine Tangente an die Kugel- 
fl~tche reduciert, s) Bskanntlich ist abet sine parabolische Trans- 
formation niemals cyclisch (d. h. sic kann sich naeh einsr endliehen 
Anzahl yon Malen keineswegs reproducieren); es folgt also~ dass in 
unseren endlichen Gruppen blol~ solche Transformationen enthalten 
sein k~nnen~ bei denen zwei getrennte reelle Punkte  der Kugel- 
flache ungeandert bleiben. 3) 

Bei einer solchen Umformung wird zugleich mit der geraden 
Linie a~ welehe die Kugelflache in reellen getrennten 1)unkten 
trifft, auch ihre Polarreciproke in Bezug auf die Kugel in sieh 
selbst tibergehen~ Letztere wird ganz aufierhalb der Kugel liegen, 
und als Durchschnitt der beiden Tangentenebenen an die Kugel- 
fl~tche in den bez. Durchschnittspunkten mit st herzustellen sein. 
Dadurch sind, allgemein zu reden, s~mmtliehe reellen sieh selbst 
entsprechenden ]~lemente (d h. Do22elelemente ) der Collineation 
(zwei Punkte~ zwei gerade Linien and zwei Ebenen) ersehspft. 
inshesondcrs enth/~lt die gerade Linie b, allgemsin zu reden, keinen 

I) Bei jedem auf tier Kugelfl~che eventuell liegenden Doppelpunkte sind 
daher, im Bfischel der bez. Tangenten, die die beiden imagin~ren ]~rzeugenden 
vertauschenden und jedenfalls symmetrisehen Involutloneu auszusch]iefien. 

2) Es ist nleht schwer elnzusehen~ dass bei einer parabollschen Trans- 
formation sogar siimmtllche Tangenten an die Kugelfl'~che, die den einzlgen auf 
derselben liegenden Doppe]punkt enthalten, und sfimmtliche Punkte einer aus 
diesen Tangenten in sieh selbst fibergehen mfissen. 

~) Dasselbe Resultat wiirden wir auch folgendenma~en erschlieBen k~nnen: 
Bel jeder reellen projectlven Raumtransformation geht mindestens eine reelle Ge- 
fade Jn slch fiber. Denn elne solche ist dureh jeden eventuell vorhandenen reellen 
Doppelpunkt zu finden; und falls reelle Doppelpunkte nieht existieren, so slnd 
jedenfalls zwel conjuglert imagin~re zu finden~ deren Verbindungslinie eine reelle 
Gerade sein wird. Mit dieser einen geht aueh ihre Polarreeiproke in Bezug auf 
die Kugel in slch fiber; und eine cler beiden muss eben die Kugel in reellen (auch 
in sich selbst fibergehenden) Punkten treffen. Und falls die beiden Durchsehnitts- 
punkte zusammenfallen sollten, wiirde die entsprechende Transformation jedenfails 
nicht cycllsch, folgiich ftir uns auszuschliefien sein. 
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reellen Doppelpunkt ; und ist auf derselben ein solcher Doppelpunkt 
vorhanden, so mfissen sgmmtliche auf ihr liegenden Punkte sich 
selbst entsprechen (d. h. auch Doppelpunkte sein). Es folgt das daraus, 
(lass unsere Collineationen die auf b liegende elliptische Involution 
der in Bezug auf die Kugelili~che reciproken Punktepaare in sich 
fiberftihren mtissen (ohne die bez. imagini~ren Doppelpunkte zu 
vertauschen); daher miissen die Punkte yon b selbst bei einer 
solchen Collineation~ falls sie nicht sammtlich Doppelpunkte sind~ 
in einer ebenfalls eIliptischen mit jener Involution vertauschbaren 
_Proiectivitat einander entsprechen, wobei eben reelle Doppelpunkte 
nicht auftreten kSnnen. 

Anderseits mtissen aber, wie bereits gesagt~ s~tmmtliche yon 
uns zu betrachtenden 0perationen cyclisch sein; und fiir eine cy- 
vlisehe, die Kugelfl~iche in sieh selbst iiberfiihrende Collineation miissen 
sSmmtliche Punkte der (die Kugelfl~tche treffenden) yeradert Zinie a 
(daher auch sgimmtliche Ebenen durch b) sieh selbst entsprechen. Ge- 
nauer gesprochen : Bei jeder reellen cyclischen eine Kugelfl~iche in sich 
iiberfiihrenden Collineation (wobei die beiden Systeme imagin/~rer 
Erzeugenden nicht unter einander zu vertauschen sind) mi~ssen 
s6mmtliche Punkle einer die Kuyelfl?iche in reellen getrennten Punlcten 
trel~enden geraden Linie in sieh selbst iibergehen. 

In der That haben wi re s  auf der geraden Linie a mit einer 
reellen~ cyclischen: nnd reelle Doppelpunlcte besitzenden Projectiviti~t 
zu thun. Und das ist blol3 mit der Identit~tt und der gewtihnlichen 
Involution der Fall (insofern der absoluten Invariant% als rOeller 
Einheitswurzel~ blo~ die beiden W e r t e - [ - 1  und - - 1  zu er- 
theilen sind~ wobei zug]eich~ was den Wert qL_ 1 angeht~ der 
Fall einer parabolischen nicht indentischen Transformation auszu- 
Schliel]en ist). Bei einer Involution wfirdcn aber im Innern der 
Kt~gel liegende Punkte in aul]erhalb derselben liegende fiberg'ehen~ 
und umgekehrt; und das darf auch bei einer reellen Collineation 
nicht vorkommen. Es bleibt also a u f a  selbst die Identitat als 
einzige l~I~iglichkeit iihrlg. 

Derartige axiale Collineationen sind~ in einem gewissermal~en 
allgemeinerem Sinne, ais elne Art ~otationen~ etwa als projective 
.Rotationen anzusehen ; s ie  reducieren sich ja auch auf eine gewShn- 
lithe Drehung urn die a-Ax% fails dieselbe den Kugelmittelpunkt 
enth/~lt. Es sei uns daher gestattet~ dieselben~ der Kfirze wegen, 
als projective Rotationen zu bezeichnen. (Darunter wollen wir also 
si~mmtliche axialen, nnsere Kugelfl~tche in sich selbst iiberftihrenden 
Collineationen verstehen~ bei denen s/~mmtliche Punkte einer die 
Kug'elfl~che in reellen getrennten Punkten treffenden geraden Linie 
je sich selbst entsprcchen.) Unsere endlichen Gruppen werden daher 
einfach aus projectiven Rotationen bestehen 1). Insbesondere werden 

1) Griinden wir im Raume auf unsere Kugel als Fundamentalfigche elne 
projective ~faassbestimmung~ wobei fiir die im Innern der Kugel liegenden Punkte 
eine ,Nicht-~Euklidisch~ ~: und zwar elne ,H~jperbolische ~ Geometrie gelten wlrd, 
so erscheinen die yon uns zu betrt~chtenden 0perationen einfach als die in dleser 
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zugleich aueh s/~mmtliche Punkte der (aul~erhalb der Kugel liegen- 
den) geraden Linie b Doppelpunkte sein kSnnen; wir bekommen 
dann eine geschaart-involutorische Collineation mit den beiden Ge- 
radon a uncl b als Leitstrahlen. (Vgl. REY~ Geometrie der Lage~ 
3. Auft., 2. Abth., S. 77.) 

Die sog. cyclische~ Gru2pen (die ausder  Wiederholung einer 
und derselben Operation zu erzielen sind) werden blol3 projective 
Rotationen um eine bestimmte Axe enthalten. Aber es sin4 auch 
andere Gruppen vor]aanden, bei denen mehrere Rotationsaxen zu- 
gleich auftreten; and daraber wol/en wir nun einige S~tze auf- 
stellen. 

8. Sollen zwei Rotationen um zwe~ verschiedeae Axen in einer 
und derselben endlieben Gruppe entbalten sein, so muss zuvSrders~ 
ihr Product uothwendigerweise aueh eine Rotation sein. Wir be- 
weisen nun : 

Sollen zwei projective Rotationen urn zwei verschiedene Axen zu- 
sammen noch eine l~otation ergeben, so mi2ssen sich ihre _Axen schneiden. 
Wit bezeichnen mit R~ bezw. R I die beiden Rotationen, mit a: 
bezw. a 1 die beiden (lauter Fixpunkte enthaltenden) Axen~ mit b~ 
bezw. b 1 die Polarreeiproken dieser Axen. Ist das Product /~R 1 
noch eine Rotation~ so mtissen Funkt% insbesondere solche im Innern 
der Kugel existieren: die bei der Operation ~ irg'end eine neue 
Lage annehmen~ und durch R 1 auf die Anfangslage zurtick- 
kommen. Es sei nun A ein soleher innerhalb der Kugel liegender 
Punkt, welcher vermSge R die (yon A versehiedene) Lage A' an- 
nimmt, und vermSge /21 nach A selbst zuriiekkommt (d. h. bei 
R gel~e A in A', bei B1 abet A' in A fiber). Die beiden Punkte 
A und A' warden dann in einer und derselben Ebene, sowohl des 
Btischels b~ als des Bfischels b' liegen (insofern si~mmtliehe Ebenen 
dieser Btisehel far R~ bezw. /~ Doppelebenen sind); d.h. die Go- 
fade A A' wird sowohl b als b' sehneiden, lqun bilden aber 
siimmtliche o~ ~ projective Rotationen am die a-Axe eine oc~ con- 
tinuierliche Gruppe, bei welcher ein jeder 1Raumpunkt l~nffs eines 

neuen Geometrie auftretenden RotaSione~g um irgend elne reelle Axe. Und als ,Nicht- 
~Euklidische ~ l~otationen behandelt sie eben auch Herr KLEIN (in Ann., Bd. IX). 

Mit den reellen projectiven Umformungen elner Kugelflaehe (immer noch 
als ]311d der linearen Transformationen elner complexetl Ver~nderliehen be~rachtet) 
ha t  sich Herr  KLEIN weiterhin aueh in seiner kutogr. Vorlesung fiber ,Nicht- 
E@lidische Geometrie '~ (Sommersem. 1890, Bd. II, S. 177 u. ft.) besehi~ftigt. 
Sieht man yon den parabolischen Transformatienen ab, so werden die i~brigen 
Transformationen - -  diejenlgen also, die auf der Kugelfl~ehe getrennte Punkte  
unge~ndert ls.ssen - -  je naeh dem Werte der bez. absoluten Invariante, in el~ip- 
tische~ hyperbolis'che und ~oxodromische getheilt. Unsere projective t~otatione~ 
sind eln besonderer Fall  elliptischer Transformationen, insofern die bier einer 
:Einheitswarzel gleicho absolute Invari~nte ebell de~, Modul eins hat. Hyperbo- 
lisehe Transformatlonen slnd ebenfalls axiale Collineatlonen, also auch Rotationen, 
abet  um ei~e ideale (d. h. die IiJuge~ nieht treffende) Axe. :Endlich sind die 
loxodromischen Transformatlonen die allgemeinsten~ d. h. die elicoidalen 2~richt - 
E~&lidischen Bewegungen. 
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in einer Ebene durch b enthaltenen Kegelschnittes (ja sogar eines 
Kreises) fortschreitet; and in jeder einzelnen Ebene des Bfisehels b 
bilden solche Kegelschnitte (bezw. Kreise) einen die zweifach 
zghlende Gerade b und das eventuell reellen Durehschnittskreis mit 
der festen Kngel enthaltenden Baschel.- Betrachten wir insbesondere 
den in der Ebene b . A X '  sich befindenden Kreisbttschel, so liegen 
offenbar die beiden Punkte A und A' (die vermSge R in einander 
fibergehen) auf einem und demselben Kreise dieses Btischels. Nun 
wird aber dieser Kreisbtisehel yon irgend einer geraden Linie des 
namliehen Eben% etwa yon A A '  selbst~ in Punktepaaren einer 
Involution getroffen, wobei der Durchsehnitt mit b als Doppelpunk t 
der Letzteren auftritt; es ist daher dieser Punkt b .AA'  em 
Doppelpunkt der durch das Paar A A '  und dureh die reellen Dureh: 
sehnittspunkte der geraden Linie A A' mit der Kugel eindeutig be- 
stimmte Involution. Das muss abet offenbar, aus denselben 
Grtiuden, zugleich auch mit dem Durchschnitte A A'.b~ der Fall 
sein; und da diese beiden Doppelpunkte auf~erhalb der Kugel: 
liegen, werden sic nothwendigerweise mit dem einzigen aul3erhalb 
der Kugel liegenden Dolopelpunkte jener Involution zusammenfallen 
miissen; d. h. b und-bl, folglieh aueh a und al werden sieh 
treffen~ w. z. b. w. 

Wir haben doeh stillschweigend vorausgesetzt, dass keine 
der beiden Geraden b und b' lauter Doppelpunkte tier Operation 
/~ bezw. B1 enthalte. Sollte das aber auch der l?all sein, und sieh 
daher /~ z. B. auf die gesehaart-involutorisehe Collineation mit den 
Leitstrahlen a und b redueieren~ so warde die auf die Gerade A A '  
durch das (aueh innerhalb der Kugel liegende) Punktepaar A A '  
und dureh die (reellen)Durchsehnittspunkte mit der Kugel be- 
stimmte Involution immer noch im Durehsehnitte AA' .5  einen 
(und eben den einzigen augerhalb der Kugel liegenden) Doppel- 
punkt besitzen; woraus eben dasselbe Endresultat zu folgern ist. 
Ist nun aber das Product /?~ = B R  1 aueh eine projective Rota- 
tion~ so muss seine Axe a2 den Punkt a a~ enthalten, folglieh aueh 
die Polarreeiproke b~ in der Ebene b b~ liegen. In der That folgt 
aus ~-~-Y?R 1 sofort R I = / ~ - I / ~ ;  R - ~ R 2 R ~  woraus eben zu 
ersehen ist~ dass % die beiden Geraden a und a 1 treffen muss; 
und sollte das in getrennten Punkten geschehen, so wtirden die 
bezw. in a, al, a~ nicht enthaltenen Punkte a 1 as~ usa , aa~ immer 
noch bei R bezw. 2~1, ~s in sich tibergehen mtissen~ also auf b, 
bezw. bl, b s liegen; d. h. die genannten drei Operationen warden 
sgmmtlich involutorisch und zu je zweien vertausehbar sein. Und 
in diesem ]?alle sind die seehs Gerade a und b die Kar~ten eines 
in Bezug auf die Kugel sleh selbst eonjugierten Tetraeders~ wobei 
eben die geraden Linien a ssmmtlieh die elnzige innerhalb der 
Kugel liegende Eeke enthalten reassert. 

Es bleibt aber noeh die Frage iibrig, ob das Product aus 
zwei projeetiven Rotationen~ deren Axen sich gegenseitig treffen, 
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j a auch eigentlich eine Rotation ist. Offenbar ist das der Fall, 
wenn die bciden Axen sich innerhalb der Kugel sehneiden; denn 
dieser Punkt wird aueh bet dem bez. Producte in sich tibergehen, 
und unsere projeetiven Rotationen sind ja eben die einzigen reellen 
die Kugel in sieh selbst iiberftihrenden Collineationen (1 t~r Art), 
welehe Doppelpunkte im Innern der Kugel besitzen. Treffen sieh 
die beiden Axen auf der Kugel selbst, so kann man noeh beweisen~ 
dass das bez. Product (falls dasselbe keine parabolisehe Trans- 
formation ist)1) auch eine projective Rotation um eine denselben 
Punkt der Kugelfl~iehe enthaltende Axe ist; das hat aber fttr uns 
keine besondere Wiehtigkeit (vgl. ft. w FK]lt doch der Sclmitt- 
punkt a a 1 aul~erhalb der Kugel, so wird dieser Punkt ffir das Pro- 
duct R R  1 allerdings ein Doppelpunkt~ das Product selbst daher 
eine axiale Collineation sein; abet" die diesen Punkt enthaltende 
Axe w~irde immer noeh aui~erhalb der Kugel liegen oder dieselbe 
einfaeh bertthren kr und in dem Falle wtirde das Product 
selbst keine projective Rotation (in dem yon uns bestimmten 
Sinne) sein. 

9. Sollen nun zwei odor mehrere Rotationen mit verschiedener 
Axe zu einer endlichen Gruppe Anlass geben, so mttssen sich diese 
Axen zu je zweien schneiden; aber voraussiehtlich wird man aueh, 
was die Lage solcher Sehnittpunkte in Bezug auf die Kugel an- 
geht~ weitere Beschritnkungen aufstellen k~nnen. Wit beweisen 
nun, zweitens : 

Damit zwei projective Rotationen mit verschiedener Axe in einer 
und derselben endlichen Gru-ppe enthalten sein k6nnen, miissen sich 
ihre Axen i n n e r h a l b  d e r  K u g e l  schneiden. 

Zu dcm Zwecke~ wollen wir zeigen, dass der Schnittpunk~ 
der beiden Axen weder auf der Kugel, noch aul3erJaalb derselben 
liegen kann. - -  Wir nehmen zuvorderst an, er liege auf der Kugel- 
fl~tche, und bezeiehnen immer noch durch R, R 1 die beiden 
Operationen, durch a und a 1 die bez. Axen. Offenbar sind die 
genannten Operationen ~icht vertauschbar~ fotglieh die beiden Pro- 
ducte RR t und _R~ R yon einander verschieden. Doeh mtissen 
R und R~ selber im Bttschel der die Kugelfliiehe im Punkte a a~ ~ P 
bertihrenden geraden Linien mit einander vertauschbare Transfor- 
mationen ergeben, well beide die durch P gehenden imaginliren 
Erzeugenden unge~ndert ]assen (anders ausgesproehen, sie miissen 
in diesem Biischel gewSlmliche Rotationen ergeben). Es folgt daraus, 
dass das Gesammtproduct (RR1)(R1R) -~ jedenfalls s~tmmtliehe 
Tangenten an die Kugelfl'~che im Punkte P unge~ndert li~sst, aber 

' )  So wiirde es eben der Fall sein, wenn clio beldon vorgelegten Operationen 
~eradezu Involutionen (d. h. geschaart-involutorische Coltineationen) sein sollten. 
t taben  wlr n~mllch auf  elner Punktreihe zwol Involutionen mit einem gcmeiu- 
s~:men Doppe]punkte~ und werfen dieseu elnon ins Unendlich% so bekommen wlr 
zwei Spiegelungen, deren Product  eine Translation, also eine parabolischo Trans- 
formation ist. 
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immer noch keine identische Transformation im Raum% und 
selbst in der dis Kugelfl~che in P berfihrenden Ebene (die Ebene 
jenes Btisehels) crgibt. Ich behaupte nun, dass dieses Product eine 
parabolische Transformation ist; worans sofort zu folgern sein wird, 
dass R and /?1 zu keiner endliehen Gruppe Anlass geben kSnnen. 

In der That gestattet unsere Kugelfl~ehe (x~ 4 projective Trans- 
formationen: die den Punkt P, folglieh auch die bez. Tangenten- 
ebene ungeindert lassen ; darunter eben _R und/~i.  In dieser Ebene 
gehen zwei gewisse conjugiert imagin~re Gerade (die beiden Er- 
zeugenden der Kugelfl~che) bei s~tmmtlichen e ~  Transformationen 
in sich fiber; durch Umformung naeh dem Dualit~tsprincip kSnnen 
wir also sagen~ wit haben es in dieser Ebene mit einer (x~ 4 Gruppe 
projectiver Transformationen zu thun~ bei welcher zwei (eonjugiert 
i.m. agin~re) Punkte in sick fibergehen; etwa mit der Gruppe der 
Ahnlichkeitstransformationen:~.) Dann sind die beiden Producte/~R 1 
und R1R auch (direete) Ahnlichkeitstransformationen~ und zwar 
solehe, bei denen s~mmtliehe Strecken naeh demselben Verh~ltnis 
geandert werden; folglich das Gesammtproduct (RR1) (R 1R) -~ 
eine Bewegung, und zwar eine solch% bei weleher s~mmtliehe,un- 
endlieh welt liegenden Pnnkte in sieh fibergehen; also elne Trans- 
lation. Und das ist eben eine parabolisehe (folglieh nicht cyclisehe) 
Transformation. 

Wir nehmen an: zweitens, der Sehnittpunkt a a~ ~ P liege 
au~erhalb der Kugel. Dann wird die Polarebene yon P die Kugel 
lungs eines reellen Kreises treffen. Wir kSnnen aueh annehmen, 
es sei a ein Durchmesser der Kugcl (was immer durch projective 
Umformung zu erzielen ist); dann ist R eine Rotation in gew0hn- 

2k~r~ 
lichem Sinne~ um eine W i n k e l g r S ~ e - - ,  falls R cyelisch n ~ 

n 
Ordnung ist~ und k , n  relative Primzahlen sind; wir kSnnen ja 

auch sagen um einen Winkel--,2~ indem wir eventuell start R 
~t 

eine passende :Potenz dieser Operation einf~ihren. - -  Wir betraehten 
nun zugleieh die transformierte Operation R':R-~R.R~;  die- 
selbe ist auch cyclisch n ~ Ordnung, und ihre Axe a' wird die- 
jenige (yon a und a i versehiedene, aber ebenfalls dureh P gehende) 
gerade Linie sein, in welehe a vermSge R i fibergeht. Auf dem 
Durchschnittskreise der Kugel mit der Polarebene von P ergeben 
1~ und R' elliptisehe (d. h. reelle Doppelpunkte nicht besitzende) 
Projectivit/iten, deren erstere einfach eine gewShnliche Drehung 
tlm den Kreismittelpunkt ist. Dagegen besitzen zwel vermSge 
~ '  einander entsprechende Bunkte dieses Kreises eine innerhalb 
eines gewissen lntervalles ver/~nderliche Bogenentfernung. Inner- 
halb dieses Intervalles liegt mindestens ein ganzes Vielfaches yon 

~) Diese Daallt~tsumformung" ist keineswegs nothwendig; sic gestattet aber 
die Sache lelchter einzusehen. 
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2 ~  

-n--; denn ware die genannte Bogenentfernung etwa immer gr(il~er 

als 2~= und kleiner als 2 (]~ @ 1)~ - -  so wtirde dieselbe nach n-matiger 

Wiederholung yon R' fiir je zwei sieh entsprechende Punkte zwischen 
den Grenzen 2kv, und 2(k-~-1)= liegen, also R '~ umnSglich der 
ldentit~tt gleieh sein~ wie naeh der Voraussetzung geschehen muss. 

- -  Fallt nun die Bogenl~tnge 2h__~r, innerhalb des genannten Inter- 

valles, so muss die (keineswegs identische!) Operation R ' R  -~ min- 
destens einen auf dem betraehteten Kreise liegenden reellen Doppel- 
punkt 0 besitzen (ja sogar zwei solche Doppelpunkte; diejenigen 
namlich~ deren Bogenentfernung yon den verm(Sge /?' ihnen ant- 

sprechenden Punkten geradezu-- 2 h_~ ist). Es hat daher das Product 

R ' R  -~ mindestens zwei reelle Doppelpunkie P und Q, deren 
Verbindungslinie offenbar die Kugel in 0 selbst bertihrt, w~thrend 
P aul~erhalb der Kugel liegt. Es kann also keineswegs/~' R -J~ eine 
projective Rotation um eine durch P gehende Axe sein; denn eine 
solehe Axe wttrde zugleieh aueh Q enthalten, und daher mit P Q  
zusammenfallen mtissen. Anderseits abet muss das eben geschehen 
(d. h. R ' R  -h muss eine Rotation um eine P enthaltende Axe sein)~ 
falls _R und R', also aueh R und R 1 zu einer endliehen Gruppe 
Anlass geben; wir sind daher nochmals auf einen Widersprueh 
gekommen. Es muss also der Schnittpunkt act 1 innerhalb der 
Kugel liegen. 1) 

10. Sollen daher mehrere projective Rotat ion~ i~ einer und 
derselben endlichen Gruppe enthalte), sein, so mgssen sich ihre Axen 
zu je zweien im ]nnern der Kuyel schneiden. 

Wir beweisen nun, drittens, dass (falls diese Axen in grsl~erer 
Anzahl als zwei vorhanden sind) dieselben unm(~glich alle in einer 
and derselben Ebene liegen kSnnen~ und foglieh nothwendiger- 
weise durch einen und denselben innerhalb der A~ugel liegenden Pun~st 
hindurchgehen werden. - -  Nehmen wir an, sie liegen sammtlich 
in einer (die Kugel lungs eines reellen Kreises treffenden) Ebene r:i 
es wird dann diese Ebene in Bezug auf die ganze Gruppe un- 
gei~ndert b]eiben und in derselben werden die einzelnen Operationen 

x) Was die Nicht-Euklidische (und zwar imrner die hypJerbolisehe) Geometrie 
angeht, so diirfen wir nun schlle~en~ dass in Getzterer das Product aus zwel 
l~otationen um zwei e~gentliche und in elner Ebene liegende, aber sich nlcht 
treffende und zugleich auch nicht parallele Axen mtiglicherweise auch eine Ro- 
tation um eine sog. ideale Axe sein ]~ann; d. h. elne Operation fiir die s~tmmt- 
liehe Ebenen eines elgentlichen ]3iischels (statt Punkten einer elg~ntllehen geraden 
:Linle Doppelelemente slnd, wobel dann jeder Pankt in der ihn enthaltenden 
]gbene des Biischels ]~ings einer Linie gleicher En~fernung won der gemelnsamen 
Axe fortschreiten wlrd. 
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dieser Gruppe reelle und perspeetiviseh-cyclische, folglich auch in- 
volutorische Collineationen ergeben. Es folgt daraus, dass si~mmt- 
liehe Collineationen der Gruppe auch ftir den Gesammtraum 
involutoriseh (und zwar gesehaart-invo]utorisch) sein mtissen; welter 
aber noeh, dass sie zu je zweien vertauschbar sind. Denn 
aus 27 ~ R 2 ~ ( R R ~ )  ~ ~- 1 (wobei aber R 7--~R1) folgt eben 
i~Ri (RRi)- i  --i --i ~---/~1 R ~]~1/~. Es muss daherauehjedeein-  
zelne Rotationsaxe bei jeder Operation der Gruppe in sich Liber- 
gehen; und wit bekommen somit in der Ebene w perspeetivische 
Collineationen~ bei deren jeder die Collineationsaxe durch das Centrum 
jeder anderen geht;  d. h. die Axen sind zu je zweien in Bezug 
auf den Durchnittskreis yon ~ mit der Kugel reciprok. Ander- 
seits m~issen sie aber simmtlich diesen Kreis in reellen Punkten 
treffen; und offenbar sind beide Bedingangen ftlr mehr als zwei 
Axen zugleich nicht vertr~tglich. 

Wir schliel3en also: Jede endliche Grujope reeller projectiver 
Umformungen einer Kugelfldiche (wobei keine Operation der Gruppe 
die beiden Systeme imagin~rer Erzeugenden unter einander ver- 
tauscht) besteht aus sog. 2rojectiven Botationen entweder um eine 
einzige Axe, oder auch um mehrere Axen, die aber sdimmtlich durch 
einen innerhalb der Kugel liejenden Punkt hindurcl~gehen. 

Diesen s~tmmtlichen Axen gemeinsamen Punkt  k~nnen wit 
(und zwar auf o~ 3 verschiedene Weisen) durch eine weitere reelle 
Projectiviti~t ins Centrum der Kugel verlegen; und da eine pro- 
jective Transformation die eine Kugel nebst dem bez. Mittelpunkte 
in sich fiberftihrt, einfaeh eine gewShnliehe Rotation am diesen 
Mittelpunkt ist, so schliel]en wir ferner: 

Die Bestimmung der endlichen Gruppen linearer Transformationen 
einer Verdinderlichen ist au f  diejenige der ebenf alls endlichen Gruppe~v 
von Drehungen (des EaMidischen Raumes) um eine~ festen _Punkt 
zur@kgefiihrt. 

Bereits vorher (vgl. w 6) hatten wit dieselbe Bestimmung 
auf diejenige der reellen endliehen projectiven Gruppen zuriick 
geftihrt, die eine Kugel in sich tiberf~ihren (mit der bekannten Be- 
schrankung beztig]ich der beiden Systeme yon Erzeugenden). Nun 
sehen wit welter, dass letztere endliehe Gruppen~ entweder selbst 
einfach aus Botationen um den Kugelmittelpunkt bestehen, oder abet, 
innerhalb der allgemeinen o,~ ~ reellea Gruppe~ mit einer solchen 
gleichberech@t sind (vgl. w 3). 

Der aus s~tmmtliehen Drehungen um den Kugelmittelpunkt 
bestehenden oc~ Untergruppe (der <x~s Gesammtgruppe)kann man 
folgende lineare Transformationen zuordnen: 

z ' - -  (d @ ic)z--  (b-- in) 

unter a, b, c, d, reelle und der Gleiehung: 

a~ @b2-~-c2-~-d 2-~- 1 
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geniigende Zahlea verstanden. Es ist das die sog. Cayley'sche 
Formel (Math. Ann.~ Bd. XV (1879); vgl. auch KLnIN: Vorlesu~gen 
iiber das Ikosaeder . . . .  ~ S. 32). Es entsloricht aber, was die 
Werte yon a, b, c, d angeht, jeder Drehang der Kuget um den 
bez. Mittelpunkt noch eine doppelte M(igliehkeit, insofern s~mmt- 
liche Gr(i~en a~ b, c~ d zagleich ihr Vorzeiehen wechseln dtirfen. 

Allgemein zu reclen, d~irfen wir sagen, dass diesen besonderen 
Substitutionen der Variablen z die oo ~ GruTpe der reellen jorojec- 
tiven U~nfor~nunyen der Kuyelfldche entspricht~ bei welcher ein im 
Innern der Kugel lieyender Pt~nkt in sich iibergeht. Lassen wir da- 
gegen einen auflerhalb der Kugel liegenden Punkt (daher auch 
irdencl einen reellen Kmis auf  der Kugelfl~iche) in sieh ltbergehen, 
so haben wir es mit einer ganz versehiedenen c~s Grappe linearer 
Substitutionen der Variablen z za than, welche mit derjenlgen der 
reellen li~r Transformationen gleichbereehtigt ist. 

11. Die Bestimmang s~mmtlieher e~dlichen Gm~29pen yon 
Drehungen un~ einenfesten P~tnkt~ ja aUgemeiner aueh aller m~glichen 
(endlichen uncl anendliehen) Gruppen yon Bewegungen im Euklidi- 
schen Raume, finder sieh in Herrn JORDAdS Abhandlung: Mdmoire 
sur les groupes de mouvements (Aunali di Mat., ser 2 ~, vol. ][I, pp. 
167--215; 322--345). Wir werden uns daher darauf besehrgnker. 
d~irfen, das was uns besonders interessiert~ hier karz anzugebenl 
s alles Ubrige verweisen wir auf die gem Abhandlung selbst 
(speciell auf w 14, S. 173 u. ft.) 

Wir nehmen zuvsrderst an~ wit haben es mit Drehungen urn 
eine einzige Axe za thuD. Es folgt dann ohne Schwierigkeit, dass 
sgmmtliche 029erationen der Gru2~pe durch Wiederholung einer and 
derselben Drehung zu erzielen sind ; Letztere wird den klei~sten iiber- 
haujgt qn6glichen Drehunyswinlcd besitzen~ und dieser Winl~el wird ein 
ganzer Theiler yon 2 v. sein. Ft'tr jede positive g~nze Zahl n bekommen 
wir somit eine cyelisehe Grappe C,  die Herr K1,E,s als Kreis- 
theilungsgruppe bezeichnet hat. Aaf der Kagel sind das die n 

2k= 
Drehungen urn einen Winkel (k ~-~-- 0, 1~ 2~ . . . ,  n - - l )  and mit 

n 

fester Axe; analytisch sincl das auf die g~nz einfache Form 
2 i k,'~ 

z' ~--- e ~ z zur~ckftihrbare Substitationen. 

Zweitens wollen wlr aunehmen~ die Gruppe enthalte Drehungen 
um mindestens zwei versehiedene Axen. Dabei sind aber noeh 
zwei weitere F~tlle zu unterseheiden: 

a) Die eventuell vorhandenen nieht involatorischen Operationen 
(d. h. Drehangen um einen kleineren Winkel als u) besitzen 
s/~mmtlich eine and dieselbe Rotationsaxe; 

b) Es sind in der Grappe Drehangen um einen kleineren' Winkel 
als ~ und um mindestens zwei versehiedene Axen vorhandem 
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a) Dieser Fall ffihrt uns zu der naeh Herrn K~EIS sog. 
DiedergruTpe. Dieselbe besteht aus 2 n (n ~ 2) 0perationen~ deren 
n eine eyelisehe, innerhalb der Gesammtgruppe invariante (oder 
aueh ausgezeiehnete) Untergruppe (und zwar eine Kreistheilungs- 
gruppe) bilden; es sind das eben s~tmmtliche Drehungen um einen 
kleineren Winkel als r:. Die fibrigen n Operationen sind blo5 
Umlclappungen um ebensoviele aus diejenige der eyelischen Unter- 
gruppe senkreeht stehende Axen, yon denen je zwei aufeinander 

7~ 
folgende einen Winkel ~- - einsehliel~en. Analytiseh treten jetzt 

n 
neben den n Transformationen des ersten Falles noch ebensoviele 
Involutionen hinzu, bei denen die Werte 0 and cx~ der Variablen 

unter einander vertauseht werden (etwa also z ' - - e z  ) .  

Wir machen noeh darauf aus dass ffir n----2 die 
Diedergruppe mit der sog. Vierergruppe zusammenfallt; und yon 
projectivem Standpunkte aus, diejenige Gruppe yon vier linearen 
Transformationen eines einfSrmigen Gebildes ergibt, bei weleher ein 
System yon vier .Elementen in allgemeiner Lage, foTglich auch cx~ 1 
derartige Systeme in sich iibergehen. Und ebenso bekommen wir, 
ffir n~--3, die Gruppe der seehs linearen (2rojectiven) Trans- 
formationen, die irgend drei Elemente auf  alle mSglichen Weisen 
unter einander vertausehen ; fiir n ~ 4 die Gruppe der acht Trans- 
formationen, die ein harmonisehes Gebilde in sieh i~ber/i~hren. Lassen 
wir insbesondere bei n~--~-3 den gen. drei Elementen bezw. die 
Werte 0~ ]~ ~ der Variablen z entsprechen, so besteht die Gruppe 
aus den sechs wohlbekannten Transformationen: 

I I z - - 1  z 
Z t �9 

z, z~ l - - z ,  1 - - z '  z ~ z - - 1  

Wir dtirfen auch sagen: Das voile System der Diederformen fSllt, 
bei n ~ 3 7 mit demjenigen einer allgemeinen bin~iren cubischen Form 
(d. h. einer Form mlt nicht verschwindender Discriminante) zu- 
sammen. Fiir n-----2 hi~ngt das System der Diederformen offenbar ~ 
mit demjenigen einer allgemeinen bin~iren bi~uadratischen _Form, 
ffir n-~-4 mit demjenigen einer bin(~re~$ bi~uadratischen Form mit 
verschwindender cubischen fnvariante (j) aueh eng zusammen; es 
treten aber dabei Formen auf~ die bei Letzteren nur mehrfaeh 
gezi~hlt vorkommen. 

b) In diesem letzten Falle zeigt Herr JORDAN, dass man noeh 
zu drei weiteren Gruppen gelangt~ deren jede einen gewissen in 
der betrachteten Kugel eingeschriebenen regul~iren K6rper mit sich 
selbst zur Deekung bringt. Es sind das eben die sog. Gru2pe~ 
der reguldren K6rper~ speciell die sog. Tetraedergru2pe , die Oktaeder- 
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gruppe (oder Grulope des Wi2~fels 1) und die Ikosaedergruppe (oder 
auch Gruppe des Pentagondode]~aeders). 2) 

Die Tetraederyruppe besteht aus 12 Operationen i soil daher 
eine auf die Kugel abzubildende biquadratisehe Form die Ecken 
eines regul~ren Tetraeders (oder irgend eine mit dieser lorojeetiv 
gleichberechtigte Punktgruppe) darstellen i so ist das nothwendiger- 
weise eine ?iguianharmonische Form (und umgekehrt). Die soy. 
Tetraederf orm ist also ein f ach eine biquadratische 4iguianharmonische 
florin (d. h. eine biquadratisehe Form mit versehwindender quadra- 
tischen Invariante) i das bez. volle System umfasst welter noch (was 
die Covarianten angeht) eine zweite biquadratische and ebenfalls 
aquianharmonische Form, welche die l-lesse'sche Covariante der 
erstert ist~ and erstere zugleieh zur eigenen Hesse'sehen Covariante 
hat;  dazu noch die bekannte Covariante 6 ~"" Grades, die geradezu 
eine Oktaederform ist. Stellt die erste biquadratisehe Form, gleieh 
:Null gesetzt~ irgend ein regul.~res Tetraeder dar~ so wird dureh 
die zweite das bez. Geyentetraeder dargestelIt (d. h. dasjenige 
Tetraeder~ dessen Ecken die den ersteren gegenfiber liegenden 
Punkte sind.) Die GruTpe der Tetraederdrehungen ist mit der- 
ienigen der ebenfalls 12 geraden Vertauschungen yon g Elementen 
holoedrisch isomorph. 

Die Oktaederyrup2e besteht aus 24 Operationen, ~nd ist mit 
der Gruppe aller mSgliehen Vertauschungen yon 4 Elementen 
holoedriseh isomorph (sie permatidrt ja g'erade in der Weise die 4 
Wtirfeldiagonalen). Sie enth~tlt die Gruiope der Tetraederdrehungen 
als invariante Untergruppe; undes  kommen noch die 12 Drehungen 
hinzu, welche Tetraeder und Gegentetraeder unter einander ver- 
tauschen. Das bez. voile System der Covarianten besteht bier 
aueh aus drei Formen~ der Oktaederform, welche die Covariante 
6 te~ Grades einer allgemeinen biquadratischen Form, folglich auch 
eines ganzen Bfischels "solcher Formen ist; und dazu noeh zwei 
weitere Formen, 8 tr200 bezw. 12 r Grades: welehe aus dem Produete 
tier beiden iiquianharmonisehen~ bezw. der drei harmonischen 
biquadratischen Formen entstehen, die dem gen. Biischel ange- 
hSren. Die Form 8 ~= Grades ist die dem Oktaeder entspreehende 
Wtirfelform ; diejenige 12 t~" Grades ste]lt die 12 dem Oktaeder und 

2) Brlngt n~imlich irgend eine Drehung um den Kugelmlttelpnnkt ein 
~egul~res Oktaeder mlt sich zur Deckung, so ist das auch mit demjenigen (in 
derselben Ku~el ein~eschriebenen) Wtirfel der Fall, dessen Eeken ~ den Mitten 
pankten der ~eitenflgchen des Oktaeders entsprechen (und umgekehrt). :Ebenso 
gesehieht es beim Ikosaeder und Pentagondodekaeder; es sind eben die n~mllchen 
Figuren zu je zweien polar. 

u) Jede elnzelne dleser Gruppe kann durch elne ihrer elgenen Ordnung 
gleiche Anzahl yon Operationen 2 ter Art  erweitert werden. (Vgl. KLEIN, Math. 
Ann., Bd. IX, S. 190; Vbrlesungen i~ber das Ikosaeder . . . . .  , S. 20.) Diese 
weiteren 0perationen werden analytisch durch bilineare Gleichungen zwischen z '  
and dem mit z conjugierten Werte z dargestellt. - -  Herr KLEIN hat auch die 
Frage nach den diesen Gruppen entspreehenden vollen ~ormensystemen aus- 
iihrlich behandelt. 
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Wtirfel gemeinsamen Kantenhalbierungspunkte dar. - -  Von pro- 
jectivem Standpunkte aus, ist diese Gruppe dadurch charakterisiert, 
dass sie das S~/stem yon drei zu je zwei harmonischen Punktepaaren 
in sich selbst iiberfi~hrt. 

Endllch besteht die (yon Herrn KLEIN in mehreren Auf- 
slitzen ganz besonders untersuehte 1) ikosaedergrupT e aus 60 Opera- 
tionen; dieselbe ist mit der Gruppe der geraden Vertauschungen 
yon 5 Elementen auch holoedrisch isomorph. Das voile System 
der Covarianten bestebt hier ebenfalls aus drei Formcn, resp. vom 
1 2 ~  20 ~e~ und 30 u~ Grade, die abet (wie auch in den vorigen 
F/~llen) naeh einer gewlssen Gleichung (deren Grad in den Ver- 
/~nderliehen gleieh der Ordnung der bez. Gruppe, bier also ~ 60 
ist) gentigen. Diese Gruppe ist yon den fibrigen naeh mehreren 
Gesichtspunkten verschieden; insbesondere ist sie einfach (enth/~lt 
also keine invariante Untergruppe). 2) Es seheint aueh nicht so 
]eieht, dieselbe, yon projeetivem St~ndpunkte aus, in so einfacher 
Weise zu interpretieren. 

12. Wit dtirfen vielleieht noeh das projectivisch ausgesproehene 
ttauptergebnis unserer Untersuchung in folgenden Worten zu- 
sammenfassen : 

Die einzigen endlichen Grup2en 2ro]eetiver Transf ormationen 
vines einf6rmigen Gebildes sind folgende: 

i o Gruppen G ,  die dutch Wiederholung einer und derselben 
nicht parabolischen, vielmehr aber yon der n ~ Ordnuny cyclischen 
projectives~ Transformation zu erzielen sind (wobei n vine beliebige 
positive ganze Zahl sein mag); 

2 0 Grupjoen G2~ , die aus den vorangehenden durch Erweiteruny 
mit derselben Anzahl n ( ~  2) yon die beiden festen l)oppelpunkte 
vertauschenden Involutionen-entstehen. Darunter befinden sich ins- 
besondere : 

ffir ~, ~ 2, die Grup2e ~4 des. 2rojectiven Transformationen, 
die eine allgemeine Gruppe yon vier Elementen in sich iiberfi~hren; 

f~ir n ~ 3, die Gruppe G 6 der Transformationen, die irgend 
drei Elemente des Gebildes auf  alle iiberhau_pt m6glichen Weisen 
unter einander vertauschen. Dabei wircl zugleieh und in derselben 
Weise ein zweites Elemententripel in sich tiberftihrt; dasselbe 
besteht aus den harmoniseh conjugierten Elementen je vines der 
drei ersteren in Bezug auf die beiden fibrigen; 

f~ir n ~ 4, die Grup2e G~ des" projectiven Transformationen~ 
,die irgend ein harmonisehes Gebilde in sieh i~berfiihren (wobei zu- 
gleich aueh ein zweites harmonisches Gebilde in sich iibergeht); 

1) Vgl. auch don Aufsatz: Weitere L~*tersuchungen ilber das Ikosaeder 
(Math. Ann., Bd. XII). 

~) KLEIn: Vorlesungen r das Zkosaede~" . , , , ,  S. 18. 
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30 Die Grup2e GI~ der projectiven Transformationen, die irgend 
ein (und zugleich auch ein zweites) ~iquianharmonisches Gebilde in 
sich iiberfiihre~ ; 

4 o .Die Gruppe G~ der ~Ii'ansformationen, bei welchen ein 
System yon drei zu je zwei sich harmonisch theilende~ Punlctepaaren 
ungedndert bleibt ; ~) 

5 o Eine Gru2pe G6o projectiver Trans~ormationen, die ein 
gewisses aus 12 (darunter hSehstens 5 reellen) Eleme~ten bestehendes 
Gebilde i~ sich iiberfiihren. Dabei  gehen zugleich zwei weitere aus  
20 bezw. 30 Eiementen bestehende Gebilde je  in sieh selbst fiber. 

1) Diese Gruppe enth~lt als gleich berechtigte Untergruppen drei Dieder- 
gruppen (2 ~er Fall) n ~ 4, die dadurch charakterisiert sin(t, class jo eines der drei 
harmonischen Paare un~e~ndert bleibt~ wShrend (tie beiden Anderen auch ver- 
tauscht werdeu dtirfen. Als invariante (den drei jetzt genannten gemeinsame) 
Untergruplge enth~lt dieselbe eine Diedergruppe n-~-2, bei welcher ein jedes der 
drel harmonischen Paare in slch iibergeht. 


