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Uber endliche Gruppen
linearer Transformationen einer Verinderlichen.

Von Gino Fano in Rom.

1. Bekanntlich geben uns die allgemeinen binéiren Formen
bis zum vierten Grade Beispiele von Formen mit einer gewissen
(endlichen oder unendlichen) Gruppe linearer Transformationen
in sich; sie sind aber nicht die einzigen Formen, die eine solche
Gruppe gestatten. Anderseits ist es auch klar, dass eine binire
Form mit mehr als zwei verschiedenen Wurzelpunkten blof eine
endliche Anzahl linearer Transformationen gestatien kann: ihre
Wurzeln konnen niamlich nur auf eine endliche Anzahl von Weisen
unter einander vertauscht werden, und durch irgend eine Permu-
tation derselben ist eine lineare (projective) Transformation der
vorgelegten Form in sich selbst, msofern eine solche iiberhaupt
existiert, eindeutig bestimmt. Sehen wir daher von denjenigen (ganz
einfachen) Formen ab, die blof eine oder zwei verschiedene
Wurzeln besitzen, so werden wir alle binidren Formen mit linearen
Transformationen in sich erhalten, indem wir eine Anzahl Wurzel-
punkte beliebig annehmen, und auf dieselben die Operationen irgend
einer endlichen Gruppe Uinearer Tromsformationen einer (oder zweier
homogenen) Verdinderlichen anwenden. Besonderes Interesse werden
diejenigen Formen besitzen, welche durch Anwendung der bez.
Transformationen aus einem einzelnen Punkte entspringen; solche
Formen werden eben eine endliche #ramsitive Gruppe gestatten.
Die tibrigen Formen werden sich als Producte aus letzteren zu-
sammensetzen lassen.

Offenbar miissen alle rationalen Covarianten irgend einer ge-
gebenen Form mit linearen Transformationen in sich durch dieselben
Transformationen in sich dibergehen, wie die Grundjorm.?)

Umgekehrt,?) sei eine endliche Gruppe G linearer Trans-
formationen einer Verdnderlichen (d. h. projectiver Transformationen
eines einformigen Gebildes) vorgelegt, und man bezeichne mit

1) Vgl. KrEIN: Math. Ann., Bd. IX, 8. 191.
%) Kimin: Vorlesungen diber das Ikosaeder . . ., 8. 116.
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v, (@) =2, 3, @), ....,9, ,(®) die n linearen Functionen der
Variablen z, welche einer neuen Variablen «' gleich gesetzt, die
einzelnen Operationen jener Gruppe darstellen. Es seilen ferner
a, b irgend zwei Grofien, in der Art ausgewiblt, dass keiner der
Ausdriicke © () gleich b, oder, was dasselbe ist, keiner der Aus-
driicke o (b) gleich @ ist; anders ausgesprochen, diirfen die beiden
Werte a, b durch keine Operation aus &, in einander iéibergehen.

Bilden wir uns dann die Gleichung '™ Grades

{0, @) —a} {o, () —a] ..... {2, (@ — a}
{2, (@) — b} {o, (@) — b oo {cpn_l (z) — b}

unter z irgend einen verinderlichen Parameter verstanden, so geht
dieselbe offenbar durch jede Operation der Gruppe G, in sich

selbst fiber. Substituieren wir namlich statt « irgend eine Funection
@, (x), so werden die verschiedenen Factoren, sowohl im Zghler

als im Nenner (da die ¢,(z) nach Voraussetzung eine Gruppe

bilden) blofi unter einander vertauscht. Die durch jene Gleichung,
fiir ein beliebiges 2, dargestellte Gruppe von # Punkten wird daher
bei jeder Operation aus @ in sich transformiert. Und, den oo’

moglichen Werten von 2 entsprechend, erhalten wir die co? Punkt-
gruppen einer Involution I. (d. h. in homogener Schreibweise,
die oo! bindren Formen eines Biischels):

(1) I (x)4-211, () =0,

wobei [ =0 und II; =0, bezw. diejenigen (der Voraussetzung nach
verschiedenen) Punktgruppen darstellen, welche aus den Werten

=2

a und b entspringen. Deuten wir die Variable x:j% als Coor-

dinate in einem einformigen Gebilde, so gehort jedegs Element
dieses Gebildes einer Gruppe der Involution (d. h. einer Form des
Biischels (1)) an.

Kiner jeden endlichen Gruppe G, bindrer lineaver Tramsfor-

mationen entspricht daher ein Bischel von Formen nt*™ Grades, deren
jede durch alle Operationen jener Gruppe in sich dibergeht.

Besonderen Werten von 2 entsprechend kann die Form
[1--21l, eine zweifache, ja allgemeiner auch eine v-fache Wurzel
besitzen. Dann miissen aber simmtliche Wurzeln derselben Form
zu je v zusammenfallen; denn, lassen v Operationen o, () (die
Tdentitdt inbegriffen) den Wert ¢ in sich iibergehen, so werden
die Producte aus denselben v und irgend einer anderen, falls eine
solche vorhanden ist, ¢ in einen und denselben Wert ¢ iiber-
fithren ; und weiter ebenso, falls noch andere Operationen existieren.
Es muss folglich v ein Theiler von # sein; und eine Form [T 21l
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mit einer (und daher lauter) v-fachen Wurzeln wird die v¥* Potenz

ten
. v .
einer Form (Z) Grades sein. ?)

Jede weitere Punktgruppe, welche bei simmtlichen Operationen
von G in sich selbst iibergeht, wird sich aus einer gewissen An-

zahl Punktgruppen der Involution (1) zusammensetzen lassen und
wird daher (eventuell mehrfach gezéhlt) durch Nullsetzen eines
Productes aus Formen IT-[-2II, darstellbar sein. Insbesondere
wird auch jede Covariante einer Form des Biischels (1), oder auch
der v*» Wurzel aus einer solchen Form, falls dieselbe mehrfache
Whurzeln besitzt, nach Befreiung von gewissen die Variabeln nicht
enthaltenden Factoren und eventueller Erhebung auf eine gentigend
grofie Potenz, sich als ein Product aus jenen Formen darstellen
lassen; sie wird daher zugleich eine rationale ganze Function mit
numerischen Coefficienten derjenigen (einfach gezihlten) Formen
desselben Biischels sein, welche gleich Null gesetzt, die mehrfach

zihlenden Punktgruppen der Involution I. darstellen. Letztere

Formen bilden daher das volle System der Covarianten in Bezug
auf die Gruppe G,.%)

2. Die Bestimmung der bindren Formen mit linearen Trans-
formationen in sich (und mindestens drei verschiedenen Wurzeln)
ist nun auf diejenige der endlichen Gruppen bindrer linearer
Transformationen zurtickgefithrt. Und die Frage nach der voll-
stindigen Bestimmung letzterer Gruppen ist um so wichtiger,
insofern sie in den verschiedensten Gebieten der Mathematik auf-
tritt; sie wurde daher bereits seit laingerer Zeit und auf mehrere
Weisen in Angriff genommen. Zuerst scheint das durch Herrn
Scuwarz geschehen zu sein; derselbe untersuchte nédmlich in seiner
Abhandlung: Uber dicjenigen Fille, in welchen die Gauss'sche hyper-
geometrische Reihe eine  algebraische Function ihres vierten Argqu-
mentes darstellt (Crelle’s Journ., Bd. LXXYV, 1873) gewisse alge-
braische Functionen (Quotienten zweier besonderer Zweige der
hypergeometrischen Function, d. h. zweier Particularlosungen der
hypergeometrischen Differentialgleichung), deren verschiedene Zweige
aus elnander durch lineare Substitutionen hervorgehen. Dabei
miissen diese Substitutionen offenbar eine Gruppe bilden, u. zwar
da es sich um algebraische Functionen handelt, eine endliche Gruppe.
Zugleich mit Herrn Scawarz, aber unabhéingig von ihm, hat auch
Herr Krex die Frage aufgenommen, indem er ganz besonders die
(hier bereits geschilderten) Beziehungen derselben zur Theorie der
bindiren Formen ins Aunge fasste. (Vgl. Sitzungsber. der Erlanger
phys.-med. Gesell., 1874; und Math. Ann.,, Bd. IX, 8. 183—208;

1) Bs ist nicht schwer einzusehen, dass, falls jede Form des Biischels (1)
eine mehrfache Wurzel besitzen sollte, letztere allen Formen des Biischels gemeun-
sam sein muss; und das kann allerdings hier nicht vorkommen.

%) Vgl. KuEIN, Math. Ann., Bd. IX, 8.-195—196.
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1875—76.) Insbesondere ging Herr Kimix in seiner Abhandlung:
Uber bindre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst
(Math. Ann., Bd. IX) von der Interpretation der complexen
Variablen z = -}-iy auf der Kugel aus; und indem er sich auf
gewisse (theilweise blof skizzierte) Betrachtungen aus der Nicht-
Fuklidischen Geometrie stiitzte, filhrte er die Bestimmung der
endlichen Gruppen linearer Transformationen einer complexen
Verinderlichen auf diejenige der endlichen Giruppen von Rotationen
des Euklidischen Rawmes wm  einen festen Punkt zurtick. —
Analytisch wurde die Frage einige Jahre spiter durch Herrn
Gorpax behandelt (Uber endliche Gruppen linearer Substitutionen
einer Verdnderlichen; Math. Ann., Bd. X11, 1877), Und zuletzt haben
noch mehrere Aufséitze, insbesondere der Herren Jorpax Y, Har-
prEN ) und Fucas ?), die grofie Wichtigkeit dieser Untersuchungen
fir "die Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen
hervortreten lassen, weil eben einer jeden endlichen Gruppe homo-
gener linearer Substitutionen von n Verdnderlichen eine ganze Classe
algebraisch integrierbarer linearer Differentialgleichungen n'r Ordnung
entspricht. Es ist nun geradezu Herrn Scuwarz’s fritherer Gesichts-
punkt, der hier gewissermafien verallgemeinert wieder auftritt.

Yine zusammenhingende Darstellung der ganzen Theorie
der endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Veréinderlichen,
nebst den bez. Anwendungen auf algebraische und functionen-
theoretische Fragen, findet sich in Herrn Kumn's Vorlesungen iiber
das Ikosueder und die Auflosung der Gleichungen vom 5% Grade
(Leipzig, 1884). Dabei wird die Bestimmung der einzelnen Gruppen
auf die Auflosung in ganzen positiven Zahlen elner gewissen
Gleichung zwischen den bei Formen des im vorigen §. betrachteten
Biischels auftretenden Multiplicititen zuriickgefithrt. Und was ganz
besonders (im zweiten Abschnitte) in den Vordergrund tritt, ist,
wie der Titel selbst aussagt, der Zusammenhang dieser Unter-
suchungen mit der Theorie der allgemeinen Gleichung 5t Grades,
worliber die Herren Brioscmr, Hrruirs, Krowrcrzr u. A. bereits
wichtige Resultate zu Stande gebracht hatten. TUnter jenen
Gruppen linearer Substitutionen ist némlich die sog. Ikosaedergruppe
zu finden, welche, auf der Kugelfliche interpretiert, geradezu die
60 Bewegungen darstellt, die ein regulires Ikosaeder mit sich
selbst zur Deckung bringen und dieselbe Gruppe ist auch zu-
gleich mit derjenigen der 60 geraden Vertauschungen von fin/
Elementen isomorph, d. h. mit der Galois'schen Gruppe der all-

Yy Mémoive sur les équations differentielles linéaires & intégrale algébrigue
(Crelle’s Journ., Bd. LXXXIV, 1878); Sur la détermination des groupes d’ovdre
fint contenus dans le g groupe Tinéaire (Atti della R. Ace. di Napoli, 1880).

Y Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes
intégrables (Mém. Sav. Etfrang., vol. XXVIII, 1880 —83).

3) @ott. Nachr., Aug. 1875; weiter noch: Uber die linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen (Crelle’s Journ.,
Bd., LXXXI, LXXXIV; 1875—78).
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gemeinen Gleichung 5** Grades nach Adjunction der Quadrat-
wurzel aus der bez. Discriminante. 1)

8. Einen anderen, scheinbar auch leichten Weg, um die Be-
stimmung der endlichen Gruppen linearer Transformationen einer
Veridnderlichen auf diejenige der endlichen Gruppen von Drehungen
um einen festen Punkt zuriickzufithren (wie das auch bel Herrn
Krmn geschieht) finden wir in der Darstellung der oo? projectiven
Transformationen eines einformigen Gebildes durch die Punkte des
Raumes. 2) Sehen wir als Bild irgend einer durch die Gleichung:

azx' +bx—fca'4-d=0

definierten projectiven Umformung den durch die (projectiven,
homogenen) Coordinaten @, 0, ¢, d eindeutig bestimmten Raum-
punkt an, und betrachten nun die (projective) Raumtransformation 7
welche dem Bildpunkte irgend einer Projectivitdt P des einformigen
Gebildes denjenigen Punkt zuordnet, welcher das Bild der aus P
selbst durch Transformation mit einer bestimmten Projectivitit

hervorgehenden Operation Q7 'PQ ist. Lassen wir nun auch ¢
(im einformigen Grebilde) sich #indern, so erhalten wir im Ganzen oo®
projective Raumtransformationen 7, die ebenfalls eine Gruppe
bilden.?) Bei dieser Gruppe gehen sdmmtliche Flichen zweiten

Y} Da die bindiren cubischen und biquadratischen Formen bereits Beispiele
von Formen sind, die eine endliche Gruppe linearer Transformationen gestatten, so
kann die Bestimmung der iibrigen Formen, die ebenfalls eine endliche Gruppe
solcher Transformationen zulassen, und daher disjenige dieser Gruppen selber,
die natiirliche Fortsetzung der gewdhnlichen Theorie der binfiren Formen bis zum
4ten Grade bilden, wie man dieselben in einer Vorlesung zu behandeln pflegt,
namentlich dann, wenn in den vorangehenden Auseinandersetzungen der geo-
metrische (daher auch der projestive) Gesichtspunkt ganz besonders hervorge-
treten? ist. Das war aber geradezu in einer von mir wihrend dieses Jahres an
der hiesigen Universitit gebaltenen Privatvorlesung der Fall. — Die Bestimmung
der einzelnen projectiven Gruppen sollte nach Herrn Krem’s Aufsatz in Ann,
Bd. IX erfolgen; doch musste ich dabel einerseits auf einzelne Punkte niher
eingehen, anderseits suchte ich die nicht euklidischen Betrachtungen des Verf.
moglichst zu vermeiden, da die Studenten meistens die dazu nothwendige Vor-
bereitung nicht besitzen. Da dieser Gegenstand, soviel mir bekannt ist, von diesem
Standpunkte aus aber bisher nicht behandelt worden ist, so will ich hier knrz mein
Verfahren angeben. Hiebei werde ich selbstverstindlich mich mibglichst kurz
fassen, wo ich nicht wesentlich Neues zu bieten vermag (§§ 10—12). Ich darf
vielleicht noch hinzufiigen, dass in einer mir von Herrn ExriQuEs zur Verfigung
gestellten Ausarbeitung von Prof. Braxca’s Vorlesung iiber Substitutionentheorie an
der Normalschule der Universitit Pisa die Frage, um die es sich hier handelt, ana-
Iytisch wollstindig untersucht wird; dabei treten allerdings noch geometrische
Auseinandersetzungen hinzu, aber es wird noch kein vollstindiger geometrischer
Beweis gegeben.

?) Vgl. CaviLry: On the corvespondence of homograplies and rotations
(Math. Ann., Bd. XV); Stepmawos: Mémoire sur la représentation des homo-
graphies binaires par-des points de Pespace. .. (ibid,, Bd. XXII).

3) Es ist das die sog. kanonische Darstellung der projectiven Geometrie
eines einférmigen Gebildes (Ewriques: Conferense di Geometria autogr. Vorl.;
Bologna, 1895). Vgl. auch meine Abhandl.: Sulle varieta algebriche con un
gruppo continuo non integrabile di trasformarziont provettive tn sé, §. 5 (Mem.
della R. Ace. di Torino, 8. 2a, t. XLVI; 18956),
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Grades eines gewissen Biischels in sich selbst tiber; darunter eine
zweifach zihlende Ebene (b ==¢, deren Punkte Bildpunkte der
oo? Involutionen sind) und eine Kegelfliche ({o+cf—4ad=0,

das Bild der parabolischen Transformationen). Lassen wir nun durch
eine neue projective Raumtransformation!) jene Ebene zur un-
endlich fernen werden, und ihren Schnitt' mit dieser Kegelfliiche
in den imagindren Kugelkreis {ibergehen, so entsteht aus dem be-
reits erhaltenen Biischel von Flichen 2% Grades ein Biischel con-
centrischer Kugeln; und die auszufiihrende Bestimmung endlicher
Gruppen ist auf diejenige der ebenfalls endlichen projectiven Gruppen
zuriickgefiihrt, die eine jede Fliche 2t= Grades, d. h. eine jede Kugel
dieses Biischels zur Deckung bringen, und daher blof aus Drehungen
um den gemeinsamen Mittelpunkt bestehen. Aber unter diesen
Drehungen sind immer noch imagindre Operationen vorhanden (d. h.
Drehungen um imaginére Axen); wollen wir daher unsere Be-
stimmung wirklich durchftihren und insbesondere zn den sogenannten
Gruppen der requliren Korper gelangen, so miissen wir noch be-
weisen, dass die einzelnen Operationen einer endlichen Gruppe von
Drehungen um jenen Mittelpunkt nicht nothwendigerweise reell sind,
aber doch, durch Transformationen mit einer passenden Operation,
scmmtlich ins veelle Gebict dberfithrt werden kinnen. Und das scheint
allerdings von vornherein nicht allzuleicht zu sein.

Wir ziehen es daher vor, wie es auch Herr Krmmx gethan
hat, die ganze Frage sofort ins reelle Gebiet zu dibertragen, d. h.
fir die co® Gruppe der linearen Transformationen einer complexen
Verinderlichen sofort eine reelle Interpretation aufzusuchen. Um
von allgemein Bekannten auszugehen, nehmen wir die Arcano-
Gauss'sche Darstellung der complexen Variablen 2= -1-iy (d. h.
der reellen und complexen Elemente eines einférmigen Gebildes)
durch die reellen Punkte der Ebene.

az -8
. v24-¥
complexe Coefficienten bedeuten, von denen blof drei unabhingig
sind (was etwa durch == 1-Setzung der Determinante a8 — v zu
erzielen ist), wird eine eindeutige (birationale) Transformation der
reellen z-Ebene bestimmt. Simmtliche Transformationen dieser Art
bilden offenbar eine von drei complexen, daher auch von sechs
reellen Parametern abhiingige continulerliche Gruppe, die aber keines-
wegs aus lanter projectiven (ebenen) Transformationen besteht. Viel-
mehr lisst sich beweisen, dass bel diesen oo® Operationen Kreise
in ebensolche tibergehen, wobei gerade Linien als specielle Kreise
anzusehen sind (genauer ausgesprochen, das System der co? ge-
raden Linien als ein besonderes System von Kreisen durch einen
festen Punkt).

4. Durch jede lineare Substitution 2 = wo a, 3, 7,8

') Die aber jedenfalls imaginar sein wird, falls wir im Raume von einem
reellen Coordinatensystem ausgegangen sind.
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Wir erinnern zu dem Zwecke an die Fundamentaleigenschaft
der linearen Substitution, Doppelverhdltnisse nicht zu dndern (wobei
das Doppelverhiltnis von vier complexen Groflen durch die fiir
reelle Oroflen aufgestellte Formel zu definieren ist). Wir zeigen
nun, dass das Doppelverhiltnis von wvier complexen Zahlen dann
wnd nur dann reell ist, wenn die Bildpunkte dieser Zahlen auf einem
und demselben Kreise (speciell: auf einer geraden Linie) liegen. Ks
wird eben daraus folgen, dass bei unseren Transformationen Kreis-
linien geradezu in ebensolche (speciell auch in gerade Linien)
ibergehen: anders ausgesprochen, dass sdmmtliche oo® Kreislinien
der Ebene in Bezug auf unsere oo® Gruppe einen sog. Korper bilden.?)

Betrachten wir in der That vier complexe Groflen 2z, 2,
23, 2, mit dem Doppelverhéltnisse:

L T

2 2y) = :
(212525 24) By — 7y By,
Ein solches Doppelverhdlinis wird dann und nur dann reell aus-
fallen, wenn sem Argument zum Verschwinden (oder mindestens
zu einem ganzen Vielfachen von 2m) gebracht wird, d. h. wenn

Lo ) 2 — 2 27—z .

die beiden Groflen: 2—=2 und L%, von Vielfachen von 2=
2y— 2y 22y

abgesehen, gleiche Argumente besitzen.

Aber das Argument von
2 — 2
2 —2
gleich, d. h. der Differenz der Winkel, welche die beiden Richtungen
2,2, und 2,2, bezw. mit der z-Axe bilden; es folgt also:

ist der Differenz zwischen denjenigen von &, —z2; und 2,—=z,

74—z : a— : — L e
arg 3—1—?3 = Wink. (z, 2, 2,) — Wink. (, 2; 2,) = Wink. (2, 25, 25 2,),
2 %3

d. h. gleich dem Winkel, unter welchem die Strecke 2,2, von 2z
aus gesehen wird. Das Gleiche gilt natiirlich mutatis mutandis auch
fiir den zweiten einfachen Bruch. Das Doppelverhiltnis (2 2; 2, 2,)

wird daher eben dann reell sein, wenn die beiden Winkel 2,2, 2,
AN
und 2, 2,2, von ganzen Vielfachen von 2= abgesehen, der Grifle

und dem Sinne nach einander gleich sind, d. h. eben, wenn die
vier Punkte auf cinem und demselben Kreise liegen, oder speciell
auf einer geraden Linie, falls die beiden Winkel selbst verschwinden.

5. Die Gruppe der linearen Substitutionen einer complexen
Variablen bildet sich daher in der recllen Ebene als eine cof conti-
nuierliche Gruppe birationaler (quadratischer) Transformationen ab,
welche die Punkte einer Kreislinie in ebensolche (speciell, in Punkte

Y RuEIN: Vergleichende Betrachtungen iiber neuwere geometrische For-
schungen (Leipzig, 1872); §§. 5, 6.



304 Gino Fano.

einer geraden Linie) dberfithren. Derartige Transformationen nennt
man nach Mosus t) directe Kreisverwandtschaften; sie haben, u. A.,
die merkwiirdige Kigenschaft Winkelgrofien nicht zu #ndern (d. h.
conforme Transformationen zu sein, ?) und zwar in der Weise, dass
dabei nicht blof die absolute Grofle, sondern auch der Sinn eines
jeden Winkels ungeiindert bleibt (wie es auch aus dem Umstande
hervorgeht, dass die bez. Transformationen eine continuicrliche

Gruppe bilden),

Ich darf aber noch darauf aufmerksam machen, dass neben
diesen directen Kreisverwandtschafien noch andere (nicht minder
wichtige) Transformationen vorhanden sind 3), welche dieselben
Eigenschaften besitzen, aber doch die Winkel wmlegen; es sind das
die sogenannten inversen Kreisverwandischaften. Sie bilden eine
zweite continuierliche co® Schar, welche keineswegs an und fiir
sich eine Gruppe ist, aber doch zusammen mit ersterer (d. h. mit
der Gruppe der directen Kreisverwandtschaften) eine solche (und
zwar eine sog. gemischte Gruppe) bildet. *) Nach einem bekannten
Satze von Herrn Lie%) werden daher simmtliche inversen Kreis-
verwandtschaften aus den directen durch Multiplication mit einer
beliebigen aus ihnen zu erhalten sein. Nun sind aber unter den
inversen Kreisverwandtschaften die sog. Transformationen durch re-
ciproke Radien (oder Inversionen) vorhanden, und unter Letzteren,
falls der Inversionskreis sich auf eine gerade Linie reduciert, die
Spiegelungen in Bezug auf die co? geraden Linien der Ebene. Die
inversen Kreisverwandtschaften werden daher aus den directen
durch Multiplication (rechts oder links) mit der Spiegelung an einer
bestimmten geraden Linie hervorgehen. Nehmen wir nun Letztere
als 2-Axe (d. h. als Axe der reellen Zahlen), so fithrt die bez.
Spiegelung auf diejenige analytische Transformation, bei welcher
eine jede complexe Grofie z==x | ¢y durch die conjugierte 2=z ~iy
zu ersetzen ist. Wir schliefien also:

Die inversen Kreisverwandischaften der Ebene sind als Bild
derjemagen analytischen Transformaiionen einer complexen Variablen

1) Vgl. die Abh.: Uber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuven
(Leipz. Sitzungsher., Math.-Phys. Classe, Bd. 4, 1853); Die Theorie der Kreis-
verwandtsehaft in rein geometrischer Darstellung (Leipz. Abh, Bd. 2,1835; od.
auch Ges. Werke, Bd. IL)

az|

B
yz+3
Beispiel einer Funetion ciner complexen Verdnderlichen (in Riemanwn’schem
Sinne).

%) Tn der That ist die lineare Function oz’ = ein hichst einfaches

% KiLein: Vergleichende Betrachiungen ... .. (Vgl. inshes. die dem §. 6,
beim Abdruck in Ann., Bd. XLIII, hinzugefiigte Note.)

%) Dadurch sind aber simmtliche birationale Transformationen der Ebene
erschopft, bei denen Kreislinien in ebensolehe wihergehen.

5) Vgl. Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I, Cap. 18, 8. 315—316.
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z=x -1y anzusechen, bei denen die neue Variable z' =o' iy
eine gebrochene lineare Function, wicht von z selbst, sondern der con-

jugierten Grifle &==x—1iy ist.?)

6. Die aufgestellte Frage ist somit auf diejenige nach den
endlichen Gruppen directer Kreisverwandtschajten in der recllen Bbene
zurtickgefiihrt. Wir haben daher das projective Gebiet verlassen,
sind aber anderseits vollstindig ins reelle getreten. Nun wollen
wir auch, unbeschadet der Realitit, ins projective Gebiet zuriick.

Zu dem Zwecke greifen wir nach der bekannten stereogra-
phischen Projection der Kugel, d. h. nach der eindeutigen Corre-
spondenz zwischen irgend einer Kugelfliche und unserer z-Ebene,
welche durch Projection der Ersteren aus einem beliebigen ihrer
Punkte, insbesondere aus einem Punkte des auf diese Ebene senk-
recht stehenden Durchmessers herzustellen ist. Beschrinken wir
uns auf die Betrachtung reeller Punkte, so ergibt das Projections-
centrum O selbst die einzige Ausnabme in Bezug auf die Ein-
deutigkeit der Correspondens, insofern demselben (falls die gebréuch-
lichen Grundlagen der projectiven Geometrie aufrecht zu halten
sind) simmtliche co! unendlich fernen Punkte der z-Ebene ent-
sprechen. Ubertragen wir nun unsere Abbildung der complexen
Variablen 2=—=x-}-¢y aus der bisherigen z-Ebene auf die derselben
eindeutig entsprechende Kugelfliche, so erweist sich ja auch jene
einzige Ausnahme als sehr zweckmiiflig, insofern der e¢inzige Punkt
O als Bild des einer unendlich groflen Wertes der Variablen z
erscheint, welcher, vom projeciiven Standtpunkte aus, mit jedem
anderen Werte derselben gleichberechtig ist. 2) %)

Bekanntlich entsprechen, bei dieser stereographischen Pro-
jection der Kugelfliche, Punkten einer Kreislinie auf der z-Ebene
ebensolche auf der Kugelfliche, und umgekehrt; speciell Punkten
einer geraden Linie der z-Ebene Punkte eines Kreises durch das
Projectionscentrum. Auf der Kugelfiiiche erhalten wir nun als Bild
der simmtlichen linearen Transformationen der Variablen 2, ene
o8 continuierliche Gruppe von Punkttransformationen, bei welchen
Kreise in Kreise,*) daher auch ({immer auf der bez. Kugel) Punkte

1) Die Gruppe der Kreisverwandtschaften wird ofters als Gruppe der
reciproken Radien bezeichnet. Ich darf aber darauf aufmerksam machen, dass die
eigentlichen Transformationen durch reciproke Radien blofi ein ganz besonderer
Fall von Transformationen dieser Gruppe (und zwar von ¢nversen Kreisverwandt-
schaften) sind.

?) Von hier aus wird man dazu gefiihrt, in der Geometrie der reciproken
Radien der Ebene keineswegs noch co! unendlich weite Punkte (wie es in der
projectiven Geometrie der Fall ist), vielmehr nur einen einzigen unendlich fernen
Punkt zu ertheilen.

%) Ich brauche kaum daran zu erinnern, wie oft diese Darstellung der
complexen Variablen auf der Kugelfliiche (beispw. in der Functionentheorie) sich
als hochst niitzlich erwiesen hat.

4) Auf der Kugelfiiche ist nun auch die in der ebemen Abbildung auf-
tretende Ausnahme, wobei gerade Linien als specielle Kreise erschienen, bei Seite
geschafft.

Monatsh, f, Mathematik u. Physik. VII. Jahrg. 20
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einer Ebene in cbensolche dbergehen. Letziere ist aber, insofern es
sich wm Transformationen des Gesammirawmes handelt, eine charak-
teristische Ligenschaft der projectiven Transformationen; es entsteht
daher die Frage, ob die von uns auf der Kugelfiiche erhaltenen
Punkttransformationen etwa nicht auf den Gesammitraum ouseu-
dehnen sind, und zwar in der Weise, dass dadurch projective Trans-
Jormationen desselben entstehen, welche die Kugelfiiche in sich iber-
Jiihren; anders ausgesprochen, ob jene Transformationen der Kugel-
fliche in projectiven, reellen, die Kugelflliche in sich selbst iiber-
fithrenden Transformationen des Gesammtraumes enthelten sind. )
— Und so ist es auch in der That. Betrachten wir nimlich irgend
einen reellen Raumpunkt P, so sind auf unserer Kugelfliche un-
endlich viele reelle Punktepaare Aa, Bb, ... vorhanden, deren
jedes auf einer von P auslaufenden geraden Linie liegt, 2) und die
daher zu je zweien in einer (nicht aber simmtlich in derselben)
Ebene liegen. Bei einer beliebigen unserer oo Transformationen
der Kugelfliiche werden solche Punktepaare Aa@, Bb, ... in An-
dere A'a', B'V, ... tibergefithrt, die auch zu je zweien in einer
Ebene liegen miissen; die geraden Linien A'e’, B'Y, ... werden
sich daher zu je zweien treffen, und da sie nicht simmtlich in einer
und derselben Ebene liegen, so werden sie alle durch einen und
denselben Punkt hindurchgehen. Diesen Punkt P’ wollen wir
dem Punkte P zuordnen, entsprechend derjenigen Transformation
(o
liche oot Transformationen der Kugelfliche bestimmen in der Weise
ebensoviele eindeutige (birationale) und sie selbst bezw. enthaltende
Tramsformationen des Gesammiraumes. Es bleibt nur noch tbrig
nachzuschen, ob die so aufgestellten Raumtransformationen wirk-
lich auch projective Transformationen sind. Nun ist es vor Allem
klar, dass Punkten einer geraden Linie oder einer Ebene, welche
die Kugelfliche in reellen Punkten (allgemein zu reden also in einem
Punktepaare, bezw. einer Kreislinie) treffen, ebenfalls Punkte einer
solchen Geraden Linie, bezw. einer solchen Ebene entsprechen.
Is folgt daraus, dass auch Punkten einer beliebigen geraden Linie
ebenfalls Punkte einer geraden Linie entsprechen (da durch eine
gerade Linie immer unendlich viele Ebenen hindurchgehen, welche
die Kugelfliche liings reeller Kreislinien treffen); daher werden auch
sich schneidenden geraden Linien ebensolche, und den Punkten und
geraden Linien einer beliebigen Ebene, auch ebensolche ent-
sprechen. Wir haben es nun in der That mit einer projectiven,

"], die wir anf die Kugelfliche angewandt haben. Sgmmt-

1) Die bez. Antwort, wenn auch bejahend, ist keineswegs unmittelbar, um
so mehr, da wir einfach wissen, wie die reellen Punkic der Kugelfiiche unter-
einander transformiert werden. — Ubrigens hiitte man auch direct beweisen konnen,
dass bei Kreisverwandtschaften in der Ebene Kreisbiischel und Kreisbiindel in
ebensolche tibergehen; das wollen wir aber nicht voraussetzen.

%) Liegt P auf der Kugelfliche, so sind etwa 4, B, ... als mit P selbst
zusammenfallend anzusehen.
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durch die gegebene Transformation der Kugelfliche eindeutig be-
stimmten Transformation des Gesammtraumes zu thun.

Im Ganzen, erhalten wir dadurch oof reelle, projective,
unsere Kugelfliche in sich tiberfithrende Raumtransformationen, die
offenbar auch eine continuierliche Gruppe bilden. Sind némlich
A, B irgend zwei Transformationen unserer Kugelfitiche, deren Pro-
duct 4 B= C ist; sind ferner 4', B', C' die (eindeutig bestimmten)
entsprechenden Raumtransformationen, so muss auch 4'B' = ('

sein; andernfalls wiirde A'B' C'™" eine projective nicht identische
Raumtransformation sein, bei welcher jeder Punkt der Kugelfléiche
in sich selbst iibergehen wiirde; was offenbar auszuschlieflen ist.
— Und da eine jede (nicht ausgeartete) Fliche 2%* Ordnung, ins-
besondere auch jede Kugelfliche geradezu oo® (reelle) projective
Transformationen zuliisst, so haben wir es mit der grifliten conti-
nuierlichen Gruppe projectiver Transformationen unserer Kugelfliche
zu thun, Das wird aber noch keineswegs die Gruppe aller pro-
jectiven Transformationen dieser Kugelfliche sein, insofern es sich
hier um eine jedenfalls continuierliche Gruppe handelt, wobei noth-
wendigerweise ein jedes der beiden Systeme von (auf der Kugel-
fliche imagindiven!) KErzeugenden in sich selbst itbergehen muss;
wihrend bei gewissen (anderen) projectiven Transformationen die-
selben Systeme auch unter einander vertauseht werden. Das ist
ndmlich bei jeder nicht ausgearteten Fliche 2%» Grades fiir eine

zweite co® continuierliche Schar von Operationen der Fall. Wir
schliefen daher:

Die Gruppe der linearen (projectiven) Transformationen einer
complexen Verdnderlichen bildet sich als die oo® Gruppe der directen
Kreisverwandtschaften der recllen Ebene ab, oder auch als die oo®
continuierliche Gruppe projectiver Raumtransformationen dic eine
Kugelfliche in sich diberfihren.

Anders ausgesprochen (Kumix: Vergleichende Betrachtungen
ceeey §6):

Die Theorie der bindren Formen complexer Variabeln findet
ihre bildliche Darstellung durch die Geometrie der reciproken Radien
(genauer ausgedriickt, der directen Kreisverwandtschaften), oder auch
durch die projective Geometrie der reellen Kugelfliche (mit der Be-
schrinkung, im letzteren Falle, auf die Continuitit der bez. Gruppe).

Denjenigen projectiven Umformungen der Kugelfliche, welche
die beiden Systeme jmagindrer Erzeugenden unter einander ver-
tauschen (Transformationen 2 Art) entsprechen durch stereographi-
sche Projection auf die Ebene (wie leicht zu erkennen ist) die
inversen Kreisverwandtschaften. Und den eigentlichen Transforma-
tionen durch reciproke Radien in der Ebene entsprechen auf der
Kugelfliche die oc® perspectivischen Collineationen, welche die
Kugel in sich iberfihren, bei denen also das Collineationscentrum
und die Collineationsebene einander bezw. als Pol und Polarebene
in Bezug auf die Kugel entsprechen. Ist Letztere insbesondere eine

20%
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Durchmesserebene der Kugel, so haben wir es mit einer gewhn-
lichen Spiegelung an dieser Ebene zu thun.

Unsere Frage ist nun jetzt darauf zuriickgefiihrt, simmtliche
endlichen Gruppen reeller projectiver Umformungen einer Kugelfliche
zu bestimmen, wobei ein jedes der beiden Systeme imaginirer Er-
zeugenden bei jeder Operation der Gruppe in sich selbst tiber-
gehen muss.?)

- . . uz . .
7. Bei jeder linearen Transformation 2’ = j«—? bleiben zwes
122

Werte von 2 =2 -}-¢y ungeiindert, dic aber auch zusammenfallen
konnen (es ist das der Fall der sog. parabolischen Transformation).
Wir erhalten somit reelle projective Umformungen unserer Kugel-
fliche, bei deren jeder zwei reelle, etwa auch zusammenfallende
Punkte derselben ungeiéindert bleiben; mit letzteren bleibt offenbar
zugleich die bez. Verbindungslinie ungeéindert, welche sich im Falle
einer parabolischen Transformation auf eine Tangente an die Kugel-
fliche reduciert.?) Bekanntlich ist aber eine parabolische Trans-
formation niemals eyclisch (d. h. sie kann sich nach einer endlichen
Anzahl von Malen keineswegs reproducieren); es folgt also, dass in
unseren endlichen Gruppen blofl solche Transformationen enthalten
sein ktnnen, bei denen zwel getrennte reelle Punkte der Kugel-
fliche ungeiindert bleiben.?)

Bei einer solchen Umformung wird zugleich mit der geraden
Linie a, welche die Kugelfliche in reellen getrennten Punkten
trifft, auch ihre Polarreciproke in Bezug auf die Kugel in sich
selbst iibergehen; Letztere wird ganz aufierhalb der Kugel liegen,
und als Durchschnitt der beiden Tangentenebenen an die Kugel-
fliche in den bez. Durchschnittspunkten mit ¢ herzustellen sein.
Dadurch sind, allgemein zu reden, simmtliche reellen sich selbst
entsprechenden Klemente (d h. Doppelelemente) der Collineation
(zwei Punkte, zwei gerade Linien und zwei Ebenen) erschopit.
Insbesondere enthilt die gerade Linie b, allgemein zu reden, keinen

1y Bei jedem auf der Kugelfliiche eventuell liegenden Doppelpunkte sind
daher, im Biischel der bez. Tangenten, die die beiden imaginiren Erzeugenden
vertauschenden und jedentfalls symmetrischen Involutioneu auszuschliefien.

%) Es ist mnicht schwer einzuschen, dass bei einer parabolischen Trans-
formation sogar simmtliche Tangenten an die Kugelfliche, die den einzigen auf
derselben liegenden Doppelpunkt enthalten, und simmtliche Punkte einer aus
diesen Tangenten in sich selbst fibergehen miissen.

%) Dasselbe Resultat wiirden wir anch folgendenmaflen erschliefien kinnen:
Bei jeder reellen projectiven Raumtransformation geht mindestens eine reefle Ge-
rade in sich iber. Denn eine solche ist durch jeden eventuell vorhandenen reellen
Doppelpunkt zu finden; und falls reelle Doppelpunkte nicht existieren, so sind
jedenfalls zwei conjuglert imaginiire zu finden, deren Verbindungslinie eine reclle
Gerade sein wird, Mit dieser einen geht auch ihre Polarreciproke in Bezug auf
die Kugel in sich iiber; und eine der beiden muss eben die Kugel in reeflen (auch
in sich selbst iibergehenden) Punkten treffen. Und falls die beiden Durchschnitts-
punkte zusammenfallen sollten, wiirde die entsprechende Transformation jedenfalls
nicht eyeliseh, folglich fiir uns auszuschlieflen sein.
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reellen. Doppelpunkt; und ist auf derselben ein solcher Doppelpunkt
vorhanden, so miissen sidmmtliche auf ihr liegenden Punkte sich
selbst entsprechen (d. h. auch Doppelpunkte sein). Es folgt das daraus,
dass unsere Collineationen die auf b liegende elliptische Involution
der in Bezug auf die Kugelfliche reciproken Punktepaare in sich
iiberfilhren miissen (ohne die bez. imagindiren Doppelpunkte zu
vertauschen); daher miissen die Punkte von & selbst bei einer
solchen Collineation, falls sie nicht sémmtlich Doppelpunkte sind,
in einer ebenfalls elliptischen mit jener Involution vertauschbaren
Projectivitit einander entsprechen, wobei eben reelle Doppelpunkte
picht auftreten konnen.

Anderseits miissen aber, wie bereits gesagt, simmtliche von
uns zu- betrachtenden Operationen cyclisch sein; und fir eine cy-
clische, die Kugelfliche in sich selbst diber fithrende Collineation miissen
simmtliche Punkte der (die Kugelfliche treffenden) geraden Linie a
(daher auch simmiliche Ebenen durch b) sich selbst entsprechen. Ge-
nauer gesprochen: Bei jeder reellen cyclischen eine Kugelfliiche in sich
déiberfiihrenden Collineation (wobel die beiden Systeme imaginirer
Erzeugenden wicht unter einander zu vertauschen sind) miissen
scmmitliche Punkie einer die Kugelfiiche in reellen getrennten Punkten
treffenden geraden Linie in sich selbst dibergehen.

In der That haben wir es auf der geraden Linie @ mit einer
reellen, cyclischen, und reelle Doppelpunkte besitzenden Projectivitéit
zu thun, Und das ist blob mit der Identitidt und der gewdhnlichen
Involution der Fall (insofern der absoluten Invariante, als reeller
Einheitswurzel, blof die beiden Werte - 1 und — 1 zu er-
theilen sind, wobei zugleich, was den Wert 4- 1 angeht, der
Fall einer parabolischen nicht indentischen Transformation auszu-
schlieflen ist). Bei einer Involution wiirden aber im Innern der
Kugel liegende Punkte in auflerhalb derselben liegende tibergehen,
und umgekehrt; und das darf auch bei einer reellen Collineation
nicht vorkommen. Es bleibt also auf o selbst die Identitdt als
einzige Moglichkeit iibrig. ‘

Derartige axiale Collineationen sind, in einem gewissermalien
allgemeinerem Sinne, als eine Art Rotationen, etwa als projective
Rotationen anzusehen; sie reducieren sich ja auch auf eine gewdhn-
liche Drehung um die a-Axe, falls dieselbe den Kugelmittelpunkt
enthilt. Es sei uns daher gestattet, dieselben, der Kiirze wegen,
als projective Rotationen zu bezeichnen., (Darunter wollen wir also
simmtliche axialen, unsere Kugelfliche in sich selbst iiberfithrenden
Collineationen verstehen, bei denen simmtliche Punkte einer die
Kugelfliche in reellen getrennten Punkten treffenden geraden Linie
je sich selbst entsprechen.) Unsere endlichen Gruppen werden daher
einfach aus projectiven Rotationen bestehen). Insbesondere werden

!) Grinden wir im Raume auf unsere Kugel als Fundamentalflfiche eine
projective Maassbestimmung, wobel fiir die im Innern der Kugel liegenden Punkte
sine , Nicht-Buklidische® und zwar eine ,Hyperbolische® Geometrie gelten wird,
so erscheinen die von uns zu betrachtenden Operationen einfach als die in dieser
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zugleich auch simmtliche Punkte der (aufierhalb der Kugel liegen-
den) geraden Linie & Doppelpunkte sein kimmen; wir bekommen
dann eine geschaart-involutorische Collineation mit den beiden Ge-

raden @ und b als Leitstrahlen. (Vgl. Ruvs, Geometric der Lage,
3. Aufl,, 2. Abth,, 8. 77.)

Die sog. cyclischen Gruppen (die aus der Wiederholung einer
und derselben Operation zu erzielen sind) werden blof projective
Rotationen um eine bestimmte Axe enthalten. Aber es sind auch
andere Gruppen vorhanden, bei denen mehrere Rotationsaxen zu-
gleich auftreten; und dartiber wollen wir nun einige Sitze auf-
stellen,

8. Sollen zwei Rotationen um zwei verschiedene Axen in einer
und derselben endlichen Gruppe enthalten sein, so muss zuvirderst
ihr Product nothwendigerweise auch eine Rotation sein. Wir be-
weisen nun:

Sollen zwei projective Rotationen um zwei verschiedene Axen zu-
sammen noch eine Rotation ergehen, so miissen sich ihre Axen schneiden.
Wir bezeichnen mit R, bezw. R, die beiden Rotationen, mit a,
bezw. a, die beiden (lauter Fixpunkte enthaltenden) Axen, mit b,
bezw. b, die Polarreciproken dieser Axen. Ist das Product RE,
noch eine Rotation, so miissen Punkte, insbesondere solche im Innern
der Kugel existieren, die bei der Operation X irgend eine neue
Lage annehmen, und durch R, auf die Anfangslage zuriick-
kommen. Es sei nun 4 ein solcher innerhalb der Kugel liegender
Punkt, welcher vermdge B die (von A verschiedene) Lage 4’ an-
nimmt, und vermdge R, nach A4 selbst zurickkommt (d. h. bei
B gehe 4 in 4', bei B, aber 4’ in A iiber). Die beiden Punkte
A und 4’ werden dann in einer und derselben Ebene, sowoh! des
Biischels 8, als des Biischels &' liegen (insofern simmtliche Eibenen
dieser Biischel fir R, bezw. B, Doppelebenen sind); d. h. die Ge-
rade A4 .A" wird sowohl b als & schneiden. Nun bilden aber
simmtliche oc! projective Rotationen um die ¢-Axe eine ool con-
tinuierliche Gruppe, bei welcher ein jeder Raumpunkt lings eines

neuen Geometrie auftretenden Rotationen um irgend eine reelle Aze. Und als , Nicht-
Euklidische® Rotationen behandelt sie eben auch Herr KLEIN (in Anm,, Bd. IX).

Mit den reellen projectiven Umformungen einer Kugelfliche (immer noch
als Bild der linearen Transformationen einer complexen Verinderlichen betrachtet)
hat sich Herr KLEIN weiterhin auch in seiner Autogr. Vorlesung tber ,Nicht-
Euklidische Geometrie® (Sommersem. 1890, Bd. II, 8. i77 u. ff.) beschiiftigt.
Sieht man von den parabolischen Transformationen ab, so werden die ubrigen
Transformationen — diejenigen also, die auf der Kugelfliche getrennte Puunkte
ungeindert lassen — je mach dem Werte der bez. absoluten Invariante, in elldip-
tische, hyperbolische wnd loxodromische getheilt. Unsere projective Rotationen
sind ein besonderer Fall elliptischer Transformationen, insofern die hier ejner
Eipheitswurzel gleiche absolute Invariante eben den Modul eins hat. Hyperbo-
lische Transformationen sind ebenfalls axiale Collineationen, also auch Rotationen,
aber um eine ‘deale (d. h. die Kugel nicht treffende) Axe. Endlich sind die
loxodromischen Transformationen die allgemeinsten, d. h. die elicoidalen Nichi~
Euklidischen Bewegungen.
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in einer Ebene durch & enthaltenen Kegelschnittes (ja sogar eines
Kreises) fortschreitet; und in jeder einzelnen Ebene des Biischels &
bilden solche Kegelschnitte (bezw. Kreise) einen die zweifach
zihlende Gerade b und das eventuell reellen Durchschnittskreis mit
der festen Kugel enthaltenden Biischel. — Betrachten wir insbesondere
den in der Ebene 5.4 A" sich befindenden Kreisbiischel, so liegen
offenbar die beiden Punkte 4 und A' (die vermdge R in einander
iibergehen) auf einem und demselben Kreise dieses Biischels. Nun
wird aber dieser Kreisbiischel von irgend einer geraden Linie der
n#mlichen Ebene, etwa von 4.4’ selbst, in Punktepaaren einer
Involution getroffen, wobei der Durchschnitt mit b als Doppelpunkt
der Letzteren auftritt; es ist daher dieser Punkt 6.4 4" ein
Doppelpunkt der durch das Paar 44" und durch die reellen Durch-
schnittspunkte der geraden Linie 4 4' mit der Kugel eindeutig be-
stimmte Involution. Das muss aber offenbar, aus denselben
Griinden, zugleich auch mit dem Durchschnitte 4 A'.5, der Fall
sein; und da diese beiden Doppelpunkte auflerhalb der Kugel
liegen, werden sie nothwendigerweise mit dem einzigen auflerhalb
der Kugel liegenden Doppelpunkte jener Involution zusammenfallen
miissen; d. h. & und b, folglich auch ¢ und o, werden sich
treffen, w. z. b. w. ‘

Wir haben doch stillschweigend vorausgesetzt, dass keine
der beiden Geraden b und &' lauter Doppelpunkte der Operation
R bezw. R, enthalte. Sollte das aber auch der Fall sein, und sich
daher R z. B. auf die geschaart-involutorische Collineation mit den
Leitstrahlen @ und b reducieren, so wiirde die auf die Gterade 4.4’
durch das (auch innerhalb der Kugel liegende) Punktepaar 4.4’
und durch die (reellen) Durchschnittspunkte mit der Kugel be-
stimmte Involution immer noch im Durchschnitte 4.4'.0 einen
(und eben den einzigen aufierhalb der Kugel liegenden) Doppel-
punkt besitzen: woraus eben dasselbe Endresultat zu folgern ist. —
Ist nun aber das Product R, — RR, auch eine projective Rota-
tion, so muss seine Axe @, den Punkt a«, enthalten, folglich auch
die Polarreciproke b, in der Ebene 55, liegen. In der That folgt

aus R,=RR, sofort B =R 'R,; R=R,R ", woraus eben zu
ersehen ist, dass @, die beiden Geraden a und a, treffen muss;
und sollte das in getrennten Punkten geschehen, so wiirden die
bezw. in @, a;, @, nicht enthaltenen Punkte @, a,, a, 4, aa, immer
noch bei R bezw. R, E, in sich iibergehen miissen, also auf b,
bezw. b,, b, liegen; d. h. die genannten drei Operationen wiirden
sdmmtlich involutorisch und zu je zwelen vertauschbar sein. Und
in diesem Falle sind die sechs Gerade ¢ und b die Karten eines
in Bezug aunf die Kugel sich selbst conjugierten Tetraeders, wobei
eben die geraden Linien @ sdmmtlich die einzige innerhalb der
Kugel liegende Ecke enthalten miissen.

Es bleibt aber noch die Frage tbrig, ob das Product aus
zwei projectiven Rotationen, deren Axen sich gegenseitig treffen,
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ja auch eigentlich eine Rotation ist. Offenbar ist das der Fall,
wenn die beiden Axen sich innerhalb der Kugel schneiden; denn
dieser Punkt wird auch bei dem bez. Producte in sich iibergehen,
und unsere projectiven Rotationen sind ja eben die einzigen reellen
die Kugel in sich selbst iiberfihrenden Collineationen (1t Art),
welche Doppelpunkte im Innern der Kugel besitzen. Treffen sich
die beiden Axen auf der Kugel selbst, so kann man noch beweisen,
dass das bez. Product (falls dasselbe keine parabolische Trans-
formation ist) ') auch eine projective Rotation um eine denselben
Punkt der Kugelfliche enthaltende Axe ist; das hat aber fiir uns
keine besondere Wichtigkeit (vgl. ff. §). Fillt doch der Schnitt-
punkt aa, aulerhalb der Kugel, so wird dieser Punkt fiir das Pro-
duct R R, allerdings ein Doppelpunkt, das Product selbst daher
eine axiale Collineation sein; aber die diesen Punkt enthaltende
Axe wiirde immer noch aufferhalb der Kugel liegen oder dieselbe
einfach bertihren konnen; und in dem Falle wiirde das Product

selbst keine projective Rotation (in dem von uns bestimmten
Sinne) sein.

9. Sollen nun zwei oder mehrere Rotationen mit verschiedener
Axe zu einer endlichen Gruppe Anlass geben, so miissen sich diese
Axen zu je zweien schneiden; aber voraussichtlich wird man auch,
was die Lage solcher Schnittpunkte in Bezug auf die Kugel an-
geht, weitere Beschriinkungen aufstellen konnen. Wir beweisen
nun, zZweitens:

Damit zwei projective Rotationen mit verschiedener Axe in einer
und derselben endlichen Gruppe entholten sein kinnen, miissen sich
ihre Axen innerhalb der Kugel schnciden.

Zu dem Zwecke, wollen wir zeigen, dass der Schnittpunkt
der beiden Axen weder auf der Kugel, noch auflerhalb derselben
liegen kann. — Wir nehmen zuvirderst an, er liege auf der Kugel-
fliche, und bezeichnen immer noch durch R, R, die beiden
Operationen, durch ¢ und ¢, die bez. Axen. Offenbar sind die
genannten Operationen wicht vertauschbar, folglich die beiden Pro-
ducte RE, und R; R von einander verschieden. Doch miissen
Rund B, selber im Biischel der die Kugelfliche im Punkte aa, = P
bertihrenden geraden Linien mit einander vertauschbare Transfor-
mationen ergeben, weil beide die durch P gehenden imaginiren
Yrzeugenden ungedindert lassen (anders ausgesprochen, sie miissen
in diesem Biischel gewdhnliche Rotationen ergeben). Es folgt daraus,

dass das Gesammtproduct (BR,) (R, R)™" jedenfalls simmtliche
Tangenten an die Kugelfliche im Punkte P ungesindert ldsst, aber

') Bo wiirde es eben der Fall sein, wenn die beiden vorgelegien Operationen
geradezu Involutionen (d. h. geschaart-involutorische Collineationen) sein sollten.
Haben wir niimlich auf einer Punktreihe zwei Involutionen mit einem gemein-
samen Doppelpunkte, und werfen diesen einen ins Unendliche, so bekommen wir

zwei Spiegelungen, deren Product eine 7Twamslation, also eine parabolische Trans-
formation ist.
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immer noch keine identische Transformation im Raume, und
selbst in der die Kugelfliiche in P beriihrenden Ebene (die Ebene
jenes Biischels) ergibt. Ich behaupte nun, dass dieses Product eine
parabolische Transformation ist; woraus sofort zu folgern sein wird,
dass B und R, zu keiner endlichen Gruppe Anlass geben konnen.

In der That gestattet unsere Kugelfliiche co? projective Trans-
formationen, die den Punkt P, folglich auch die bez. Tangenten-
ebene ungeindert lassen; darunter eben R und B,. In dieser Ebene
gehen zwel gewisse conjugiert imaginire Gerade (die beiden Er-
zeugenden der Kugelfliche) bei siimmtlichen co* Transformationen
in sich tiber; durch Umformung nach dem Dualitdtsprineip kdnnen
wir also sagen, wir haben es in dieser Ebene mit einer co* Gruppe
projectiver Transformationen zu thun, bei welcher zwei (conjugiert
imaginire) Punkte in sich iibergehen; etwa mit der Gruppe der
Ahnlichkeitstransformationen.l) Dann sind die beiden Producte £ R,
und R, B auch (directe) Ahnlichkeitstransformationen, und zwar
solche, bei denen s#mmtliche Strecken nach demselben Verhiltnis

gesindert werden; folglich das Gesammtproduct (RE,) (R, B)™
eine Bewegung, und zwar eine solche, bei welcher simmtliche,un-
endlich weit liegenden Punkte in sich iibergehen; also eine Trans-
lation. Und das ist eben eine parabolische (folglich nicht cyelische)
Transformation.

Wir nehmen an, zweitens, der Schnittpunkt ea, = P liege
auflerhalb der Kugel. Dann wird die Polarebene von P die Kugel
lings eines reellen Kreises treffen. Wir konnen auch annehmen,
es sei ¢ ein Durchmesser der Kugel (was immer durch projective
Umformung zu erzielen ist); dann ist B eine Rotation in gewohn-

A

lichem Sinne, um eine Winkelgriofie , falls B cyclisch nter

Ordnung ist, und %, » relative Primzahlen sind; wir konnen ja
. . 27 . - .
auch sagen um einen Winkel i indem wir eventuell statt R

eine passende Potenz dieser Operation einfiihren. — Wir betrachten
nun zugleich die transformierte Operation R'=E'RE.; die-

selbe ist auch cyclisch n'** Ordnung, und ihre Axe &' wird die-
jenige (von @ und @, verschiedene, aber ebenfalls durch P gehende)
gerade Linie sein, in welche @ vermoge R, tibergeht. Auf dem
Durchschnittskreise der Kugel mit der Polarebene von P ergeben
£ und B elliptische (d. h. reelle Doppelpunkte nicht besitzende)
Projectivititen, deren erstere einfach eine gewohnliche Drehung
um den Kreismittelpunkt ist. Dagegen besitzen zwei vermoge
RB' einander entsprechende Punkte dieses Kreises eine innerhalb
eines gewissen Intervalles veréinderliche Bogenentfernung. Inner-
halb dieses Intervalles liegt mindestens ein ganzes Vielfaches von

. ) Diese Dualitiitsumformung ist keineswegs nothwendig; sie gestattet aber
die Sache leichter einzusehen.
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2 . .
T denn wire die genannte Bogenentfernung etwa immer grofer

2k= 2(k--1)=
n

und kleiner als =———

als , 8o wirde dieselbe nach #-maliger

Wiederholung von R’ fiir je zwei sich entsprechende Punkte zwischen

den Grenzen 2k= und 2(k - 1)= liegen, also R unmoglich der
Identitéit gleich sein, wie nach der Voraussetzung geschehen muss.

— Illt nun die Bogenlidnge _2_/21 innerhalb des genannten Inter-

valles, so muss die (keineswegs identische!) Operation R' R™" min-
destens einen auf dem betrachteten Kreise liegenden reellen Doppel-
punkt @ besitzen (ja sogar zwei solche Doppelpunkte; diejenigen
némlich, deren Bogenentfernung von den vermdge R' ihnen ent-

sprechenden Punkten geradezu:%‘? ist). Es hat daber das Product

B'R™ mindestens zwei reelle Doppelpunkte P und @, deren
Verbindungslinie offenbar die Kugel in @ selbst beriihrt, wihrend

P auferhalb der Kugel liegt. Es kann also keineswegs R' R~ eine
projective Rotation um eine durch P gehende Axe sein; denn eine
solche Axe wiirde zugleich auch @ enthalten, und daher mit PQ
zusammenfallen miissen. Anderseits aber muss das eben geschehen

(d. h. B'R™ muss eine Rotation um eine P enthaltende Axe sein),
falls B und R', also auch R und B, zu einer endlichen Gruppe
Anlass geben; wir sind daher nochmals auf einen Widerspruch
gekommen. Ks muss also der Schnittpunkt ee, innerhalb der
Kugel liegen.?)

10. Sollen daher mehrere projective Rotationen in einer wnd
derselben endlichen Gruppe enthalien sein, so miissen sich thre Awxen
zu je zweien im Innern der Kugel schuneiden.

Wir beweisen nun, drittens, dass (falls diese Axen in grsferer
Anzahl als zwei vorhanden sind) dieselben unmoglich alle in einer
und derselben Ebene liegen konnen, und foglich nothwendiger-
weise durch einen und denselben innerhalb der Kugel liegenden Punkt
hindurchgehen werden. — Nehmen wir an, sie liegen sammtlich
in einer (die Kugel lings eines reellen Kreises treffenden) Ebene =;
es wird dann diese Ebene in Bezug auf die ganze Gruppe un-
geéndert bleiben und in derselben werden die einzelnen Operationen

1) Was die Nich¢-Euklidische (und zwar immer die hyperbolische) Geometrie
angeht, so diirfen wir nun schlieBen, dass in Letzterer das Product aus zwei
Rotationen um zwel eigentliche und in einer Ebene liegende, aber sich nicht
treffende und zugleich auch nicht parallele Axen mdglicherweise auch eine Ro-
tation um eine sog. ideale Axe sein kann; d. h. eine Operation fir die simmt-
liche Tbenen eines eigentlichen Biischels (statt Punkten einer eigentlichen geraden
Linie Doppelelemente sind, wobei dann jeder Punkt in der ihn enthaltenden
Ebene des Biischels lings einer Linie gleicher Enifernung von der gemeinsamen
Axe fortschreiten wird. :
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dieser Gruppe reelle und perspectivisch-cyclische, folglich auch in-
volutorische Collineationen ergeben. Es folgt daraus, dass sémmt-
liche Collineationen der Gruppe auch fir den Gesammtraum
involutorisch (und zwar geschaart-involutorisch) sein miissen ; weiter
aber moch, dass sie zu je zweien vertauschbar sind. Denn
aus K =R :(RRl)2 = 1 (wobei aber B 2= R)) folgt eben
RR = (RR) =R "R'=R E. Es muss daher auch jede ein-
zelne Rotationsaxe bei jeder Operation der Gruppe in sich iiber-
gehen; und wir bekommen somit in der Ebene = perspectivische
Collineationen, bei deren jeder die Collineationsaxe durch das Centrum
jeder anderen geht; d. h. die Axen sind zu je zweien in Bezug
auf den Durchnittskreis von = mit der Kugel reciprok. Ander-
seits miissen sie aber simmtlich diesen Kreis in reellen Punkten
treffen; und offenbar sind beide Bedingungen fiir mehr als zwei
Axen zugleich nicht vertriglich. o

Wir schlieflen also: Jede endliche Gruppe reeller projectiver
Umformungen einer Kugelfiiche (wobei keine Operation der Gruppe
die beiden Systeme imaginirer Erzeugenden unter einander ver-
tauscht) besteht aus sog. projectiven Rotationen ewtweder wm eine
cinzige Axe, oder auch um mehrere Axen, die aber sdmmitlich durch
cinen innerhalb der Kugel liegenden Punkt hindurchgehen.

Diesen simmtlichen Axen gemeinsamen Punkt konnen wir
(und zwar auf oo® verschiedene Weisen) durch eine weitere reelle
Projectivitiit ins Centrum der Kugel verlegen; und da eine pro-
jective Transformation die eine Kugel nebst dem bez. Mittelpunkte
in sich tiberfithrt, einfach eine gewthnliche Rotation um diesen
Mittelpunkt ist, so schlieflen wir ferner:

Die Bestimmung der endlichen Gruppen linearer Transformationen
einer Verdnderlichen ist auf diejenige der ebenfalls endlichen Gruppew
von Drehungen (des Buklidischen Roumes) um einen festen Punkt
suriickgefiihrt.

Bereits vorher (vgl. §. 6) hatten wir dieselbe Bestimmung
auf diejenige der reellen endlichen projectiven Gruppen zuriick
gefiihrt, die eine Kugel in sich iiberfihren (mit der bekannten Be-
schrankung beziiglich der beiden Systeme von Erzeugenden). Nun
sehen wir weiter, dass letztere endliche Gruppen, entweder selbst
einfach aus Botationen wm den Kugelmittelpunkt bestehen, oder aber,
innerhalb der allgemeinen oo® reellen Gruppe, mit einer solchen
gleichberechtigt sind (vgl. § 3).

Der aus simmtlichen Drehungen um den Kugelmittelpunkt
bestehenden co® Untergruppe (der oc® Gesammtgruppe) kann man
folgende lineare Transformationen zuordnen:

. (@+ice—(b—ia)
T (oFia)z4-(d—ic)

unter @, b, ¢, d, reelle und der Gleichung:

a? L b2 |2 f-di=1

k4
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geniigende Zahlen verstanden. Es ist das die sog. Cayley'sche
Formel (Math, Ann., Bd. XV (1879); vgl. auch Kumv: Vorlesungen
iiber das Ikosaeder . . . ., 8. 32). Es entspricht aber, was die
Werte von @, b, ¢, d angeht, jeder Drehung der Kugel um den
bez. Mittelpunkt noch eine doppelte Moglichkeit, insofern simmt-
liche Grofen @, b, ¢, d zugleich ihr Vorzeichen wechseln diirfen.

Allgemein zu reden, diirfen wir sagen, dass diesen besonderen
Substitutionen der Variablen z die co® Gruppe der reellen projec-
tiven Umformungen der Kugelfliche entspricht, bei welcher ein im
Innern der Kugel liegender Punkt in sich dibergeht. Lassen wir da-
gegen einen auferhalb der Kugel liegenden Punkt (daher auch
irdend einen reellen Kreis auf der Kugelfliche) in sich ibergehen,
so haben wir es mit einer ganz verschiedenen co? Giruppe linearer
Substitutionen der Variablen z zu thun, welche mit derjenigen der
reellen linearen Transformationen gleichberechtigt ist.

11. Die Bestimmung siimmtlicher endlichen Gruppen wvon
Drehungen um einen festen Punkt, ja allgemeiner auch aller moglichen
(endlichen wnd unendlichen) Gruppen von Bewegungen im Euklidi-
schen Raume, findet sich in Herrn Jorpax’'s Abhandlung: Mémoire
sur les groupes de mouvements (Annali di Mat., ser 28, vol. II, pp.
167—2155 322—345). Wir werden uns daher darauf beschrinker
dirfen, das was uns besonders interessiert, hier kurz anzugeben;
fiir alles Ubrige verweisen wir auf die gen. Abhandlung selbst
(speciell auf §. 14, S. 178 u. ff.)

Wir nehmen zuvérderst an, wir haben es wit Drehungen um
eine einzige Aze zu thun. KEs folgt dann ohne Schwierigkeit, dass
simmiliche Operationen der Gruppe durch Wiederholung einer und
derselben Drehung 2u erzielen sind; Letztere wird den kleinsten iiber-
haupt miglichen Drehungswinkel besitzen, und dieser Winkel wird ein
ganzer Theiler von 2 = sein. Fiir jede positive ganze Zahl n bekommen
wir somit eine eyclische Gruppe C, die Herr Kimx als Kreis-

thetlungsgruppe bezeichnet hat. Auf der Kugel sind das die %

Drehungen um einen Winkel -2—55—“ (k=0,1,2,...,n—1) und mit

fester Axe; analytisch sind das auf die genz einfache Form
ik

2'=—e " 2z zurlckfilhrbare Substitutionen.

Zweitens wollen wir annehmen, die Gruppe enthalte Drehungen
um mindestens zwei verschiedene Axen. Dabei sind aber noch
zwel weitere Fille zu unterscheiden:

a) Die eventuell vorhandenen nicht involutorischen Operationen
(d. h. Drehungen um einen kleineren Winkel als =) besitzen
simmtlich eine und dieselbe Rotationsaxe;

b) Es sind in der Gruppe Drehungen um einen kleineren Winkel
als = und um mindestens zwel verschiedene Axen vorhanden.
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@) Dieser Fall filhrt uns zu der nach Herrn Kirm sog.
Diedergruppe. Dieselbe besteht aus 25 (1 2> 2) Operationen, deren

n eine cyclische, innerhalb der Gesammtgruppe wmwariante (oder
auch ausgezeichnete) Untergruppe (und zwar eine Kreistheilungs-
gruppe) bilden ; es sind das eben simmtliche Drehungen um einen
kleineren Winkel als =. Die iibrigen # Operationen sind blob
Umklappungen um ebensoviele auf diejenige der cyclischen Unter-
gruppe senkrecht stehende Axen, von denen je zwei aufeinander

folgende einen Winkel ::% einschlieffen. Analytisch treten jetzt

neben den # Transformationen des ersten Falles noch ebensoviele
Involutionen hinzu, bei denen die Werte 0 und oo der Variablen

2iko
n
. e
unter einander vertauscht werden (etwa alse 2/ = . )

Wir machen noch darauf aufmerksam, dass fir # =2 die
Diedergruppe mit der sog. Vierergruppe zusammenfillt; und von
projectivem Standpunkte aus, digjenige Gruppe wvon vier linearen
Transformationen eines einformigen Gebildes ergibt, bei welcher ein
System von vier Elementen in allgemeiner Lage, folglich auch oo
derartige Systeme in sich dibergehen. Und ebenso bekommen wir,
fir n =3, die Gruppe der sechs linearen (projectiven) Trans-
formationen, die irgend drei Elemente auf alle moglichen Weisen
unter einander vertauschen; fir n=4 die Gruppe der acht Trans-
Jormationen, die ein harmonisches Gebilde in sich wberfithren. Lassen
wir insbesondere bei n=—23 den gen. drei Elementen bezw. die
Werte 0, 1, oo der Variablen 2 entsprechen, so besteht die Gruppe
aus den sechs wohlbekannten Transformationen:

, 1 . 1 z2—1 2
2 '1—2 2 ' e—1"

Wir durfen auch sagen: Das volle System der Diederformen fillt,
bei m==3, mit demjenigen einer allgemeinen bindren cubischen Form
(d. h. einer Form mit nicht verschwindender Discriminante) zu-
sammen. Fir n=—2 hingt das System der Diederformen offenbar
mit demjenigen einer allgemeinen bindren biquadratischen Form,
fir 7 ==4 mit demjenigen einer bindgren biquadratischen Form mit
verschwindender cubischen Invoriante (j) auch eng zusammen; es
treten aber dabei Formen auf, die bei Letzteren nur mehrfach
gezihlt vorkommen.

) In diesem letzten Falle zeigt Herr Jorpax, dass man noch
zu drei weiteren Gruppen gelangt, deren jede einen gewissen in
der betrachteten Kugel eingeschriebenen reguliiren Kirper mit sich
selbst zur Deckung bringt. Es sind das eben die sog. Gruppen
der reguliren Korper, speciell die sog. Tetraedergruppe, die Oktaeder-
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gruppe (oder Gruppe des Wiirfels 1) und die Tkosaedergruppe (oder
auch Gruppe des Pentagondodekaeders). ?)

Die Tetraedergruppe besteht aus 12 Operationen ; soll daher
eine auf die Kugel abzubildende biquadratische Form die Ecken
eines reguliren Tetraeders (oder irgend eine mit dieser projectiv
gleichberechtigte Punktgruppe) darstellen; so ist das nothwendiger-
weise eine dguionharmonische Form (und umgekehrt). Die sog.
Tetraederform ist also einfach eine biquadratische dquianharmonische
Form (d. h. eine biquadratische Form mit verschwindender quadra-
tischen Invariante); das bez. volle System umfasst weiter noch (was
die Covarianten angeht) eine zweite biquadratische und ebenfalls
dquianharmonische Form, welche die Hesse’sche Covariante der
ersten ist, und erstere zugleich zur eigenen Hesse’schen Covariante
hat ; dazu noch die bekannte Covariante 6% Grades, die geradezu
eine Oktaederform ist. Stellt die erste biquadratische Form, gleich
Null gesetzt, irgend ein regulires Tetraeder dar, so wird durch
die zweite das bez. Gegentetraeder dargestellt (d. h. dasjenige
Tetraeder, dessen Ecken die den ersteren gegeniiber liegenden
Punkte sind.) Die Gruppe der Tetraederdrehungen ist mit der-
ienigen der cbenfolls 12 geraden Vertauschumgen von 4 Elementen
holoedrisch isomorph.

Die Olktaedergruppe besteht aus 24 Operationen, und ist mit
der Gruppe aller moglichen Vertauschungen von 4 Elementen
holoedrisch isomorph (sie permutiert ja gerade in der Weise die 4
Wiirfeldiagonalen). Sie enthélt die Gruppe der Tetraederdrehungen
als invariante Untergruppe; und es kommen noch die 12 Drehungen
hinzu, welche Tetraeder und Gegentetraeder unter einander ver-
tauschen, Das bez. volle System der Covarianten besteht hier
auch aus drei Formen, der Oktaederform, welche die Covariante
6t Grades einer allgemeinen biquadratischen Form, folglich auch
eines ganzen Biischels solcher Formen ist; und dazu noch zwei
weitere Formen, 8" bezw. 12%» Grades, welche aus dem Producte
der beiden #quianharmonischen, bezw. der drei harmonischen
biquadratischen Formen entstehen, die dem gen. Biischel ange-
horen. Die Form 8% Grades ist die dem Oktaeder entsprechende
Wiirfelform ; diejenige 12" Grades stellt die 12 dem Oktaeder und

1) Bringt nimlich irgend eine Drehung um den Kugelmittelpunkt ein
reguliires Oktaeder mit sich zur Deckung, so ist das auch mit demjenigen (in
derselben Kugel eingeschriebenen) Wiirfel der Fall, dessen Eckeniden Mittel-
punkten der Seitenfliichen des Oktaeders entsprechen (und umgekehrt). Ebenso
geschieht es beim Tkosaeder und Pentagondodekaeder; es sind eben die nimlichen
Figuren zu je zweien polar.

%) Jede einzelne dieser Gruppe kann durch eine ihrer eigemen Ordnung
gleiche Anzahl von Operationen 2ter Art erweitert werden. (Vgl KuEm, Math,
Ann., Bd. IX, 8. 190; Vorlesungen iiber das Ikosaeder ..... , 8, 20.) Diese
weiteren Operationen werden analytisch durch bilineare Gleichungen zwischen 2’
und dem mit 2 conjugierten Werte z dargestellt. — Herr KLEv hat auch die
Frage nach den diesen Gruppen entsprechenden wvollen Formensysiemen aus-
fihrlich behandelt.
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Wiirfel gemeinsamen Kantenhalbierungspunkte dar. — Von pro-
jectivem Standpunkte aus, ist diese Gruppe dadurch charakterisiert,
dass sie das System von drei zu je zwei harmonischen Punktepaaren
in sich selbst dberfiihrt.

Endlich besteht die (von Herrn Kirmx in mehreren Auf-
sitzen ganz besonders untersuchte 1) Ikosaedergruppe aus 60 Opera-
tionen; dieselbe ist mit der Gruppe der geraden Vertauschungen
von 5 Elementen auch holoedrisch isomorph. Das volle System
der Covarianten bestebt hier ebenfalls aus drei Formen, resp. vom
12%n 20 ynd 30%° Grade, die aber (wie auch in den vorigen
Fallen) nach einer gewissen Gleichung (deren Grad in den Ver-
inderlichen gleich der Ordnung der bez. Gruppe, hier also = 60
ist) geniigen. Diese Gruppe ist von den iibrigen nach mehreren
Gesichtspunkten verschieden; insbesondere ist sie einfach (enthilt
also keine invariante Untergruppe). 2) Es scheint auch nicht so
leicht, dieselbe, von projectivem Standpunkte aus, in so einfacher
Weise zu interpretieren.

12. Wir diirfen vielleicht noch das projectivisch ausgesprochene
Hauptergebnis unserer Untersuchung in folgenden Worten zu-
sammenfassen :

Die einzigen endlichen Gruppen projectiver Transformationen
eines einformigen Gebildes sind folgende:

1° Gruppen G, die durch Wiederholung einer und derselben

nicht  parabolischen, vielmehr aber von der w'** Ordwung cyclischen
projectiven. Transformation zu erzielen sind (wobel n eine beliebige
positive ganze Zahl sein mag);

2° Gruppen @,,, die aus den vorangehenden durch EBrweiterung
mit derselben Anzahl n (> 2) von die beiden festen Doppelpunkte

vertauschenden Involutionen entstehen. Darunter befinden sich ins-
besondere :

fir n = 2, die Gruppe G, der projectiven Transformationen,
die eine allgemeine Gruppe von vier Elementen in sich iiberfiihren ;

fir n =3, die Gruppe G der Transformationen, die irgend
drei Elemente des Gebildes auf alle diberhaupt mdiglichen Weisen
unter einander vertauschen. Dabei wird zugleich und in derselben
Weise ein zweites Elemententripel in sich iiberfiihrt; dasselbe
besteht aus den harmonisch conjugierten Elementen je eines der
drei ersteren in Bezug auf die beiden iibrigen;

fiir n =4, die Gruppe Gy der projectiven Transformationen,
die irgend ein harmonisches Gebilde in sich iiberfiihren (wobei zu-
gleich auch ein zweites harmonisches Gebilde in sich iibergeht) ;

1) Vgl auch den Aufsatz: Weitere Untersuchungen iiber das ITkosaeder
{Math. Ann., Bd. XII).

*) KLEN: Vorlesungen diber dus Ikosoedet ...., 8. 18.



320 Gino Fano.

3% Die Gruppe G, der projectiven Transformationen, die irgend
ein (und zugleich auch ein zweites) dquianharmonisches Gebilde in
sich tiberfiihren;

4° Die Gruppe G, der Transformationen, bei welchen ein
System von drei zu je zwei sich harmonisch theilenden Punktepaoren
ungedndert bleibt ;)

5% Eine Gruppe Gy, projectiver Transformationen, die ein
gewisses aus 12 (darunter hochstens b reellen) Elementen bestehendes
Gebilde in sich diberfiihren. Dabei gehen zugleich zwei weitere aus
20 bezw. 30 Elementen bestehende Gebilde je in sich selbst iiber.

1) Diese Gruppe enthiili als gleich berechtigte Untergruppen drei Dieder-
gruppen (2ter Fall) 5 =4, die dadurch charakterisiert sind, dass je eines der drei
harmonischen Paare ungeindert bleibt, wihrend die Dbeiden Anderen auch ver-
tauseht werden diirfen. Als dnvarionte (den drei jetzt genannten gemeinsame)
Untergruppe enthilt dieselbe eine Diedergruppe # == 2, bei welcher ein jedes der
drei harmonischen Paare in sich iibergeht.



