
Ueber eine eigenthamliche Sorte dioptrischer Bilder. 
(Ein Be i t r ag  zur Theorie  der  Cyl inder l insen. )  

Von 

Dr. Carl Ko l l e r ,  
Zur Zeit Assistenzarzt am Nederl. Gasthuis voor Ooglijders zu Utrecht. 

Gelegentlich einer dioptrisehen Aufgabe, die ich mir ge- 
stellt hatte, habe ich reich viel mit Cylinderlinsen be- 
sch~ftigt und hierbei ganz zuf~llig eine Reihe yon Phli~ 
nomenen beobachtet, die durch ihre paradoxen Eigenschaften 
mein Interesse in hohem Grade fesselten, und die, soweit 
ich habe in Erfabrung bringen kOnnen, bisher nicht be- 
kannt w a r e n . -  Da alle dioptrischen Erscheinungen yon 
nichts anderem abhangig sind als yon der geometrischen 
Gestalt der brechenden Medien, deren relativen Absti~nden 
und Bree.hungsindices, so konnten jene Phiinomene nut 
besondere, bisher night in Betracht gezogene Specidfi~Ile 
darstellen, auf welche die allgemeinen Regeln tiber Cylinder- 
]insen anzuwenden waren. - -  Indem ich mich aber 
bemtlhte die Erscheinungen zu analysiren, erscMoss sich 
mir die theoretisch interessante Thatsache, dass man ver- 
mittelst besonderer Veranstaliungen dioptrische Bilder 
erzeugen k0nne, die eine merkwOxdige Mittelstellung 
zwischen den reellen nnd virtuellen Bildern e innehmen . -  
Diesel" Umstand hat mich zur Publication der vortiegen- 
den Arbeit veranlasst. Zur Fesstetlung der im Folgenden 
anzuwendenden Termini will ich vorerst Einigcs fiber die 
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Cylinderlinsen sagen, hierauf die in Rede stehenden Phano- 
mene beschreiben und in einem dritten Abs~hniRe die 
Analyse derselben geben. 

A. Die Cyl inder l insen .  
Cylinderlinsen nennt man gemeinhin Linsen~ yon 

deren zwei optisch wirksamen Begrenzungsflachen min- 
destens die eine cylindrisch gekriimmt is~, w~hrend die 
andere plan, cylindriseh oder aueh spharisch sein kann. 
Die am meisten gebrauehlichen (e infaehe  Cyl inder -  
l insen)  stellen AbschniRe eines Glascyliaders dar, die 
parallel zur Aehse geftihR sind - -  demgemass ist die 
eine Fl~ohe eben, die andere oylindrisoh. Da bei diesen 
Planeylinderlinsen so wie aaoh bei allen anderen die cy- 
lindrische Plache convex und auch concav sein kann, so 
ergeben sioh als Itaupt-Unterabtheihmgen; Convex- und 
Concaveylinderlinsen. 

Als L insenaxe  (optische ttauptaxe) ist, diejenige 
Linie anzusehen, welehe auf beiden Begrenzungsfl~chen 
senkrecht steh~. Bei den einfachen Cytindertinsen ent- 
spreehen dieser Definition alle (nntereinander parallelen) 
Cylinder-Radien, welche in dem ,axialen Haup~sehnitte" 
liegen. 

Axe schlechtweg heisst die Riehtung parallel der 
Cylindemxe (oder auch erzeugenden Linie); eigentlieh ist 
dies nur ein knrzer Ausdruek ft~r die die Cytinderaxe und 
Linsenaxe enthaltene Ebene ~ den axia len  Haup t -  
s e h n R k  

Maximale r  l=I~npfs chair  t*) heisst jeder ebene Sc.hnRt 
tier Cylinderlinse, der die Leitlinie enth~R; jeder maximale 

*) Ich werde im Folgenden diese Bezeich]mng gebrauchen~ 
analog der Nomenclatur, welche z. B. fiir dreiaxige Ellipsokle 
~astignlatische Hornhaut) gebriiuchlich ist: Maximaler und mini 
maler Hauptschnitt (~feridian tier starksten und schwitchsten 
Krtimmung). 
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Hauptschnitt ist senkrecht zur Cylinderaxe so wie zum 
axialen Hauptschnitt. 

Zu den einfachen Cylinderlinsen werden ausser den 
plancylindrischen auch noah solche gerechnet*), derea 
beide Grenzfi~chen cylindrisch gekramm~ sind, wobei die 
Achsen der beiden Cylinder parallel sein mt~ssen. Sic 
stehen zu den p]ancylindrischen Linsen in analogem Verh~lt- 
nisse wie die plansp~risehen zu den bisph~rischen Linsen; 
es sind auch hier die gleiehen Variationen m~glich. 

B i c y l i n d r i s c h e  L insen  heissen Linsen mit zwei 
cylindrischen Grenzfl~ehen, deren Achsen sieh rechtwinklig 
kreuzen; da eine derartige Linse sich immer din'oh eine 
sph~riseh-cylindrische Linse gleioher Wirksamkeit ersetzen 
l~sst und ausserdem die Herstellung sehwierig ist, so sind 
die bicylindrischen Linsen nioht im Geblauch. 

Die s p h ~ r i s e h - c y l i n d r i s e h e n  L i n s e n  haben wie 
schon der Name besagt eine sph~rische und eine cylin- 
drische Grenzfl/iche; man kann sich eine solche Linse 
combinirt denken aus einer planspharischen und einer plan- 
cylindrischen, die mit den ebenen Grenzflaehen aneinander 
gelegt sind. 

Die Cylinderlinsen werden seit 25 Jahren ganz all- 
gemein yon den Augen~trzten znr Correction des ,,regulgren 
Astigmatismus" a n g e w e n d e ~ . -  In den gewShnliehen 
Brillenkasten befindet sich je ein Sa~z plancylindrischer 
Convex- und Concavlinsen yon ~/s, 1, 11/s, 2, 2~/2, 3, 3~/~, 
'-t, 4%, 5, 5~/~, 6 Dioptrien, (respective yon 2000, 1000, 
666, 500, 400, 333, 285, 250, 222, 200, 181, 167 Milli- 
meter Brennweite). - -  Den Breehungsindex 
n~t 1,5 angenommen sind diese Linsen also 
von Glascylindern yon resp. 1000, 500, 333, 
166, 142, 125, 111, 90, 83 Millimeter Radius. 

des Glases 
Abschnitte 
250~ 200, 

*) Ich folge hier der yon Donder's ,Anom~lien der Refract. 
und Accommoclat. d. Aug." gegebenenen Eintheilung. 
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B. Einige Cy l inde r l in sen -Ph~nomene .  

!. Wenn man eine Convex-Cylinderlinse yon sechs 
Dioptrien (167 Nm. ttauptbrennweite)*) mit ausgestrecktem 
Arme (also 35--40 Cm. yore Auge) vor sich hinh~It, die 
Cylindera.xe vert, ical gestellt, und durc, h die Linse eine in 
tier Enffermmg yon einigen Me~ern (mindestens I Meter) 
befindliche verticale Linie betrachtet, so sieh~ man die- 
selbe zwar nicht ganz scharf aber mit hinreiehender Deut- 
]ichkeit. ~ Ertheil~ man nun der Linse eine Drehung um 
ihre Axe (Linsenaxe), so beginnt die Linie ihren Oft zu 
vergmdern; sie rotirt in gleichem Sinne wie die Linse, aber 
mi~ grSsserer Geschwindigkeit; wenn die Liase sich um 
45 o gedreht hat, so schei~f, die Linie horizontal zu stehen, 
nM wenn die Linse eine ¥ierteI-Rota~ion (90 °) gemacht 
hat, dann steht die Linie wieder vcr~icaI. Dreht man 
welter, so set~zt die Linie in gleichem Sinae ihre Rotation 
fort, immer in der Art, dass sie sich genau zweimal so 
schnell dreht als die Linse. - -  Angesichts dieser para- 
doxen Ersoheinung kSnnte man der Vermuthung Raum 
geben, es sei nicht das Bild jener Linie, das die be- 
schriebene Drehung mache, sondern etwa eine Brennlinie; 
YDgesehen davon, dass dagegen die Drehungsgeschwindig- 
keit spricht, kann man sich durch den Versuc.h vom 
Gegentheil tiberzeugen. Macht man n~mlich in jene 
Linie zwei Zeichen in angemessener Dist.anz, so wird 
man sehen, dass es wirklich das Bild jener Linie selbst 
ist, alas sich dreht. 

*) Die Erscheinungen l~ssen sich auch mit Cylinderlinsen 
yon grSsserer nnd geringerer Brennweite, etw~ innerh~lb tier 
Grenzen yon 25--15 Ctm., mit hinreicheMer Deutlichkeit hervor- 
bringen. - -  Um in die 3Iassang~ben nicht iiberiliissige Com- 
1)lication hinein zu bringen, w~hle ich die Linse yon 6 Dioptrien 
~--- 167 3ira. Brennweite (c~. 6 Pariser Zoll nach Mter Bezeich- 
hung). - -  Das Ange des Beobachters ist immer als emmetropisch 
nnd nicht accommodirt gedacht. 
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Zwischen je zwei aufeinander folgcnden Phasen, in 
denen die Linie in ihrer natQrlichen Stellung ers~heint, 
wird man den UntersGhied finden, dass die Linie einmal 
s~harf, das andere Mal etwas verschwommen ist; das 
letztere dann, wenn Cylinderaxe und Linie parallel sind. 
Beobachter, die ein deutliches Bcwusstsein von ihrer Accom- 
modation haben, werden finden, dass sie bei starker Accom- 
modationsspannung die Linie auch in der zwciten Stellung 
scharf sehen kSnnen. 

II. Wenn die angegebenen Distanzen nicht einge- 
halten werden, dann ist die Erscheinung verhndert: Wenn 
n~mlich die Ehtfernung der Linse yon der Linie kleiner 
ist als etwa 15 Cm. (also z. B. 10 Cm.) ebenso auch 
wenn die Entfernung der Linse veto Auge nur etwa 12 Cm° 
oder weniger betr/igt, dann verursacht Rotation der C.-Linse 
nicht eine gleichsinnige Rotation der Linie sondern eine 
Pendelbewegung derselben, und zwar w/ihrend einer vollen 
Linsenrotation zwei volle Pendelbewegungen des L i n i e . -  
Geht man wieder vonder  Stellnng aus wo C.-Axe und 
Linie parallel sind und dreht dann die Linse, so macht 
die Linie vorerst eine Excursion im entgegengese~zten 
Sinne, erreicht bei Drehung der C.-Linse um 450 ihre 
grOsste Amplitude, kehrt dann zurack und ist nach 
Drehung der Linse um 900 in ihrem vorigen Stande - -  
hat also w~hrend einer ¥iertel-Rotation der Linse eine 
halbe Pendelbewegung gemacht. Dreht man die Linse 
welter, so geht nun die Linie in demselben Sinne mit, 
erreioht nach einer Achtetdrehung der Linse wieder 
ihren aussersten Stand, um nach einer weiteren Achtel- 
drehung wieder in ihrer Anfangsstellung zu sein. m 
Zwischen je zwei aufeinander folgenden Phasen, in denen 
die Linie an ihrem wirklichen 0rte gesehen wird, sind 
dieselben Unterschiede bezllglich Sch~rfe des Bildes zu 
bemerken, wie in ¥ersuch I. 

III. Das in II beschriebene Ph~nomen wird yon einer 
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Oonoav-Oylinderiinse in allen Distanzen hervorgebraeh~- 
mit dem Unterschiede, dass die Pendelbewegung in allen 
Phasen die en~gegengesetzte ist als in II. 

IV. Bei dem Versuche I i s t  in Folge davon, dass 
sine Linie als Object gew~.hlt wurde, sine wichtige Theft- 
erscheinung tier Beobachtung en~gal~gen, die sioh erst 
zeigt, wenn man bei nbrigens gleieher Versuohsanordnung 
einen asymmetrisohen Gegenstand betrachtet. - -  Nehmen 
wir z. B. ein im Profil gezeiehnetes Portdtt zum Objects; 
die Distanzen seien die gleiehen wie in I, die Cytinderaxe: 
i)  vertical. - -  Dutch die Linse sieht man sin zwar nicht 
soharfes, abet immerWn recht deutliehes Bild," das Bild 
ist anfrecht wie das Object; es hat abet das ~erkwtirdige, 
class Rechts nnd Links vertauseht sind, dass es sieh zu 
dem Objects verh~lt wie das dutch einen Planspiegel ent- 
worfene Bild. Das heisst: Wenn man yon der nieht voll- 
kommenen Seharfe und yon den m0glieherweise geanderten 
Gr0ssendimensionen absieht - -  Umstande die, wie ish 
sparer zeigen werde, sich vollkommen corrigiren l a s s e n -  
so ist das Bild dem 0bjecte congruent, kann abet mit 
diesem nicht zur Deekung gebraeht werden. ~ Dreht 
man nun die Linse, so zeigt das Bild sin ganz gleiches 
Verhalten wie vorher die Linie. 2) Wenn die Cylinderaxe 
um 45 0 gegen die Verticals geneigt ist, steht das Biid 
horizontal -- Object and Bild kehren sich die gleichen 
Seiten zn. 3) Steht die Cyiinderaxe horizontal, so steh~ 
alas Bitd anf dem Kopfe, rechts und links sind abet nich~ 
vertauscht: knrz in jeder Stelluag ist dieses dioptrisohe 
Bild sin ,,Spiegelbild" des Objectes. Zwisehen jedem Ob- 
jeers und seinem ,Spiegelbilde" l~sst sioh sine Symmetrie- 
Ebene construiren; bei einem wirkliehen Spiegelbilde (Bild 
sines Planspiegels) fallt die Symmetrie-Ebene mit der Spiegel- 
ebene zusammen. ~ Suchen wir in unserem Falls die ideals 
Symmetrie-Ebene anf, so finden wit Folgendes: In der An- 
fiqngssteltung (Cylinder~xe vertical) ist die @mmetrieebene 
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vertic.al; in der zweiten Stellung (Cylinderaxe 450 gegen 
den Horizont) steht das Bild horizontal und kehrt dem 
verticalen Objecte die gleiche Seite zu: die Symmetrie-Ebene 
ist also um 45 o gegen beide geneig~, genau wie die 
Cylinderaxe; in der dritten Stellung (Cylinderaxe horizontal) 
steht das Bild auf dem Kopfe; die Symmetrie-Ebene ist 
horizontal, wieder so wie die Cylinderaxe. In jeder Stellung 
wird die ideale Symmetrie-Ebene zwisehen Object und 
Bild dureh eine Ebene dargestellt, die die Cylinderaxe und 
die optische Axe enth~lt - -  diese Ebene aber haben wit 
als axialen ttauptsehnitt definirt. 

Ganz ebenso wie das besehriebene Bild unserer 
Cylinderlinse wfirde sich bezfiglich Stdlung und Drehungs- 
geschwindigkeit das Bild eines Planspiegels verhalten, der 
um die Verbindungslinie yon Beobaehter und Object als 
Axe derart gedreht wtirde, dass Spiegelebene und Axe 
jederzeit parallel sind. 

Ganz analog verhaIten sieh aud~ die Bilder, welehe man 
erhi~lt, wenn man dutch ein gleichschenkliges rechtwinkliges 
Prisma parallel tier ttypothenusenfl~che hindurchsieht,*) 
wobei eben die ttypothenusenfl~che als Spiegelebene wirkt. 

Was nun die Dimensionen des Bildes anbelangt, so 
wird man Folgendes bemerken: Durch Vor- und Zurtiek- 
schieben der Linse in der Richtung der optischen Axe 
wird man leicht eine Stellung finden, in der das Bild be- 
ztigtich aller seiner Dimensionen sieh gleichm~ssig ver- 
h~lt; gr(issere oder geringere Enffernung der Linse yore 
±uge bewirkt eine Verzermng des Bitdes, so zwal" dass 
bei gr0sserer Entfernung die Dimension in der Riehtung 
der Cylinderaxe aberwiegt, bei geringerer Entfemung die 
Dimension in darauf senkrechter Richtung; wenn also bei- 
spielsweise Objec~ und Linsenaxe vertical stehen, so is~ 
im ersten Falle das Bild in die L~nge verzogen, im zweit, en 
Falle in die Breite. 

*) lKelmholtz ,  ]Kandb. d. physiol. Ophth., S. 476. 
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Coneavcylinderlinsen gebea aberhaupf~ hie derartige 
spiegelbfldartige Bilder, nnd die duroh Coneaveylinder hia- 
durehgesehenen Objecte sind immer in der giehtung tier Cy- 
linderaxe unver~ndert, in darauf senkreehter versehmlichtigt. 

V. Man zeichne auf Bin Blatt Papier zwei sich recht- 
winklig krenzende Linien, znr Unterscheidung yon nn- 
gleicher Farbe - -  etwa blau und roth; wean man nun die 
Zeiehnung auf den Tiseh legt, die Convex-Cylinder-Linse 
Ton 6 Dioptrien in einem Abstande yon weaiger als 20 Cm. 
(etwa 15) dartiber halt and nan mit einem Auge aus 
einer HOhe Ton 60--80 Cm. (yon der Tisehflfiche aus ge- 
rechnet) durch die Linse auf die Zeiehmmg sieh~, so be- 
merkt man folgeades: - -  Der Ton jenen 2 Linien ein- 
gesehtossene Winkel erseheint nur dana als reehter, wenn 
die Linsenaxe mit einer jener Linien parallel ist; dreht 
man die Linse, so beginnen beide Linien jene Pendel- 
bewegung, welche sehon in II beschrieben wurde; da sieh 
die 2 Linien abet (wie gleichfalls aus genauer Beobachtung 
des Phinomea II zu ersehen ist) immer in entgegen- 
gese~zten Phasen der Bewegung befinden, so wird jeder 
tier 4 rechten Winkel naeh einander spitz nnd stumpf - -  
(wobei natarlieh zwei aneinander stossende Winkei sich 
en~gegengesetzt, zwei gegeaberliegende sieh gIeiehartig 
verhalten). - -  Stumpfwinkelig wh'd immer jenes Quadranten- 
paar, in das die Cyliaderachse eintritt~ spitz dasjenige, aus 
welchem sie austri~L 

ttglt man die Cylinderlinse etwsL 21 Cm. abet der 
Zeiehnung mit dem Kreuze (das Auge wieder 40--60 Cm. 
tiber der Linse) and richter man die Cylinderaxe so, dass 
sie mit jeder tier Linien einen < yon 45 o einsehliesst, so 
werden die rotbe and blane Linie dutch die Linse bin- 
dutch als vollkommen parallel neben einander gesehen 
(oder vielmehr diejenigen Staeke der Linien, die man dutch 
die Linse hindureh sehen kann). ~ Die Riehtung der 
Linien erscheint rechtwinklig auf die Cylinderaxe, ihr gegen- 
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seitiger Abstand kann verschieden gross sein und h~tngt 
davon ab oh, ein dem Durchkreuzungspunkte nfiherer oder 
fernerer Abschnitt der Zeichnung be~rachtet wird. - -  Richte~ 
man das Auge auf den Durchkreuzungspunkt, so decken 
sich die Linien; l~sst man die Visirlinie an der Halbirungs- 
linie eines Quadrantenpaares dahingleiten oder giebt man 
der Linse eine entsprechende Versohiebung, son~hern oder 
entfernen sich die Linien yon einander, imraer parallel 
bleibend; im Durchkreuzungspunkt weehseln sie die Seite.*) 

Um sich eine exaete Vorstellung dariiber zu bilden, 
wie die beschriebenen Erscheinungen zu Stande kommen, 
wird man naoh der allgemeinen Methode der Dioptrik 
auf die Elemente zurtiekgehen miissen und die Frage zu 
beantworten haben, welcher Ark ein Punkt unter den ge- 
gebenen Verh~ltnissen abgebilget oder gesehen wird. 

Wie sich die Strahlen eines Ieuohtenden Pnnktes bei 
ihrem Durchgange durch eine Cy]inderlinse verhalten, ist 
in den Arbeiten tiber die Theorie der Cylinderlinsen aller- 
dings wiederholt Gegenst~nd der D~rstellung gewesen; 
dooh will ich mir erlauben wegen der Gleichf6rmigkeit 
der Behandlung mit diesem einfaehen Probleme zu be- 
ginnen. Daran wird sich dann die Untersuchung aber die 
Wirksamkeit einer aus einer Cylinder- und einer sph~rischen 
Linse bestehenden Combination ansehliessen, welcher Fall 
eben in den beschriebenen Ph~nomenen gegeben ist. 

C. Erk l~ rung  der Ersche inungen .  

~Iethode der Darstetlung. 
Zur Behandlung der vorliegenden ¢liolo~rischen Auf- 

gaben babe ich die Methode der ,darstellenden L~eometrie" 
gew~blt, indem ich hierbei einem Rathe gefolgt bin, den 

*) Cylinder- und Sattetspiegel bringen ganz analoge Erschei- 
nungen hervor, wie die besohriebenen~ jene sind etwas allgemelner 
bekannt, indem man bisweilen in Jahrm~rktsbuden und dergleichen 
Gelegenheit hat, sie zu sehen. 

v. Graefe's Arehiv f~ir Ophthalmologie~ XXXIL 3. 1~ 
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F. E. Reusch in seiner ,,Theorie der Cylinderlinsen', Leipzig, 
Teubner, gegeben hat. - -  Die ,,descriptive Geomeirie" stellt 
bekannflich Punkte, Linien, Flachen and K0rper durch ihre 
Projectionen auf ein System yon 2 (respective 3) gegen 
einander senkrechten Ebenen dar. - -  Dass es zul~ssig ist, 
Bildobjecte und brechende Yl~ichen dutch ihre Projectionen 
darzustellen, innerhalb dieser Projectionen nach dioph'isch 
gfiltigen Regeln Constructionen vorzunehmen, und aus 
den Result, aten dieser Cons~ructionen in der Fl~iche die 
Raumgebilde wieder aufzubauen, bedarf keiner weiteren Er- 
i~rtemng, da ja die analytische Geometrie, weiche im Wesen 
das GIeiche thut, die ktassisehe Methode der Dioptrik ist.*) 

I° Abbi ldung  eines Leuehtpunk~es  du tch  eine 
Cyl inderl inse.  

a) Der Leuchtpunkt  liege in der Ebene des axiolen 
Itauptschnit tes.  

Man denke sich eine einfache Cylinderlinse in Bezug 
auf ein Projectionssystem yon zwei gegen einander senk- 
rechten Ebenen derart orientirt, dass der eine Hauptschnitt, 
z. B. der maximale tier Ebene I, tier andere, also der 
axiale der Ebene II parallel set. In t~o]ge dessen stellt 
sich die Cylinderlinse in der Projection I mit kreisbogen- 
f(~rmiger (Leitlinie), in Projection I I m i t  geradliniger 
Begrenzung (erzeugende Linie) dar. (Siehe Fig. 1 and 2.) 

Ein yon einem Leuchtpnnkte ausgehendes Strahlen- 
bfischel kann man sich nun in eine Anzabl yon unter 
einander divergenten St~rahlenfiichern derart zerlegt denken, 
dass ihre Ebenen slimmtlich auf Projectionsebene II senk- 

*) In allen folgenden Figuren sind die i)rojectionen von Licht- 
stra.hlen und Linsen auf zwei gegen einander senkrechte Ebenen 
dargestellt° Die in jeder Figur wiederkehrende, die Zeichnung 
h~lbirende horizontale Linie ist die Durehsehnittslinie jener zwei 
Ebenen. Von diesen mag die untere als in tier Ebene des Papiers 
]legend vorgestellt werden, die obere dagegen solI man sich um 
die Durchsehnittslinie wie um eta Charnier gedreht denken~ his 
sie auf der unteren senkrecht Steht. 
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recht stehen; jeder solche Ficher hat dann in Ebene II 
eine gerade Linie zur Projection, und die Divergenz der 
Fioher unfer einander wird durch die Divergenz dieser 
Geraden dargestellt. 

Die Projectionen der verschiedenen Strahlenficher 

Fig. 1. 

auf Ebene I fallen nile zusammen, was ohne weiteres ein- 
leuchtet, wenn man sieh das Strahlenbtlschel in anderer 
Weise zerlegt denkt, namlich in eine Reihe yon Fichern, 
die auf Ebene I senkrecht stehen. 

Yig. 2. 

Die zwei Projectionen sind nun gesondert zu beMndeln. 
In Projection I haben wir einen Querscbnitt der 

Cylinserlinse vor uns, der sbh dutch niehts yon dem 
12¢ 
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Querschnitt einer sph'~rischen Linse unterscheide~. Die 
Projection des Leuchtpunktes ]ieg~ auf der optisehen Axe 
dieses Linsenquerschnittes, gemgss der Voraussetzung, 
dass der Leuchtpunkt im axiulen Hauptsehnitte liege. - -  
Der yon diesem Punkte auss~rahlende F~eher wird durch 
die Linse in Einem Punkte der Axe zusammengebrochen, 
welcher dem Leuchtpunkte in Bezug auf den Linsenquer- 
schnitt conjugir~ ist und dessert Lage dutch die Formeln: 

( 1 1 1 1 = ( n - - l )  1 1 + f f ~ . ?  
f - b Y = F u n d  F r - - ~  

gegeben ist. - -  Der gebroohene Strahlenfaeher s~ell~ die 
Projection I aller Strahlen nach ihrer Breehung und tier 
Vereinigungspunk~ die Projection aIler Vereinigungsorte 
tier Strahlen dar. 

Be~rachten wit nun Projectionsebene II: 
In dieser Ebene erscheinen die Begrenzungsfl~chen 

der Cylinder]inse als zwei parallele gerade Linien, geradeso 
als ob eine Platte mi~ planparalleIen Fl~cl~en vort~ge. Strong 
genommen wtlrden der cylindrischen FlS.ehe nich~ bloss Eine 
ssndern eine ganze Anzahl yon geraden Linien als Projection 
zukommen, entsprechend der yore Rande gegen die Mitre 
zunehmenden Dieke der Linse. Es kann dies jedoch ver- 
nachlassigt werden, wenn man hier die in dioptrisehen 
Ableitungen gebrauchliehe Einschr~nkung macht, dass die 
Dicke der Linse aberhanpt eine geringe sei, und dass 
RandstrahIen~ sowie Strahten yon allzu sehiefer Incidenz 
anszusehliessen sind. 

Das homoeentrische Lichtbilsehel wird in dieser Pro- 
jection dureh eine Anzahl yon aus einem Punkte diver- 
girenden Strahlen repriisentirt - -  deren jeder die Projec- 
tion eines Strahlenfachers ist. - -  Die Strah]en dieser 
Projection er]eiden keine Yeranderung ihrer Richtung, 
nut eine geringfilgige Verschiebnng, die gemass der ge- 
maeh~en Einschr~nkung unberileksichtigt bleiben kann. 
Aus tier Sprache der Construction in Werte tlbersetzt 
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heisst dies: Die einem Faeher angeh0renden Strahlen 
bleiben aueh naeh ihrer Breehung in der Cylinderlinse 
insgesammt in der Ebene ihres Fiehers. 

Fassen wir dieErgebnisse beider Projectionen zusammen: 
Gemiss Projection I werden die Strahlen eines jeden 

Fiehers, die ja zufolge "Projection I[ auch nach der 
Breehung in der Ebene ihres Fiohers verbleiben, wieder 
in Einem Pun~e vereinigt; - -  die Vereinigungspunkte der 
verschiedenen Fioher abet liegen in einer zu Ebene I senk- 
reehten Geraden, was daraus folgt, dass alle diese Punkte 
die gleiehe Projection I haben: 

Das yon einer Cylinderlinse entworfene Bild eines im 
axialen Hauptschnitte gelegenea Punktes ist eine, gteieh- 
falls in diesem Hauptsehnitte gelegene, zur Cylinderaxe 
parallele gerade Linie N die Brennl in ie .  Die Brenn- 
linie kann reell und auch virtuell sein, je nach dem 
Werthe und Vorzeichen der in den Gleiehungen (SeRe 180) 
vorkommenden Gr~ssen N ganz homolog den Bildpunkten 
spirischer Linsen. - -  Die Llnge der Brennlinie h~ngt 
hauptsichlich ab yon dem Oeffnungswinkel des in Betra~ht 
kommenden Lichtb~schels und der Summe respective 
Differenz der conjugirtea BrennweRen; unter Umstinden 
kann sie auoh yon der Gr~sse des angewendeten Linsen- 
stfiekes (in axialer Richtung) beeinflusst werden. 

Wenn man das dutch eine Convex-Cylinderlinse ent- 
worfene Bild eines Leuchtpunktes dutch einen an passen- 
der Stelle angebrachten Schirm auffingt, so erhilt man 
thatsiehlich eine des Cylinderaxe parallele Lichtlinie; 
die Linie maeht natarlich jede Rotation der Linse mR 
gleieher Geschwindigkeit mit. 

Ffir die riumliche Auffassung wiehtig erseheint noeh 
folgende Ueberlegung: 

Nach ihrer Vereinigung in der Brennlinie divergiren 
die Strahlen wieder; sie gehen aber yon der Brennlinie 
nicht so aus wie die Strahlen yon einer leuehtenden Linie. 
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Jeder t'unk~ der Brennlinie kann Strahlen nur in seiner 
Eigensehaft als Durchkreuzungspunkt entsenden. 

Veflange~ man die in jedem Punkte der Brenn- 
linie sich kreuzenden~ also je einem F~eher angeh0renden 
Strahlen naeh rfickwarts (vergl. Fig. 3), so liegen auch 
diese Verlangerungen insgesamlnt in der Fiicher-Ebene. 

Die Ebenen der einzelnen F~¢her abet schneiden sich 
gemiiss der Disposition in einer geraden durch den 
0bjeetpunkt hindurchgehenden Linie, welche sieh mit der 
Cylinderaxe rechtwinkelig k r e u z ~ . -  Dutch diese Linie 

Fig. 3. 

~lso massen alle Strahlen hindurohgehen, wenn man sie 
naeh rackwiir~s ~'erl~,ngert, oder sie h~ben atle eine solche 
Richtung, a]s wenn sie yon dieser Linie ausgehen warden. 
Da diese Linie der virtuellen Durehkreuzung ein noth- 
wendiges Supplemen~ far jede Brennlinie, ob reell, ob 
virtudl, darstellt, so will ich sie im FoIgenden ,,supple- 
mentitre Brennlinie" nennen. 

b) Der Leuehtpunkt liege nicht in der Ebene des 
~xialen Hauptschnittes. 

Die 0rientirung der Linse gegen das Projections- 
system sei die gleiche wie vorher, folglich sind ouch die 
Projectionen tier Linse die gleichen wie frtther. - -  Dos 
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yon dem Leuehtpunkte ausgehende Strahlenblischel denken 
wit uns wieder in eine Anzahl ~on Strahlenf~chern zer- 
legt, deren Ebenen auf E I[ senkrecht stehen, die daher 
alle dieselbe Projection I haben. Fiir diese Projection ist 
es ganz so, als hi~tten wit den Querschnitt einer sph~rischen 
Linse vor nns und einen Leuchtpunkt, der nicht anf der 
optischen Axe dieser Linse (Projection des axialen ttanpt- 
schnittes) liegt. (Vergl, Fig. 4). Die Strahlen auch eines 
solchen Punktes werden bekanntlich wieder in einem Punkte 
vereinigt, der auf der entsprechenden Nebenaxe gelegen ist. 

Fig. 4. 

Das vom Bildpunkte auf die optische Axe gefallte 
Loth schneider dieselbe in einer Distanz yon der Linse, 

1 1 1 
die dutch die Formel f- H- a -~ F gegeben ist; der Ab- 

stand des Bitdpunktes yon tier optischen Axe berechnet 
sich dutch die Proportion Lo : Lb ~- a : f. 

Fiir die Projection II liegen die Verhi~ltnisse ganz so 
wie in dem fi'tlheren Falle; die Linien, deren jede die Pro- 
jection eines Strahlenfachers darstellt, erleiden in dem 
Liingsschnitte der Linse keine Richt~mgsveranderung, 
woraus wiederum folgt, dass die Strahlen eines jeden 
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F~chers auch nach ihrem Dnrohgange darch die Cylinder- 
linse in der Ebene dieses F~chers verbleiben. 

Da alle Strahlenf~cher die gleiche Projection I ha'ben, 
und die Projection s~mmtlieher Vereinigungsorte auf Ebene I 
ein Punk~ ist, so mt~ssen die Vereinigungspunkte der ein- 
zelnen Strahlenf~,cher in einer Ger~den ttbereinander liegen, 
die uuf Ebene I s enk rech t -  zur Cytinderaxe loarallel ist: 
- --Das dutch eine Cylinderlinse entworfene Bfid eines 
nicht im axialen Hauptschnitte gelegenen Ptmktes ist also 
gleichfalls eine zur Cyliaderaxe parallele Brennliaie; aus 
den oben angegebenen Formeln berechnet sich leicht der 
Abstand dieser Brennlinse yore axialen Hauptschn~tte; des- 
gleiehen ergiebt sieh daratw, ob die Brennlinie reell oder 
virtuett ist. Wenn die Brennlinie reell ist, darm liegg sie 
auf tier entgegengesetzten Seite des axialen H~uptschnittes 
~ls der leuchtende Punkt and zwar am so weiter davon 
entfernt, je welter der leuchtende Punkt vom Hauptsohnit~e 
~bliegt. 

A b b i l d a n g  eines ebenen  Objec~es durch eine 
Cyl inder l inse .  

In den zwei behandeIten F~llen sind die Anh~ltspunkte 
gegeben, um das dutch eine Cylinder]inse entworfene Bild 
eines Objectes za constmiren: alas Bild wird aus einer 
Reihe yon Brennlinien bestehen mfissen, die s~mmtlich 
untereinander un¢l der Cylinderaxe parallel sind, und deren 
L~nge yon den fraher ~ngegebenen Umst~nden abh~ngig 
isis; die Brenn]inien a, ller Objectpunk~e, die in einer zur 
optischen Axe senkrechten Ebene liegen, werden in einer 
gleichf~lls zur optischen Axe senkrechtea Bildebene ge- 
legen sein. 

Wenn man thats~chlich ein lettchtendes Object 
etw~ eine Lampe der Abbildtmg durch eine Convex-Cylinder- 
linse unterwirft, so entsteht in der der Objecfentfernung 
(in Bezug auf den Linsenquerschnitt) conjugirten Distanz 
~ls Bild jenes Objectes ein System yon Brennlinien; man 
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kann dieses Brid auf einem Schirme auffangen. Simmt- 
liehe Brennlinien sind der Cylinderaxe, also auch unter- 
einander parallel und liegen je auf der entgegengesetzten 
Seite des axialen Hauptschnittes als der entspreohende 
Objectpunk& - -  Die Brennlinien sind alle ungefihr gleich 
lung, da ihre L~tnge bei diesem Versuche hauptsichlich 
yon der GrOsse (Linge) des Linsenstt~ekes abhingt, wenn 
anders der Bedingung genagt ist, dass Strahlen yon allzu 
schiefer Incidenz ausgeschlossen sind und falls nieht e~wa 
ein Diaphragma angewendet wurde. In Folge dieses Ver- 
haltens decken sich die Brennlinien jener Punkte, deren 
gegenseitiger Abstand der Linsenaxe parallel ist und das 
aufgefangene Bild hat nut eine ganz entfernte Aehnlieh- 
keit mi~ dem Objecte. - -  Es erscheinen nut diejenigen 
Linien des Objectes im Bride wieder als solche, die der 
Linsenaxe parallel verlaufen. 

Ganz anders gestaltet sich die Saehe, wenn man das 
dutch die Cylinderaxe en~worfeffe Bild nicht mittelst eines 
Schirmes auffingt, sondern die Strahlen ungehindert welter 
gehen liss~, um sic dann der Breohung in einer spirisehen 
Linse (oder den NIedien des Auges) zu unterwerfen. 

Die constructive Behandlung gestattet nieht eine der- 
artige Allgemeinheit als die Rechnung; ich werde mich 
daher bei diesem etwas complicirten Probleme auf sped- 
elle Fllle beschrinken, wie sie eben in den besehriebenen 
Versuchen vorliegen. 

II. Sys tem,  b e s t e h e n d  aus einer  Convexcy l inde r -  
und  e iuer  s p h i r i s c h e n  Linse.  

(Entfernung beider jedenfMls bedeutend gr~isser uls die Summe 
ihrer Brennweiten.) 

Fiir die nun folgenden Fille werde die Annahme ge- 
macht, dass sieh hinter einer Convexcy]inderlinse noch 
eine sphirisch¢ Linse (oder alas Auge) befinde, derart dass 
1) die optischen Axen beider zusammenfallen 2) dass die 
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sph~rische Linse um mehr als ihre Brennweite yon jener 
zur optischen Axe senkrechten Ebene entfernt sei, in die 
alas CyhnderHnsenbild zu Iiegen kommt. - - W a s  die ersto 
Bedingung betriffL, so babe ich schon friiher erw~hnt, class 
als Linsenaxe der Cylinderlinse jeder Cylinderradius gelten 
kann, der im axialen ttauptsehnitte liegt; die zweite Be- 
dingung enth~lt gleiehzeitig schon eine Besehr~nkung fflr 
die Lage des Objectpunktes. 

Fig. 5. 

a. Der ~euchteade Punk~!iege auf tier opt. Axe. 

Die Orientirung der Cylinderlinse sei die gleiche wie 
vorher; die Projecfionen I und H d e r  sphi~rischen Linse 
sind congruent. (Vergl. Fig. 5). In Ebene I i s t  far die 
sph~rische Linse der auf ihrer Axe gelegene Punkt als 
Objectpunkt zu betrachten, welcher die Projection der 
Brennlinie ist. - -  In dem diesem Punkte conjugirten Ab- 
stande werden die Strahlen diescr Projection nach ihrer 
Brechung in der sph;~rischen Linse wieder in einem Punkte 
vereinigt. - -  Hieraus folgt alas der Vereinigungsort des 
ganzen Lichtbllschels im Raume entweder auch ein Punkt 
odor eine aufEbeno I senkrechte Gel'ado sein muss, zwisohen 
welchen MOglichkeiten Projection II zu entscheiden hat. 
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In Projection II ist far die sphi~rische Linse die Pro- 
jection des urspranglichen Leuchtpunktes das Object, da 
ja die Strahlen dieser Projection in ihrer Richtung durch 
die Cylinderlinse nicht beeinflusst worden sind; in der 
jenem Punkte conjugirten Distanz wird die sphlh'ische 
Linse die Strahlen dieser Projection wieder in einem Punkte 
vereinigen, woraus wiederum folgt, (lass das ganze Bandel 
als riiumlichen Vereinigungsort entweder einen Punkt oder 
eine auf Ebene II senkrechte Gerade hat; darfiber muss 
Projection I entscheiden. 

Die zwei Vereinigungspunkte in I u n d  II haben nicht 
gleichen ±bstand yon tier sph~rischen Linse; vielmehr 
muss der in II n~her an derselben liegen, da tier zugeh(~rige 
Objectpunkt auf der andern Seite tier Linse wetter ent- 
fernt ist als der in I; es k~nnen daher jene zwei Punkte 
nicht die Projectionen eines and desselben Punktes im 
Raume seth, sie sind ein jeder die Projection ether anderen 
Geraden, die auf Ebene I respective II senkrecht stehen, 
einander im Raume rechtwinkelig kreuzen and deren 
kfirzester Abstand auf der optischen Axe gelegen ist. 

Zu dem gleichen Resultat letter auch folgende Ueber- 
legung: Nach dem Durchgange durch eine Convexeylinder- 
linse haben die Strahlen eines leuchtenden Punkies eine 
solche Richtung als wenn sie yon der Brennlinie ausgehen 
warden; sie gehen aber yon dieser nicht nach allen Rich- 
tungen aus, sondern nut derart, dass sie auch als yon tier 
,,supplementi~ren Brennlinie" kommend aufgefasst werden 
k ( I n n e n . -  Denkt man die reelle Brennlinie als Object 
ftir die sphi~rische Linse, so folgt daraus, dass in conjngirter 
Distanz ein reelles Bild davon entsteht, also eine kleine 
Linie, die der Cylinderaxe parallel ist. (Diese unterscheidet 
sich allerdings noch in einem wichtigenPunkt yon dem reellen 
Bride ether leuchtenden Linie - -  niimlich in der Liinge). 
Denkt man hingegen die Strahten als yon der supplemen- 
tttren Brennlinie ausgehend, so fo]gt daraus, dass in ether 
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dem Orte dieser letzteren conjugirten Distanz ein reelles 
Bild der supplementiiren Brennlinie entstehen muss, also 
eine kleine Linie deren l:~ichtung auf die Cylinderaxe senk- 
recht ist. Sifmmtliche Strahlen des leuchtenden Punktes 
gehen also, nachdem sie unser Linsensystem passirt haben, 
nacheinander dutch zwei einander rechtwinklig kreuzende 
Linien hindurch, die vollkommen analog sind den S t u r m -  
sohen Bren nli ni en, bekanntiieh den Vereinigungserten 
eines homoeentrisehen Liehtbllndels naeh seiner Brechung 
in einem dreiaxigen Ellipsoid. Die Distanz zwischen den 
Brennlinien - -  somit den Ort der diehtesten Zusammen- 
dr'~ngung aller Strahlen - -  wird naeh S t u r m  die ,,Brenn- 
s~recke" genannt. - -  Die Art, in welcher der Querschnitt 
eines Strahlenbtlndels (vorausgesetzt dass e r v o r  der 
Brechung kreisf0rmig war) auf dieser Streeke sich aus der 
ersten Brennlinie in eine Ellipse, dann einen Kreis, dann 
wieder eine Ellipse, dann endlieh in die zweite Brennlinie 
verwandelt, ist so h/iufig tier Gegens~and der Darstellung 
gewesen, (lass ich hier dartiber weggehen kann. 

Dagegen will ich einiges llber die Umst~nde sagen, 
welche die L~nge und denAbstand der Brennlinien bestimmen, 
da dies far die Sehlirfe des Bildes yon wesentlichem Ein- 
fluss ist und Qberhgupt die Thatsaehe erklth't, dass eine 
Linseneombination von besehriebener Art einigermassen 
scharfe Bilder liefert. 

Auf die Li~nge der Brennlinien haben folgende Um- 
sti~nde Einfiuss (vergl. Fig. 5): 

1) Sie sind um so kiirzer, je kleiner der Oeffnungs- 
winkel des Strahlenbfischels ist; natfirlich werden sie auch 
kleiner gemaeht dutch ein an beliebiger Stelle des Systems 
angebraohtes Diaphragma; 

2) um so kltrzer, je kitrzer die Brennstreoke ist. 
Die Brennstreeke abet ist um so klirzer: 
3) je kleiner die Hauptbrennweite der slohi~risehea 

Linse ist; 
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4) je weiter sowohl teuchtender Punkt als sein 
Cylinderlinsenbild yon der sphiirischen Linse ab]iegen. 

Der Einfluss, den die Griisse des Oeffnungswinkels 
hat, leuehtet yon selbst ein. 

Ad. 2. Nennen wir den Abs~and der ersten Brenn- 
linie veto optischen Centrum der spWtrisehen Linse a, den 
der zweiten b; den Durohmesser der Linse (der hier den 
Querschnitt des Liehtb~indels bestimmen mag) d, so is~ 

die Liinge der Brennstreeke = b -  a; 

die Liinge der ersten Brennlinie B1 - - ( b -  a) .  d. 
b 

die Lange der zweiten Brennlinie B~ - -  (b - -  a) .  d a 

Wie diese Gleiehungen zeigen, s~eh~ die Litnge der 
Brennlinien in geradem ¥erh~Itnisse zur Li~nge der 
Brennstreeke. 

Ad 3 und 4. Es sei die Entfernung des Objec~punktes 
veto Centrum der spharisehen Linse = o; die Entfernung 
seines Cylindm'linsenbildes veto Centrum der Linse = c; 
die Bauptbrennweite der spharisehen Linse = F. 

Dann bestehen die Gleichungen: 

] + 1 1 und 1 -t- 1 1 
-8- T = Y  T -b--Y" 

Daraus erh~It man: 
F . o  F . o  

a ~--~ - - ;  b ~  
o - - F  c - - F  

F . e  ( o - - F ) - - F .  o ( e - - F )  
b - - a :  

(o - -  ~) (c - -  F) 
F ~ (o - -  o) 

(o -- F) (e -- F) 

Aus letzterer Gleichung ist ersiohtlich, dass die Liinge 
der Brennstrecke sehr rasch zunimmt, wenn die Haupt- 
brennweite der sphiirischen Linse wlichst; ferner ist daraus 
zu ersehen, dass die Brennstrecke um so kleiner wird, je 



190 Dr. Garl Keller. 

grSsser O and c an und f~r sich sind, also je welter Objeetpunkt 
and Cylinderlinsenbild yon der spharisehenLinse abliegen; 
and dass sie um so kleiner wird, je kleiner 0 - - c  ist, 
also je n~her jene zwei Punkte aneinander liegen. 

Die L~nge der Brennlinien und Brennstrecke yon 
Objectpnnkten, die nicht anf der optisehen Axe liegen, 
hangt in gleieher Weise yon denselben Umstanden ab; 
die Ablei~ung ist um ein Weniges complieirter. 

F ~  das Zustandekommen eines m~glichst scharfen 
Brides (mSgliehs~ Meine Brennlinien nnd kurze Brenn- 
strecke) sind also Folgendes die ganstigsten Bedingungen: 

1) Geringe 0effnung des Liehtbandels. 
2) Grosse Entfernnng des Objeotpunktes. 
3) Grosse Entfernung des Cylinderlinsenbildes. 
4) Gegen die beiden letzteren Gr0ssen vergleichsweise 

kleine Brennweite der sph~risohen Linse. 

Wenn diese g~instigen Bedingungen thatsitchlieh erf~llt, 
also Brenntinien nnd Brennstrecke verschwindend klein 
geworden sind, dann wird das Bild eines in der optisehen 
Axe gelegenen Leuchtpunktes beinahe wieder ein Punk~ 
sein and bezaglieh seiner Lage sieh nieht yon dem nnr 
dutch die spharische Linse (ohne Mitwirkung der Cylinder- 
linse) erzeugten Bride unterscheiden; denn der Oft der 
ersten Brennlinie ist yon der Cylinderlinse ganz unabh~ngig. 

b) Der leuehtende Punkt  liege zwar nicht  auf der 
optischen Axe, aber im axialen l :[auptschnitt .  

Die Orientirung der Cylinder- und sph~trischen Linse 
sei die gleiche wie fraher. - -  Es mugs bemerkt werden, 
class, wahrend eine einfaehe Cylinderlinse Einen axialen, 
abet unendliGh viele einander parullele maximale ttaupt- 
schnitte besitzt, eine Combination wie die unserige auch 
nur Einen maximalen Hauptschnit~ hat, namtich denjenigen, 
welcher die optisehe Axe enthalt. Der Leuehtpunkt liege 
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also im axialen ttauptschnitte und auf einer Seite des 
maximalen, in einer Entfernung, die der frllher gestellten 
Bedingung bezt~glieh des Ortes Genage thut, an dem das 
Cylinderlinsenbild zu liegen hat. 

In Ebene II (vergl. Fig. 6) ist die Projection des 
Leuehtpunktes Objectpunkt fiir die spharische Linse, da 
ja die Strahlen dieser Projection in der Cylinderlinse keine 
Brechung erleiden; sic werden in Einem Punkte wieder 
vereinigt, der bach bekannten Regeln auf der Nebenaxe, 
an der anderen Seite der optisehen Axe zu suchen ist 

Fig. 6. 

(Lothpunkte auf der Axe ia conjugirten Entfernungen~ 
Lothe selbst diesen proportional). 

In Ebene I ist die auf tier optisehen Axe gelegene 
Projection tier nrsprt~nglichen Brennlinie Objectpunk~ fth" 
die sphfirische Linse. m In der conjugirten Distanz, die 
grSsser ist als die entspreehende in H (niimlieh des Loth- 
punktes anf der optisehen Axe), werden die Strahlen dieser 
Projection wieder in Einem Punkte gesammelt. 

Die Vereinigungspunkte in I add II k(~nnen nicht 
Projectionen ein and desselben Punktes im Raume sein, 
sic sind wiederum ein jeder die Projection einer auf 
Ebene I resp. I I  senkreehten Geraden. 
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S~mmfliche Strahlen des leuchtenden Punktes passiren 
nach ihrem A~;stritte aus dem System zwei einander im 
Raume reehtwinkelig kreuzeade Gerade, woven die dem 
System n~here zur Cyliaderaxe reehtwinkelig, die entferntere 
ihr purallel ist. Beide Brennlinien Iiegen auf der anderen 
Seite des maximalen tIauptsehnittes als der leuchtende 
Punkt and ihr k~irzester Abstand, die Brennstrecke, liegt 
im axialen ttauptschnitte auf demjenigen Strahle, der 
sowohl die Cylinder- als die sph~risehe Linse ungebrochen 
passirt. 

Nehmen wir an, dass in Folge der auf Seite 190 ge- 
nanaten gtinstigen Bedingangen Brennlinien lind Brenn- 
streeke verschwindend klein seien, dann wird das Bild 
eines im axialea Hauptsehnitte gelegenen Punktes beinahe 
wieder ein Punk~ sein und beztlglieh seiner Lage sieh so 
verhalten, als ob es nur dutch die sph~risehe Linse, ohae 
Mitwirknng der Cylinderlinse, erzeugt w~re. 

Yon einer Reihe yon Objeetpuakten, die wir uns im 
axialen ttanptschnitte auf einer der Cylinderaxe parallelen, 
also zur optischea Axe senkrechten Geraden gelegen 
denken, werden die ersten Brennlinien derart aageordnet 
sein, class die Aufeinanderfolge ihrer Sehnittpnnkte mit 
dem axialen Hauptschnitte gleiehfalls auf einer zur 
Cylinderaxe parallelen Geraden gelegen ist; tier Inbegriff 
aller dieser Brennlinien ist also ein zur Objeetlinie 
paratMes sehmales Band. - -  Die zweiten Brenalinien der- 
selben Objeetpunkte kommen alle, indem sie sieh in ihrer 
L~ngsriehtung theilweise deeken, auf eine gerade Linie 
zu liegen, die aueh tier Cylinderaxe parallel ist. - -  Ein 
in tier Ebeae der ersten Brenntiniea aufgesMt~er Sehirm 
wird naeh dem Oesagten ein verwasehenes Bitd tier 
Objeetlinie auffangen, ein in der Ebene der zweiten Brenn- 
linien befindliehes ein seharfes; befindet sieh an Stelle der 
sph~risehen Linse ein filr die Objeetlinie eingestelltes 
Auge, dann ist die Retina gleiehwerthig dem ersten 
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Sehirme, eine tier Cylinderaxe parallele Objectlinie erseheint 
versehwommen; wird das Auge ftir das naher gelegene 
Cylinderlinsenbild aceommodirt, dann ist die Retina 
gleiehwerthig jenem zweiten Schirme, die Linie erschein~ 
seharf. - -  Es ist hiermit eine in Versuch I erwtthnte Er- 
scheinung erkllirt. 

e. Der leuchtende Punkt  liege zwar night  auf der 
opt ischen Axe, aber ira maximalen Hauptschnit te.  

In Ebene I liegt die Projection ~ des Objeotpunktes 
(vergt. Fig. 7) seitlich yon der optischen Axe (jener Linie, 

Fig. 7. 

welche die Projection des axialen Hauptschnittes ist~; 
die Strahlen werden vorerst durch die Cylinderliase wieder 
in Einem t)unkte vereinigt (Projection der ursprllnglichen 
Breanlinie), der auf der anderen Seite der optisohen Axe 
liegt als der Ob jee tpunk t . -  Naeh der Durchkreuzung 
gelangt eia Theil der Strahlen in die sl)hiirisohe Linse 
und wird hinter derselbea noch einmal in einem Funkte 
gesammelt, welcher wiederum auf tier anderen Seite der 
optischen Axe als der secundare Objectpunkt, also auf der- 
selben Seite liegt als der leuehtende Punkt. 

In Ebene I[ liegt die Projection des Obje~punktes 
v.  Graefe ' s  Archly fiir Ophthalmologie, XXXII ,  3. 13 
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aaf der optisehen Axe (Projeetion des maximalen Haupt- 
sehnit tes) .-  Die Strahlen passiren die Cylinderlinse, ohne 
eine Brechnng zu er!eiden und werden dutch die spharisehe 
Linse wieder in Einem Punkte der Axe (maximater 
Hauptschnitt) vereinigt, der an die spharisehe Linse naher 
heranliegt, als der entspreehende Punkt in Ebene II 
(namlieh der Lothpunkt des Vereinignngspunktes anf der 
opgischen Axe). 

Sgmmtliehe Strahlen des leuehtenden Punktes pas- 
siren naeh ihrem Anstritte aus dem System zwei ein- 
ander reehtwinklig kreuzende Gerade, woven die erste zur 
Riehtung tier Cylinderaxe senkreeht, die zweite paralM 
ist. - -  Beide Brennlinien liegen auf derselben Seite des 
axialen Hanptsehnittes ale der leuehtende Punkt; ihr 
karzester Abstand - -  die Brennstreeke liegt im maximalen 
Itanptsehni~te. 

Wenn wiederum in Polge der mehrgenannten gCm- 
stigen Umst~nden Brennlinien und Brennstrecke ver- 
sehWiMend klein werden, dann ist das Bitd eines im 
maximalen Hauptsehnitte befindliehen Leuehtpunk~es sin 
gleiehfalls im maximalea ttauptsehnitte, auf derselben 
Sei~e der optisehen Axe gelegener Punkt. Der Lothpunkt 
des Bildes auf der optisehen Axe befindet sieh in gleieher Ent- 
fernung yon der spharisehen Linse, als ob die Cylinder- 
!inse niehg vorhanden w~re; die Lage des Bildes auf dem 
Lethe selbst kann nach Umstanden eine sehr verschiedene 
sein. (Siehe weiter unten.) 

Yon einer Reihe yon Objeetpunkten, die wir uns im 
maximalen Hanptschnitt auf einer zur Cylinderaxe senk- 
reehten Geraden gelegen denken, werden die ersten Brenn- 
tinien einander theilweise deckend auf einer ahnliehen 
Geraden zu liegen kommen; die zwei~en Brennlinien 
werden in ihrer Gesammtheit ein dieser Linie paralMes 
sehmales Band formen. - -  Auf einem gegen die optisehe 
Axe senkreehten in der Ebene der ersten Brenntinie be- 
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findlichen Schirme (oder der Retina eines fl~r die Object- 
]inie eingestellten Auges) entsteht ein scharfes Bild der 
Objectlinie; auf einem in der Ebene der zweiten Brenn- 
linieu befindlichen Schirme (oder der Retina eines Auges, 
welche ffir das hither ge]egene Cylinderlinsenbild accommo- 
dirt ist) entsteht ein verschwommenes Bild. 

In dieser Beziehung verhitlt sich also das Bild ether 
zur Cylinderaxe senkreehten (ira maximalen l=lauptschnitte 
gelegenen) Linie gerade umgekehrt als das ether zur 
Cylinderaxe parallelen (im axialen Hauptschnitte situirten). 

Aus dieser Yerschiedenheit erkllirt sich gleichfalls eine 
in Yersuch I erwi~hnte Erscheinung. 

d. Der  l euch tende  P u n k t  ] iege  weder im ax ia len  
noch im max ima len  D u r c h s e h n i t t e .  

In Ebene I sind die Verhliltnisse ganz die gleichen 
wie im vorigen Fatle; tier Vereinigungspunkt liegt also 
auf derselben Seite tier optischen Axe (Projection des 
axialen Hauptschnittes) als der Objectpunkt (vergl. Fig. 8). 

In Ebene II  liegt die Projection des leuchtenden 
Punktes gleiehfalls auf einer Seite der opbischen Axe 

Fig. 8. 

13* 
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(Projection des maximalen Haupischnittes); die Strahle~ 
passiren die Cylinderlinse ohne Brechnng zu er]eiden and 
werden jenseits der spbarisehen Linse in einem Punkte 
wieder gesammelt, der auf der anderen Seite der optischen 
Axe liegt. 

Diese zwei Vereinigungspunkte haben ihre Lothpunkte 
auf der optischen Axe in verschiedener Entfernung yon 
der spharischen Linse und zwar liegt der in II n~her aa 
dieselbe als der in I. - - D i e  Yereinigungspunkte sind 
wiederum Projectionen der bekannten Brennlinien. - -  Die 
Lothpunkte sind wie in den friiheren Fi~llen den Loth- 
punkten yon Objectpunkt respective Cylinderlinsenbild 
(in Bezug auf die sphiirische Linse) conjugirt. 

Wenn wiederum Brenn]inien und Brennstrecke aaf 
ein Minimum reducirt sind, dana ist das Bild eines 
leuchtenden Punk[es, der in keinem yon beiden Haupt- 
schnitten liegt, wieder nahezu ein Punkt; es ]iegt ebenso 
welt veto maximalen ttauptschnitte entfernt und auf der- 
jenigen $eite desselben, als es dutch die spharische Linie 
allein bedingt wird; es liegt abet auf derselben Seite des 
axia]en Hauptschnittes, wie der Objectpunkt und in einer 
Entfernung veto axialen Hauptsohnitt, die yon der Ent- 
fernung des Cylinderlinsenbildes yon diesem abhiingig ist. 

Bild eider zur opt ischen Axe senkreohtea  
Objeot-Ebene. 

£~s tier 5ishefigen Darsfellung ist klar geworden, class 
sammfliche Strahlen eines we immer gelegenen Punktes 
naeh ihrem Austritte aus mlserer Linsencombina~on zwei 
einander im Ranme rechtwinkelig kreu~nde Gerade 
die B~enntinien passiren miissen. - -  Die Entfernuag der 
ersten B~ennlinie yon der H anptebene der sph~ris~hen 
Lins¢ is t der En~fernung des Objectounktes yon dieser Ebene 
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conjugirt; und die Entfernung der zweiten Breanlinie yon 
tier Hauptebene ist conjugirt der Entfernung des Cylinder- 
linsenbildes yon eben derselben Ebene. - -  Daraus folgt, 
dass die ersten Brennlinien aller jener Objeetpunkte, welche 
in einer zur optischen Axe senkrechten Ebene gelegen sind, 
gleichfalls in einer zur optischen Axe senkrechten Ebene 
liegen; ebenso die zweiten Brennlinien. Bei dem Eintritte 
<let mehrfach erw~hnten g~lnstigea Bedingungea werdea 
(lie Strahlen je eines 0bjectpunktes wieder nahezu in je 
einem Bildpunkte vereinigt und es entsteht somit yon 
einer als Object gedachten, zur optischen Axe senkrechten 
Ebene ein ebenes gleichfalls zur optischen Axe senkrechtes 
Bflcl. 

Wie aus den fraheren Er~rterungen hervorgeht, hat 
eia derartiges Bild bezag]ich der Lage der Bildpunkte 
folgende Eigenthamlichkeiten: Jeder  B i ldpunk t  l i eg t  
au f  derse lben  Seite des a x i a l e n u n d  a u f d e r  ent-  
g e g e n g e s e t z t e n  Se i te  des maximaten  Haupt= 
schn i t t e s  als der en t sprechende  Objeetpunkt .  

Die einzelnen Bi]dpunkte ia jeder zur Cyliuderaxe 
senkreehten Linie folgen aufeinander in derselben Reihen- 
folge wie die Objectpunkte; in jeder zur Cylinderaxe 
parallelen Linie folgen sie anfeinander ia umgekehrter 
Reihenfolge als die 0bjectpunkte. - -  Dieses reelle Bild 
ist in einer Richtung ein aufrechtes in der darauf senk- 
rechten Richtung ein umgekehrtes; es kann daher mit dem 
Objecte nieht zur Deekung gebracht werden, selbst wenn 
man es jenem an GrOsse und Proportionen vollkommen 
gleieh macht, was sehr wohl mSglich ist. 

Ueber die Richtung, in welcher das Bfid ein anf- 
reehtes, in weleher es ein umgekehrtes zu seiu hat, ent- 
seheidet die Stellung des axialen Hauptschnittes, somit 
der Cylinderaxe zum Objeete: - -  die Stellung 4es Bildes 
h~ngt yon der Stellung der Cylinderaxe ab. - -  Da w~hrend 
eiaer vollen Rotation der Cylinderlinse um ihre optische 
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Axe die Cylinderaxe zweima] vertical und zweimal hori- 
zontal steht, so erkl~rt sich daraus, dass das (mit Ittilfe 
yon noeh einer spharisehen Liase erzeugte) Bild wahrend 
derselben Zeit in vertiealer Richtung zweimal aufreeht and 
z~veimal verkehrt steh~, also zwei volle Umdrehungen maeht. 
Aueh bedarf es keiner weiteren Erklarung, dass vertieale 
Linien horizontaI und horizontale ver[ieaI erscheinen, wena 
die Cylinderaxe gegen sie eine Neignng yon 450 hut. 
(Dies gesehieht auch viermal w'~hrend einer Linsen- 
umdrehung). 

Es ist hiermi~ des spiegelbiIdartige Verhalten und die 
Drehnngsgesehwindigkeit der in Versueh I and IV be- 
sohriebenea Bilder erklart. ~ ttierzu muss nur noeh 
folgendes bemerkt werden: Wenn, wie in diesen Ver- 
suehen, die breehenden Medien an Stelle der in anserer 
Darstellung angenommenen spMrisehen Linse tre~en, 
dann gilt nattirlieh yon den Retinalbildern alles bisher 
Gesagte. ~ Dadureh aber, dass die Retinalbilder naeh 
aassen projieirt werden, entsteh~ eine kleine Aenderung: 
Das naeh aussen projieirte Bild eines in derselben Weise 
dutch eine Convex-CyUnderlinse gesehenen Objeetes ist in 
der Riehtung der Cylinderaxe ein aufreehtes in darauf 
senkreehter Riehtung ein nmgekehrtes. 

Ueber die P ropor t ioned  des Bi ldes .  

Bei Besehreibang des Versuches tI ist erw~hnt worden, 
class man durch Verschiebung der Cylinderiinse langs der 
optischen Axe die Dimensionen des Brides derart ~ndern 
kann, dass sie einmal in riehtiger Proportion, das andere 
Mal in verschiedener Verzerrung ersoheiaen. - -  Der Grund 
hiervon ist leieht einzusehen. - -  Ieh habe naehgewiesen~ 
(lass das Bild unserer Combination in der Riehtung der 
Cylinderaxe eine solohe Gr~sse hat, als ob es nur durch 
die sph~risehe Linse erzeugt ware; die BildgrSsse in dieser 
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Dimension ist also einfach aus Objectgr~sse, Objectent~ 
fernung und Brennweite der sph~rischen Linse zu be- 
rechnen. 

In der auf die Cylinderaxe senkrechten Richtung ist 
die Bildgr~sse yon anderen Umst~nden abh~ngig, indem 
hier das Cylinderlinsenbild als Object fllr die sph~rische 
Linse zu betrachten ist; der Abstand zweier Bildpunkte 
in dieser Richtung berechne~ sich aus: dem Abstande der 
ihnen im Cylinderlinsenbilde entsprechenden Brennlinien, 
tier Entfernung des Cylinderlinsenbildes yon der sph~rischen 
Linse und aus deren Brennweite. 

Zwei Brennlinien kSnnen nun einen derartigen Ab- 
stand yon einander haben, dass sie yore optischen Centrum 
der sphiirischen Linse aus gesehen um einen ebenso grossen 
Winkel yon einander entfernt sind, a]s die ihnen ent- 
sprechenden 0bjectpunkte; in diesem Falle sind alle Dimen- 
sionen des Bildes denen des 0bjectes proportionirt. Eine 
einfache Ableitung ergiebt, dass die verschiedenen in Be- 
tracht kommenden Gr~ssen folgende Beziehnng haben 

D E 
milssen: ~ - - -  - D '  woria E die Entfernung des 0b- 

Z ~  E 
jectes yore Centrum der sphi~rischen Linse, D den Ab- 
stand der optischen Centra yon sphi~fischer und Cylinder- 
linse and F~ die Hauptbrennweite der Cy]inderlinse be- 
deutet. 

Wenn E so gross ist, dass D dagegen nicht wesent- 
lich in Betracht kommt, wie beim Yersuche IV, dana 
muss, um ein unverzerrtes Bild zu erhatten, D ungef~hr 
---- 2 F~ gemacht werden. 

Gr~ssere Annaherung tier Cylinderlinse an die sph~rische 
vergr~ssert das Bild in der Richtung quer auf die Cylinder- 
axe, grOssere Entfernung der Cylinderlinse verschmi~lert es 
in derselben Richtung. 
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Es ist wohI hier am Ptatze die Erseheinuag des 
Parallelwerdens zweier gekreuzter Linien in Versuch V zu 
erkI~ren. - -  I6h kann reich kurz dahin fassen, class dies 
ein Vergr~sserungsph~nomen ist; bei diesem ¥ersuche 
bleibt die Dimension in der Richtung der Cylinderaxe un- 
gerandert, die darauf senkrechte aber ersehein~ ungeheuer 
vergr~ssert; hierdurch erscheinen die k]einen Abschnitte 
der Linien, die gleiehzeitig siehtbar sind, in gleieher und 
daher in paralleler Riehtung in die L~nge gezogen. 

Ueber s t i gma t i s ehe  Cyt inder l insenbi lder .  
Die yon einem leuchtenden Punkte ausgehenden 

Strahlen haben nach dem Durchgange dureh eine Convex- 
cylinderlinse einen derartigen Verlauf, dass sie erstens 
yon der, der Cylinderaxe paratlelen, reellen Brennlinie 
ausgehend gedacht werden kSnnen, zweitens aber aueh 
aufgefass~ werden kSnnen als ~oa tier ~,supplement~ren 
Brennlinie" kommend, die reehtwinklig zur Cy]inderaxe 
dutch den leuchtenden Punkt selbst hindurc, hgeht. 
Wenn wit die in unserer Darstellung bisher beobachtete 
Methode, ein Strahlenb~scheI zu zerlegen, beibehalten, so 
ha~ fblgende Ansehauung Platz: 

Von den verschiedenen Punkten der Brennlinie gehen 
Strahlenf~tcher aus, deren Ebenen sfimmtlieh zum axialen 
Hauptsehnitte senkreeht stehen~ und die alle yon der 
supplement~ren Brennlinie aus dNergiren. - -  @em~tss 
dieser Ausstrahhng aus zwei verschiedenen Orten hubert 
die Strahlen nach ihrer Breehung in einer sph~rischen 
Linse zwei differente Vereinigungsorte - -  die erste und 
die zweite Brennlinie. - -  Je n~her jene zwei Orte an 
einander liegen, desto mehr miissen auch die Brennlinien 
an einander r•cken und in demselben Maasse muss alas 
Bild an Stigmatismus gewinnen. 

Es giebt thats~chlich ein Mittel, die reelle und die 
supplement~re Brennlinie einander n~her zu bringem 
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Wenn man mit der Convexeylinderlinse eine Coneav- 
cylinder]inse derart vereinigt, dass ihre Axen sieh recht- 
winklig kreuzen, so wird der Oft der reellen Brennlinie 
dadurch nioht ver~ndert und aueh die Divergenz der 
Strahten jedes einzelnen F~iehers erteidet keine Ver- 
anderung; die Strahleni'~cher selbst abet convergiren 
rtickwirts nun nicht mehr nach der ,,supplement~ren 
Bren~l~ie", ,so, dean nach einer n ~ e r  gel~a~e~ virtuellen 
Bren~li~ie, deren Entfernung dutch ~tlie B~n~e~te  der 
Coneavcylintlerlinse bestimmt ist. - -  Es !k~nen auf diese 
Weise reetle lind virtuelle Brenn~i~ie ein~nd~r s~br nahe 
gebracl~t and das Bild, ganz ~bgesehen yon den frliher 
erwiibuten gtinstigen ~edingungen, bein~he vollkommen 
seharf gemavht werden. ~ Es ist dies ab~r au~h mit 
theoretisCher ¥ollkommenheit mt~g,lich. 

Weun ma~a h~nter d~r Cenvexeyl,indertinse eine :Concav- 
cylinder]inse der~rt anbringt, dass ~die Cylinderaxen beider 
sich reeht~i~klig lrreuzen und die Linsen um die Summe 
ihrer Brennweite yon einander entfernt sind (vergl. Fig. 9 
auf fotgender Seite), dann durchsetzen die Strahlen eines 
fernen Lichtpunktes in folgender Weise das Linsensystem: 

Die verschiedenen Strahlenficher haben an eben dem- 
selben Orte ihre virtuelle Yereinigung, an dem sieh die 
Strahlen jedes einzelnen F~ichers realiter durchkreuzen. 
Iqach ihrem Austritte aus einer solchen Combination 
haben alle Strahlen eines Punktes wieder eine solehe 
Richtung, als wenn sie yon einem Punkte kimen, tier in 
der gemeinsamen Brennebene beider CylinderIinsen liegt. - -  
Jeder  Punk t  eines dera r t igen  Bildes ha t  die be- 
merkenswer the  Eigenth t iml ichkei t ,  dass er ftir 
eine Anzahl  yon S t r ah l en  (n~mlioh die im maximalen 
I-Iauptsehnitt der Convexlinse gelegenen) ree l le r  Bild- 
punkt ,  fiir eine andere Anzahl  yon S t rah ten  (die im 
axialen Hauptsehnitte derConvexlinse gelegenen) v i r tue l l e r  
Bildpunkt ,  far alle anderen  S t rah len  beides the i l -  
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weise ist.  --- Strenge genommen gilt dies nur ftir sehr 
entfernte 0bjectpunkte, doch praktiseh hat es far alle 
Geltung, deren Entfernung nicht so gering ist, dass die 
Distanz der Linsen yon eiuander dagegen wesentlieh in 
Be~raeht kommt, 

Fig. 9, 

Was nun die Dimensionen des Bildes be~rifft, so siM 
dieselben denen des 0bjeetes proportionirt, wenn folgende 
Beziehung besteht: 

E f +  f~ 
q~-~- E - - f  *)' 

worin E die Entfernung des Objeef~s yon der Convex- 
cylintlerlinse, f die Hauptbrennweite derselben, q~ die tier 
Concaveylinderlinse bedeuiet. - -  Diese Formel besagt, 
class ffir jede Object-Enffernung uM jede Convexcylinder- 
linso yon bestimmter Brechkraft eine Coneavcytiade~diuse 
yon bestimmter Brechkraf~ (in angegebener Weise situirt) 

*) Diese Formel erhttlt man, indem man die Bildgriisse 
ftir Convex- und Concavlinse aus den entsprechenden Ent- 
fernungen, jede ftir slch be~'echne~ und d~nn einander gleich- 
setzt. 
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erforderlich ist, um den Bildern alle Verzerrung zu be- 
nehmen. - -  Ferner ist daraus ersichtlich, dass bei einer 
gegen die Brennweite tier Linsen vergleichsweise ~ossen 
Object-Entfernung das gewanschte Resulfat dann eintritt, 
wenn Convex- und Concavcylindertinse gleiche Brenn- 
weiten haben. Die Bedingungen far voltkommene Sch~rfe 
und beinahe vollkommene Proportionalitiit der Bilder sind 
also die gleichen. 

Ich babe die eben beschriebene Liusencombination 
thatsachlich anfertige n lassen*) und als Ocular noch 
eine schwache sl~hlirische Linse zugefiig~, da das Bild 
dem Ange sonst zu nahe Iiegt, urn deutlich sichtbar 
zu sein. 

Das Instrument liefert vollkommen scharfe, unver= 
zerrte Bilder, welche abrigens alle Eigensehaften der in 
Versuch IV erw~hnten besitzen. 

Zu bemerken w~re noch, dass sich der Astigmatismus 
und die Verzerrung der Cy]inderlinsenbilder noch in 
anderer Weise corrigiren lassen: niimlich dutch eine tier 
ersten Convexcylinderlinse gleich starke und yon jener 
um die doppelte Brennweite entfelmte gleichfalls eonvexe 
Cylinderlinse mit paraIlel gestellter A x e . -  Im Wesen 
ist diese Correction mit der frtther beschriebenen identisch; 
denn eine ~onvexcylinderlinse kann ersetzt werden dutch 
die Combination yon einer Concavcylinder- und einer 
spharischen Linse, welche beide der ersteren gleiche Brenn- 
weite haben. 

Der Umstand, dass ein Linsensystem yon der zweiten 
Art stigmatische Bilder tiefert, l~sst auch eine yon tier 

*) Bei dem I~1echaniker D. Kagenaa, r~ Utrecht~ Physiologisches 
Institut,; sind so!che Linsencombinationen in einfacher Ausstattung 
zu haben. 
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unserigen etwas verseh}edene Betraohtung 
kl~ung zu. 

and Er- 

Es sei mir noch gesta~tet, zu bemerken~ dass ioh 
den Herren Professor Lebe r  und Dr. Nordmann  aus 
Helsingfors f~lr treffende Bemerkungen in clieser Sache 
sehr verpfliehtet bin, 


