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Ueber einige Gattungen elliptischer Integrale.
(Von Herrn 0. Rithig.)

Von den Integralen von der Form:

(1) f(x)d.z’ ,

{aO +a1-‘r+a2x2+“3‘r3} 3
m=1 oder 2, f(x) rationale Function, haben sowohl Legendre im 27",
28"" und besonders im 32% Capt. seines ,traité des fonctions ellipliques”
als auch die Herren Minding und Richelot im 9" Bande dieses Journals
pag.- 295 und 407 verschiedene specielle Fille behandelt. Dennoch scheint
bis jetzt ein allgemeiner Saiz noch nicht bemerkt worden zu sein, der sich
folgendermafsen aussprechen lafst:

Die Integrale von der Form (1.) lassen sich auf elliptische Inte-
grale bringen, deren Modul Ly2+y3 ist.

Ferner behandelt Legendre im 32" Capt. des genannten Werkes specielle

Fille des folgenden allgememen Integrals
(.5‘3]!‘!() Mi"‘lﬁ‘a’)d‘r _
{a, +a, x4 a,2* + a,2° a2} 4
m=1 oder 3, f(x) rationale Function; und giebt dort eine Substitution
an, durch welche auch leicht folgender allgemeine Satz bhewiesen werden
kann, den er nicht anfiihrt:

Die Integrale von der Form (2.) lassen sich auf elliptische Integrale
bringen, deren Modul v} ist.

Diese beiden Sitze sollen im Folgenden bewiesen werden und zwar dadurch,
dafs (1.) zuriickgefiihrt wird auf das Integral
3y [Lwde 4,

Vefu® ’ B
und (2.) auf das folgende

f (u?) du
O
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198 Rothig, uber einige Gattungen elliptischer Integrale.

von denen dann leicht zu zeigen ist, dafs sie durch die oben genannten el-
liptischen Integrale ausgedrickt werden. Um zunichst (1.) auf (3.) zuriick-
zufiihren, sei « die reelle Wurzel der Gleichung
P _— a3.’l,‘3+(42$2+(61$-|—au = O,
und es sei
P=aztartarta = a(x—a)bt bz x).
Setzt man nun:
b+ bx+4a* = (¢ — )2,

so wird:
Y O 2e2) 4T EoOHCHIDT | pF — of @— oo,
de — — 3202z 4 f—2(b—-bla—u')+2(b-|—b,a+a’)z3zzdz
- Zz

(i_za)z —_ 2 (1—-Z3)2]/(bf—4b)+4(b+bta+“')za

Bezeichnet man noch y(bi—46)14(b-}b,0-}o*)2* mit R, so erhlt (x_f:;mz—m

nach ausgefiihrter Substitution die Form ¥ @)1 R.v, () welche durch Mul-

¢, (2)+ By, ()’
tiplication mit (p,(z)—-R Y,(2) sofort in die folgende iibergeht:
¢ (2)+ BR.y(2),

in welcher ¢(2) und y(2) bekannte rationa’e Functicmen “edeuten.

Fihrt man jetzt die so ebeu enftwicKelten Ausdrieke in (1.) ein, so
nimmt dies Integral die folgende Gestalt an: :-

Sri@dadt [LEE

wo f; und f; gegebene rationale Functionen sind. Da das erste % .ser beiden
Integrale durch bekannte Functionen integrirt werden kann, so ble )t nur noch
das zweite zur weiteren Behandlung ibrig. Dieses hat aber die Form:

5. fa (z)dz .
5 / V(6;—46)+4(0+0, a+0a?)z’
Sei nun: b} —4b=:A4; b} b0} o> =¢B, so dafs A und B die abso: .is.

Werthe der Coefficienten unter der Wurzel, ¢ und ¢ +1 bedeuten. ¢
geht dann (5.) iber in: ,\
f.(z)dz
Ved+4¢ Bz’
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welches Integral durch die Substitution
g = du ‘/—A—
4B
fl)du
Vefu®’
wodurch also in der That (1.) auf das Integral (3.) zuriickgefiihrt ist. Um

nun zu zeigen, dafs (3.) durch elliptische Integrale mit dem Modul 42 +y/3
ausgedriickt werden kann, setze man

die folgende Form erhalt:

u = y*—g,
wodurch (3.) abergeht in

fdy
©) / V3—3ey*ty*

Nun sei:
yz — Vi—-—v
1+V1——v
es folgt dann
y = ysl=i==
und, wenn }y2-F Y3 = ¢ gesetat wird,
T 805, — 530, g — 73 dv :
V8 —3ey't, = v YI— v (14 V1—2%)

Da aber aus diesen Werthen leicht geschlossen wird, dafs:
dy 1 dv e
—— e n c — L1y2 3
V3 —=3eyd-,* 2ys Vd—o)(1— cv) V2473,
so erhellt, s derjenige Theil von (6.), welcher nach Einfihrung der Sub-
stitution in» durch hekannte Functionen nicht integrirt werden kann, die
Form annehmen mufs:
f)dv T
5 ¢ = 3y2+¢y3.
/V(i—v)(l ¢*v?) B2ty
Hlerdurch ist der erste Satz bewiesen. Es mag noch bemerkt werden, dafs
dle,f in den Integralen (3.), (6.) und dem letzten natirlich weder untereinan-
der noch mit dem £ in (1.) identisch sind.

Zum Beweise des zweiten Satzes, also um zunichst (2.) auf (4.)
- xvfihren, schaffe man durch die bekannte Substitution z = 0; Tz die
26 *
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ungeraden Potenzen aus dem Ausdruck vierter Ordnung unter der Wurzel
im Integrale (2.) fort und gebe demselben die bekannte Form:

7)) f(r)dx
[A—xd—F=x )]
Da ferner f(x) die Form erhalten kann:
¢ @)+ zy(2?),
was bekannt ist, iberdies oben gezeigt wurde, so zeflegt man (7.) leicht in
die folgenden beiden Integrale

(1) f e@)dr ___ nd (IL) ry(@?)dz
(A—x® (1—k*2%]* ’ [A—a2®) (1=K 2]
- deren jedes auf (4.) zurickgefihrt werden soll.
Zur Reduction von (L) setze man wie Legendre im 32" Capt. des
Htraité des fonctions elliptiques”

(A—2)(1— K x*) = x*2*,

m
4

m 9
O

so wird
(1+k=)+V£1—~1:2) Fazt  pde— QR L (1452 YI—F)"F 4z} 22 Pds,
2 (k*—z*) (k*—24) Y (1—K*)* - 4z*
und daher, wenn P = (1— z*)(1—Kk*x*) gesetzt wird,
de (145 + (A48 VI—FFa5 4220 5,
= s R R '

Da nun zufolge der Voraussetzung s immer eine der Zahlen 1 oder 3 be-
also immer gleich 2* oder z* wird, und in 2* nur y(1—A*) | 42*
@ (x*)dx

pr
durch V(T—__/cz—){—_{:tl_z‘* ausgedrickt ist. Hieraus wird klar, dafs Integral ‘(I.)
nach Abscheidung des durch bekannte Functionen integrabeln Theiles durch
die angewandte Substitution auf die Form

f f(z*dz
VA—F)? F 4z

gebracht ist, in welcher f defswegen eine Function des Argumentes 2z? be-

deutet, weil durch den Werth von & sowohl, wie auch sonst, = nur in geraden

Potenzen eingefiihrt wird. Dieses Integral nun geht durch die neue Substitution
p— (1__ k2)2 u4

deutet, ™!

eingeht, so folgt, dafs in dem Ausdrucke alles auf rationale Weise



Rithig, uber einige Gattungen elliptischer Integrale. ’ 201

sofort in das folgende uber:
@ (u*)du
welches mit dem Integrale (4.) identisch ist.

Was Integral (IL) betrifft, so konute der behauptete Saiz fiir das-
selbe leicht auf andere Weise bewiesen werden, als es hier geschehen soll.
Es ist jedoch die folgende Methode wegen der Uebereinstimmung mit der
bei (1.) verfolgten vorgezogen worden.

Man setze zur Reduction von (1L.) auf die Form (4.)

(A—2)(1—FKax*) = 2%,

so folgt:
g — (VIR aRs
— k* ?
also

xdr P-mdz
P—Z—' V(1— k) 4-4k*2*

Wiederholt man hier die bei der Behandlung von (1) gemachten Schlisse,
so erhellt, dafs das Integral (IL.) auf die Form:

/ f(z*dz
VA—F*)*F 4k 2
gebracht wird, welche durch die Substitution

42t = (1—k*)ut
ebenfalls in (4.) ibergeht.

Es bleibt daher nur noch ibrig zu zeigen, dafs Integral (4.) durch
elliptische Integrale mit dem Modul y} ausgedrickt werden kann.

Hierzu setze man:
2 2
v
so wird leicht
pl)du __ @(y)dy.

Vitu Vi—y*

Es ist also (4.) auf

gebracht, welches Integral durch die Substitution

y.2‘= 1__',2
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in die Form
@ (v*)dv

Yd—v)(d—4v%)
iibergeht, wodurch der Satz bewiesen ist.

Die Constanten, welche durch die hier angewandien Substitutionen
als Factoren vor die Integrale treten miifsten, sind wegen der willkiirlichen
Function unter dem Integralzeichen fortgelassen worden.

Aus den vorangehenden Betrachtungen erhellt noch leicht, dafs fir
die lnteyrale von der Form:

f f(z) dz — m=1 oder 2,
[a+a,x+a,2*]

derselbe Satz gilt, wie fur die Integrale (1.); und dafs fir die Integrale
von der Form:

f f(z)dx _, m=1 oder 3,
[a4ax+a,x*]%

ebenfalls derselbe Salz gilt, wie fur die Integrale (2.).
Ferner bemerke man, dafs die Substitution, welche die Integrale von

der Form (L) sofort auf elliptische Integrale mit dem Modul y} zuriickfahrt,
die einfache Form annimmt:

1%t
1— 1—Ex

1——v._.+'/1__k oder =1+

und dafs ebenso die Substitution
1—0v* __.+Ic]/11_kf . oder 1—o*—+ k 11_"2 z
dasselbe sofort fir die Integrale (IL) leistet.

Schliefslich mogen hier noch einige specielle Fille der Integrale (1.)
und (IL.) angefithrt werden, die sich durch bekannte Functionen integriren
lassen. Bezeichnet man namlich mit $u den Ausdruck [(1— u2)(1 Pu?) T,
so gelten die folgenden Gleichungen:

1_1,2 b

R—A k)2 de 1 xVk+39x 1 S
TR 2" Iz = 37k %8 Zyh—9s — 75 "8 57k
‘/” 1 2—(14EYx? dx 1 rzdatadr 1 i adr
at—x* a*(l —)F 2 (l—ke’) G = %a0a 8rPa—adr &0a T8 Fa
R—(A k) e A rvVk+dx 1 dx
T+ @2 — 2hyk 18 Zyk—9s T 57k 8 o7k

1 2—(d4k)a? 2 1 wdatads 1 atr
—x al(l— x")‘f‘a'(i-—lg'a?) (19‘.1‘)3 2a(Ja) logm,a_mh—l—awayarctgxaa
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die man vermittelst der Substitution
A—z)(1—kz*) = z*2*
beweist. Ebenso findet man durch die Substitution
A—H(1—kK2*) = 2*
die folgenden beiden Integrale:

1 A2 xzdr 1 I 0a+0x—-—!—arct dx
o—z I—ka)Fi(A—zY) dxr 20« 8 Fa—Fs  Ta g G

1 1+ k*—2k*x® xdx 1 1 datdx
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