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lJber eine besondere Ar~ yon In~egralgleichungen. 

V o n  

C. R ~  in GSttingen. 

Einige physikalische Probleme ffihren auf die folgende Art yon Inte- 
gralgleichungen 

-t-~ +oo 

Im ersten Fall sind die Funktionen f (u)  und k(x),  im zweiten Falle 
die Funktion f (u)  allein gegeben. In beiden Fi~llen ist die Funktion 9~(x) 
gesucht. 

Beide Aufgaben lassen sich in einfacher Weise dutch Entwleklung 
naeh Hermitesehen Polynomen 15sen. Was zun~ehs~ die erste hufgabe 
betritft, so sei 

k(x) ---- e- ~[ao q- a~g~ (x) q- a2g~(x ) + . . . ] ,  

~(x)  = ~-~[bo + b~g~(x) + b.~g~(x) + . . . ] ,  

we e-~g,~(x) den n u~ Differentialquolienten yon e - ~  bedeutet. Wenn man 
diese beiden Eniwicklungen in das Infegral einsetzt, so erh~lt man 

+ ~ [,~, ~ =0,1, 2,-.-'~ 

und nachdem man ~-mal par~iell in~egriert hat, 

-t-r 

f(u) ~ . ~  a~b~,f  e- ~ g~ + ~ (u - -  x)e-  ("-~)~ dx.  

Under dem In~e~cq-a~eiehen wird nun stat~ x eine neue In~egra~ionsvariable 

~ ~ / 2 x - - ~  eingeffihrt. Das Integral geht dadurch fiber in 

~-~- ,, ~ _~ 
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und wenn man ~ = v schreib~, 

Nun gilt fiir die ganze rationale Funktion g~ (x) eine Art yon binomischem 
Satz, der folgendermaBen lautet: 

(:) (") .-die gewOhnlichen Binomialkoe,fi~en~n bedeu~m Multi- WO 1 ) 2 )" 
- -  ~ p~izier~ man mit e , s e t z t  x = v ,  y ~ -  ~ und integriert fiber ~ yon 

- - o ~  his -k or,  so verschwinden nach den be]cannten Eigensehaften der 
Hermif~schen Polynome auf der rechten Seite alle Olieder mit Ausnahme 
des erst~n und es ergibt sich demnach, 

+ r  

- - o o  

und damit 

= V~ V ~  ~ + 

]/~2 t F  

= ~ V~ %bo + (aob, +a~b0)- _ ) + (%'b~+~b,+=~o) ~ - ~ +  . . . .  

*) Das Binomialt~eorem l~Bt sich unschwer dutch einen Schlu~ yon ~ auf  ~-]- 1 
beweisen. Man differentiier~ die Gleichung nach x und ersetzt aaf  beiden 8eiten 
die Ablei~ungen dutch die Ausdrficke, die sich aus dem Bildungsgese~ der Funk- 
tionen g~ ergeben, 

und 
g~ ( x )  ~ 2 x gz ( x )  - i -  gz + z (x) . 

Dann ergibt sich 

\ 

o 
Jef~t vertauscht man x und y und addiert die Seiten der neuen GIeichung Kuks mid 
rechts dazu. Dann kann man 

auf beiden Seiten wegheben und erhgl~ das Theorem f-fir n -~- 1. 

9* 
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Denken wir uns also die Funk~ion f ( u ) ~  f (] /~v)  in ds Reihe ent- 
wickel~ 

f (V~v )  ~ ~- ~ [Co + ~ gl (v) + e~g~ (v) + . . . ] ,  
so ist 

g-~ Co ~ aobo, V~- el =aob  1 + albo, 

(]) ] /~ a o b~ 5- a, b 1 ~- etc. V'~ c2-~ a2bo~ 

Dutch diese Ke~te yon Gleichungen l~]]t sich aus der Reihe der c~, wenn 
die Reihe der a z ~ls bekannt vorausgesetz~ wird, die Reihe der b~ er- 
mitteln (% als yon Null verschieden vorausgesetzt). Die Berechnung der 
GrSBen bi kann in der Form einer Division zweier Potenzreihen ausge- 
f'tih~ werden. Dot Dividendus is~ die Po~enzreihe 

(v t) 
75 

der Divisor die Reihe 
ao 5- a~t 5- a~t ~ -t- �9 �9 .. 

Die GrSl~en b~ sind dann die Koeffizienten der Potenzreihe, die den Quo- 
tienten darst~llt. 

Die zweite Aufgabo l~g~ sich sogleich auf die ers~e zurficlffiihren. 
Is~ n~imlich a~-~ b i u n d  sollen die Gr6Ben a~ aus den GrSBen c~ ermitgelg 
werden, so l~l~t sich das ebenfalls durch die Kette der Gleichungen (I) 
ausffihren, die in diesem Fal]e iibergehen in 

Oder zwischen den enisprechenden Potenzreihen muff die Beziehung beslehen 

V ~ ( c o  + ~ l ~ t  +~,  ( ~ ' + ' " ) - - -  ( % +  a~t+a~t~+. . . )  ~. 

Das heil~, es is~ aus dor linken Seite die Quadratwurzel auszuziehen. 
Dami~ sind die Koeffizien~en a~ his auf einen gemeinsamen Vorzeichen- 
wechsel eindeu~ig bes~imm~. 

Urn die Konvergenz der belrachteteu Eniwicldungen braucht man 
sieh, sowei~ physikalisehe Probleme in Betrach~ kommen, keine Sorgen 
zu machen. Denn bei diesen kSnnen wit immer annehmen, da]~ die Funk- 
~ionen k(x) und ~(x) und demnach auch f (x)  fiir hinreichend groBe ab- 
solute Beh~age yon x l~ull sind, und dam~i~ ist die Konvergenz der En~ 
wicklungen gegeben. 


