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Uber eine besondere Art von Integralgleichungen.

Von

C. Ruwge in Gottingen.

Einige physikalische Probleme filhren auf die folgende Art von Inte-
gralgleichungen

1) = [ ba)p(u—a)dz und f() = [ 9(a) p(u—s) d.

Im ersten Fall sind die Funktionen f() und %(x), im zweiten Falle
die Funktion f(u) allein gegeben. In beiden Fillen ist die Funktion ¢(z)
gesucht.

Beide Aufgaben lassen sich in einfacher Weise durch Entwicklung
nach Hermiteschen Polynomen ldsen. Was zunichst die erste Aufgabe
betrifft, so sei

k(z) = e[y +a,9: (%) + a9, (%) +- -],

p(2) = e #[by + by g, () + by 9, (x) ++- ],
wo e~ g, (x) den n*® Differentialquotienten von ¢~* bedeutet. Wenn man
diese beiden Entwicklungen in das Integral einsetzt, so erhilt man
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10 = St fo@e =g —peeras (70 ),

und nachdem man Ai-mal partiell infegriert hat,

e
) zZalbﬂﬁ_ﬁgz-m(“—»’6‘)8'(“"’”)“ dz.

Unter dem Integralzeichen wird nun statt « eine neue Integrationsvariable
g___y'éx—% eingefiihrt. Das Integral geht dadurch iiber in
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U .
und wenn man —— = v schreibt,

V2
e

Nun gilt fir die ganze rationale Funktion g,(x) eine Art von binomischem
Satz, der folgendermafBen lantet:

V20 (55) =@ + (1) 91 @40+ (5) 9us @)+ +0,0),)

wo (%), (%), die gewdhnlichen Binomialkoefizionton bedeuten. Multi-

pliziert man mit e ¥, sefzt x =», y=—¢ und integriert iiber £ von
— 00 bis + oo, so verschwinden nach den bekannten Eigenschaften der
Hermiteschen Polynome auf der rechten Seite alle Glieder mit Ausnahme
des ersten und es ergibt sich demnach,

Pl e v — e ® _ —
T Jrn () o= it Vs
e’”2 [} #(”)
fl) = 1(V20) = Va Dlaab, i

Va
= V(o (b +abe) S0+ (onbybandy Hasb) S 4.

und damit

* Das Binomialtheorem 148t sich unschwer durch einen SchluB von » auf n4-1
beweisen. Man differentiiert die Gleichung nach 2 und ersetzt aof beiden Seiten
die Ablejtungen durch die Ausdriicke, die sich aus dem Bildungsgesetz der Funk-
tionen g, ergeben,

g, (2LY x+y (w+y +g (w-i—y)
9n \ _V‘ ) Jur1 _Vé

und
yz’(x)= 2-"791(~75)+91+1(~'”)-

Vet (0 (50 s (£29)

~2V# 0 (T 4 0@+ () 5000+ + () a @ 0@
o

Dann ergibt sich

Jetzt vertanscht man z und y und addiert die Seiten der neuen Gleichung links und
rechts dazu. Dann kann man

2z +9) V2" g, (w;/':y) .

auf beiden Seiten wegheben und erbilt das Theorem fir » 4 1.
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Denken wir uns also die Funktion flu) = f(}/§v) in die Rethe ent-
wickelt

F(V20) = &7 [60+6 8. (v) + 6,05(0) + - ],

11//:2_— €y = by, 1}; ¢ = ayb, + ab,,

k2

80 ist

@ s
% Cp = aobz + a1b1 + afgbo, ete.

Durch diese Kette von Gleichungen liBt sich aus der Reihe der ¢;, wenn
die Reihe der a, als bekannt vorausgesetzt wird, die Reihe der &, er-
mitteln (a, als von Null verschieden vorausgesetzt). Die Berechnung der
GroBen b, kann in der Form einer Division zweier Potenzreihen ausge-
fithrt werden. Der Dividendus ist die P otenzreihe

’? (e raV2t+a 2ty +..),
der Divisor die Reihe
ay + a;t + agt? + - - .
Die Grofen b, sind dann die Koeffizienten der Potenzreihe, die den Quo-

tienten darstellt.

Die zweite Aufgabe 1aBt sich sogleich auf die erste zuriickfiihren.
Ist namlich a, — b, und sollen die GroBen a; aus den GroBen ¢, ermittelt
werden, so 1iBt sich das ebenfalls durch die Kette der Gleichungen (I)

ausfiihren, die in diesem Falle fibergehen in

2 " 2.5, 2=
V;60=%2, V;VZ%—?%%; V;V2262=a12+2a0a2, ete.

Oder zwischen den entsprechenden Potenzreihen muf die Beziehung bestehen

VEi(a+aVt +6 (V204 ) = (+ ayt+ a2

Das heiBt, es ist aus der linken Seite die Quadratwurzel auszuzichen.
Damit sind die Koeffizienten a@; bis auf einen gemeinsamen Vorzeichen-
wechsel eindeutig bestimmt.

Um die Konvergenz der betrachteten Entwicklungen braucht man
sich, soweit physikalische Probleme in Betracht kommen, keine Sorgen
zu machen. Denn bei diesen kénnen wir immer annehmen, daB die Funk-
tionen k(z) und ¢(z) und demmach auch f(z) fiir hinreichend groBe ab-
solute Betrige von # Null sind, und damit ist die Konvergenz der Ent-
wicklungen gegeben.
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