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i}BER DIE ABGRAENZUNG DER LOSUNGEN EINER ALGEBRAISCHEN 
GLEICHUNG. 

V o n  Leo Koenigsberger ( H e i d e l b e r g ) .  

Adunanza del 2 4 maggio 19o8. 

Die Einschliessung der L6sungen einer algebraischen Gleichung 

aoX"--[--a x"-' + a , x " - ' -  [- . . .  + a . _ x + a - - o ,  

worin ao, a ,  . . . ,  a reelle oder complexe Gr6ssen bedeuten, mittels eines um den 
Nullpunkt gelegten Kreisringes, dessen Radien durch 

M -+- I und I 
m + I  

gegeben sind, worin M und m den gr6ssten der absoluten Betr~ige 

�9 . . ~  ~ resp. , . . .  
~ , a n a n  l~ n 

bezeichnen, beruht bekanntlich auf der Bemerkung, dass die Ungleichheit 

a-~o X"-' + a' x"-2 + "" + ao --~ MlXl"-- ~ <lxl" 

stets unabh~ingig yon n erRillt is b wenn 

I x l ~ M +  ~, 
w~ihrend eine L6sung x der vorgelegten Gleichung die Beziehung 

To x' + "'" ao =Ix,l" 
erfordert. 

Ftir die Anwendung dieses Satzes wird es sich /iber meist um einen m6glichst 
engen Kreisring handeln, dessen Radien zwar unabh~ingig yon den Werthen der Coef- 
ficienten der Gleichung sein mi~ssen, wohl aber von dem Grade der Gleichung abh~ingen 
d/.irfen, und bezhglich dieser Forderung m6gen im Folgenden einige einfache Bemer- 
kungen Erwlihnung finden. 

Da f/~r einen beliebigen Werth von x zun~ichst die Beziehung gilt 
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oder nach der fi.ir M getroffenen Werthbestimmung 

-~o a~ x ._  ~ a,, . ~  M lXl"--  I 
~' x .... + ;~- + "'" + ~o - I x l - ~  

ist, so folgt far jede L6sung x der vorgelegten Gleichung 

Ix,/~ z M f'~'l" - -~  - -  lx, I - - ~ '  

und es wird somit weder ein Werth x, dessen absoluter Betrag r kleiner als I u n d  

der Ungleichheit genOgt 

r"+' - ( M +  Or" + M < o ,  

noch ein solcher, for welchen r gr6sser als ~ und der die Ungleichheit 

r " + ' - - ( M + I ) r " + M > o  

befriedigt, eine Wurzel der Gleichung sein kSnnen, w~ihrend r = I mit der UngMch- 

heit 
M n < I  

unvereinbar ist. 

Untersuchen wir nun far einen beliebig gegebenen positiven Werth yon M den 

Lauf des Polynoms 

R(r )  = r "+' - - ( M  + I)r" -Jr- M =  ( r - -  I ) ( r " - -  M r " - ' - -  M ,  . . . .  - -  . . . .  M r  - -  M), 

welches ffir r - -  o den positiven Werth M annimmt, so ist ersichtlich, dass R(r )  yon 
I 

einem tiber r - -  o hinausliegenden Werthe an unter der Annahme, dass M < --n- ist, 

bis zu r = I negativ sein wird. Da niimlich der Werth yon r, welcher 

dR 
d l  ~ = r . . . .  [(//  + I )  f - -  n ( M  + I ) ]  

zu Null macht oder 
n 

r ~  n "t- i ( M  nt- I) 

unter der gemachten Voraussetzung zwischen o und I liegt, so wird 

R ( r o ) = _ _  ~[_ n ( M n t - x  -}-M 
n 

I 
als Function yon M aufgefasst far M --- o negativ, wiihrend es for M = - -  ver- 

n 

schwindet, und somit far ein M < i_[_ stets negativ sein, da 
n 

d ~ f r o ) _  " ( M + ~ )  + 
d M  

in dem betrachteten Intervalle fi:ir M positiv bleibt und erst for M = !  verschwindet, 
n 

um dann for grSsser werdende M negativ zu bleiben. 

In dem Intervalle von r - -  o bis r "-- I wird somit die Function R(r )  far jeden 

Dositiven Werth yon M, welcher zwischen o und ~ liegt, von dem positiven Werthe 
n 
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M durch Null ins Negative gehen und ftir r - - I  verschwinden, um dann von r - - I  

an positiv zu bleiben, ftir r - - M +  i den Werth M anzunehmen und dann ins 

Unendliche zu wachsen. 
I 

Ist M = - - ,  so bMbt die Function R (r) yon r = o fiber r - -  r o = I hinaus, 
n 

woftir sie verschwindet, stets positiv. 
I 

Ist jedoch M ~ n -  , so dass r o ausserhalb des Intervalles o bis I, und zwar 

zwischen I und M + I  f~illt, so wird, da R(ro) jedenfalls negativ ist, R(r) bei r " - I  
negativ zu werden anfangen und erst ffir ein r ~> r o und ~ M + I wieder positiv 

werden, um dann positiv zu bleiben. 

Ferner ist aus 
R(M) = - -  M"+M 

unmittelbar ersichtlich, dass ftir M <~ I, also ftir M < I _ _  und M ~ I__ abet < I, 
n - -  n 

R (M) positivist, w~ihrend es ftir M - -  I verschwindet, dass jedoch, wenn M > I, 

R(M) negativist, und dass endlich, wenn M < n  der Werth ro>M , w e n n M > n ,  

r o < M wird, wahrend far M - -  n, r o = M - -  n ist. 
Fassen wir die gewonnenen Resuhate zusammen, so folgt, da, wie wir oben ge- 

sehen, kein x, dessen absoluter Betrag r < I und ftir den R (r) < o ist, oder dessen 

r > I zugleich R(r)> o liefert, eine L6sung der Gleichung 

X n X " -  * a o + a z + . . .  + a , x +  a ,  = o 

sein kann, dass 
I 

I) far M < - -  
n 

s~immtliche L6sungen dieser Gleichung innerhalb eines um den Nullpunkt mlt einem 

Radius r=0% welcher > M  und < n ~  ~(M n t- i )  ist, gezogenen Kreises liegen wer- 

den, dass 
I 

2) itir M = -  
n 

dieselben vom Einheitskreise umschlossen werden, und dass 
I 

3) for M D - -  
n 

die L6sungen in einem um den Nullpunkt mit einem Radius c~ beschriebenen Kreise 

liegen, worin 

n ( M  n t- I )  und M n t- I, und far M ~ n innerhalb der Graenzen 

Rir M > n zwischen M und M-~- I 
enthahen ist. 

Setzt man in der Gleichung 

a o X " + a , x ' - '  + . . .  + , ,  .... x + a = o ,  
I 

in welcher a von Null verschieden vorausgesetzt wird, x - - - - ,  so ergeben sich ftir 
Y 

Rend. Circ. Matera. Palermo, t. XXVI (a o sere. 19o8).-- Stampato il 22 giugno *908. 44 
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die GMchung 
a " y"-' .y + a _ ,  + . . .  

wenn m den gr6ssten der Moduln 

bezeichnet, die analogen Graenzen ffir die Radien der um y =  o gelegten Kreise, in- 
nerhalb deren alle L6sungen dieser transformirten Gleichung liegen, und bestimmen 
somit durch ihre reciproken Wcrthe die Kreisflfiche, ausserhalb deren die L6sungen der 
vorgelegten Gleichung sich befinden, so dass damit der concentrische Ringraum als 
das Gebiet ftir die L6sungen der ursprfinglichen Gleichung festgelegt ist. 

Zun~ichst ist nun, da alies auf die Bestimmung der von n und M abMngigen 

Wertb ,~ ~- und 3 ankommt, zu bemerken, dass ffir 3,I ~ ! die L6sung ~ zwischen 
?t 

n 
M nnd r o -  ( M - ~ - I ) < M - J r -  i 

n -{ - I  

liegt, sich also yon M + x um weniger als die Einheit unterscheidet, w5hrend far 

3 ' I =  i - - ,  ~ =  i, und far M ~  ~ die Lage yon ~ jedenfalls zwischen M und M-~--I 

fixirt ist, so dass man in allen FS.11en durch r = M-J r- x den gesuchten Werthen ~ und 

um weniger als eine Einheit nahe kommt. 
Ftir die Bestimmung des Werthes [5 lassen sich jedoch ganz allgemein statt des mit 

dent Radius 3'I + I um den Nullpunkt gelegten Kreises engere Graenzen ziehen, da 

R " ( r )  = n r " - ' [ ( n  -Jr- I ) r  - -  (n - -  I ) ( M  -Jr - I)] 

far r = M + I ebenso wie R(r)  selbst positivist, und daher das NEWTON'sche An- 
n~iherungsverfahren yon r = M-~- I ausgehend stets zu Werten ffihrt, welche dem 
um weniger als eine Einheit yon M + I entfernt gelegenen Werthe [~, der gesucht 
wird, n~iher liegen als 3,//-I- I selbst. 

Setzt man in R ( r )  

so ergiebt sich aus 

8' R,, ( M _jr - i ) nt - . . .  = o   (M+I + = R(M+ 0 + 0 + 

bei Vernachl~issigung der h6heren Potenzen yon 8 als der ersten der Werth 

M 
8__ 

(M+ 0" '  

und somit als engere obere Begraenzung ffir die LOsungen der algebraischen Gleichung 
ein um den Nullpunkt gelegter Kreis mit dem yon M und n abMngigen Radius 

M (M --~- I) "+' - - M  
r - - M @ I  

( M  n t- ~)" ( M  -Jr- ~)" ' 
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woffir R(r) den positiven Werth 

R(r) = _ M(  (M + I)"+' -- M ) " 
(M + 0 ~ - M 

annimmt. 
Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert den entsprechenden Werth 

M[I __( (M + I) "+I- M 

.( (M ,.(~"d) " + t - +  I) n M .)n-t ( + ( M +  I)" (~ '  I) .... - - ( ~ / +  I )M ) '  

und hiernach wieder far den Radius des noch enger gezogenen Kreisgebietes far die 
L6sungen der algebraischen Gleichung den Ausdruck 

[(M + i )  "+' - -  M]" [(2 M +  I ) ( M +  i)" - -  (n -{- I )M] - -  M(M -~- i) "= 
r - -  [ ( M +  I) n + l -  M] .... [M " + ' - ( n  -~- I ) M ] ( M +  I)" 

u. s. w., so dass man durch dieses Ann~herungsverfahren beliebig nahe an den'gesuchten 
Werth B heranrficken kann, welcher den Radius far das engste Kreisgebiet definiren 
wird, welches mit Hfllfe der oben angestellten Betrachtungen die L6sungen der vorge- 
legten algebraischen Gleichung umschliesst. 

Zur Ann~iherung an den Punkt % for den unter der Voraussetzung, dass 

i R(r) - -o  wird, ist dieses Verfahren zur Aufstellung allgemeiner angen~ih- M <-d- ,  

erterer Formeln nicht brauchbar, da R(r) zu beiden Seiten dieses Werthes for r--M 
und r - - r  o entgegengesetztes Zeichen von dem des Werthes R"( r )  hat. 

So werden sich for die Gleichung 

5 X 3 5 ~ z z X5 --  2 X 4 - - 4  + - ~ X - + 4 X  2 - -  O, 

1 deren L6sungen - -  I, - -  T, 

die Werthe 

1 i, ~ ,  2 sind, als gr6sste absolute Betfiige der Gr6ssen 

I ' ' resp. - - 2 ,  4, { , - - 5 ,  u 
4 } 2 '  

- - 7 ,  m ~ 5 

ergeben, und es werden daher die L6sungen der Gleichung 5 '~ Grades in einem 
Kreisringe liegen, dessen begraenzende Kreise durch die Radien 

M +  I = 7  und I I 
2 m + I - -  6 

bestimmt sind. Wendet man aber die erste der 0ben gegebenen Annliherungsformeln 
an, so erMlt man for den Radius des aeusseren Kreises 

r - - ( 7 ) ~  =3,49412. . . ,  
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und mit derselben Ann':iherung ffir den Radius des inneren Kreises 

6 ~ 
r = _ o, i6668..., 

6 6 - -  5 

I yon denen der erstere kleiner als 7,v der letztere gr6sser als -g ist. 

Um nun in allen F~illen ftir jede Gr6ssenlage von M - - u n d  zwar nur mittels der 

angegebenen Abgraenzungsmethode durch einen K r e i s r i n g -  die ausser r - - - I  einzigen 

reellen positiven L6sungen ~ und ~ der Gleichung 

f ( r ,  M) : r "+' - -  ( M  n t- I ) r"  -Jr- M - -  o 

zu bestimmen, wollen wir die sich far r als Function yon Air und n in den verschie- 

denen Bereichen gfiltigen Reihenentwicklungen aufstellen und deren Convergenzgebiete 

bestinanaen, wobei uns besonders die Umgebung des Nullpunktes yon M, des Werthes 

i 
M - - - - ,  und des unendlich entfernten Punktes interessiren wird. 

n 

Da Air --- o die n-fache L6sung r -=- o liefert, so wird man, um die Entwicklung 

yon r in der Umgebung des Nullpunktes von M zu erhalten, aus 

M - -  (r" - -  ~"+I)(I - -  ~ l ) - - I  ... r n  _ _  , . . . . .  + r 2" - -  r . . . .  -1-- r ' " - -  r 3"+' -J- . . .  

oder 
! _L 

M" = r ( I  - - r  + r " - - r  T M  + r ~ " - - r ~ " + ' - ]  - . - . ) " ,  

wenn 

M " = ~  

gesetzt wird, in der Umgebung yon ~ . - - o  die EntwicHung erhalten 

oder in der Umgebung yon M - - o  

r = b M"  -Jr- b ,M"  -ar- b3 M"  -Jr- " " ,  

worin sich aus der Gleichung 
! 

~(r, ~) = r(x - -  r -l- r" - -  r .... -Jr- r ~ " - -  r . . . .  n t- . . . ) "  - -  ~. = o 

und den durch Differentiation nach ,~ hergeleiteten Beziehungen 

O ~ _jc O ~? d r _ 
Ob~ Or d~. - -  o, 

V 
0~. ~ O~.Ordb~ Or d~. ~ 

�9 . �9 �9 �9 . ~ ~ ~ �9 �9 �9 . ~ . . ~ �9 �9 , �9 �9 �9 . , �9 . �9 . 

die Coefficienten in der Form ergeben 

b - - ~ .  \db~ ! = I ,  b=--~-g-~ ~ - - - - ,  . . . ,  
o 

zu deren weiterer Berechnung die bekannten Recursionsformeln zu benutzen sin& 
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So lange nun die oben far r gefundene, nach positiven steigenden ganzen Potenzen 
! 

- -  M" von ~,. fortschreitende Reihe convergent bleibt, wird man far jeden innerhalb 
des Convergenzbereiches liegenden positiven Werth yon M die gesuchten genauen 
Graenzen v. und ~ f~.ir die mSglichst grSsste Einschrankung des Convergenzringes finden, 

• 
wenn man in diese Reihe den reelien positiven Werth von M" einsetzt, da ~ und 
die einzigen reellen und positiven LSsungen der von dem Factor r -  i befreiten 
Gleichung 

r " + ' - - ( M - {  - i )r"  -~- M---  o 
sind. 

Es bleibt somit zun~ichst die Frage zu erSrtern, wie welt sich der um den Null- 
punkt von M gelegte n-fache Convergenzkreis far die Reihe 

r - -  M"  -l- b2M" + b3M" - [- . . .  

erstreckt, oder welches das weiteste um den Nullpunkt von M, welcher ein n-facher 
Verzweigungspunkt yon r ist, gelegte Kreisgebiet ist, in welches keine weiteren Ver- 
zweigungspunkte der Function r yon M, oder wenigstens keine mehrfachen Punkte 
eintreten, insofern man diese Frage wieder nur mit Hfilfe von Anwendung der be- 
kannten Einschr~tnkung der LSsungen einer Gleichung auf ein Kreisringgebiet beant- 
worten kann. 

Da aber die mehrfachen LSsungen der Gleichung 

f ( r ,  M) --- r T M  - -  (M -+- I)r" qt_ M = o 
die Gleichung 

dr(r ,  M) __ r .... (M + I)] 
d r  - -  [ ( n  + I ) r  - -  n 

befriedigen, so werden sich die Werthe von M, for welche r mehrfache LSsungen besitzt, 
als die Wurzeln der Gleichung 

n ( M + i  - - n M - - o  

ergeben, zu denen sich die mehrfachen Werthe yon r durch den Ausdruck bestimmen 

n 
r = - - ( M  -F- I), 

n + i  

und es sol1 nun mittels jenes Abgraenzungsatzes das Gebiet bezeichnet werden, tiber 
welches hin sich diese Werthe M, for welche r mehrfache LSsungen annimm b erstrecken. 

Setzt man die oben ftir M gefundene Gleichung in die Form 

M"+' + (n + I ) , M " + ( n -  F- I ) , M " - '  --~- . . .  + (n -{- I ) , _ M '  

[ n( nJ7 I ~"+xl  M .91_ I ._. o,  --]- ( n - ~ I )  - -  k ~ ]  .] 

so werden~ wenn der gr6sste der absoluten Betr~ige der Zahlen 

,n+i,,, 
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I 
mit q bezeichnet wird, die Werthe q q - i  und q-{-I, von denen der eine kleiner, der 

andere gr6sser als die Einheit ist, die Radien des mn den Nullpunkt yon M gelegten 
Kreisringes angeben, in welchem sSmmtliche anderen Werthe yon M ausser dem Nuil- 
punkt liegen, welchen mehrfache Werthe .von r entsprechen, also gewiss auch s~immtli- 
che Verzweigunspunkte sich befinden. 

Nun ist aber leicht ersichtlich~ da s s - -yon  n = 2 abgesehen--unter  den oben 

bezeichneten Zahlen 

r/ - -  (r/ + I)l > (n + I), ,  

da (n  -{- I ~ " >  2; es ist aber andererseits 
\ n / 

n - -  (n -~ I), < (n 71- I)2 

oder 

da 

i / / ( n - i )  / / . - - +  
rt 1.2 

('tl ~ I )n II 
- -  - - I ~  2 

' ' ' F(+YI r/2 + " "  + ~ -  ( I  + ~-. + ~. .  + " ' �9 + ~ .  ( 2  I-- 
I_ \~'/..I 

ist; nur die F~tlle n = i und n = 2 werden jene ft~r die beiden Coefficienten aufge- 
stellte Ungleichheit nicht befriedigen, und die gr6sste Zahl jener Zahlenreihe die Werthe 

2 und 'A annehmen, so dass in diesen F~illen, deren besondere Behandlung aber kein 
4 

i weiteres Interesse hat, die Radien der inneren Convergenzkreise durch g und • die 
I 

,9 gegeben, also jedenfalls ~ n ' resp. > n sind. der aeusseren durch 3 und 7 

Da nun die Binomialcoefficienten in der obigen Zahlenreihe bis zum mittleren hin 
wachsen und dann wieder abnehmen, so wird die gr6sste Zahl in jener Reihe 

wenn n~--2v, q = ( 2 v - q -  I)v und wenn n = 2 v - t - I  , q--(2v2f-2)v+~ 

sein, und es werden daher s!immttiche mehrfache L6sungen ~ yon M---0 abgesehen-  
innerhalb des von den Kreisen mit den Radien 

1 I 
1 + ( 2  --~-I)~ und I - - ~ - ( 2 v + I ) ~ ,  resp. 

v I + (2'r + 2)v+i 

I bez. > 2 n sind, begraenzten, urn den Nullpunkt welche < 2--n' 

liegen. 
Die oben ftir r als Function yon M gefundene Reihe 

_.i __2 3 
r - - M "  +b2M" +b3M" + . . .  

I 
wird somit j~denfalls ft~r alie positiven M convergent sein, welche unter ~ liegen, 

und fiir diese Werthe yon M wird daher mittels dieser Reihe, der Werth v o n � 9  be- 

und i -A i- (2 ~ 71- 2)v+t , 

gezogenen Ringes 
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deren L6sungen 

Zahlen 

rechnet werden k6nnen, ftir welchen 

f (r, M) - -  R (r) = o 

wird, oder welcher den Radius des urn den Nullpunkt beschriebenen Kre{ses angiebt, 
fiber den hinaus sich die L6sungen der gegebenen Gleichung 

aoX"+<  .... + . .  + a  .... x + a = o  

nicht erstrecken, wobei wiederholt werden m6ge, dass der Convergenzbereich der Reihe 
for r nur dnrch die Abgraenzungsmedmde mittels eines Kreisringes festgesteUt werden 
sollte. 

Sei z.B. die kubische Gleichung gegeben 
I X 2 I I - -  

X3  + ~o - -  ~ X ,28o - -  O ,  

I 1 I ,o, i ,  t - T  sind, so wfirde der h6chste absolute Betrag der 

I I I 

2o ' 64 ' 128o 

ffir den Radius des aeusseren Kreises des Ringraumes ffir die L6sungen nach der 

' -L' liefern ; wol- ursprfinglichen Abgraenzungsmethode den Werth M @ i - -  ~ -~- i - -  2o 

len wir aber die engste obere Graenze angeben oder x bestimmen, so wtirde, d a n - -  3 
also v =  I und 

I I 
M =  - < - -  

20 i + 4 ,  

ist, der Werth ~. durch die Reihe 
1 

I I I 
< - -  also kleiner als - - = - -  

7 n 3 

(,)3 (,)' 
= =  +b27o +a37o + . . .  

bestimmt werden, ffir welche mittels der oben bezeichneten Recursionsformeln sich die 
Werthe der Coeflicienten 

1 
b 2 = -  T ,  b = I ,  b 4 - - 4 4  

ergeben, und somit ~ den Werth annehmen 

- -  0,368 -[- 0,045 q-- 0,050 + 0,009 + . . .  = 0,472 < s j ,  

welcher den Radius des engsten, um den Nullpunkt gelegten Kreises darstellt, innerhalb 

dessen die L6sungen der kubischen Gleichung liegen ; ~. liegt somit zwischen ~ und ~, 

da R(r)  ffir r = ~ positiv, ffir r = ~ negativ wird, w~ihrend des bekannte Abgraenz- 

ungsgesetz die viel weitere Graenze ]-~ liefert. 

Ffir aUe Werthe yon M < ~ - ,  welche die oben ffir grade und ungrade n ange 
l 

gebenen Graenzen nicht fiberschreiten, wfirde also die nach Potenzen yon M" fort  
schreitende Reihe den gesuchten Werth yon z liefem; far diejenigen Werthe yon M 

jedoch, die, wenn auch kleiner als I -n- '  fiber jene Graenzen hinaus liegen, w/irde nur 

mittels der Abgraenzungsmethode nicht auf die Convergenz der Reihe geschlossen w e r  
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den k6nnen, und somit ffir das Intervall der Werthe yon M zwischen 

I und I I I 
I -J- (2 v -{- I)~ 2 ~ '  resp. und i + (z~ + z)~+, z ~ + i  

die Methode ffir die Berechnung des Werthes ~ noch einer weiteren ErgSnzung be- 
darfen. 

Wir wollen jedoch zun~ichst auf die Bestimmung des Werthes ~ ffir die Werthe 

von M, welche grOsser als I sind, iibergehen und zu dem Zwecke die Entwicklung 

derjenigen LOsung r der Gleichung 

~'+' - ( i v / +  I)~ ~ + M = o 

in der Umgebung des unendlichenffernten Punktes M aufstellen, welche selbst unendlich 

wird. 
Setzt man in diese GMchung 

I I 
r = - - ,  M = - - ,  

so ergiebt sich aus 

oder 
p " + ' -  (~. + 0 p  + ~. = o 

~(p, e . ) =  p + p . + p ,  + . . .  + , e - t , .  = o 

far ~. = o die einfache L6sung p = o, und es folgt somit, da durch Differentiation 
dieser Gleichung verm6ge der bekannten Recursionsfonneln sich die Werthe 

i - I ,  = i ,  = - i ,  . . .  

7 .  ag o = i, ~T\d~ L = ~ .  \d~Vo W'We-% 

ergeben, welche erst vom n ten Differentialquotienten an yon u selbst abh/ingen~ die um 

g. = o gfiltige Entwi&lung yon p 
? = [J" _ _  ~j2 + [ 1 . ~ -  [/4 + Ufi . . . .  

oder in der Umgebung yon M ~---oo die Entwicklung der einfachen L6sung r - -  

der obigen Gleichung in der Form 

r - ~ =  M-,  M-._{_ M-3__ M-4 + . . .  
oder 

r = M ( I  - -  M - ' +  M - = -  M - ' q  t- " " ) - ' ,  

welche Reihe um M = oo ffir r = oo convergent ist. 
Um nun den Convergenzbereich derselben festzustellen--und zwar wieder nur 

in so weft, als es sich mit Hfilfe der wiederholt benutzten Abgraenzungsmethode ffir 
die mehrfachen L6sungen erm6glichen 1/isst-  mfissen zun~ichst diejenigen Werthe yon 

~J. untersucht werden, ffir welche die Gleichung 

P ' + ' - - ( ~  + 0 P  + ~" = o 
und die nach p genommene Ableitung 

(n  + I )~"  - -  (~. -{- 1) = o 

gemcinsame L6sungen besitzen, also die Wurzdn der Gleichung 
/ ,  + I V*'  . 

(~. + 0 . . . .  - " ~ , - 3 7 - 1  ',' = o 
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oder 

- - ( n + i ) ,  .... + . . . - t - I - - O .  

I 
Die mehrfachen Punkte ~. liegen somit ausserhalb eines mit dem Radius 

q + i  

um den Nullpunkt yon ?. gelegten Kreises, worin q den gr6ssten der absoluten BetrSge 
der Zahlen 

V i, - n  + ( n + 1 ) i ,  ( n + I ) 2 ,  . . .  

darstellt, also die mehrfachen Punkte von M innerhalb eines Kreises, der um M = o 
mit dem Radius q-+-I  gelegt ist, worin q-{--i nach dem Frtiheren far n - - 2 v  und 
n = 2 v q-  I durch die Ausdrticke 

I + ( 2 V  + I )v  resp. 1 + (2 '~  + 2 )v+ ,  , 

welche gr6sser als n find, gegeben i s t -  was mit dem oben gefundenen Radius des 
Kreises obereinstimm b welcher die aeussere Begraenzung des Ringraumes bildete, in- 
nerhalb dessen sich die Punkte M befanden, welche mehrfache L6sungen der Gleichung 

r"+' - - ( M - { -  i)r" -+- M = o 

lieferten. Es wird somit die oben aufgestellte, nach negativen ganzen Potenzen von M 
fortschreitende Reihe jedenfalls convergent sein innerhalb eines Kreisringes, welcher 

I 
begraenzt ist von dem um den Nullpunkt von M mit dem Radius q-~-I ~ T gezo- 

genen Kreise und dem unendlich grossen. Kreise, ~ somit ftir jeden positiven reellen 
Werth yon M bestimmt werden k6nnen, der zwischen q -]- I und oo liege. 

Sei z. B. die biquadratische Gleichung gegeben 

X 4 - -  X 3 ~ 27 x ~ "71- 2 5 x -}- 50 - -  o, 

deren L6sungen - - 5 ,  - - I ,  2, 5 find, so wtirde, da der gr6sste absolute Betrag der 
Zahlen - - I , -  27, 25, 5o M - - 5 o  ist, sich zun~ichst als Graenze ftir ~,, welches 
zwischen M und M + I, also 5o und 5I f~tllt, M + I ~ 5I ergeben. Wendet nlan 
ferner das oben zur angen~iherten Berechnung yon ~ benutzte NEWTO~'sche Ann~ihe- 
rungsverfahren an, so erh~ilt man aus der Gleichung 

r~ - -  5 I  r 4 + 5 o  - -  0 

nach der frfiher aufgestellten Formel als erste Ann~herung for 

r - -  50,999992609. 

Da aber M =  5 ~ und n grade, wobei v - -  2, so erstreckt sich der oben be- 
trachtete concentrische Kreisring yon M - -  oo bis M -~- I -~- (2 v + i)~ - -  I I, so dass 

M - - 5 0  innerhalb desselben liegt, und daher der genaue Werth yon ~ aus der oben 
entwickelten~ nach negativen Potenzen yon M fortschreitenden Reihe for r berechnet 
werden kann. Setzt man 

r = M +  i + b M - ' +  b M-~-}.. b3M-3 --}- b4M-4 + . . .  
Rend. Girt. Martin. Palermo, t. XXVI (a o sere. i9o8 ). ~ Stampato il 23 giugno 19o8. 45 
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in die GMchung 
r~ - -  ( M + ~ ) r 4  + M = o 

ein~ so ergiebt sich 

, b3 - -  = 4~ . . .  /'/ " - -O 1 b 2 = O  , ~--- I~ b 4 

und die nach negativen Potenzen yon M fortschreitende Reihe lautet dana& 

r = M + I - -  M -3 + 4 .~,~-4 + . . ~  

und liefert ffir M - - - 5 o  den Werth 

= 50,99999264. 

Die Bestimmung der reellen positiven L/Ssungen ~ und ~ der Gleichung 

r T M  - - ( M +  ~)r ~ + M =  o 

ist somit erm6glicht ftir solche Werthe von M~ welche zwischen o und I und q + I '  
flit diejenigen, welche zwischen q-}- I und ~ liegen, worin 

ftir n ~---2v, q "~ (2v + I)~, fiir n --- 2v + I, q - -  (2v -~ 2)v+z 

ist, und es ertibrigt somit nur noch zur genauen Abgraenzung der L6sungen irgend 
einer algebraischen GMchung die reellen positiven L6sungen der oben bezeichneten 

Gldchung in r und M ftir den Fall zu bestimmen, dass M zwischen den Graenzen 

I und q + I liegt. q + ~  
I 

Die Gleichung zwischen r und M besitzt ftir M - - -  die L6sung I doppelt, da 
n 

r einerseits far jedes M den Werth I annimmt, andererseits die erste AbMtungsgleichung 

(n + I)r" - -  n(M + i)r"- '  - -  o, 

abet nicht mehr die zweite, ebenfalls ffir M = ~ durch r - - i  befriedigt wird, und es 
ti 

I 
wird somit r - - I  in der Umgebung yon M = -  als eine nach positiven ganzen Po- 

n 

tenzen yon M -  I__ fortschreitende Reihe sich darstellen lassen. II 

Setzt man in der Gleichung 

r ~ + ' - - ( M + i ) r ~ + M = o  

I 
M = F + - - ,  r = 1 ~ + I ,  

n 
so ergiebt sich 

( ) ( + )  (~ + I)'*+i ~--- ~ L + - ~  + I (~ + I )"  + ~L + "-- O 

woraus 

( ~ + 0  .+, " +_____~(p + O- + !  n n 
v'= (P+ 0" 
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oder, wie leicht zu sehen, in der Umgebung von y. = o, l ~ - - o  

t ' . -  2n ~ + ~  (n+~)~ n n, - -  n~ - -  - -  ( n  + ~), 

und hieraus wieder wie oben mittels der Recursionsformeln 

I { d ~  2n I [d:fl "~ 2 n ~ ( n -  I) 
i l k J ~  o--nT--[ZI ' ~ . \ d y . ~ J o  - - -  3 ( n - [ - I )  ~ '  " " '  

also 

oder 

2n 
P - - n + i ~  

2n~(n- I)~ 
3 ( n + O '  + " "  

..., 

( ) ( ) (  2n I 2 ( n - - I )  ~ n  2 M - -  + . . .  
r=~+n--4~ M - Y  - y  n+~ 

folgt. 
Um nun wieder - - u n d  zwar nur mittels jenes Abgraenzungsatzes--einen be- 

stimmten Bereich ftir die um M - - !  herum convergirende Potenzreihe festzustellen, 
n 

werden wir die Werthe yon y. zu suchen haben, welchen mehrfache Werthe r der 
Gleichung 

( I )r,~ I 
- - -  --- 0 r "§  V . + n + i  + ~ q  . 

entsprechen, die also zugleich der Gleichung gentigen 

I ) fn_I (~ + i)~"--n ~ + ~ + ~  = o ;  

I 
da abet r nur ftir ~. = - - -  oder far M - - o  verschwindet, und dieser Fall nach dem 

n 
Frtiheren hier auszuschliessen ist, so wird sich aus der zweiten der obigen GMchungen 

r - - -  
n - [ - I  

ergeben, und somit die erste derselben die gesuchten Werthe ftir ? als die L6sungen 
der Gleichung liefern 

v.+~-+~ --n\ n ! V+ =o, 
oder, da die Coefficienten yon ~.~ und ~o verschwinden 

I" /n  -~- X = I n +  I ) " - '  [z"*' + (n -}- ), ~ ~ ) ~." -}- (n -~- , ), ( ~ - ~  ) [z"-' -~- . . . -~- (n -~- , )._, ~ ~ _ ~ '=  o 

und durch Division mit ~.2 

~f-'-3y (n -~ I ) , ~ n )  ~ - -~ (n --~ I)2 ~ - - - ~ ]  , __ �9 .. -~- (n ~- I)._, ~ 'o.  

Um die unterste Graenze ftir diese L6sungen und zwar wieder wermage des Ab- 
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graenzungsatzes zu bestimmen, haben wir die Quotienten 

( ~ + ~  ~ +,)._, ( ~ t , )  ~-~ I ( n - g l ) , \  n ! 
, , ,  

(n + l ) . - , i n  + '~ ~ (" + 0._, (n + 0._, 
\ n ! 

zu bilden und den gr6ssten Werth q derselben zu bestimmen. Da aber der Z~thler 

(~ + ,y  (,, + ~),, (,, - ,) [,, + ~ - ~ - , ) ]  ( ~ ) ~  
( , ,+i)~\ , ,  / = 1 . 2 . 3  . . . .  

des (~ + i)t , ,  Gliedes aus dem Zshler 

(n + I~ ~(-I -- (r/ + 1)11(I~-- I) . . .  [n + I - - (0~--2) ]  (n  +n I ) : - '  
(,, + 0~_, \ ~ , ~ - /  - i. 2.3. . (,, - -  i )  
des ~ten Gliedes sich ergiebt, wenn man letzteren mit 

n + ~ - - ( ~ -  0 . + I  
n 

multiplicirt, so werden die Z~ihler, also wegen Gleichheit des Nenners auch die Brtiche 

so lange wachsen, bis dieser Ausdruck anfSngt ein 5chter Bruch zu werden. Ist nun 

e .=- 2 ~'~ so geht derselbe fiber in 

2V + I - - ( ~  - -  1) 2V + I 
2"# 

wird ftir z - -  I, 2, . . .  , v -{-- I gr6sser als I und erst f~r ~ = v -lL 2 anfangen 

5.cht gebrochen zu sein, so class far n = 2 ~ der gr6sste der obigen Brtiche 

2; ( 2  ~ + i) ,+, 

ist, w~ihrend sich far n = 2 v + I 

(2~ "-[- 2)~+, 2;  + I (2 V -[- 2)~+, 
- - - -  _ _ _  

qi (2 "0 "-~ 2),v 2 ; Ai- 

ergiebt~ und daher die nach positiven ganzen Potenzen yon ~. fortschreitende Reihe 

far p far aUe reellen Werthe yon V- convergirt, welche zwischen ~ und + f, ; 
liegen, q, "4- I I 

Es wird somit die oben aufgestellte, nach positiven ganzen Potenzen von M - - i  
n 

fortschreitende Reihe ftir r f/ir alle reellen Werthe yon M convergiren, welche: 

s n - -  2 ~, zwischen I i 

I + (-2-'~ Jf-~)2 2"# + I 
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und 

und 

f t i r  n ----- 2 v + I ,  z w i s c h e n  - -  

I I 

2 , ' - } - - -  

I 

2 ~ + I  

I I 

i +  2;+ , :  
liegen. 

Die frtiher gefundene Entwicklung yon r nach positiven steigenden Potenzen yon 

M ~ gait a b e r -  wenigstens soweit sich die Untersuchung auf die Abgraenzungsme- 

I welche rich yon o an ftir rhode s t t i t z t -  nut ftir diejenigen Werthe yon M ~ - ~ - ,  

alle graden n - - - 2  v - -  und aehnlich ftir u n g r a d e -  bis 

i <~___ 
I + ( 2 ~  + I ) v  "--- M ,  4 '~ 

erstrecken, so dass jene Reihe ftir alle M yon M - -  M bis M - -  I _  nicht zur Be- 
2V 

rechnung yon ~ benutzt werden konnte, w~ihrend die letztgefundene nach positiven 

ganzen Potenzen yon M - - !  fortschreitende Rdhe convergent gefunden wurde ft~r 
/Z 

I 
alle Werthe von M < -  zwischen 

n 

I 
M, 

wenn 

gesetzt wird. 

und I 2-V + M,, 

I 

I 
Bemerkt man nun, dass - - -  M2 negativist  ftir v = 2, 3, 4, 5 w~ihrend es von 

2 v  

v = 6 an positiv bleibt '), so wird die letztere Reihe far r, wenn ~ - - 2 ,  3, 4, 5 ist, 

x) Dass fi~r v ~ 6 der Ausdruck ~ -  M 2 positiv ist, geht daraus hervor, dass wenn die Un- 
- -  2V 

I 
gleichheit ~ ~> M 2 bis zu einem bestimmten v hin g~ltig ist, --  Und dass sie fi~r v = 6 erffillt wird, 

ist unmittelbar ersichtlich- wenn also 

2 " ~ - -  I < (2 V - -  I ) ( 2  V - -  2) " " " (V 2F 2) i 2V 'i v-2 

3.4 . - .  ~ \2--~-7~ ~ / 
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nach positiven steigenden ganzen Potenzen von M ~ _I_I fortschreitend convergent sein 
2v 

I 
for alle Werthe yon M, welche sich yon dem negativen Werthe - -  - -  M, bis zu dem 

positiven Werthe ! - t - M  erstrecken, und somit diese Reihe alMn ausreichen zur 
2v  

Berechnung der Werthe yon ~ far alle M <  I 2~-; anders verhitlt es sich jedoch far 

aUe v ~ 6, f~r welche i _ M, eine positive Gr6sse darstellt. Dann wird, da M, ~ M 
- - "  2 v  

also 
I I 

M ,  -J- 2 ,  ~ M , < 2 -  ~ 

I 
ist, ffir alle Werthe yon M~-, welche zwischen M, und M liegen, ~ w i e d e r  mit 

dem stets gemachten Vorbehalt der Bestimmung des Convergenzgebietes lediglich mit 
Halle der bekannten Abgraenzungsmethode - -  die Bestimmung der Gr6ssen ~ weder 

• 
verm6ge der nach positiven ganzen Potenzen yon M",  noch verm6ge der nach posi- 

M _ _ I n  riven ganzen Potenzen yon fortschreitenden Reihe getroffen werden k6nnen--  
2v  

und aehnliches gilt ffir ungrade n. 

Ferner dehnte sich das Convergenzgebiet der nach Potenzen yon M ~ ~ fort- 
2 v  

I 
schreitenden Reihe his zu dem Werthe ~v  "Jr-M= aus, welcher Werth, da M, ein ~tchter 

I 
Bruch und far alle ~ ~ .  6 unter - -  liegt, kleiner als I sein wird =), w~hrend das 

- -  2 v  v 

Convergenzgebiet um den unendlichenffernten Punkt durch einen Ring bezeichnet war~ 
dessen innerer Kreis den Radius 

I 
hatte, und es werden somit wieder far alle Werthe yon M, welche zwischen ~ - n  L- 342 

ist, w/ihrend fi~r das nfichstfolgende v die Ungleichheit zu bestehen auth6rte, also 

( 2 ~ + , ) 2 ~  . . .  ( ~ + 3 )  1 2 ~ + 2 t ~ - '  <2V + I  

wfire, durch Multiplication dieser beiden Ungleichheiten sich 

4 V ( 2 V  - I )  2 V ( 2 V - + -  3)  v--2 

ergeben warde. Ntn  ist aber die rechte Seite ein ~chter Bruch, w~hrend die linke Seite fflr positive 
I 

ganze v > 2 gr6sser als die Einheit ist, und es wird somit fi~r a l l ev  "x 6 die Gr6sse - - -  M 2 positlv 
- -  2V 

se in - -aehn l iches  gilt ffir ungrade n. 

u) Ffir v , (  6 wird 2 ~ - -  [ - I  ~lz ~ ~ - I ,  aber jedenfalls ( I. 
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I 
und M 3 liegen, die Gr6ssen ~ und i5 weder aus der nach Potenzen yon M - - - - ,  

2'~ 
noch nach der nach Potenzen yon M-' fortschreitende Reihe berechnet wcerden k6nnen. 

Um die Bestimmung der Gr6ssen ~ und [5, deren Werthe die engsten Abgraen- 
zungen der L6sungen der Gleichung 

lieferten, ffir die beiden fehlenden Intervalle der M-Werthe zu treffen, h~tte man 
nur einen ausserhalb dieser Intervalle gelegenen M-Werth zu w/ihlen, aus einer der 
beiden gfiltigen Reihenentwicklungen den r-Werth zu berechnen und nun r in der 
Umgebung dieser Werthe in eine Reihe zu entwickeln, deren Convergenzbereich sich 
dann in die beiden fehlenden Intervalle hinein erstrecken wird. Da aber die solchen M 
zugeh6rigen Werthe yon r verm6ge der obigen Reihenentwicklungen auch selbst schon 
vom Grade n d e r  Gleichung abh~ingen, so wird die zur Berechnung der a-und ~-Werthe 
aufzustellende Reihenentwicklung complicirter sein als die oben durchgeffihrten und 
sich daher ffir die Anwendung weniger brauchbar erweisen. 

Heidelberg, den 9" Mai x9o8. 

L. KOENIGSBERGER. 


