
h nchdrtn ziterst F r e s  ii e I eiiie theoretischc Ahlcituiig tlcr 
W (1 I I  PI^ o h e r flsche i I t k rys t ;i 1 I i i i  iscli eu bled i e i i  pcec b c ti lint t e,  
is[ ,  wic bekaiiitt, spliler dn?s.~c:lbe Probleiti sowolil v o i i  

C a u c l t y ,  a l s  voii Hrii. P l e i i i i i a i i i i  i i t  KBtiigsberg i i i  ge- 
iiartei cr Weise behniidelt woIdcu. Das Kcstillat, zu welcliein 
tfiesrlheii gelaiigten, differirt i i i  sofvrii voii detn F res i i  e l ’ s ,  
a Is d i e vo t i  i h i i  en a II fg e fu ii  d eii e t i  W e  I I eiio b crflsch en z w a r 
die F r e s i i e l ’ s c h e  als spcciellen Fall ciithnlten, aber allge- 
tiieiiier a l s  diese siiid. Es wird daher iiicht als theoretiscli 
betviesen bctrnchtet merden koi ir ic i i ,  dnfs bei Lichtbewe- 
siiiigeii iii Kr>,italleii iiiitner die F r e  s II e I’sche Wellenober- 
fliiche anzuwciiden sey ; die \‘ersiiche habcn allerdiiigs bis- 
her iiur die letztcre bestiitigt. 

Uie Welleiioberflacheri voti C a t i c b y  und voti N e u -  
111 a u 11 weiclieii ebeiifnlls iioch voii eitinnder a b ,  wetin sie 
sich arich selir ahtilich siiid. l i i  Folge der verschiedenarti- 
gen A bleitung der fuiidamriitnleil Differentialgleichungen 
siiid i i i  der Welleiioberflache voii  C a u c  h y  drei Coefti- 
cietiteii inehr eiithnlteri, nls  i i i  der v o i i  iv e u in a ti i i .  W c n n  
itiaii diese drei Coefficiciiten vcrschwiuden lafst , stiiniiieii 
die heideii Flacheii gennu iiberein. 

Iiri Folgeitdeii sol1 eirte Eipenschaft der allgemeiiieti 
C~,-elleiioberUacheii \ oti C a 11 c I1 p und N e u m a n n behan- 
delt werden, welche besonders arich fiir ihr Verhaltnifs zu 
der F r e s u  el’scheii Flache voii Wichtigkeit ist. Es sollen 
iiainlich die optischen Azen der gedachten E’lachen aufge- 
sucht werden. Mali utiterscheidet in  der Optik immer nur  
zwischen isotropeii, einaxigen und zmeiaxigen Krystallen. 
:Ins den theoretiscben Ableituugen VOD C a u c h p  und N e u -  
iii a 11 11 ergiebt sich indessen die Mdglichkeit, dafs such bei 
Medien, welcbe drei auf einander seukrechte Symmetrie- 
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ebenen liaben, eine erheblich griifsere Anzahl optischer 
Areii als zwei vorkommeu. Im Maximum ist, wie unten 
ansgefiihrt werdeii wird, diese Auzahl gleich 18. Die Ein- 
theilung der krystalliniscliei~ Medieii ware deinnach eine Z I I  

eiige, iiideiii man riocli optisch ineliraxige Medien liinzozn- 
uehmm halte. - 111 Betreff der optisrheii Axeu hat die 
C a u c hy ’sche Wellenobertllrlie geiinu diesdbeii Eigen- 
schnfteii, als die N eu  in a n n’sche; die drei Coefficienten, 
welche die erslere inelir eiithalt, hchen sich in den hierbei 
in Belracht koinmeiideu Gleichungen vallig heraus. 

Da die ill der Nalur beobachteten Medieri immer nur 
hijchsteus zwei optisclie Axen enthalten, so werden die spe- 
cielleii Falle der allgeineineu Wellenobertlache, in welcheu 
die Anzahl der optisclien Axen sich auf zwei vermindert, 
besoodercs Interesse erregen. Es lintlet sich auch, d d s  die 
optisch zweiaxigeii Welleuobertkicheii linter deii in den all- 
gemeiiieii Gleichuugen euthalteneu FIScheii eine ausgezeich- 
nete Rolle spielen. Bei Durclifiihrung der Reduction der 
optischen Axeii geheo, iin Einklang mit der erwiihuteii Ver- 
schiedeiiheit der L)ifferentialgleichungen, (lie Rechnungen 
voii C a u c h g  eiue etwas andere optisch zweiaxige Wel-  
lenoberflache, als die Rechnuugen vou N e u m a n n. NPm- 
lich die allgemeiiie Wellenoberflache voii N:e u m a n n geht 
durch die Bedingnng, dab  die optischen Axen sich rednci- 
ren sollen, in die Fresne l ’sche  fiber; bei deli C n u c h y -  
schen Entwicklungen dagegen ist die entsprecheude optisch 
zweiaxige Flacbe zwar der F r e  s 11 e I ’  schen sehr tihulich, 
hlngt jedoch von sechs Coustariten ab. 

Es solleu ziiuachst kurz die Voraussetz~rngen recapitu- 
lirt werden, welche C a u c h y uiid N e u m a n n bei der Her- 
leitung ibrer Welleuoberflzche macheu. Uieselbeu nehnien 
an, dafs das hetrachtete Medium sich sylnmetrisch in Bezug 
auf drei feste, zu eiuander seukrechte Ebeneu verhalte; 
ferner, dafs dasselbe zwar nach den eiuzelnen Richtuugen 
verschiedenartig , jedoch im Uebrigen homogen sey. Fiir 
alle hierin begriffene Medien wird das Problem bebandelt, 
und gilt, in angengherter Rechnung, die abgeleitete Wel-  
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lenoberfl#che. C a u c h y  sowohl wie N e u m a  1111 erhalten 
eine aus drei Schalen besteheiide Welleiioberflache; jedoch 
veruaclilassigt inau iii der Optik eiiie dieser Schalen als 
unweseutlich fur die Licliterscheiniiiigen, iudein die zugeliii- 
rigeii Schwioguiigen, weil ziernlich lougitudinal, lieinen merk- 
lichen Lichteiiidruck erzeugen. An den Forinelti, welche 
die beiden andereri Schalen der Wel1enoberfl:iche aus- 
driicken, bririgt inan aufserdein noch eirie auf die Beobach- 
tun: sich griindende Vereinfachung a i l .  Rei alleii bekaiin- 
ten dol)pelhrecheriden Medieii bleiben die Unterschiede voii  
den isotropen Medieii iunerhnlb gewisser , zicmlich kleiiirr 
Grznzen ; die Abweichuugeii der Welleiioberfl~cheli V O I ~  

der Kugelgestalt sind iiiemals sehr bedeatend. Mail erach- 
tet daher die Quadrate der Griilsen, welche diese hbwei- 
cburigeu ausdrucken, fur geiiugeiid kleiii, uin sie bei eiuer 
angeuaherten Rechuiiug veriiachlassigen zu kiiniien. Als- 
d a m  nehmen die allgenieineu zweisclialigeii Welleiiober- 
flachen von C a u c h y  und von N e u m a n n  die Gestalt an, 
welchc uulen nnalytisch bestimmt ist. 

Zur hufsiichiing der optisclien Axen bei der allgeniei- 
nen Welleiioberfliiche wird zuvbrderst der Begriff dersel- 
beii genau anzugebeii seyii. Man bczeichnet als optische 
Axe die Richtung, welche seiikrecht zu eiuer gemeiiisameii 
Tangeu~ia lebene  a n  die beideii Schalen der W ellenober- 
flache steht. Rei der F r e s  iiel’schen Wellenoberflache 
giebt es vier Ebeiien, welche gleicbzeitig beide Schalcii 
beriihren; zu diesen vier Ebeiien gehtireri, da je zwei eiu- 
arider parallel siiid, zwei Norinalen: diefs sind die beiden 
optischeii Aren der F r e s n e l ’ s c h e n  Flache. 

AIau gebrnucht, uni die optischeii Axen zu bestimmen 
nicht die Gleichung der allgemeinen Welleiioberfl&clie selbst, 
welche eiiie sehr complicirte Form haben wurde, sondern 
es geniigt, die Fufspuukteuflache derselben, die sogenaniite 
C ~ - e l l e u n o r m a l e i i f l ~ ~ h e ,  zu kennen. Die Doppelpunkte der 
Fukpu~k tcn f l ache  gebeii uiiinittelbar die optischen Axeii 
der L\-elleiioberHache. Ueiikt m a n  sich sainmtliche Tan- 

Poggendorlf’s Annal.  Bd. CXXI.  16 
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gentialebetien a n  die Wellenoberflache gelegt und auf .eine 
jede voiii Mittelpunkt der Flache aus  das Loth gefallt: SO 

liegen iin Allgeineinen j e  zwei Lothe i n  derselbcii Rich- 
tang. Denn da die beideii Schalen der Wellenoberflache 
geschlossen sitid, so giebt es zit jeder Tangentialebetre an 
die erste Scliale eine parallele a n  die zweite; die zu die- 
sen beiden Ehetieti geliiirigeii Lothe fallen iti dieselbe Kich- 
tung. Eine .4usnahine firitlet nur da statt,  wo die beiden 
parallelea B e r U b r a a ~ ~ . e b e t i e ~ ~  sich decLen, und soinit beide 
Schalen durch eine und dieselbe Ehene beriilirt werden. 
Alsdann giebt es i n  der zur gemeiiisainen Tangentialebelie 
senkrechten Riclitung nur eiii Loth, odttr, geiiauer gesagt, 
zwei gleich lange. Eben diese Riclitungeii, in denen die 
Lothe einander gleich werden, sitid, wie ails der Uefiuition 
folgt, die optisclieii Axen. - Der  geoiiietrischc Ort der 
Fufsspunkte sarnmlliclier Lothe,  die Fufspunktenflache, ist, 
wie die Wellenoberfl:iche, zweischalig ; die beiden Lothe, 
welche zu je einer - voin Mittelpunkt aus gerechneten - 
Riclitung gehijreti, sind die Kadii vectores. Man hat die 
Gleichung der Fukpunlitenflache in der Form, dafs der Ra- 
dius vector als Function der Richtungswinkel angegeben 
wird. Sucht inan also diejenigen Richtungen auf, fur wel- 
che es iiicht zwei verschiedene, sondern nur einen W e r t h  
des Radius vector giebt, S O  sind d iek  die optischen Axen 
der Wellenoberflache. 

Die Wellenoherflache, tinter den obeii erwiihnten Vor- 
aussetzirngeu hergeleitet, hat die nachsteheiide Fufspunkten- 
flache: 

wobei durch vf, , i p 2 ,  y 3  nach pu'e [I inn ti 11 die folgendeu 
Ausdriicke abgekurzt bezeichnet werden: 

yz = F. cs2w+(B+2 E--2 F - 2 D) . c s2 I + D . C S ' ~ ~  1 (2) 

und nach C a u c h y  die folgeiiden: 

vI = ( A t 2  0-2  E - 2 F )  . c s2r+F.  CS? I+E . C S ' ~  

~3 = E .  CS'X+ D .  CS' 1 +(C+2 F-2 0-2 E ) .  C S ' ~  \ 



W, = ( A , ,  +A+2 D-2 E--2 F) C S ' X  

I +(B,,+-F) CS'' I + ( C , , + E ) c s Z p  

+ (C, ,+D) c s ' p  
IP,, = (A,,+F) csZx+(B,,+B+2 E - 2  F- 2Dj cs2  A 

w, = , ,A, + E  c S' x + ( B , ,  + D )  c S" k 

) . S )  

\ +(Cs,, + C + 2 F  - 2  D -  2 E )  C S ' ~  

1)urcli x ,  i., !i werdtw dio W i n k e l ,  welche je eine Rich- 
tuug init d e n  drei Hauptaxeii des  M e d i u m  bildet, und  durcli 
p der  ziigehorige Radius \ cctor  dargestc:llt, wihi .cnd A, B, 
. . . F, A , , ,  B , , ,  C,, Coiistaiitc sind. 

Uie Gleicburig ( I  ) ist quadratisch ii i  Sezug a d  u', 
und uiaii erhalt daher  bciiii Anfliiseii derselbeii fiir !I* ei- 
ueii Ausdruck,  der  n u s  eiiieiii ratioiialeri Suiniiiaiidus uud  
aus einer  Qriacirntwurzel ziisaiiiiiiciigesrttzt ist. I )amit  sich 
fur  !i2 eiii eindeutigcr W e r t l i  ergeht., i i i u k  d r r  .iusdriick 
unter der  Quadrntwurzel = O seyii. \ n f  diese Weise er- 
halt mai l  die Glttichung: 

[ ( l ! j 2 +  l/Y3) c s' x +( IF+ 'pi cs2  A + ( ? P , + 7 / J 2 )  cs2,u 1'- / 
-0  ( i j  

als Kediuguiig dafiir, dafs die Richtuiig x ,  I, p optische Axe 
sey; denu jede Richlung. zu welcher iiui eiii W e r t h  des  
Radius  vector  gebiirt, ist optische A x e .  

Ua zwischeii x ,  A ,  ,u, dcn  Richtungswiiikeln der opti- 
scben Axen, aiifser der  Gleichuiig (1) n u r  iioch eine zweite, 
namlich 

- I ?I,, I I / : , C S ' i X  - 1 1p3 f!), C S ? A  - 4 Ip, ? L f , 2 c S ~ l c  

C S Z X + C S ' ~ ~ + C S Z { 1 =  I . . . . (5) 

besteht ,  so scheiuen dieselbeii iiicht ausreichend bestiuiiot 
zu  segn .  111 der  T h a t  wiirde inan auch schliefsseii kiiuoen, 
daEs eiiie uneiidliche Anzahl optischer Axeii vorhaitden sey,  
weiin iiicht die l inke Se i te  d e r  Gltlichuiig (4) sich als Suinme 
mehrerer  Quadra te  schreibeii liefse, und  daher  die Glei- 
chung (I)  in eirie grarsere  Auzahl v o n  Gleichungen zer- 
fielc. Beriichsichtigt m a i l  d i e  Crleichuiig (5), so fiiidet mail 

die  Iiuke Sei te  voii (4) als d i e  Suinme d e r  folgeiideii sechs 
Quadrate:  

16* 
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+CS2 ~ [ ( ~ ~ 3 - ? p ~ ) c s ' ~ - ( y , - y z ) c s ' , u  

244 

welche alle einzeln = 0 seyn miissen, damit tler Gleichung 
(4) geniigt werde. 

Die zu den optischen Axen gelidrigen Wer the  von x, 
A, p scbeiuen jetzt iiberbeslimmt zu seyn, da diese drei 
Unbekannten siebeu Gleichungen, iu welchen sonst iiur noch 
Constante vorkommen, gleichzeitig geniigen sollen. Indes- 
sen sitid, wie man mit leichter Miihe zeigeii kaiin,  je  vier 
der  sieben Gleichungen die Folge der drei aiiderii, so dafs 
fiir die drei Richtungswiiikel der optischen Axen immer 
grade drei Gleichuugen bleibeu. 

In deu Ausdriicken (6) koiumen die Grdfsen y,, tpq,  q3 
nicbt anders, als in deu Differenzeii y2 - I,O, , tp3 -yl, 
yl-vQ For. Da aber letztcre die Constanten A,, E , ,  C, 
nicbt mehr enthalten, so sitid die optischen Axen vou A,, 
B , ,  C, unabbangig, und folglicb die Gleicbungen f i r  die 
optischen Axeu bei den Wellenoberfl&hen von C a u c b y  
und von N e u m a n n  ganz ideutisch. 

Die erhalteuen Gleichungen fur die optischen Axen ba- 
ben 20 Losungen. Bei zwolf derselben ist eutweder c s x  
oder cs l  oder c s p  = 0, bei de.u acht iibrigeu sind alle 
drei Cosinua voo Null verscliieden. Hieraus folgt, dals die 
ersten zwdlf L6sungeu optische Axen, welche in einer der 
Haiiptebenen lieg.cn. ergeben; die ubrigen acht optischen 
Axeu dagcgen befinden sich in den acht von deli Haupt- 
ebeuen gebildeten Facbrauinen , und zwar symmetrisch zu 
einander geordnet. 

Von den 20 L6sungen sind eine gewisse hnzahl imagi- 
nar. Rechnet man diese mit, so habeu die Wellenoberfla- 
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then von C a u c h y  und von N e u i n a n n  in jeder Haupt- 
eberie vier optische Axen, je zwei und zwei sich ent- 
spreclietid, und ferner die schon erwalititeii acfit syioine- 
trisch Iiegenden optischen Axen aufserhalb dcr Hauptebe- 
nen ,  im Ganzeii 20 optische Axen. - Geht man auf das 
Verhaltnifs der reelleti und der imaginareu Lilsungen naher 
ein, so zeigt sich, dafs nicht gleichzeitig i n  allen drei Haupt- 
ebeneti vier reelle optische Axen vorkoinmen k h n e n ,  dafs 
vielmebr bei einer derselben stets zwei optische Axen ima- 
ginar siiid; es ist diefs nainlicli diejeaige Hauptebetie, wcl- 
che dem inittleren unter deii drei Coefficienten D, E, F 
emspricht. Als Maxiii ium erhalt man dafier den Fall, dafs 
bei der Wellenoberfkiche achlzelin reelle oprische Axen 
vorkornmen. Die 20 Losringeii kbtinen sich im Uebrigen 
aiif sehr verschiederie Art in  reelle und iinaginare einrhei- 
len. Es kotnmt dabei auf das Grdl'senverhaltiiib der Coef- 
ficienten zu einander a n ,  uiid gewisse Ungleichuiigeo be- 
stimineii die Granzen der eiiizelaeo Flille. Es sol1 hier nu r  
noch erwahnt werden. dafs die andern zwei Hauplebenen, 
welclie deiii grbfsteu iind dein kleinsten der Coeflicienten 
D. E, F eirtsprechen, iinmer nur  entweder vier reelle, oder 
vier iiiiagiritire, dagegen nicht zwei reelle und zwei imagi- 
nare optische Axen enthalten kbnnen. 

Mit  Hiilfe der optischen Axen ist es nun leicht, zu den 
eiiifachcreti Fallen der allgemeinen Wellenoberflache zu ge- 
langen , indem man diejenigen speciellen Flachen aufsucht, 
welche eine geriiigere Anzahl optischer Axen haben. In- 
deesen ist klar, dafs es hierbei nicht geniigt, die reellen op- 
tischen Axen allein zu betrachteii. Eine Vereinfachurig der 
Flache tritt dadurch nicht ein, dafs eine reelle optische Axe 
durch eine imaginare ersetzt wird, sondern nur dadurcb, 
dafs die Lilsungen der  die optiscben Axen bestimmetlden 
Gleichungen iibarhaupt von 20 auf eine geringere Auzabl 
vermindert werden, d. h., d a t  der Grad  der Gleichungen 
sich erniedrigt. 

Die allgemeine Wellenoberfllche bat in den Haupiebe- 
nen  j e  vier optische Axen; zu jeder Hauptebene gebsr t  
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eine biqnadratischc Gleichung, welche die Lage der vier 
Axen aiigiebt. W i r d  der Coefficient der vierteu Potenz 
gleich NdI, so reducirt sich diese Gleicliuug aiif deli zwei- 
Leu Grad ,  uiid es bleiberi iiur zwei optische hxen ir i  der 
betreffeudee Hauptebeiie iibrig. - Man erhalt aiif diese 
Wei se  als Bediiigung, dais i n  cler ersteii der drei Haupt- 
ebenen nur zwei optische Axeu, statt vier, vorhanden seyeo, 
die Relation: 

D - - i  ( B + C )  = 0, 
durch welche die Gesnmmtzahl dcr Ldsuogeo der besagten 
Gleiclinngen voii 20 auf 18 reducirt wird. Die aiinloge 
Hedeutuii;: hnbeii, bei deli beiden aiidern Hauptebciieu, die 
GI e i ch u 11 g e n : 

E - i ( C i - - A )  = 0, 
F - , ' ? ( A + B ) = O .  

Lsfst inan nun aber die gefendciien drei Bediiigungen gleich- 
zcilig gelleu, so verininderii sich uiclit alleiii i u  jeder der 
Clniii)tcbenen die optiscbeu Axeu voii vier auf zwei, son- 
cfcrri es falleu darin auch die aclit in den Fachraiiineu lie- 
;;ciidcii optischen Axen voii selbst fort. Durch die Rela- 
t i  o ii en : 

D = -:;(I?+ C), E = - i (C+A) ,  F = $ ( A + B )  (7) 
vvird. demuach ein aufserordeutlicli .eiofacher Fall der all- 
geineineu Welleiioberfhche bestimint , da die Gleichungen, 
welche die optischen Gleichungeii angehen, danii statt 20 
iiur 6 L6suugeu habeu. 

Aufserdem tritt noch eine Regeliuafsigkeit der Art eio, 
dafs  von diesen 6 L6songen stets vier imaginar iind zwei 
reell sind. EJ liegen iu  derjenigen Hauptebene, welche 
dein uiittleren der drei Coefficieuten D, E ,  F entspricht, 
iinmer zwei reelle optische Axeii, in den aiidern Hauptebe- 
neii i i w  iinagiusre. Die den Gleichungen (7) genugende 
specielle Wellenoberflache wiirde matliematisch die optisch 
seclisaxige 211 nenneii s e p ;  io physikalischer Hinsicht, 010 

nur reelle optische Axen zu rechiieii sind, ist sie zweiaxig, 
uiid zwar kauu man sie als zweiaxige Wellenobertlache iu 
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hervorragendem Siniie bezeicbnen. Denn sobald man irgend 
Cine der drei J3edingungen ('7) fortlafst, kann die Flache 
bedeuteiid inehr als zwei rcelle oplische Axeii habeo, wcnn 
auch in vielen Fdleii  die Anzahl der reellen Axen nur ge- 
rade gleich zwei segn wird. Die Gleicbungen (7) geben 
die j en ige Verei n fach u ng der a 1 lgeiii ei n eii We1 len o b er flac he, 
melche niernnls iiiehr als zwei reelle optische Axeii zulafst. 
Wir bezeichnen daber die in Rede stehende Flache, wel- 
che zwei reelle und vier imagiiiare optische Aren besitzt, 
kurz als die optiach zweiaxige WellenoberHliclie. 

Die Gleicliungen (7) gebrn eine eolche optisch zwei- 
axige Wellenobertl~clie eiuerseits aus der C a uchy ' schcn ,  
andrerseits aus der K e u m a  11 ii'scheii allgeineineii Flache. 
Weode t  inaii die (Yeichuiigen (7)  ai l ,  so h a t  die optisch 
zweiaxige Wellenoberfl~clie,  g e i n i i l  den Eutwickluogeii vou 
5 e u u1 a u 11, die folgende Fufspunktenflache : 

( ( " I  wobei zu setzen: 

gemah denen von C A u c by dagegen die folgeode: 

Die ersterwribnte FIVche ist geiiau die F r e s n e l ' s c b e  
Fufspuukteiiflache; denn sobald inaii die Multiplication ails- 
fuhrt, sieht man, dafs die Gleichung (8) auch auf die nach- 
stehende, bekanntere Form gebracht werden kann: 

- 0  . . (10) C S ' X  C a l l  C J 2 p  
~ + + .~ 
Q'-D Q'-E e * - F -  

Es ergiebt sicb also ails den N e u m a n n ' s c h e o  Recb- 
nungen, welche viel- geoauer sind, als die F r e s  n e l ' s ,  eine 
Ableitung der F r e  s n e I 'scheu Wellenoberfllche ; aber bier 
tritt sie nicht als die bei allen doppelbrechendeu Medien 
gultige Wellenoberflachc, sondern nur als eine specielle, 
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uamlich die optisch zweiarige Flache auf. Die Constanten 
D, E, F siiid die Quadrate dcr F r e s n e l ’ s c h e n  Elastici- 
tatsaxen. 

L)ie Gleichnng (9) kann ahnlich wie die Gleichong (8) 
transformirt werdrii: dieselbe ist identisch mit der folgenden: 

ca*x c 2 1. c n a p  

= O  ! ( l l )  
____ 
? * - o - D  ( l Z - U J - E  +P’-UI--F 

wo : = A,, c s ?  + B,, sZa+ c, cszp .  

Dasselhe, was die F r e  s n e I’scbe Wellenoberflache bei 
den Nei imann’schen  Eotwicklungcn, ist bei den C a u c h y -  
schcn diejenige Flnche, deren Fafspuiiktenflache drirch die 
Gleicliung (9) oder ( I  1) angcgebeii wird. Dieselbe enthiilt, 
wie schon friiher erwahnt wurde, sechs Constanten, und 
ilir hauptsachlicher Viiterschicd Foil der F r e s  nel’schen 
Wellenoberflache besteht dariu, dafs die drei Hniiptebeneu 
aus ihr nicht j e  eine Ellipse und eiuen Kreis. soudern zwei 
Ellipsen ausschneiden. Die beiden Ellipsen, welche bei 
dem Durchschnitt der ersten Haiiptebene entstehen, habeii 
die Gleichungen: 

Man sieht, dafs die zweite derselben zu einem Kreise wird, 
weiin die Constanteu A,, , B,,, C, so klein sind, dafs sie 
ohiie inerklichen Fehler vernachlassigt werdeu kbunen. Bei 
den beiden andern Hauptebenen koininen aualoge Gleichun- 
gen vor. 

Es  entsteht die Frage, o b  die Rechnnogen vou C a u c h y  
oder die von R ’ e n m  a n II die richtigeren und brauchbare- 
ren sind. Das Sachverhaltiiih ist, d a k ,  wenu die Coeffi- 
cienten A,, B,,,  C,, genugend kleine Grdfseu sind, um ne- 
ben A, B . . , F ohne merklichen Fehler vernachlassigt wer- 
den zu kbiinen, die C a u c  h y’schen Entwicklungen eine 
uberfliissige Allgeineinheit besitzen; daFs dagegen, weiin A,, 
B,, C,, ziemlich derselben Gr6fseuordnung als A ,  B . . . F 
angehtireu, die N e u m a n  n’ scben Gleicbungen nicht allge- 



mein genug sind. Iin ersteren Falle ware als Welleuober- 
flache i i i  optisch zwciaxigeii Krystnllc~i genau die F r e s n  e l -  
sche Flache aiiz~iwenden, im letzteren halte mati als solche 
nicht die F r e s  11 e I'sche, soiidern jeiie andere Fliiclte, deren 
FuCsl,uli~teiiflache durch die Gleichung ( I  I )  angegeben wird, 
zii nehmen. 

Diefs fuhrt zu einem Mittel, die ohige Frage durch Ver- 
suche zu entscheiden. I i i  dein Fall, dafs die N e u m a n n -  
schen Rechiiungeii nicht ausreichend sepn sollten, diirfte es 
bei der Wellenobcrfl8che der optisch zweiaxigeii Krystnlle 
iin Allgemeineti keine Kreisschuitte in  den Hauptebeiien ge- 
ben , sonderit genauere Reobachturipen miifsten die bisher 
fiir Krpise gehaltenen Curvcn als Ellipsen erweisen. W e n n  
iin Gegentheil die Versuche zeigen, dafs bis zu der iiber- 
h a 11 p t err ei c h b a r e ti (;en n u i g k ei t in a n Kreisscli 11 i t  t e in d e 11 

Hnriptebeneii aatiehinen niufs: werdeii die Coefficienten A , , ,  
B , ,  C ,  als verschwindeiide GriiCsen, uiid daher die N e u -  
01 a n 11 'schen Gleichungeii als die fachgemskeren zu betrach- 
ten seyn. 

Welcher der beiden angefuhrten Falle 1) indessen auch 
der Wirklichkeit inehr entsprechen moge, jedeiifalls hat man 
mit Hiilfe der Rechnungen von C a u c h y  und N e u m a n n  
eine strengere Herlritung der Wellenoberflache i n  optisch 
zweiaxigen Krystallen, als soiist angegeben ist. 

1 ) Re; der C a11 c t i j  'scllen Ableitring der Dilfrrenlial-Glricllungen (Erer -  
c i c r s  dr H u t h / m u f i p ~ s ,  vol .  111) sin11 die CoElfiGenten A , ,  B,, C ,  
rcrn wesenllirh nnderer Natiir a l s  die  CuCflicienten A, B . .  . . F. D i e  
(;riif5rn A,. I?,, C, sind irn Verglcicli zu A, B ,  . . . F in eineni urn 

so I d i w e n  Grade zn vernaclrlSrsigen, je schnellrr die M o l e c u l ~ r -  Attrac- 
tion oder-  Repulsion bei Vrrminderung der Enlfernuog anwklrst. 


