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IL.  Uvber die optischen Axen der allgemeinen
V¥V ellenoberflichen con Cuuchy und Newmann;
con L. Pochhammer.

l\ achdemn zuerst Fresvel eine theoretische Ableitung der
Wellenoberfliche in krystallinischen Medien zegeben hatte,
ist, wie bekannt, spiter dasselbe Problem sowohl von
Cauchy, als von Hro. Neumann in Konigsberg in ge-
nauerer Weise behandelt worden. Das Resaltat, zu welchem
diesetben gelangten, differirt in sofern von dein Fresnel’s,
als die von ihnen aufgefundenen Wellenoberflichen zwar
die Fresuel’sche als speciellen Fall euthalten, aber allge-
meiner als diese sind. Es wird daher nicht als theoretisch
bewiesen betrachtet werden konnen, dafs bei Lichtbewe-
gungen in Krvstallen immer die Fresnel sche Wellenober-
flache anzuwenden sey; die Versuche haben allerdings bis-
her nur die letztere bestitigt.

Die Wellenoberflaichen von Cauchy und von Neun-
maun weichen ebeunfalls noch von einander ab, wenn sie
sich auch sebr ahnlich sind. [0 Folge der verschiedenarti-
gen Ableitung der fundamentalen Differentialgleichungen
sind in der Wellenoberfliche von Cauchy drei Coéffi-
cienten mehr enthalten, als in der von Neumaunn. Wenn
iman diese drei Coéfficienten verschwinden lifst, stimmen
die beiden Flichen genau iiberein.

Im Folgenden soll eine Eigenschaft der allgemeinen
Wellenoberflichen von Cauchy und Neumann behan-
delt werden, welche besonders auch fiir ihr Verhiltnifs zu
der Fresnel’schen Fliche von Wichtigkeit ist. Es sollen
namlich die optischen Axen der gedachten Flichen aunfge-
sucht werden. Man unterscheidet in der Optik immer nur
zwischen isotropen, einaxigen und zweiaxigen Krystallen.
Aus den theoretischen Ableitungen von Cauchy und Neu-
wmann ergiebt sich indessen die Moglichkeit, dafs auch bei
Medien, welche drei auf einander senkrechte Symmetrie-
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ebenen haben, eine erheblich grolsere Anzahl optischer
Axen als zwei vorkommen. Im Maximum ist, wie unten
ausgefithrt werden wird, diese Awnzahl gleich 18. Die Ein-
theilung der krystallinischen Medien wire demnach eine zu
enge, indem man noch optisch mehraxige Medien hinzozu-
nehmen hitte. — In Betreff der optischen Axen hat die
Cauchy’sche Wellenoberfliche genau dieselben Eigen-
schaften, als die Neumann’sche; die drei Coéfficienten,
welche die erstere mehr enthilt, hehen sich in den hierbei
in Betracht kommenden Gleichungen vollig heraus.

Da die in der Natur beobachteten Medien immer nur
hochstens zwei optische Axen enthalten, so werden die spe-
ciellen Fille der allgemeinen Wellenobertliche, in welchen
die Anzahl der optischen Axen sich auf zwei vermindert,
besonderes Interesse erregen. Es findet sich auch, dafs die
optisch zweiaxigen Wellenoberflichen unter den in den all-
gemeinen Gleichungen enthaltenen Flichen eine ausgezeich-
pete Rolle spielen. Bei Durchfilbrung der Reduction der
optischen Axen geben, im Einklang mit der erwihnten Ver-
schiedenheit der Differentialgleichungen, die Rechnungen
von Cauchy eine etwas andere optisch zweiaxige Wel-
lenoberfliche, als die Rechnungen von Neumann. Néwm-
lich die allgemeine Wellenoberfliche von Neumann geht
durch die Bedingung, dafs die optischen Axen sich reduci-
ren sollen, in die Fresnel’sche tiber; bei den Cauchy-
schen Entwicklungen dagegen ist die entsprechende optisch
zweiaxige Flache zwar der Fresnel’schen sehr ibnlich,
hingt jedoch von sechs Coustanten ab.

Es sollen zunichst kurz die Voraussetzungen recapitu-
lirt werden, welche Cauchy und Neumann bei der Her-
leitung ibrer Wellenoberfliche machen. Dieselben nehmen
an, dals das betrachtete Medium sich symmetrisch in Bezug
auf drei feste, zu einander seunkrechte Ebenen verhalte;
ferner, dafs dasselbe zwar nach den einzelnen Richtungen
verschiedenartig, jedoch im Uebrigen homogen sey. Fiir
alle hierin begriffene Medien wird das Problem behandelt,
und gilt, in angensherter Rechnung, die abgeleitete Wel-
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lenoberfliche. Cauchy sowohl wie Neumanu erhalten
eine aus drei Schalen bestehende Wellenoberfliche; jedoch
vernachlissigt man in der Oplik eine dieser Schalen als
unwesentlich fiir die Lichterscheinungen, indemn die zugeho-
rigen Schwingungen, weil ziemlich longitudinal, keinen merk-
lichen Lichteindrack erzeugen. An den Formeln, welche
die beiden anderen Schalen der Wellenoberfliche aus-
driicken, bringt an aufserdem noch eine auf die Beobach-
tung sich griindende Vereinfachung an. Bei allen bekann-
ten doppelbrechenden Medien bleiben die Unterschiede von
den isotropen Medien innerhalb gewisser, ziemlich kleiner
Grinzen: die Abweichungen der Wellenoberflichen von
der Kugelgestalt sind niemals sehr bedeutend. Man erach-
tet daher die Quadrate der Grofsen, welche diese Abwei-
chungen ausdriicken, fiir geniigend klein, uin sie bei einer
angeniherten Rechoang vernachlissigen zu kounen. Als-
dano nebmen die allgemeinen zweischaligen Wellenober-
flaichen von Cauchy und von Neumann die Gestalt an,
welche unten analytisch bestimmt ist.

Zur Aufsuchung der oplischen Axen bei der allgemei-
nen Wellenoberfliche wird zuvirderst der Begriff dersel-
ben genau anzugeben seyn. Man bezeichnet als optische
Axe die Richtung, welche senkrecht zu einer gemeinsamen
Tangentialebene an die beiden Schalen der Wellenober-
fliche steht. Bei der Fresuel’schen Wellenoberfliche
giebt es vier Ebenen, welche gleichzeitig beide Schalen
beriihren; zu diesen vier Ebenen gehoren, da je zwei ein-
ander parallel sind, zwei Normalen: diefs sind die beiden
optischen Axen der Fresnel’schen Fliche.

Man gebraucht, um die optischen Axen zu bestimmen
nicht die Gleichung der allgemeinen Wellenoberfliche selbst,
welche eine sehr complicirte Form haben wiirde, sondern
es geniigt, die Fulspunktenfliche derselben, die sogenannte
Wellennormalenfliche, zu kennen. Die Doppelpunkie der
Fulspuunktenfliche geben unmittelbar die optischen Axen
der \Wellenoberfliche. Denkt man sich sammtliche Tan-
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gentialebenen an die Wellenoberfliche gelegt und auf eine
jede vom Mittelpunkt der Flache aus das Loth gefillt: so
liegen im Allgemeinen je zwei Lothe in derselben Rich-
tang. Denn da die beiden Schalen der Wellenoberfliche
geschlossen sind, so giebt es zu jeder Tangentialebene an
die erste Schale eine parallele an die zweite; die zu die-
sen beiden Ebhenen gehorigen Lothe fallen in dieselbe Rich-
tung. Eine Ausnahme findet nur da statt, wo die beiden
parallelen Beriibrungsebenen sich decken, und somit beide
Schalen dutch eine und dieselbe Ehene beriihrt werden.
Alsdann giebt es in der zur gemeinsamen Tangentialebene
senkrechten Richtung nur ein Loth, oder, genauer gesagt,
zwei gleich lange. Eben diese Richtungen, in denen die
Lothe einander gleich werden, sind, wie aus der Definition
folgt, die optischen Axen. — Der geometrische Ort der
Fufspunkte sammtlicher Lothe, die Fulspunktenfliche, ist,
wie die Wellenobertliche, zweischalig; die beiden Lothe,
welche zu je einer — vom Mittelpunkt aus gerechnetes —
Richtung gehoren, sind die Radii vectores. Man hat die
Gleichung der Fulspunktenfliche in der Form, dals der Ra-
dius vector als Function der Richtungswinkel angegeben
wird. Sucht wan also diejenigen Richtungen auf, fiir wel-
che es nicht zwei verschiedene, sondern nur einen Werth
des Radius vector giebt, so sind diels die optischen Axen
der Wellenoberfliche.

Die Wellenoberfliche, unter den oben erwihnten Vor-
avssetzungen hergeleitet, hat die nachstehende Fufspunkten-
fliche:

c8?x es?h cs?p

ce s S BN ¢ )
(2 4| o ST

wobei durch y,, yw,, ¥, vach Neumann die folgenden

Ausdriicke abgekiirzt bezeichnet werden:

q,u,=(A+2D—2E—2F).cs’z+F.cs’l+E.cs’ye
Y,=F.cs’x+(B+2E—2F—2D).cs*’A+D.cs*u; (2)
w,=E.cs"z+D.cs"l+(C+2F—2D-—2E).cs’y5

und nach Cauchy die folgenden:



243

w,=(4,+44+2D—-2E—2F)cs*x
+(B,+F)cs* i4(C,+E)cs*u )
v, =(Ad,+F)cs*x4(B,+B4+2E—-2F—2Djc¢s*1 |
; ) 3)
+ (C,4+D)cs*u
yy=A,+E ¢cs*x4+ (B +D)cs*k S
+(C,4+C+2F —2D—=2E)cs*u

Durch %, 4, u werden die Winkel, welche je eine Rich-
tung wil den drei Hauptaxen des Mediums bildet, und durch
o der zugehorige Radius vector dargestellt, wihrend 4, B,
...F A, B, C, Constante sind.

Die Gleichung (1) ist quadratisch in Bezug aufl %
und wan erhilt daher beim Anflosen derselben fiir o* ei-
nen Ausdruck, der aus einem rationalen Summandus and
aus einer Quadratwurzel zusammengesetzt ist. Damit sich
fir 0® ein eindeutiger Werth ergebe, mufls der Ausdruck
unter der Quadratwurzel = 0 seyn. Auf diese Weise er-
halt man die Gleichung:

LQmtw)es® ad-(waw, s A4, +y,)es?u P 0 {

) . 1)
— by pesix—dy,westA—dyw w,estu Sy

als Bedingung dafiir, dafs die Richtung #, 4, u optische Axe
sey: denn jede Richtung., zu welcher nur ein Werth des
Radius vector gehort, ist optische Axe.

Da zwischen x, 4, u, den Richtungswinkeln der opti-
schen Axen, aufser der Gleichung (4) nur noch eine zweite,
namlich

cS’x4cstAdestu=1 . . . . (B

besteht, so scheinen dieselben nicht ausreichend bestimmt
zu seyn. In der That wiirde wan auch schliefsen kounnen,
dafs eine unendliche Anzahl oplischer Axen vorhanden sey,
wenn nicht die linke Seite der Gleichung (4) sich als Summe
mehrerer Quadrate schreiben liefse, und daher dic Glei-
chung (4) in eine grolsere Anzabl vou Gleichungen zer-
fiele. Beriichsichtigt maun die Gleichung (5), so findel man
die huke Seite von (4) als die Summe der folgenden sechs
Quadrate:
16*
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es?x . [(Wa—,)es’x— (s — w,)e 8*A—(y, —y,)es? u]*
st AL(ws— ) es* A — (W, —y,) cs’u

— (W —pg)cs?x]?
et u. [(Yi—ya) e s’ u —(Y,—y,)cs’« (6)
— (s — 1) 0s?A]"
+2cs?xcs?lest u (W, —y,)?
+2cs*xcs?hcs? u(yws —y,)*
+2cs*xcs?hestu(y,—y,)?

welche alle einzeln = 0 seyn miissen, damit der Gleichung
(4) gentigt werde.

Die zu den optischen Axen gehdrigen Werthe von x,
A, u scheinen jetzt iiberbeslimmt zu seyn, da diese drei
Unbekannten sieben Gleichungen, in welchen sonst nur noch
Constante vorkommen, gleichzeitig geniigen sollen. Indes-
sen sind, wie man mit leichter Miihe zeigen kaun, je vier
der sieben Gleichungen die Folge der drei andern, so dafs
fir die drei Richtungswinkel der optischen Axen immer
grade drei Gleichungen bleiben.

In den Ausdriicken (6) kommen die Grolsen v, y,, ¥,
nicht anders, als in den Differenzen y, —vy,, y,—vy,,
w,—y, vor. Da aber letztere die Coustanten 4,, B, C,
nicht mehr enthalten, so sind die optischen Axen von 4,,
B,, C, unabhingig, und folglich die Gleichungen fiir die
optischen Asxen bei den WWellenoberflichen von Cauchy
und von Neumann ganz identisch.

Die erbaltenen Gleichungen fiir die optischen Axen ha-
ben 20 Lisungen. Bei zwoll derselben ist entweder csx
oder csi oder csu = 0, bei den acht iibrigen sind alle
drei Cosinus von Null verschieden. Hieraus folgt, dafls die
ersten zwolf Losungen optische Axen, welche in einer der
Hauptebenen liegen, ergeben; die ibrigen acht optischen
Axen dagegen befinden sich in den acht von den Haupt-
ebenen gebildeten Facbriumen, und zwar symmetrisch zu
einander geordnet.

Voo den 20 Losungen sind eine gewisse Anzahl imagi-
nir. Rechnet man diese mit, so haben die Wellenoberfla-
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chen von Cauchy und von Neumann in jeder Haupt-
ebene vier optische Axen, je zwei und zwei sich ent-
sprechend, und ferner die schon erwihnten acht symme-
trisch liegenden optischen Axen aulserhalb der Hauptebe-
nen, im Ganzen 20 optische Axen. — Geht man auf das
Verhaltnifs der reellen und der imaginaren Ldsungen niher
ein, so zeigt sich, dafs nicht gleichzeitig in allen drei Haupt-
ebenen vier reelle optische Axen vorkommen kdunen, dals
vielmehr bei einer derselben stets zwei optische Axen ima-
ginar sind; es ist diels nédmlich diejenige Hauplebene, wel-
che dem mittleren unter den drei Coélficienten D, E, F
emtspricht.  Als Maximum erhalt man daher den Fall, dals
bei der Wellenoberfliche achizehn reelle optische Axen
vorkommen. Die 20 Losungen konnen sich im Uebrigen
auf sehr verschiedene Art in reelle und imaginire einthei-
len. Es kommt dabei auf das Grofsenverhdltnils der Coéf-
ficienten zu einander an, und gewisse Ungleichungen be-
stimmen die Grinzen der einzelnen Fille. Es soll hier nur
noch erwihnt werden, dafs die andern zwei Hauptebenen,
welche dem grofsten und dem kleinsten der Coéllicienten
D, E, F eutsprechen, immer nur entweder vier reelle, oder
vier imaginire, dagegen nicht zwei reelle und zwei inagi-
nire oplische Axen enthalten konnen.

Mit Hiilfe der optischen Axen ist es nun leicht, zu den
einfacheren Fillen der allgemeinen Wellenoberfliche zu ge-
langen, indem man diejenigen speciellen Flichen aufsucht,
welche eine geringere Anzahl optischer Axen haben. In-
dessen ist klar, dafs es hierbei nicht gentigt, die reellen op-
tischen Axen allein zu betrachten. Eine Vereinfachung der
Fliache tritt dadurch nicht ein, dafs eine reelle optische Axe
durch eine iwagindre ersetzt wird, sondern nur dadurch,
dals die Lésungen der die optischen Axen bestimmenden
Gleichungen iiberbaupt von 20 auf eine geringere Auzahl
vermindert werden, d. h., dals der Grad der Gleichungen
sich erniedrigt.

Die allgemeine Wellenoberfliche hat in den Hauptebe-
pen je vier optische Axen; zu jeder Hauptebene gehdrt
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eine biquadratische Gleichung, welche die Lage der vier
Axen angiebt. Wird der Coéfficient der vierten Potenz
gleich Null, so reducirt sich diese Gleichung auf den zwei-
ten Grad, und es bleiben nur zwei optische Axen in der
betreffenden Hauptebene iibrigz. — Man erhalt auf diese
Weise als Bedingung, dafs in der ersten der drei Haupt-
ebenen nur zwei optische Axen, statt vier, vorhanden seyen,
die Relation:

D—{(B4+C)=0,
durch welche die Gesammtzahl der Losungen der besagten
Gleichungen von 20 auf 18 reducirt wird. Die analoge
Bedeutung haben, bei den beiden andern Hauptebenen, die
Gleichungen:
—+(C+4) =0,
F—'(A+B) =0.
Lafst man nan aber die gefundenen drei Bedingungen gleich-
zeilig gelten, so vermindern sich nicht allein in jeder der
Hauptebenen die optischen Axen von vier auf zwei, son-
dern es fallen dann auch die acht in den Fachriumen lie-

genden oplischen Axen von selbst fort. Durch die Rela-
tionen:

D=}'(B+C), E=}L(CH+4), F=L(A+B) (7)
wird. demnach ein aufserordentlich -einfacher Fall der all-
gemeinen Wellenoberfliche bestimmt, da die Gleichungen,
welche die optischen Gleichungen angeben, dann statt 20
nur 6 Losungen haben,

Aufserdem tritt noch eine Regelmafsigkeit der Art ein,
dafs von diesen 6 Ldsungen stets vier imaginidr und zwei
reell sind. Es liegen in derjenigen Hauptebene, welche
dem mittleren der drei Coéfficienten D, E, F entspricht,
immer zwei reelle optische Axen, in den andern Hauptebe-
nen nur imaginire. Die den Gleichungen (7) geniigende
specielle Wellenoberfliche wiirde mathematisch die optisch
sechsaxige zu nenunen seyn; in pbysikalischer Hinsicht, wo
nur reelle optische Axen zu rechnen sind, ist sie zweiaxig,
und zwar kann man sie als zweiaxige Wellenoberflache in
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hervorragendem Sinne bezeichnen. Denn sobald man irgend
eine der drei Bedingungen (7) fortlifst, kann die Fliche
bedeutend mebr als zwei reelle optische Axen haben, wenn
auch in vielen Fillen die Anzahl der reellen Axen nur ge-
rade gleich zwei seyn wird. Die Gleichungen (7) geben
diejenige Vereinfachung der allgemeinen Wellenoberflache,
welche niemals mehr als zwei reelle optische Axen zulifst.
Wir bezeichnen daher die in Rede steliende Fliche, wel-
che zwei reelle und vier imaginiire optische Axen besitzt,
kurz als die optisch zweiaxige Wellenoberfliche.

Die Gleichungen (7) geben eine solche optisch zwei-
axige Wellenoberfliche cinerseits aus der Cauchy’schen,
andrerseits aus der Neuwmann’schen allgemeinen Fliche.
Wendet man die Gleichungen (7) an, so bat die optisch
zweiaxige Wellenoberfliche, gewiils den Entwicklungen von
Neuwann, die folgende Fufspunktenfliche:

cs’x cs?l esu
ORYES Sl iy SRS 2 8
wobei zu setzen: S ®
X, =ldcs*2+Bcs* A+ 1Ccsy;
gemifs denen von Cauchy dagegen die folgende:
cs’x cs?l ey o)
impd-x "t ooipox, Fesieox =Y
wo: X, = (4, 4 L 4)cs?x S 9
+(B,+iB)cs’ i +(C,+;C)es’u

Die ersterwihnte Fliche ist genau die Fresnel’sche
Fufspunktenfliche; denn sobald man die Multiplication aus-
fiihrt, sieht man, dafs die Gleichung (8) auch auf die nach-
stehende, bekanntere Form gebracht werden kann:

3 Y} 2

a=p+ —éf‘_‘E+ =0 . . (0
Es ergiebt sich also aus den Neumann’schen Rech-
nungen, welche viel genauer sind, als die Fresnel’s, eine
Ableitung der Fresnel’schen Wellenoberfliche; aber hier
tritt sie nicht als die bei allen doppelbrechenden Medien

giiltige Wellenoberfliche, sondern nur als eine specielle,
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namlich die optisch zweiaxige Fliche auf. Die Constanten
D, E, F sind die Quadrate der Fresnel’schen Elastici-
tatsaxen.

Die Gleichung (9) kann #bnlich wie die Gleichung (8)
transformirt werden: dieselbe ist identisch mit der folgenden:

c8%x cs?l cs’u

o*—ow—D +n"—m—E +9"——w—F =0 (an
wo: w=A,csx+B,cs? A4+ C,csu. )

S

Dasselbe, was die Fresnel’sche Wellenoberfliche bei
den Ncamann’schen Entwicklungen, ist bei den Cauchy-
schen diejenige Fliche, deren Fufspunktenfliche durch die
Gleichung (9) oder (11) angegeben wird. Dieselbe enthiilt,
wie schon frither erwihnt wurde, sechs Constanten, und
ihr hauptsichlicher Unterschied von der Fresnel’schen
Wellenoberfliche besteht darin, dafs die drei Hauptebenen
aus ihr nicht je eine Ellipse und einen Kreis, sondern zwei
Ellipsen ausschneiden. Die beiden Ellipsen, welche bei
dem Durchschnitt der ersten Hauptebene entstehen, haben
die Gleichungen:

(12)

¥y .
B,+D+C.,+D—l y

Man sieht, dals die zweite derselben zu einem Kreise wird,
wenn die Constanten 4,, B,, C, so klein sind, dafs sie
ohne merklichen Fehler vernachlissigt werden konnen. Bei
den beiden andern Hauptebenen kommen analoge Gleichun-
gen vor.

Es entsteht die Frage, ob die Rechnungen von Cauchy
oder die von Nenmann die richtigeren und brauchbare-
ren sind. Das Sachverhaltnils ist, dals, wenn die Coéffi-
cienten 4, B,, C, geniigend kleine Gréfsen sind, um ne-
ben 4, B... F obhne merklichen Febler vernachlassigt wer-
den zu konnen, die Cauchy’schen Entwicklungen eine
iiberfliissige Allgemeinheit besitzen; dafs dagegen, wenn 4,,
B,, C, ziemlich derselben Grélsenordnung als 4, B...F
angehoren, die Neumann’schen Gleichungen nicht allge-
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mein genug sind. Im ersteren Falle wire als Wellenober-
fliche in optisch zweiaxigen Krystallen genan die Fresnel-
sche Fliache anzawenden, im letzteren bitte man als solche
picht die Fresnel’sche, sondern jene andere Fliche, deren
Fulspunktenfliche durch die Gleichung (11) angegeben wird,
zu nehmen.

Diefs fithrt zu einem Mitlel, die obige Frage durch Ver-
suche zu entscheiden. In dew Fall, dafs die Neumann-
schen Rechnungen nicht ausreichend seyn sollten, diirfte es
bei der Wellenoberfliche der optisch zweiaxigen Krystalle
im Allgemeinen keine Kreisschuitte in den Hauptebenen ge-
ben, sondern genauere Beobachtungen miifsten die bisher
fiir Kreise gehaltenen Curven als Ellipsen erweisen. Wenn
itn Gegentheil die Versuche zeigen, dafs bis zu der tiber-
haupt erreichbaren Genauigheit man Kreisschnitte in den
Hauptebenen annehmen muls, werden die Coélficienten 4,
B,, C, als verschwindende Grofsen, und daher die Neu-
mann’schen Gleichungen als die fachgemilseren zu betrach-
ten seyn. .

Welcher der beiden angefiihrten Fille ') indessen auch
der Wirklichkeit mehr entsprechen mége, jedenfalls hat wan
wit Hiilfe der Rechnungen von Cauchy und Neumann
eine strengere Herleitung der Wellenoberfliche in optisch
zweiaxigen Krystallen, als sonst angegeben ist.

1) Bei der Cauchy’schen Ableitung der Differential- Gleichungen (Exer-
cices de A’Ialﬁe'maliqur.r, vol. 111) sind die Coélficicnten Ay, By, C
von wesenilich anderer Natur als diec Coéfficienten 4, B,... F. Die
Grifsen Ay, By, C, sind im Vergleich 2u 4, B, ... F in einem um
so héheren Grade zn vernachlissigen, je schoeller die Molecular- Aurac-
tion oder- Repulsion bei Verminderung der Entfernung anwichst.



