Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersnchung
der Integrale einer speciellen linearen Differentialgleichung. II.

Von
J. Hory in Charlottenburg.

Im vorausgehenden Aufsatz (Seite 453 ds. Bds.) wurde die asympto-
tische Darstellung der Integrale der Differentialgleichung

@) 2T A4+ Pt o (=) i)y = 0%)
vermittelst der divergeﬁten Reihen

Si=er ai (4 + 424 ),

8, — e-ieg—u=1(B, + % -+ 532_2_;_ ),

welche (A) formell befriedigen, fiir die ganze Umgebung der singuliren
Stelle # = oo behandelt**). Wir wollen nun auf Grund der friiheren
Entwicklungen die divergenten Reihen zur Untersuchung des Ver-
haltens der Integrale der Differentialgleichung (A) in der Umgebung
von z = oc benutzen.

In §1 und § 2 werden die in der Umgebung der singuliren Stelle
gelegenen Nullstellen der Integrale betrachtet; in § 3 werden die bei
Integration der Differentialgleichung anftretenden ganzen transcendenten
Functionen mit Riicksicht auf Productentwicklung und Geschlecht
untersucht; § 4 beschéftigt sich mit dem Verlauf der reellen Imtegrale
einer Differentialgleichung mit reellen Coefficienten.

Uebrigens bleiben die folgenden wie die fritheren Entwicklungen
zum Theil fiir allgemeinere lineare Differentialgleichungen bestehen;

#) Auf diese Form kann die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit linearen Coefficienten gebracht werden, wenn man von den Ausnahmefillen
absieht. Der Fall ganzaahliger Werthe von 1y, 1, 1, -+ 15 ist im Folgenden wie
frither ausgeschlossen.

¥#) Es bhandelte sich darum, die Untersuchungen des Herrn Poivcaré iber
allgemeinere lineare Differentialgleichungen sowie &ltere Untersuchungen iber
Bessel'sche Functionen so weit zu ergiinzen, dass sich das Verhalten der Integrale
von (A) in der ganzen Umgebung der singuliiren Slelle tbersehen ldsst.
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deswegen wird auch gewShulich von der Einsetzung der unserer speciellen
Differentialgleichung entsprechenden Werthe der Reihencoefficienten
abgesehen. Aehnliche Untersuchungen fiir allgemeinere Differential-
gleichnngen werde ich spiter fiihren.

§ 1.

Die Differentialgleichung (A) besitzt zwei partieuliire Integrale
1y, 1, Welche durch die Reihen S,, S, asymptotisch dargestellt werden;
es ist

" ”5“‘(*40+ﬁ+-~-+‘4—:+“—:),
Z &

wenn wir
=—A —1, gy=—12—1
setzen; e, und B, sind Functionen von z, welche zur Grenze Null

- . - - ‘ua
convergiren, wenn |z| unendlich gross wird, und zwar o, (sowxe z F :')
€r
gleichmissig fiir alle Argumente von z zwischen — = - & und

2m — 0, (sowie ac"(f;f:) gleichmissig fiir alle Argumente von =z

zwischen — 2z 4 0 und = — 0, wobei 0 eine beliebig kleine positive
Grisse bedeutet. Beschriinkt man sich, unter @ eine beliebige Grosse
zwischen O und = verstehend, aunf das Gebiet

—wn<agr <o,
so convergiren beide Functionen e, und f, gleichmissig zur Grenze

B

de,
Null, ebenso -~ und z—-"- Wie frither gezeigt wurde, besitzen die

Integrale n, und v, in dem Gebiet — o < arg x < w keine Nullstelle,
deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze dberschreitet.

Ein beliebiges Integral y = f{z) von (A) hat die Form

y=c,n + %)

Wir setzen die Constanten ¢, ¢, beide von Null verschieden vorauns
und untersuchen die Lage der in der Nihe von x = oo gelegenen Null-
stellen, deren Argument zwischen — w und © legt.

Wir haben

4,
W  y=sl)=em o (4 + B T2
+ oiemne, (B4 B Ze g B,
&L Z

¥ In dem Gebiet jo!>r, — o < arg z <{ a sollen alle betrachteten Fune-
tionen eindeunlig fixirt sein.
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Die Gleichung f(x) = O schreibt sich
» ﬁ%
e =

& x*
iz —f — Cgv 0

Sl

oder
. B
2ix + (@‘1“!"2) log # = log (-‘;lj )

e E . ..
B,
-+ ]oo* @ BA?:I: Bf:” - 275'15’&,

475

hierbei ist log z durch die Fes»setzung — e < arg z < ® bestimmt,
von log (-— %’:%z) ist ein beliebiger Werth zu nehmen, und % ist eine

ganze positive Zahl; der zweite Logarithmus ist so fixirt, dass er fiir

z == 0o verschwindet.
Wir fiihren die Bezeichnung ein:

® —mgE, e=2i,.log(—g;£°
Setzt man

slog (14 g4+ o +B‘:’;,,)
log(l+
-——f,,—*‘+---+—-,:—“+—,—’:*),

ot )

ax
so couvergiren %, und z—— fir lim {#] == oo zur Grenze Null und

dx
zwar gleichmissig fir — o0 < argz < ®.
Die Gleichung f(x) = 0 lantet jetzt

K,
(3) qpk(w)=x—[—y10gx-—c——kz~—2;}—{%=0
¥=1

Wenn man die Reihen

Ed »

ins Unendliche fortsetzt, e,, 8., #, weglisst und die Rechnungen ohne
Riicksicht auf die Divergenz der auftretenden Reihen formell ausfihrt,

go erhilt man fiir die Nullstellen von

it K o BBy — 45y
*) Dabei ist Kj _—Q—W
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f(z) = e=zre, 2 + e—izghe 622 —

¥=<0 y==0

die Gleichung
4) rtpulogz =c¢+kx+ Ki+ 2

welche durch die Substitution

1

t= PN S
T eka’ T T i0FE)

iibergeht in
1+§ — utlogt — ptlog (14 §)

— 14 D K4 g

pe=1

log ¢ und log (14£) sind dadurch fixirt, dass fiir k = co

arg { == ar, °c+k == 0
und fir £ =0

arg (14§ =0
angenommen wird, Durch Einsetzen der fiir |§| < 1 convergenten Reihen

fiar

1_}_; und log (1-4-£) erhilt man zur Bestimmung der Funection &

von ¢ die Gleichung

O=uptlogt+ K,&* + K, 654 - -
+Eltut+ P+ 2K,0+ )
+8(—1—jutF KP4 3E 0+ )+ -

Brsetzt man im ersten Glied ¢ log ¢ durch 2, so wird die Gleichung
durch eine Potenzreihe von ¢ und 2

E= DG tr e
24g¢>0
formell befriedigt. Dunreh Einsetzung der Reihe von £ in die Glei-
chung, Entwicklung der rechten Seite nach Potenzen von £ und # und
Nullsetzung des Coefficienten von ## 22 erhilt man eine Gleichung,
welche G, durch die Grossen Cyy (' <p, ¢ < g, p' +4 < p+ q) avs-
driickt; ist p <m -1, so kommen in dieser Gleichung nur K,,..- K,,
nicht aber K1, Kaye, ... vor, d. h. Cp, hiingt, so lange p<n + 1
nur von K,,... K, ab. Insbesondere erhilt man

Gw =0, Q)t = — U,
Cp=—K;, Cy=p Ch=yp>
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Nun ist
1

1
D T i1+ 30,0

- (1 —yz— K Fptatp?22 4.4

4,74
1+uz+E’,t2——u?tz+ 2 .
(2 t
Hierbei ist A4,,(p <n - 1) nur von K,,... K, abhingig, ferner
Aoy =0 fiir ¢ > 1. Um letzteres zu zeigen, bestimmen wir die Ge-
sammtheit & der von ¢ freien Glieder in £; es ist

Ompt§—§24E—

also
gl —_ 3 uz
+ sz
und
1
T 14 ps.

Hiernach ist

m=;+ ulogt+ Kt — pitlogt+ -

o log (e+kx) 4

—c—‘—k~t~yloa(c+kn)+c+kn+y e i

oder
5) Fpe=c¢-+ kx — plog (c+kxm)
1 \»(log (¢c-}Fkhz)\e,
++Z’OLM c+k:rz) ct+kx ?
p+g->

Ly, (p<n) ist nur von K, ... K, abhingig; insbesondere ist

Ly, = ——“——MA"‘g}Aoé;B“, Ly = ¢’

Da wir bisher lediglich formale Rechnungen mit divergenten
Reihen aunsgefithrt haben, so miissen wir beweisen, dass die Gleichung
(3) wirklich fiir jeden hinreichend grossen positiven Werth von & eine
Warzel z; besitzt, und untersuchen, welchen Aufschluss die Reihe (5)
iiber den Werth dieser Wurzel giebt.

Ersetzt man in der formalen Gleichung (4) Koy, Kuys, . . - durch
Null, oder, was dasselbe ist, ersetzt man in der Gleichung (3) ¢:(2)=0
%, durch Null, so erhdlt man die Gleichung

N K
6) ¢;(x)——=x+ylogx—~c——kaz——2;}'=0,
yesd

welche, wenn % hinreichend gross angenommen wird, eine folgender-
massen zu bestimmende Wurzel 2; besitzt,
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Setzt man
1

t{1+3)’

so erhilt man zwischen £ und ¢ eine Gleichung von der Form
0=utlogt+ P, E),

welche aus der obigen Gleichung zwischen & und # durch Nullsetzen

von K1, Kuys, . .. hervorgeht. Jetzt ist aber (¢, &) eine Potenz-

reihe, welche fiir hinreichend kleine Werthe von |¢] und || convergirt.

Setzt man wieder z = £ log £, so ergiebt sich fiir £ eine Potenzreihe

g == Zépqtp Zq:

p+g>0

=

L
c+ k=’

welche fiir hinreichend kleine Werthe von |¢] und |#| convergent ist.
Cpq geht aus C,, durch Nullsetzen von K,i1, Kute, . .. hervor; d. h.
es ist Cpy= Gy fiir p<m 4 1. Nun ist

34,00
t(1+42)  1(1+30C,, %29 ¢ ?
und zwar ist

4,,= <n-1),
und schliesslich ve=4pe (p<nt1)

7 Xy =c-}+ kx — plog (¢+ kx)
- 1 » flog (e 4 km)\e,
+20Lﬁq(c+k,,) ( cF k= 3
2re>

letztere Reihe ist fiir hinreichend grosse Werthe von & convergent,
und es ist
Lpg= Ly (p<£m).

Wir zeigen nun, dass der Wurzel X; der Gleichung &p(x) = 0,
wenn % hinreichend gross genommen wird, eine Wurzel 2 der Glei-
chung ¢ (2) = O entspricht. Wir beschreiben, unter  eine beliebig
kleine positive Grosse verstehend, um X; einen Kreis vom Radius

]—:; , vom Umfang @, und zeigen, dass innerhalb € eine Wurzel der

Gleichung (%) = O liegt, wenn % hinreichend gross ist. Da die tiber
den Kreisumfang @ erstreckten Integrale

1
s [’ dlog :(@), 7o f 4 log O4()
&k ‘@k

die Apzahl der inmerhalb €% gelegenen Wurzeln der Gleichungen
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@i () = 0 bezw. ®i(2) = 0 angeben, so brauchen wir nur nach-
zuweisen, dass

2—;;. f (d log @:(2) — d log & (x))
(53

verschwindet. Da dieses Integral aber nur einen ganzzahligen Werth
haben kann, so geniigt der Nachweis, dass

*/d dlog &,
e[t
&

fiir hinreichend grosses & dem absoluten Betrage nach beliebig klein
wird.
Nun ist

d log ¢, (z) d log ¢, (x}
dx - dz

R G )

& g, (2) O, (z)

Fy=

Setzt man auf ¢;

g
r=X; + %{;
s0 ist ‘
2
0:(@) = & (X + 55
= E¢ i [10 (X;‘ + = Lokd — log X;,]
_ g, [__,1._,.*__1_]
— s\ X7
=1 (Xl:-l— k“)
sef? st ?
- 1
&+ wlog (1 +k,,X)
. Kv {veeq’ ]
+2§f B X, + ’
ya=1
also

B () = st | ‘ue“) . ')7

[r0p(2)] > ¢ — 1‘“}1 +[
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Nimmt man % so gross, dass der Subtrahend auf der rechten Seite
kleiner als % wird, so ist auf G;
[ (@) > &
Ferner ist
@1 (2) = $p(2) — —

B gu()] > B ou@)| — | S s

X,
nun ist aber lim -§-== % und, wenn z auf & liegt, hm 0 g = da auf
k=

G {#a| beliebig klein wird*), wenn man % hmrelchend gross nimmt,
so kann man erreichen, dass

o
e

&
<z

und demnach auf €

Bou(a)] > £
wird. Bedeutet & eine beliebig kleine positive Grosse, so ist fiir hin-
reichend grosses & der Zahler von F; dem absoluten Betrage nach

kleiner als %68 , also da

1 u (@) Gx()] > 5 &
ist,
[l < ‘ﬂf_
Weiter ist

"ns 616 — 274
2

d. h. fiir hinreichend grosses k wird |J| beliebig klein, w. z. b. w.
Im Innern des Kreises vom Radius Li“ um X, liegt eine Wurzel
Z; vor ¢z () = 0, es ist also
|2 — X | < k"
oder
lim 7 (2 — Xi) == 0.

k=

Wir hatten gefunden (7)

*) Wegen %;mwa.rg X, = 0 gehdrt €, dem Gebiet — w arg x < wan.
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Xi=c+ krw —plog (¢4 k=) ++2 qu(c_:]m)?(logc S;—;i;n) !
rtaEn
o+ DTy () (B,

pFa>n

sefzen wir nun

log (e} k=)\e
(8) G = ¢ b —p log (C+k%)+2qu C+k7zl Qgc-c:;x:rz )

pt+gsn
Sn
T (e + k)’
so ist
log (¢4 kn)\e
T — X = (c+1m) —HZ” “(c—l—kaz cXkz /2
also
lim & (— X)) = — hm &,
= ﬂ
d. h.
(8) lim &, = 0.

k=

Wir haben also den Satz:

Das Integral y = e¢;n, -+ c,n,*) der Differentialgleichung besitzt
in der Nihe von z == oo unendlich viele Nullstellen xx (lim k = -+ <o),
welche durch die RBeihe (D) asymplotisch dargestellt werden, d. h. es
bestchen die Gleichungen (8) und (8).

Setzen wir in der Formel (8) # = 0, so haben wir, wenn wir
1 fiir & schreiben,

Zp=c¢ -+ kx — p log (¢c+kx) 4 2, klim 1 ==0.

Setzen wir weiter
2 == &+ im,

e=a-+1ib, p=x +ipn, e=u +ip’,
so haben wir
Go=a+ kx — @ log Y{a+ ba)* +
+ p” arctg ﬂ% -+ 1,
me="b — " log Y (a+Fkz)* + b*
— ' arctg ;_;b—;;,; +

arg o = arctg £ jo:| =VE+ %,

*) ¢; und ¢, sind von Null verschieden vorausgeselzt,
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Hieraus ergiebt sich
Hm 7z} =00, limarg 2, = 0;
k=w

k==

ferner ist lim & = o, Ilm ! 9 hat den endlichen Werth b, wenn g” =0,

k=
also p reell ist, einen unendhch grossen Werth im Falle eines imagi-
niren g. Aus der Gleichung

xk+1——wk=st—910g(1+c—_:ﬂ)+mz-—xe

folgt noch
gim (G’Jk,H et :):k) == 7.

Im Falle g =0 (bei der Differentialgleichung der Bessel’schen
Functionen) fallen in der Reihe (3) die mit Logarithmen behafteten
Glieder fort; denun da in der Gleichung zwischen £ und ¢ der Logarith-
mus nur in der Verbindung uflog ¢ = pz vorkommt, so erhilt man
fiir £ eine Potenzreibe von ¢ und uz, so dass die Reihe (5), von den

beiden ersten Gliedern abgesehen, nach Potenzen von ?-'FI'Z; und

@ 1———————°gc(_:_"7;f”) fortschreitet; es besteht demnach im Falle y =0 die

asymptotische Gleichung
rp=c¢+ ka -} Z(c-—}-ku}"

mit der Bedeutung
xr=c¢-+ kx4 2

8,

e+Em)*" &

+

o kar? fne=0%.

*) Jm 9. Band der amerikanischen Annals of Mathematics (ich kenne nur
das Referat im Jahrbuch der Fortschritte der Mathematik) hat Mc Mahon die
Gleichung

1 1 1
7/§n9:J”(x)= cos(.z-——;z-—- i 9, (@)
+sin( —%m——ém) P,l(@) =0,

wo @, (¥), ¥,(z) die bekannten divergenten Potenzreihen von i sind, mit Be-
nutenng der Lagrange’schen Umkehrungsformel aufgelést und fiir 2, eine Reihe
nach fallenden Potenzen von Z—(2n-1+4k) anfgestelit. Die Arbeit enthilt wohl

nur die formale Aunsfibring der Rechnungen, denn das Referat bemerkt, dass
sich nichts tiber die Convergenz der Reihen finde,
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§ 2.

Wir haben uns bisher mit der Untersuchung derjenigen Nullstellen
der Integrale der Differentialgleichung beschiftigt, deren absoluter
Betrag gross ist und deren Argument zwischen — @ und o (0 < 7)
liegt. Wir betrachten jetzt ein Integral y=/f (#), welches fiir
w— 6 < arg # < % -+ o eindeutig fixirt sei, und untersuchen die in
diesem Gebiete in der Nihe von 2 = oo gelegenen Nullstellen z.
Es giebt zwei particulire Integrale %, 7,, welche in dem jetzigen
Gebiet durch die Reihen @, S;, ¢,8,%*) asymptotisch dargestellt werden,
d. h. es ist

nmer o (4+ 4+ 2D,

@z

. . B B, | B
’?2""3'"”39"292(30"!‘"5“1" "’!’_n""_az);
A &
« und B, convergiren fiir lim 2| = oo zur Grenze Null und zwar gleich-
missig fiir alle Argumente von z zwisechen # — @ und = + eo(o<x).
Um die Gleichung 7 (#) = 0 aufzulosen, haben wir an der Ent-
wicklung von § 1 nur einige Aenderungen anzubringen. Es sei
. @) =3 % + &7.
Die Gleichung

— . - - .A,,, &y
© Fa)=e= ame5 (go T ;)
. (3B, B
+ etrate 9262(2;; +E)=0

y=0

schreibt sich

“y K %
x+ylogx=3—kﬂ+2;§+;’é;
y==1

log # ist durch die Festsetzung # — @ < argz < z -} @ bestimmt,
k ist eine positive ganze Zahl, wihrend in
020 -_31)

- 1
(10) t—g;log(~ 02 Ao)

ein beliebiger Werth des Logarithmus zm nehmen ist. Um zundchst
die Auflosung der Gleichung

x+yloga:=z_k,;+%+§+...

#) Piir unsere specielle Differentialgleichung (A) 'ist unter Beibebaltung der

friheren Bezeichnung g = 6%, gy =1,
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formal aunszufithren, setzen wir

1
t=3——kaz’

i
X = ———
t(1 )
ond erhalten . (s

s — wtlogt—utlog (148 — 1+ D)o (t+Ey;

fir k= -+ oo wird arg{= — &, wodurch log¢ fixirt ist; wegen
arg £ =gz fir k= oo und arg z = — arg { — arg (1-}+ &) muss fir
k= 0o arg (14-&) == 0 sein, so dass fiir log (14 &) die Logarithmen-
reihe zu setzen ist. Die friihere Rechnung liefert die Wurzel

Fr= 3 ulogt D Ly,te(—tlog iy

p+g¢>0
Nun ist aber, da fiir k == o0 arg { = — = sein soll,
logt == — m¢ — log (kmw — €)

zu setzen, wenn log (kz —¢) durch die Bestimmung arg (kx—7%¢) = 0
fiir k == oo fixirt wird. Demnach erhilt man eine Reihenentwicklung
von der Form

an Lp=2¢— umwi — hx — plog (kx—7¢)
- 1 ? flog (kz—ec)\a
+ZLP9(701;—-E (1 e~
pie>=0

mit der Bedeutung

(12) Tp=0¢—uni —kx — plog (kx—c¢c)
Iog (b —¢)\e
+2qu(k7r——c km—¢
p+q>n

———“—:—-, m %, = 0.
kw — C)n k==on
Das Integral y = ¢, 75, + ¢,%, besitet® in der Umgcbung von
Z = oo unendlich viele Nullstellen %, (lim k= -4-00), welche durch die
EBeihe (11) asymptotisch dargestellt werden, d. h. es besteht die Glei-
chung (12).
Nach (12) ist hm arg ¥ = x, wahrend in § 1 lim arg 2 = 0 war.

k=
Wir nehmen nun an, das Integral 7 (x) der Differentialgleichung (A),
welches fiir # — o < arg # < x - o fixirt sein sollte, falle mit dem
fir — o < argx < o fixirten Integral 7(z) fir # — 0 < argz < @

zusammen (wobei & zwischen ;—‘ und x liegen soll). Zwischen den

von der positiven reellen Axe zur negativen reellen Axe fortgesetzten

¥ Falls ¢; und G, von Null verschieden sind.
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Functionen 1, %, und den auf der negativen reellen Axe definirten
Functionen %,, %, besteht der Zusammenhang:

Ny = Emhy,  f=rn+ (@R 1)y
gy = 2R g =T, — g2k (@nik 1),
Die Fortsetzung des Integrals f(z) ist daher auf der negativen reellen Axe
f(®) = eymy + 1, = 270 ((cl — 6y (&7 — 1)) M+ €%
also durch Vergleichung mit f(z) = ¢, %, -+ &%,

¢, = e~27h (c, — ¢, (27 — 1)) , Gy ==y,

oder

Lisst man die Verfinderliche eine volle positive Umdrehung um
& = 0 ausfiihren, so geht die Function f(z) iiber in

(@) = ¢ n + ey
oder, da ! T 2

Ny = aqy + B,
By =y + B
ist, wo die Coefficienten die frither bestimmten Werthe haben,
fi(@) = (et ay)m + @B+ad)n, =9 + 61,
s0 dass in den Formeln des § 1 an Stelle von ¢,, ¢, die Werthe
o =c e+ 6y,
6 =06p+ cd
treten.

Um die in der Nihe von 2 = oo gelegenen Nullstellen der ganzen
transcendenten Functionen G,(x) und G,(x) zu finden, hat man in
den Formeln von § 1 und § 2 zu scfzen:

01———-82”"1‘2—— 1, Gy = — (321::‘2,,_.1),
G =@ih 1, = — (&7 —1)
fir G,(z) und

C‘I = e?ﬂik’ 02 B 1’
G =e2mih, =1

fir G,(z).
§ 3.
Die Differentialgleichung (A) besitzt die Integrale
(13) ¥y = Gy (2), Yy = &~ A1Gy (2),

wo G,(7), G,(x) ganze transcendente Functionen sind. Wir stellen
uns die Aufgabe, mit Hiilfe der asymptotischen Darstellungen das Ge-
schlecht dieser ganzen Funclionen zu bestimmen®).

*) Aach diese Untersuchung wird im Hinblick suf allgemeinere lineare Dif-
ferentialgleichungen gefithrt.

Mathematische Annalen. IL. 32
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Die Differentialgleichung
d d
275+ (a2 +8) 3L+ (6,24 by =0

mit den Integralen

y = Fy(2), 9 =2a"0F,(z),
wo F,(2), F,(x) ganze transcendente Functionen sind, geht durch die
Substitution

a

o 2" _ 2
. y=¢ ’ Via, —ag
{iber in
§TEF Mt tD P+ 5+ (—1)) 1 =0,
wo

bt h 20,

25, — ab
l—-l —_ ) 104 4
( 2)% Vi —as )

ist, wihrend man durch die Substitution
y ="y, z=— %z—-'r-ii_ct—i )

wo « eine der beiden (als verschieden vorausgesetzien) Wurzeln der

quadratischen Gleichung «® + o, + a2 = 0 darstellt, die Gleichung

@
P =0—0) 2+ py

erhilt, worin
bia— b,

9=2b, P=3.1a

gesetzt ist. Unter Einfiilhrung der ganzen transcendenten Function

— v pp+Y) oy
(14) F(p’g’x)_—l_i_l.gx_i—1,2,q(q+1)x +
erhilt man fiir letztere Differentialgleichung die Integrale

h=F(2,q,x),
Dy = xI—QF(p—Q’{"I) 2—gq, x)**)'
Eine ganze transcendente Fuuction F (x) mit den Nullstellen
o,(v=1,2,...00) ist vom Geschlecht m, wenn die Reihe 2{@,, [=

¥

divergent, die Reihe El je,|—™—1 convergent ist, so dass das Weier-
strass’sche Product
*) s wird vorausgesetzt, dass 4a, ~— @, von Null verschieden ist und dass

i, 3, die frilheren Bedingungen erfiillen.
¥¥) Pochhammer, Math, Ann, Bd, 36,
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x x 2 s x
ﬂ(x)=ﬂ<l—%> e«?’:Té(oTyV +%(«7;)m

convergirt, und wenn weiter
F(z) = @ T (z)
ist, wo g(«) eine ganze rationale Function bedentet, deren Grad nicht
grosser als m ist,
Die Function G,(x) besitzt nach § 1 und § 2 unendlich viele
Nullstellen

zr=c -+ kx — plog (c-+kx) + &, lim g =0,

k=00
Ty =2¢€~— uut—kx —plog (kx—0c)+ &, lmzg=0.
k=

Die Reihe s
ist divergent; denn es ist
xb=kat(1—]—8k), lim 6\&:0,
k=

11 1 1 1
2 e % 2 AT 25 2 AR
fiir 5 > & ist |0:| kleiner als die beliebig kleine positive Grosse 9, also

1 1 1
2 T ZF
Dagegen ist die Reihe
1
2
convergent; denn es ist
1
lelciz_ 2762 }1—[—3!2< 1. Il*i“kl [
1 t 1
21%|2< (1 — &%) 2?
& E>F

Ebenso ist von den Reihen

also

also

die erste divergent, die zweite convergent. Wenn wir simmiliche
Nullstellen von G (z) mit @, (v==1,2,.-.00) bezeichnen, so con-

vergirt das Produect
T

M) =TT (1— g) &
82%
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nnd es ist
G, (z) = o@D M (x),

wo g(«) eine ganze rationale oder transcendente Function darstellt.
Um zu zeigen, dass G(z) das Geschlecht 1 besitzt, bedarf es noch des
Nachweises, dass g(x) eine ganze Function ersten Grades ist.

Nun haben wir fiir G,(z) eine Darstellung von der Form

G, (2) = e, é=am (At o) + e 70" (By+B),
wo e, und B, fiir lim|2z|==co gleichméssig zur Grenze Null con-
vergiren, wenn arg x zwischen — x -4~ 8 und z — § liegt, und eine
Darstellang von derselben Form, nur mit theilweise anderen Coef-
ficienten , welche fiir 6 << arg x << 2@ — 0 gilt. Dabei ist 0 eine beliebig
kleine positive Grosse. Demnach ist fir —z -0 <arga <z — 4

|Gy (2) < el {em‘ulhgz) leg (doteo)| + - - }
< elzl {e'm}logixi-i—imlargﬂl}gl (Ao‘!‘“o” 4. }

= el {gubiosieltlillassel —lol o, (4 + )| + - - -] -

Wenn man unter ¢ eine beliebige positive Grosse versteht, wird der
Klammeransdruck fiir alle Argumente von -z-zwisehen — z 4 6 und
w — 0 kleiner als 1, also

6 @)} < =",
wenn man nur |z| hinreichend gross nimmt. Dasselbe zeigt man fiir
d<argz <2x-—08. Wenn also ¢ eine beliebig kleine positive
Grosse darstellt, ist fiir alle Werthe von z, deren absoluter Betrag
eine gewisse Grenze lbersteigt,

|G (@)] < =i,
Ferner lassen sich*®) um den Nullpunkt Kreise mit beliebig grossen
Radien beschreiben, auf welchen

(TH(@)| > e-tatte
ist. Auf diesen Kreisen ist also

01— || < e

Wenn es aber beliebig grosse Werthe von |z] giebt, fiir welche
}69(”)| < eHlzl?
ist%%), so ist g() eine ganze rationale Function hchstens 4t» Grades.
In unserem Falle ist also g(x) linear oder constant.
Dieselben Schliisse gelten fiir G, ().
Die Differentialgleichung (A) besitzt die Integrale

#) Hadamard, Liouy. Journ. 1893, S. 204,
#%) Hadamard, a. a. 0. 8, 187,
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Y= G(7); Yo=Yy R0y (2),
wo G (z), G,(x) ganze transcendente Functionen vom Geschlecht 1 sind.
Ist die Functmn F () vom Gesehlecht 1, so gilt das Gleiche fiir
ea* F(bx); also sind auch die oben emo'efuhrten Functionen F (x) ,
F,(z) sowie F(p, g, ) vom Gesehlecht 1#%). 8ind @,(r==1,2,...00)
die Nullstellen von F(p, g, %), so ist

@

(13) F(p, q,7) = e= H (1—— ;?) e"’i”;

p=s1 i
durch Reihenentwicklung des Products und Coefficientenvergleichung
findet man

(157 ¢ ==
Die Bessel’sche Function**)

n-}-2%

2 = (5)

< FnFr+1) T+

RS

Ju () =

habe die Nullstellen 4 @, (v=1,2...00). Unter Einfiihrung des
convergenten Productes

[I0=2)7(+2) 7 -II0 -3

haben wir

(g)“ z 2t
Jn(ﬂv") = mé" H (1 -7

die Coefficientenvergleichung ergiebt ¢ = 0, also ist

Eﬂ
(16) I () = ﬂ%ﬁﬂ (1 “'c%) ‘

Demnach ist £~ J,(%) eine ganze transcendente Function von z? vom
Geschlecht 0.

Herr Hadamard stellte sich in seiner bereits angefilhrten Arbeit
(zum Zweck der Untersuchung der Riemann’schen Fuugtion g(s)) die

Aufgabe, aus der Art, wie die Coefficienten einer bestiindig conver-
genten Potenzreihe abnehmen, das Geschlecht der ganzen transcen-

*) Dabei nehmen wir an, dass die enftsprechende Differentialgleichung (A)
die friheren Bedingungen erfilll,
#*) Wenn auch der Fall eines ganzzahligen # zu den bisher ausgeschlossenen
Fillen gehdrt, so besitzt J, () doch cine asymptotische Darstellung, welche in
der bisher betrachteten enthalten ist.
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denten Function zu bestimmen. Herr Poincaré*) hatte den Satz
bewiesen:
»ist die ganze Function

F(z) = Zw? ap TP

n==0

vom Geschlecht ms, so ist
lim g, "T)/nl = 0.4
Herr Hadamard stellie den Satz auf:
»Wenn fiir grosse »

]a,,]»i/;&—!<1

ist, so ist das Geschlecht der Function F(z) nicht grosser als 1.«%¥)
Wir versuchen, vermittelst dieses Satzes das Geschlecht der Fune-
tion P(p, q, ) zu bestimmen; hier ist

= 1 Mg+ (9
D =31 Tlg+m T(o)?
also

log (n! a,) = log %‘i -+ log F(p+4n) — log F(g-+n).

Zur Entwicklung der beiden letzten Glieder benutzen wir die Stirling’sche
Reihe

5= B 'B,
Iogr(a)=(a—-%)loga—-—a+log1/2zz+1—.~2‘~a—-m+ ceu

trotz der Divergenz der Reihe bat die Gleichung die folgende Be-
deutung: setzt man

- C
logl (@) =(a — §)log & — a+ logy Zm+ 24 T 2 T,

so convergirt p, mit unendlich wachsendem [a| zur Grenze Null und
zwar gleichmissig fiir alle Argumente von @ zwischen — @ und
w{e < z)7). Hiernach ist

#) Bulletin de la Société mathématique 1883.
#*) Damit konnte gezeigt werden, dass die Riemann'sche Function £(3) eine
ganze Fuonetion von # vom Geschlecht 0 ist.
#*%) Dabei ist zur Vereinfachung der Schreibweise €)=~ %, Cy=0us W,
geselzt. )

1) Fiir complexe &4 wurde die Reihe von Stieljes, Liouv, Journ, 1889, be-
handel,
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r
log (n! @,) = log ﬁ%

+ nlog 220+ (p— ) log (p+m) — (g —log (g+n) —p + ¢

1 1 1 1
+CGm— i T CGrr— g T
1 1 y Vs
+ 0 ((p+u)” T e +n)’) T ot Gt
lim ¢, =0, 1iin pr =0,

Nun ist ’m
ptn o ~q2 pr—gt e
nlogfl‘l-” P—1 +eex (10" ¥’
lim e, = 04

(20— log (p+m) — (g — 3)log (g + )
1 1
=(p—41)10gn+(p 2)pu(q 2)q+

1‘1’____ _l v
i(p—:z pm““(q 2)SZ +€z ii:;ﬂv___o;

n*’

(p-lim“ (q+n)“ (( +p) (1+% _M)
—i(—e2t -+ )

nt

= .u+1+ + 9’ E_Piam‘zo‘

Durch KHinsetzung dieser Ausdriicke erhilt man eine Entwickelung

von der Form

log (»! a.) = log 15((33 +(—glogn

+"‘1+ 2 L. -]- + 2 ,, lim g =0

n=w

oder die asymptotische Gleichung fiir grosse n

log (n! ax) v log ({8 + (p—q) log n 4+ % + 5 -

woraus hervorgeht®):

*) Ueber das Hechunen mit asymptotischen Reihen vgl. Poincaré, Act. math.
Bd. 8 und Méth. nouv. de la Mée. cél, Bd. II,
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(18) 2! d OO r@m (4B gy,
Hiernach ist insbesondere

n! @, = r((Q))nP“Q(I—]—s), lime=0,

Bedeutet 0 eine beliebig kleine positive Grosse, so ist fiir grosse »
laa] -/t < 1,
so dass nach dem Hadamard’schen Satze das Geschlecht kleiner als

148 ist, d. h. gleich O oder 1. Wire unsere Function vom Ge-
schlecht 0, so misste nach dem Poincaré'schen Satze N q,u!=0

sein; im Falle ® (p — ¢) > O ist demnach das Geschlecht sicher gleich 1,
wihrend der Fall R(»—¢g) < O noch unentschieden bleibt. Mit Hiilfe
des Aufschlusses, welchen die asymptotische Darstellung tiber die Null-
stellen giebt, ersieht man, dass das Geschlecht 0 ausgeschlossen ist,

§ 4
Wir setzen jetzt die Coefficienten der Differentialgleichung (A)
als reell, 2, und 4, als conjugirt complex voraus, so dass auch

g=—24 —1l=p-10,
fp=—1Ay—~1l=g—i6

conjugirt complex sind. Wir benufzen die asymptotischen Darstellungen
zur Untersuchung der reellen Integrale fir grosse reelle positive Werthe
von z. Die zu dem Integral 7, conjugirte Function ist, wie aus den
frither aufgestellten bestimmten Integralen hervorgeht, — e—27éi—4iday), ,
Wir wollen die frithere Bezeichnung insofern abindern, als wir 4, an
Stelle von — e~27i4—~47iky, und entsprechend B, an Stelle von
— g 2#ih—4ziu B getzen. Die Differentialgleichung besitzt dann zwei
conjugirt eomplexe Integrale 7,, 7,, welche fiir grosse reelle positive
z durch die Reihen

8y=ec wm(dy+ 24240,
Sy m o am(B 4B 4 By )

asymptotisch dargestellt ist; die Coefficienten A4, und B, sind conjugirt

complex. Wenn die Constanten ¢, ¢, conjugirt complex sind, stell
y=f@=cn+ ey,

ein reelles Integral der Differentialgleichung dar. Die Function f(z)

besitzt nach § 1 unendlich viele Nullstellen
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Xy = ¢+ kx — plog (¢ + k=)
1 Vrloget-Fkn
+2LP9 (C—f-kaz) ( c+kn ) + {c—i—lm}"’

ptesn

lim g, = 0;

k==co
die Coefficienten L,, sind jetzt ebenso wie ¢ reell. Es bedarf noch

des Nachweises, dass fir hinveichend grosse ki ay selbst reell ist®). Man
hat jetzt

flo) = &= (dy o) + €= 00 (By+Bi),
lime, =0, limﬁ0=0
= ==t
h() = 2= f(@) = cos (& + 6 log 2) - (P, + 9,)
— sin (- 6 log 2) - (€ + %)

wo Py, Q, reelle Constante und ¢, ¥, reelle Functionen von z sind,
fiir welche

oder

:ljinm‘po =0, :}ini =0

ist. Setzt man
H(x) = P, cos (z+ o log ) — @, sin (x 4 o log 2),

so isk
h(z) = H(z) + &,
& = @, ¢0s (z -} & log ) — P, sin (z -}- 6 log 2),
lim ¢, = 0.

Die Gleichung H(x) = O oder
a:—{—dlogw:a.rctg +Im

hat, einem grossen positiven Werth von k entsprechend, eine grosse
positive Wurzel X;. Wenn ¢ eine hinreichend kleine positive Grosse
bedeutet, hat die Function H(z) fir £ = X; — d und v = X; -} &
verschiedene Vorzeichen; dasselbe gilt wegen lim ¢ =0 fiir hin-

reichend grosse % fir A{z) = H(z) + 2. Es liegt also zwischen
X; — 0 und X; -+ 0 eine reelle Wurzel z; der Gleichung f(z) = 0,
wenn % hinreichend gross genommen wird*¥).

Es wurde frilher gezeigh, dass die asymptotische Gleichung

19) f@) oo = ame, (4y+ 2 4. ) evmame, (By+ 3!+

%) In Betreff simmilicher Nullstellen der Bessel'schen Funefion J, () vgl.
Horwitz, Math, Ann, Bd, 33.

#¥) Sammtliche reellen Iutegrale besitzen unendlich viele reelle Nullstellen,
Die Integrale 7, 7, obne Nullstellen in der Nahe von 2 == sind nicht reefl,
Vgl. Kneser, Math. Ann. Bd. 42.
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differentiirt werden kann; es ist

@0) 7@ ez ame(dy + 5 + )+ eam (B + L),
7 3 ” i ; ” B "

@) 7@ cvoerame (4, + 55 + )+ emmarn (B + Tt ),

wobei gesetzt ist:

Ay = 4y, 4 = 4+ w4,
By = —1B,, B/ = —iB, -+ B, -,
4y = — A4, A1” =—d, + 27;!’/1-407 MREY

B = — B,, B/ =—B,—2ig,B,, .

Die Gleichungen f'(z) = 0, f”(x) = O besitzen unendlich viele reelle
positive Wurzeln 2, bezw. 23":

. , , . P log (¢ 4 kx)\?
@2 2p=¢ +kax—plog(c —{—kﬂ:)-;-ZLM(c,_;kz) (O"'(fi-i};n“)

pry=n

!

tori me =
r” 4 7 . 1 p I ” kﬂ q
(2B) "= ¢+ hr—plog (¢ + ) + g Ly, (o) (5
me=<=
é’,
e Iy rnf___= s
t gy ama =0

hierbei ist
(24) d=c+3, ¢=c.

Aus der obigen asymptotischen Darstellong lisst sich vermittelst
einfacher Rechnungen das Verhalten der Curve y = f(z) fiir grosse
reelle x ermitteln, Nachdem asymptotische Ausdriicke fiir die Abscissen
2y und ;" der Maxima und Minima bezw. der Wendepunkte gefunden
sind, wollen wir noch die Maximal- und Minimalwerthe der Function
untersuchen, d. h. eine asymptotische Darstellung fiir f(xx) ableiten,

Aus (22) folgt, wenn wir voriibergehend

LI f log (¢ + k=) —

&+ kn ¢ +kn 4

setzen,
&% — Gl km) (c’——}—kn:)"”i(l +2 Ay, P29 4 ?nt"),
0 <p4q=n)

lim p, =0,
k=00

sowie
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it = (¢ F+ ka1 —pz-4 Lot + Liytz 4. - )4
= (¢ +ha (14 D] Byytror + 8,17,

(0 <p+g=a)
lim 4, = 0;
k=

ferner ist:
1

1
r = test =i tutaf o

und nach Einsetzung dieser Reihe
A A, a,
D7 T T i A M.
0 @, wku ‘ck”

=4, +2 Cpo 87 22 + Gat®, ]3_1—33; £n = 0;

O<ptg=n)

also haben wir eine Entwickelung von der Form

I oru A 4 @
&7 g3 ’c,(Ao—l——:‘—}— R e e
@ F A

it ta

= (0 ¢tbn) P [Vand B+ D Bpytr s+ eut7],
O<ptg=a)
8 = 09

und Hhnlich
—iah M2 B, B ﬁ
¢% gy CQ(BO—{-EZ‘.[_..._{__%_!_,%)

x x;
Pt s
= (AR P [Vo o d,By + D) 8,0t7 5+ 6ut?],
(0<pte=»
klim G, == 0.

Wir haben demnach
st

(@8) fla)=(— i(é+hm) * [2/ei6 4,5,

495

b 35, () (5 4 )

O<ptg=n)

limz, =0
f=cw

*) Dabei ist auf die Gleichungen

i___%—_ﬁ, c'—.———l— logcﬁB"

’ 2t ﬁiAo

»
Riicksicht genommen.
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und inshesondere

. -y
fla) = (=172 Q@Ve,6,4,B, + 1) (¢ +kx) *
klim 7, == 0.

Ersetzt man in der asymptotischen Reihe fir f(2) z durch die
asymptotische Reihe fiir die Wurzel 2} der Gleichung f(z) = 0 und
fiilhrt man die Rechnungen nach den fiir convergente Reihen giiltigen
Regeln formal auws, so erhilt man eine asymptotische Darstellung
fiir f(zf).

Das Bisherige wird gentigen, um zu zeigen, wie sich mit Hiilfe
der asymptotischen Darstellung der Integrale durch divergente Reihen
das Verhalten der reellen Integralcurven im Unendlichen untersuchen
lasst.

Charlottenburg, 3. Februar 1897.




