
Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersuchung 
der Integrale einer speciellen linearen Differentialgleichung. II. 

Von 

3. HORX in Cbarlot~enburg. 

Im vorausgehenden Aufsatz (Seite 453 ds. Bds.) wurde die asympto- 
fische Darstellung der Integrale der Differentialgleiehung 

dZ y dy (A) x ~ + (Z,+ Z~+2) ~ + (x+ (~,--Z~) i).~j ---- 0,) 

vermi~elst der divergenten Reihen 

Ai A2 + 

:Bt /~, = + + + .), 
welche (h) formell befriedigen, ffir die ganze Umgebung der singul~iren 
Stelle x ~ oo behandelt**). Wir wollen nun auf Grund der frfiheren 
Entwicklungen die divergenien Reihen zur Untersuchung des Ver- 
haltens der Integrale der Differentialgleichung (A) in der Umgebung 
yon x ~ oo benutzen. 

In w 1 und w 2 werden die in der Umgebung der singul~iren Stelle 
gelegenen l~ullstmtlen der In~egrale be~rach~et; in w 3 werden die bei 
lntmgration der Differentialgleichung auftretenden ganzen transcendenten 
Func~ionen mit Rticksicht auf Productentwicklung und Geschlech~ 
untersucht; w 4 besch~iftig~ sich mit dem Verlauf der reellen Integrale 
einer Differentialgleichung mi~ reellen Coefficienten. 

Uebrigens bleiben die folgenden wie die frtiheren En~wicklungen 
zum Theil ffir allgemeinere lineare Differentialgleichungen bestehen; 

*) Auf diese Form kann die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit linearen Coefficienten gebracht werden, wenn man yon den Ausnahmet~tlen 
absieht. Der Fall ganzzahliger Werthe yon li, Z,, Z~ + 4 is~ im Folgenden wie 
fr~her ausgeschloa~en. 

**) E~ handelte sich darum, die Un~ersuchungen des Herin Poincar~ fiber 
allgemeinere lineare Differemtialgleichungen sowie ~l~ere Untersuchungen fiber 
Bessel'sche Functionen so weit zu erg~inzen~ da~s sich das Verhalten der In~egrale 
yon (&) in tier ganzen Umgebung der aingulg~ren Slelle ~ber~ehen l ~ t .  
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deswegen wird auch gewShnlich yon der Einsetzung der unserer speeiellen 
Differentialgleichung entspreehenden Werthe der Reihencoefficienten 
abgesehen. Aehnliche Untersuchungen fiir allgemeinere Differential- 
gleiehungen werde ich spgter ffihren. 

w  

Die Different~algleichung (A) besitzt zwei particulate Integrale 
~t, ~/2, welehe durch die Reihen Si ,  S 2 asymptotisch dargestellt werden; 
es is~ ( ~ 4, A~ + 7  

'~1 = e ~ .'t,", A o + W + " " " + x ~  

~2 ~ e - ~ x ~  - B o + 7 + ' " + ~ +  , 
wenn wir 

p,~----Z i - l~  P2~---X2--1 
setzen; ~, und /~n sind Funciionen yon x, welche zur Grenze Null 

X ~  convergiren, wenn ]x I unendlich gross wird, und zwar a~ sowie d~ ' )  

gleichmiissig fiir alle Argumente yon x zwischen - - ~  + (~ und 

2 ~ -  d, ft, sowie x-d-~-x') gleichm~ssig fiir alle Argument~ yon x 

zwischen - -  2~  + 5 und :r - -  d e wobei 5 eine beliebig kleine positive 
GrSsse bedeutei. Beschr~nkt man sieh, unter eo eine beliebige GrSsse 
zwischen 0 und z verstehend~ auf das Gebiel 

- -  ~ < arg x < co, 

so convergiren beide Functionen a ,  und ft, gleichmiissig zur Gronze 
d% 

Null s ebenso x-3~  und x~-~-  Wie frfiher gezeigt wurde, besitaen die 

In~egrale ~1 und ~2 in dem Gebiet - -  eo < arg x < co keine s 
deren absoZuter ~etrag eine gewisse Grenze i~berschreitet. 

Ein beliebiges Integral y - ~ - f ( x )  yon (A) hat die Form 

y = cl ~h + c2Y2"). 
Wir setzen die Constanten ci, c2 beide yon Null verschieden voraus 
und untersuchen die Lage der in der ~ e  yon x ~ o~ gelegenen ~uU- 
stellen, deren Arguraent zwische~ ~ co und co Zie~. 

Wir haben 

+ e-~,~c~ Bo + u + . ' .  + ~ 

*) I~/ dem Gebie~ 1~! > r, -- eo <: arg x < ~a sollen alle be~rachteten Funr 
tio~aen ei~deuizig fixir~ sein. 
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Die Gleichung f ( x ) ~  0 schreibt sich 

es,.xxfl._~u 2 .~_ e,, ~,=o 

~+~ 
'l-" ~ 0 

oder 

+ ( 9 1 -  •2)log x -~- log ( - - ~  ~ )  2 ix  

B, B~ 6,, 
l + - ~ x  + . -. + + - -  + log ~,x" Box" [_ 2 k ~ i ;  

. 4  i A s  c~ a 

hierbei ist log x dureh die Festsetzung - -  ca < arg x < e~ besgmmt, 

yon log (--c~ ~0~ ist ein beliebiger Werth zu uehmen, und k ist eine c~ Ao] 
ganze positive Zah!; der zweite Logarithmus ist so fixirt, dass er ffir 
x ~ oo verschwindet. 

Wi t  i'iihren die Bezeiehnung ein: 

~, - ~ ~ ( _  c~ ~o~. 
(2) # ~ -  2i ' c - - - - . . l o g ~  c~Ao] 
Setzt man 

,.,-~ ~ + � 9  + .Boo:---q + 

1 log (1  .{_ A, A. aA__~x. ) - - ~  aox + " "" + - -  + 
Aox'* 

=-~ + . . .  + ~ + ~*), 

so eonvergiren z~ und x~-~-- ffir lim ixl-~-oo zur Grenze Null und 

zwar gleiehm~ssig fiir - -  co < arg x < co. 
Die Gleichung f ( x )  ~-- 0 lautet jetzt 

(3) ~ , ( x )  = x + ~ log x - -  c - ~ - ~ ,  ~ ~" = 0 .  

Wenn man die Reihen 

ins Unendliehe fortsetzt, a . ,  ft., u.  wegliiss~ und die Rechnungen ahne 
Riieksich~ auf die Divergenz der auftxetenden Reihen formelI ausffihrt, 
so erh~lt man f'tir die Nullstellen yon 

*) Dabei ist K~ ~ .,ioBt --A,.Bo 
si~o 
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�9 ~ 0  ~ 0  

die Gleichung 
~ K~ 

(4) x ~ ~t log x ~ c --}- k zt + -~- A- ~ "4- "" ", 

welehe durch die Substitution 

~bergeh~ in 

1 1 
t = ~--4-~' x = t(T+ ~--) 

+---~ - -  g t  log t - -  gt  log (1  + ~) 

log t und log (1-{-~) sind dadurch fixirt, dass fiir k ~--co 

1 arg t ~ arg ~ =~ 0 

und ffir ~ ~ 0 
arg (i + ~) =- o 

angenommen wird. Dutch Einse~zen tier fiir 1~ ] < 1 convergenten Reihen 
1 far ~ und log (1-4-~) erhiil~ man zur Besfimmung der Function 

yon i die Gleiehung 

0 -~  g t l o g t  + K~t2 + K~t ~ + .  - �9 

t + ~ ( -  ~ - ~ ~t + :x~t~ + 3~r~ + . . . )  + . . . .  

Erseizt man im ersten Glied t log t dutch z, so wird die Gleichung 
durch eine Potenzreihe yon t u n d  z 

formell befriedigk Dtlrch Einsetzung der Reihe yon ~ in die Glei- 
chung, En~wicklung der reehten Sei~e naeh Potenzen yon t und z und 
NuUsetzung des Coefficien~en yon tp z~ erh~It man eine Gleichung, 
welche C~  durch die Gr'6ssen C~,~,(p'~p, ~ ' ~  ~, _~'-~-~' < p Jr- q) aus- 
driickt~ is~ p ~ - ] -  1, so kommen in dieser Gleichung nut ~ l , . -  -K~, 
nich~ abet K~+I, X~_~, . . .  vor, d. h. C~q h~ng~, so |ange p ~ ~ -~- 1 
n u t  y o n  K I , . . .  J ~  ab. Insbesondere erh~l~ man 

e~o = - K~, e. = # ,  eo~ = W .  
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Nun ist 

und 

Hiernach ist 

1 i 

1 
*(1 -- Vz -- Kt*" +,~*~ z + p~z 2 + . - . )  

2A~q*P z q 

$ $ 

Hierbei ist Apq(.p~n ~ 1) nur Yon K 1 , . . .  K~ abh~ngig, ferner 
Ao~ = 0 fiir q > 1. Um letzteres zu zeigen~ bestimmen wir die Ge- 
sammtheit ~' der yon t freien Glieder in ~; es ist 

0 = z +  ~ ' -  ~ ' ~ +  ~'~ . . . .  , 
also 

t 
~ + f - - - -~  ~ -  1 + p z .  

oder 

(5) 

1 
x, = ? + # log t + K tt  - -  #2t log t + �9 �9 - 

Ki _]_ p2 log ( c + k ~ )  
~ - - c + k g - - p l o g ( c + k ~ ) + c + k z  c + k z  + ' ' "  

x,---- c + k s  - -  p log ( c + k ~ )  

N'TL ( ' "F(lo~Ce+k,,)'V. 

L p q ( p ~ n )  is~ nur yon K 1 . . . .  K~ abhiingig; insbesondere ist 

L1 ~ ~_- A o B t  - -  A i B o  
2iAo-Bo , Lo t = p2. 

Da wir bisher ledigtich formale Reehnungen mit divergenien 
Reihen ausgeffihl4 haben, so mfissen wit beweisen, dass die Gleichung 
(3) wirklich ffir jeden hinreichend grossen posi~iven Werth yon k eine 
Wurzel xk besitzt~ und untersuchen~ welchen Aufsehluss die Reihe (5) 
fiber den Werth dieser Wurzel giebk 

Ersetzt man in der formalen Gleiehung (4) K,~+I, K,~+, , . . .  durch 
Null, oder, was dasselbe ist, ersetzt man in der Gleiehung (3) 9 , ( x ) ~ - 0  
u.  dutch Null, so erh~lt man die Gleichung 

(6) r  (x) = x + ~ log x - ,  - k , , -  ~ - ~ " -  o 

welehe, wenn k hinreiehend gross angenommen wird, eine fotgender- 
massen zu besiimmende WurzeI x~ besitzk 



478 J. Ho~. 

Setzt mau 
1 1 

so erh~lt man zwischen ~ und t eine Gleichung yon der Form 

o = # f l o g  ~ +  ~ ( t ,  D ,  

welche aus der obigen Gleiehung zwischen ~ und ~ durch Nullsetzen 
yon 2i:~+x, K ~ + s , . . .  hervorgeht. Jetzt ist aber !~(t, ~) eine Potenz- 
reihe, welehe ffir hinreiohend kleine Werthe yon It] und I~] convergirt. 
Setz~ man wieder z-~- t  log t, so ergiebt sich fiir ~ eine Potenzreihe 

;o-~t-q > 0 

welche fiir hinreiehend kleine Wer~he yon It[ und [z[ convergent ist, 
O~q geht aus Q,~ durch Nutlsetzen yon K~+~, K,~{-s,... hervor; d. h. 
es ist C~q = C~q fiir s g n q-  1. Nun ist 

I 1 

und zwar ist 

~ 3 p q  SP zq 
P_-q- 

t 

und schliesstich 

(7) X~ = c -{- k~ - -  ~ log (e-{- k~) 
1 p/'log (e Jr/~=)~q 

$)-srq > o 

]efg, f~re Reihe ist fRr hinreichend grosse Wer~he VOlt ~ coItvergen~ 
und es ist 

Wit  zeigen nun, class der Wurzel Xk tier Gleichung C k ( x ) ~  0, 
wean /~ hinreichend gross genommen wird, eine Wtu~el x~ tier Glei- 
ehung ~ ( x ) =  0 entspricht. Wir besehreiben, under e eine beliebig 
kleine positdvo Gr'Ssse verstehend, um Xk einen Kreis yore Radius 

yore Umfang ~ und zeigen, dass innerhalb ~ eine Wurzel der 

Gleiehung ~ ( x )  ~-- 0 liegt, wenn k hinreiehend gross ist. Da die fiber 
den Kreisumfang ~ ers~eekten Integrale 

c I f d l o g ~ , ( x ) ,  1 f d  

die Anzah] der innerhMb E ~ gelegenen Wurzeln der Gleichangen 
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~ (x )  ~ 0 bezw. r ~-- 0 augeben, so brauchen 
zuweisen, dass 

~k 

wir nur nach- 

versehwindet. Da dieses Integral abet nur einen ganzzahligen Werth 
haben kann, so gen~igt tier Nachweis~ dass 

log Ck,(~)'~ d x  ~-~ ] 

ffir hinreichend grosses b dem absoluten Betrage nach beliebig klein 
wird. 

Nun ist 

d log q%(x) a] log %(x) 
.F~ ~ d x  d x  

~ I+~-- + ~ . - X ~ d ~  / I+~ -~ x " 

Setz[ man auf ~ 

so ist 

also 

x = X ~ - k  k,,, 

-~- / - -  Ck (X~) 

= -~e'~ .at. . P [log (X,  +-~-/'e'~_ log X,J 

~=~ Xk +~ 

.], 
�9 = 1  ~ L ~  X~ -}- " " 

j~r > ~-- I ~e~" 
--xT  +'" "I' 
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l~imm~ man /~ so gross, dass der Subtrahend auf der rechten Seite 

kleiner als ] wird, so is~ auf 6~ 

Ferner is~ 

~ ,  (x) ---- r  - ~ ,  

nun ist aber lira --~-= zr und, wenn x auf ~t liegt, llm ~ ~- ~; da auf 

~k ]~.1 beliebig klein wird*) ,  wenn man /~ hinreiehend gross nimmt, 
so k ~ n  man erreiehen, dass 

and demnach auf ~k 

wird. Bedeutet t? eine beliebig kleine positive GrSsse, so is~ ftir hin- 
reiehend grosses k der Z~hler von /~'~ dem absoluten Betrage nach 

I kleiner als ~ O e, also da 

t 

is t ,  

[P,.[ < 

Welter is~ 

IJ~J= ax < ~ - 7 =  
~t 

d. h. ffir hinreichend grosses /~ wird !J~I beliebig klein, w. z. b. w. 

Im Innera des Kreises yore Radius ~ um Xk liegt eine Wurzel 

xk voa ~ ( ~ ) ~  O, es is~ also 

tx~-x~l <F 
oder 

l i ra /#(x~--  X~) = O. 
k = r  

Wir haf~en gefanden (7) 

*) Wegem lira axg X~ -~- o gch~r~ ~ dem Gebieg ~ to arg x ~ to am. 
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~ + q > n  

se~en  wir nun  

(8) x~ = e + ~ - -  e log ( c + ~ )  + ~ L ~ (  ~ ~'(~~ q 
2n -{-q ~ < n 

+ (c + ~)------~ 

so ist 

also 

d .  h .  

(83 

lira ?~" (x~--  X~) ~ L lira e , ,  

lira e,~ ~ O. 

W i r  haben also den Sa tz :  
1)as Integral y -~ el ~ ~ + c, ~2") der 1)ifferentialgleichung besitzt 

in der 2qiihe yon x -~- o~ unendlich vide 2~u~stellen xk (lira k ~--- -{- ~ ) ,  
welche dutch die l~eihe (5) asymptotisch dargestdlt werden, d. h. es 
bestehen die Gleichungen (8) uml (8'). 

Setzen wir  in der Formel  (8) n ~ 0,  
Zt f i i r t  o schreiben,  

x~ ~ c -q- k~  ~ ~ log ( c + k ~ )  + 7~, 

Setzen wir welter  
x~ ~ ~ + i ~ ,  

c--~- a + ib,  Z~.~- I,~" + iz~", 

so haben wir 

so haben wir~ wenn wir  

lira ~ ~ 0.  

tL -~- ,~" -q- i.~", 

~, ~ -  a + k ~  - -  ~' log y ( a  -t- k z )  2 + b ~ 

_{_ ,, b , a re tg  ~ -]- ~ ,  

~ ~ b - -  ~" log ~/(a -~- ]~:~)e -{- b ~ 

- -  g axetg b ,, 

arg  xz  ~ -  are~g ; ~ ,  

*) e t und  ez sind yon ~ull versehieden vorausgesetz~. 
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Hieraus ergiebt sieh 

lira j x~l ~- c~, lira arg x~ ~-- 0;  

ferner ist lira ~ ~--- c~, lira y ,  hat den endlichen Werth  b~ wenn # " ~  0, 

also ~ reell ist, einen unendlich grossen Werth im Falle eines imagi- 
n~xen /~. Aus der Gleichung 

) x~+~ - -  xk ----- ~ ~ La log (1 -[- c + k ~ -[- ~ + t  ~ ~ 

folg~ noch 
llm (xk+1 ~ x~) ~ ~.  

Im Fatte ~ ~ 0 (bei der Differentialgleichung der Bessel'schen 
Func~ionen) fallen in der Reihe (5) die mit Logari~hmen behafteten 
Glieder fort;  denn da in der Gleichung zwischen ~ and t der Logarith- 
mus nur in tier Verbindung /~t log t ~ / ~ z  vorkomm~, so erh~il~ man 
fiir ~ eine Potenzreihe yon t und ~z ,  so class die Reihe (5), yon den 

1 und beiden ersten Gliedern abgesehen, nach Po~enzen yon ,+k------~ 

l o g ( c + k ~ )  fortschreitet; es bes~eh~ demnach im Falle ~ = 0 die 

asymptotische Gleichung 

x~ ----- c + / ~  + (c +~,~)~' 

mi~ der Bedeutang 

+ lira e,~ ------ 0 *). 8n 

~ 1  

*) Ira 9. Band der amerikanischen Annals of Mathematics (ich kenne nut 
das Refera~ im Jahrbuch der Fortschri~e der Mathematik) hal Mc Mahon die 
Gleichung 

1 

1 1 

1 s~nd, mi~ Be- wo ~ (~ ) ,  */~(z) die bekaun~en divergenten Po~nzreihen von~ 

nutzung der Lagrange'schen Umkehrungaformel aufgel~  und ffir xz eine Reihe 

nach fallenden Po~enzen yon ~(2n--l-J-4k) aufgestellt~ Die Arbeit enth~.lt wohl 

nur die formale Ausffihrung der Reehnungen, denn das Referat bemerlr~, dass 
sich niches fiber die Convergenz der Reihen finde. 
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w  

Wir haben uns bisher mit der Untersuehung derjenigen Nu|Istellen 
der Integrale der Differentialgleichung beschgf~igt, deren absoluter 
Betrag gross ist und deren Argument zwischen - -  co und e~ (co < ~) 

liegL Wir be~rachten jetzt ein Integral y - ~ - - . f ( x ) ,  welches ffir 
- -  co < arg x < z + co eindeutig fixir~ ski, und untersuchen die in 

diesem Gebiete in der N~he yon x ~ co gelegenen Nullstellen 2~. 
Es giebt zwei particut~re Integrale ~I, 72, welche in dem jeLzigen 
Gebiet dutch die Reihen 0~$1, q2S2") a symp~i sch  dargestellt werden, 
d. h. es ist 

_ ( a, A. %) 

ee und fl~ convergiren ffir lira Ix I ~-- co zur Grenze Null und zwar gleich- 
miissig ffir alle Argument~e yon x zwischen z - -  co und x + co (co < ~). 

Um die Gleichung f ( x )  ~- 0 aufzulSsen, haben wit an der Ent- 
wicklung yon w 1 nur einige Aenderungen anzubringen. Es set 

f (x) = ~1 ~i + L ~_. 
Die Gleiehung 

(9) y(x) - -  ~ x.~ ~ ~ ~ + 

+ e -~x~"- ~2 e2 =o ~ + = 0 

schreibt sigh 

x + ~ log x ~ -5 - -  k ~ + K'+x~;x" 

log x is~ dutch die Festsetzung ~ - -  co < arg x < ~ + co bestimmt~ 
k ist eine positive ganze Zahl~ w~hrend in 

log ( - -  " ~  B.) (10) ~ = ~; ~,~-~ 

ein beliebiger Werth des Logarithmus zu nehmen ist. Um zanilchst 
die Aufl5sung der Oleichung 

K~ x~ 
x + t~ log x = ~  - -  k:r -{- ~ + ~ + . - .  

*) Ffir unsere specieUe Differentialgleichuag (A)"ist uater Beibehattung de~ 
fr/~hcvea Bezeiohuung O ~ ~ ' ~  ~ ~ 1. 
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formal auszuffihren~ setzen wir 

1 1 
- ~=, ~ (~ + ~) 

and erhal ten 

1 
- -  ~ t  log t - -  ~ t  log ( 1 + ~ )  ~ 1 + ~ t ~ - ' ( t + ~ ) , ;  

~ ' ~ 1  

ffir k ---~ + co wird a rg  t ~ - -  s ,  wodurch log t fixirt ist ;  wegen 
a rg  x ~ ~ ffir k ~-  oo und a rg  x -~- - -  a rg  t - -  a rg  (t-~- ~) muss f~ir 
k ~ oo a rg  (1-~-~) ~ - 0  sein, so dass ffir log (1-~-~) die Logar i thmen-  
reihe zu setzen ist. Die friihere Rechnung  liefert die Wurze l  

1 ~ = ~- ~ y log t ~ , ~  L~ ~ t~ ( - -  t log t)q. 
~-t-~>o 

Nun  is t  abe% da ffir k ~-  c~ arg t ~ - -  s sein sell ,  

log g ~ - -  s i  - -  log  ( k s  ~ ~) 

zu setzen,  wenn log ( / ~ - - E )  durch die Bes t immung arg  ( k ~ - - ~ ) ~  0 
ffir k ~ r fixirt wird. Demnaeh erhiilt man eine Reihenentwicklung 
yon  tier Fo rm 

(11) .~  ~ ~ ~ ~ z i  - -  k s  - -  ~ tog ( k s ~ )  

X T T  /' t V~~ + 
~, --~ ,,2 :> 5 

mit  der Bedeutung 

(12) ~'~ ~ ~ - -  # ~ i  - -  k s  - -  ~ tog ( k s ~ )  

L lira ~,, ~-  0 .  --1 ( k =  - -  a')" ~ ,~=,~ 

1)as Integral y--~ ~,~g h + "d~ besit~t*) in der Umgebung vo~ 
x -~- c~ un~ndlich vide 2~ulls@llen ~ (lira k ~ - -~  ~ ) ,  wdche dutch die 
/~e/he ( l l )  asymptotisch dargestellt werden, d. h. es bestehg die Glei- 
chu.g (12). 

Nach  (12) ist lira arg  ~ -~- s~ w~hrend in w 1 lira a rg  x~ ~--- 0 war. 

W i t  nehmen nan  a n ,  das I n ~ g r a l  f ( x )  der Differentialgleichung (A), 
welches ffir ~ - -  ea < a rg  x ~ ~ -Jr- eo fixirt sein soll~e, falle mi t  dem 
f~r - -  ~ < a rg  x < ea fixirten In tegra l  f ( x )  ffir s - -  ea < arg x < eo 

zasammen (wobei to zwischen E und s l iegen sell). Zwischen den 

yon der pos~fiven reellen Axe zur nega~iven reellen Axe fortgesetz~en 

*) Falls ~ and ~ yon Null ver~chieden sin& 
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Functionen ~i~ ~2 und den auf der negativen reellen Axe deilnirten 
Functionen *h~ ',l~ besteh~ der Zusammenhang: 

~2 = ~ n ~ ,  ~2 ~- ~2 + ( e ~ z ~ -  1 ) ~  
oder 

Die Fortsetzung des Integrals f(x) ist daher auf der negativen reetten Axe 

al.~o durch Vergleichung mi~ [ (x)  : ~ l~ -1- c2~: 

L~ss~ man die Ver~nderliehe eine volie positive Umdrehung um 
x ~ 0 ausffihren, so geht die Function f(x) fiber in 

# �9 

f l  (x) ~ cl */~ - t -  c2il~ 
oderj da 

is~ wo die Coefilcienten die friiher bes~imm~en Werthe haben, 

so dass in den Formeln des w 1 an Stelle yon el, ~ die Werthe 

c I ~ c  la-~-c~7 ~ 
c~'~ c~ 0 -f- co_a 

treten. 
Um die in der N~he yon x ~- cr gelegenen bJullstellen tier ganzen 

transcendenten Functionen Gl(x ) and G~(x) ~u finden, hat man in 
den Formeln yon w 1 trod w 2 zu setzen: 

cl ~ - e  ~ ' ~ -  ~ 1 ,  c :  ~ -  ( e ~ i ~ , - -  1) ,  

~l - ~  e ~ ,  - -  1 ,  ~ = - -  (e ~ ,  - -  1) 

ffir Gl(x ) und 
C l ~ e ~ z ~  e 3 ~--- 1 

far ~ ( ~ ) .  

w  

Die Differentialgleiehung (A) besitz~ die Integrale 

(13) Yl - ~  ~ (x), y~ ~ x -~,-~-~ ~Kx) ,  
wo iTll(X)~ Gi(x) ganzo txanscenden~e FuncfioIlen sind. Wit stellen 
uns die Aufgabe, mit ~iilfe der asy~totischen Darstellutigen des Ge- 
schlech~ dieser gan~en ~7unc~ionea ~u bestimmen*). 

*) huch diese Untersudhueg wird im tfinbtiek auf allgemei.uere lineare Dff- 
ferentialgleichungen gef/ihrk 
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Die Differen~ialgleiehtmg 

d~y dy 
z Z-~ + (a,x +b , )  ~ + ( a : + b ~ ) V  = 0 

mit den Integralen 

wo . F I ( x ) ,  .F~(x) ganze transcandente Ftmctionen sind, geht durch die 
Substitution 

-~ ~_~ 

fiber in 
d2~ d~ ~y + (z ,+z~+ 2) xi  + (~ + ( z , -  z~)~) ,~ --- o, 

WO 

Z, + Z 2 + 2 = b,, 

(z, - -  z o ) / =  eb~ - 2 ,  b~ ,) - 1/~-~7,: @ 

ist ,  wiihrcnd man durch die Substitution 

r 

2 a - ~ a  t ' 

WO a eine der beiden (als verschieden vorausgesetzten) Wurzeln der 
quadratischen Gteichung a s --~ a l a  dr. a 2 -~- 0 darstellt, die Gleichung 

erh~It, worth 
bl a -- be 

q ~ bt~ ~ 2e~+ai 

gesetz~ ist. Unter Einfiihrung der ganzen transeendenten Function 

(14) F ( ~ ,  ~, x) = 1 + p P(~'+') x ~ 

erh~il~ man flir leCzf~re DifferenfAalgleichung die Integrale 

~t = F@, q, x), 
~h -~" x ~ - ~ - F ( P - - q " {  - 1  , 2 - - q ,  x ) * * ) .  

Eine ganze transcendente Function 2 ' (x)  mit den Nullstellen 

a,,(v = 1, 2, . . .  ~ )  is~ yore Geschlecht m, wen-, die R e i h e Z I e o ,  l- , ,  

die Reihe Z ia~'i-'~-' convergent ist, so dass das Weier- divergent, 

strass'sehe Produc~ 

*) Es wird vorausgesetzt, dass 4a2 --  at2 yon Null verschieden ist und dass 
2~, ~ die frffheren Be~tingungen erffillen. 

~*) Poohhammer, ~/~th, Ann, Bd, 36. 
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x , I I ~ \ ~ §  m 

convergirt~ und wenn wetter 
~(x) = v(x)rl(x) 

ist, we g(x) eine ganze rationale Function bedeutet, deren Grad nicht 
grSsser als mist. 

Die Function G I (x) besitzt nachw I und w 2 unendlich vide 
Nullstellen 

x~ ~ c + k~  - -  ~ log (c + k:~) + ~ ,  lira ~ = O, 
k = c , o  

~,~ ~ ~ - -  ~ g i  - -  k g  - - / *  log ( k g - - ~ )  + ~ ,  lira ~ = O. 
k-- i -  00 

Die Reihe 

ist divergent; denn es ist 

x~ ~ k~(1  -t- ~ ) ,  lira ~ ~ O, 

also 

k k 

ftir k > k' ist ]6k[ kleiner als die beliebig kleine positive Grbsse 6, also 

> ~ ( t + , ~ )  
' k >  k '  

Dagegen ist die Reihe 

convergent; denn es ist 

, i ~ i  ~ - = ~  ~ ~ . t x + ~ l  ~ < ~  ~ ~ . l ~ - t * ~ l ~ i  ' 
also 

k ::,* ]d 

Ebenso ist yon den Reihen 

Z '  
die erste divergent, die zweite convergenL Wenn wit s~mmtliche 
Nullstellen yon ~t(x)  mit e ,  (v ~ 1, 2 , . - .  co) bezeichnen, so con- 
vergirt das Product 

1 x 
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and es is~ 
G, (x) = a~x) rr (x), 

wo g(x) eine ganze rationale oder transcendente Function darsteltt. 
Um zu zeigen, dass Gt(x ) d a s  GeschIeeht I besitzt, bedarf es noch des 
•achweises, dass g(x) eine ganze Function ersten Grades ist. 

Nun haben wir fiir G 1 (x) eine Darstellung yon der Form 

Gt (x  ) ~- c~ dx x2, ( Ao + ao) + e2 e-~ x~ ( Bo + flo) , 
wo a o und ~ f'dr lira I xl ~ co gleichm;4ssig zur Grenze Null con- 
vergiren, wenn arg x zwisehen ~ ~ + 8 und :~ - -  ~ liegt, und eine 
Darstellnng yon derselben Form, nur  mit ~heilweise anderen C o #  
fieienten, welche fiir d < a r g x  < 2~ - -  d gilt. Dabei ist d eine beliebig 
kleine positive GrSsse. Demnach ist ffir - -  ~ -[- d < arg x ~ ~ - -  d 

lal(x)  < el~l {:(~:o~)Ic,  (A0+~0)] + . -  -} 
g eta! {emOo~t~l+l~',tl'~z~lie,(Ao+ao) ] + . . . }  

= el,lX+' {~.u~llogl-I+tmi l~ ,x ] - i - l* .  ]cl (Ao.{_- eZo)] - ~ - . . . } .  

Wenn man unter ~ eine beliebige positive Gr~sse versteht, wird der 
Klammerausdruck flit atle Argumente yon x .  zwisehen - -  ~ + d and 

- - d  kleiner als 1, also 

1G, (x)} < el*:+' ,  

wenn man nur Ix[ hin~eiehend gross nimmt. Dasselbe zeig~ man fiir 
~' < a r g x  < 2 ~ - - ( ~ .  Wenn also e eine beliebig kleine positive 
GrSsse dar~tellt, ist s alle Wer~he yon x, deren absoluter Betrag 
eine gewisse Grenze tibersteigt~ 

IG~Cx)l < el~:+'. 
Ferner lassen sich*) um den :Nullpunkt Kreise mit beliebig grossen 
Radien besehreiben, auf welchen 

I'~(X)l > e--I xtl+" 

ist. Auf diesen Kreisen is~ also 

t:(-)l = l a,(~) 
Wenn es aber beliebig grosse Werthe yon Ix 1 gieb~, ftir welehe 

ist**)~ so is~ g(x) eine ganze rationale Function hSehstens ~l t~ Grades. 
In unserem Falle ist also g(x) I/near oder constant. 

Dieselben Schtiisse gelten fiir G~(x). 
.Die 1)(fferentialgleichung (k) besitzt die Integrale 

*) Hadamard, Liouv. Journ. 1893, S. 204. 
*~) Hadamard~ a. a, O. S, 187, 
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wo GI (x), G2(x) gan~e transeendente 2'unctionen yore Geschlecht 1 sin& 
Is~ die Function ~ ( x )  veto Geschleoht 1, so gilt. das Gleiche flit 

e~zF(bx); alsO) siad auch die oben eingeffihrten Functionen .Fl(x),  
F:(x)  sowie .F(p, q, x) veto Geschleeht 1 *). Sind eo~,(v--~l,2,...cx~) 
die Nullstellen yon F(zv, q~ x), so ist 

dureh Reihenentwieklung des Products und Coefficientenvergleiehung 
finde~ man 

(15 ' )  c ~ -  e .  

Die Bessel'sche Function**) 
C_~? +- 

J,,(x) = r (~+ ,+~)  r ( , + l )  
~ - 0  

babe die Nullstellea -4-co, 0:-~-1, 2 . . .  ~o). Under Einf~ihr~mg des 
eonvergenten Productes 

- e ~ , -  1 - ~  
"F 

haben wit 

J~  (x)  = 

die Coeffieientenvergleiehung ergiebt c ~ 0, also is~ 
a~ n 

(16) ,J'.(X) ~--- ,(n-q-l) (~)' -I.~-~ (I --~-~) - I .  
,p 

Demnaeh ist ~ J,,(X) eine ganze transeendent~ Ftmetion yon x 2 veto 
Gesehleeh~ 0. 

Herr Hadamard s~ellte sieh in seiner berei~s mageffihr'-ten Arbei~ 

Anfgabe, aus tier Art, wie die Coeffieien~en einer best~ndig conver- 
gemben Potenzreihe abnehmen~ das Gezchleelat der ganzea h'anscen- 

*) Dabei nehmen wit an, daas die enf~preehende Differeatialgleichnng (A) 
die fr~heren Bedingungen erffillt~ 

**) Wenn auch der Fall eines ~ g e n  ~ zu den bisher ausgesehlossenen 
F'~len geh~r~, so be~i~z~ ~r~(x) doeh eine asymptotische Darstellung, welche in 
de~ bisher betrachteten enf~hatten is~ 
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denten Function zu bestimmen. Herr Poincard*) hatte den Satz 
bewiesen: 

. Is t  die gauze Function 

yore Geschlecht m, so ist 

lira a~ ~-~/~. ~=~ 0." 

Herr Hadamard stellte den Satz auf: 
.Wenn ftir grosse 

is~ so ist das Gesehlecht der Fauction ~(x) nieht grGsser als L"**) 
Wir vcrsuchen, vermiRelst dieses Sat~es das Gesehlecht der Func- 

tion /~(1~, q, x) za bestimmen; bier ist 

(17) a: ~--ni r(q+n) r(~), 
also 

log (n! a~) ~-- log r(q) a-. log i ' ( p + n )  - -  log r(~-l-n). 

Zur Entwicklung der beiden letzten Gtieder benutzen wir die 8tirling'sche 
Reihe 

log F (a) = ( a  - -  ~) log a - -  a -J- log l/2-~ -b  l .'2s ~.,~. a ~ + " " ;  

trotz der Divergenz dar Reihe hat die Gleichung die folgende Be- 
deutung: setz~ mau 

C, + ~**% 

so convergi~ 7, mit unendlich wachsendem l ai zur Grenze Null und 
zwar gleichm~ssig fiir alle Argumente yon a zwischen --ea and 
e(e < ~)t). Hiernae~h ist 

*) Bu~Iet~in de la Socidt6 math~matique 1883. 
**) Dami~ konn~ ge~igt  werden, dass die Riemann'sehe Function ~(t) eine 

gauze Funcr yon ~2 yore Geschlecht 0 ist. 

Dabei zur gereinfaehu~g der Sehrelbweise C 1 ~ ~ ~ C2 ~-- 0 u. ~. w. ist 
gesatzt~ 

"[) ~ complexo a wazde die Reihe yon Sfieltjes, Liouv. Journ. 1889, he- 
handel,. 
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r@) log (~ ! a=) ~-- log 

-{-niog ~-~+tp--~)log(p+n)--~,q--~)log (q-t-n) - -  p + q 

C i l 1 , 

(q +~1" + ~ +n)" (~ + ~)" ' 
# 

l im~, ~ 0 ,  l i m T / ' ~ O .  

Nun isf 

�9 p + n  +"-+  E+%~ +~ '  

(p - -  ~)log (p + n) -- (q - -  ~-)log (~ + n) 

p 1 1 

= ( p - q )  bg  n + ~ + . . .  

p I . v 1 ~, 

1 1 1 1 +  - ~  1 +  

P--q  ~ lira d~,, = O. = - - ~ - ~ + . . . +  , 

Durch Einsetzang dieser Ausdriicke erhiIi man 
yon der Form 

log (n! a~) , l'(q) _ log r - ~  -1- ( P -  ~/) log n 

~2 ~ Ey + ~ + e + ' - - + ~ ; + ~ ,  

oder die asymptotische Gleiehung ftir ~osse 

eine En~wickelung 

lira a~ ~- 0 

log (n! a~) c~ tog r(q) u~ x~ r ~  + (P- -q)  l o g n +  ~ + ~ + . . . ,  

woraus hervorgeht*): 

*) Ueber das Reclmen mi~ asymptmt~sehen Roihen vgL Poincar~, Act. math. 
Bd. 8 und M6th. hour. de la M~c. cel. Bd. II. 
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Itiernach ist insbesondere 

Bedeutet ~ eine beliebig kleine positive GrSss% so is~ ffir grosse u 

{a,~{ .l+~fn-! < 1, 

so dass nach dem ttadamard'schen Satze das Gesehleeht kleiner als 
1 A-~ ist, d. h. gleich 0 oder 1. W~re unsere Function yore Ge- 
schleeht 0,  so mtisste naeh dem Poincard'schen Saize lira a~n!----0 

sein; im Falle ~ ( $  - ~) ~ 0 ist demnaeh alas Gesehlecht sicher gleich 1, 
w~Zarend der Fall ~ ( p - - q )  < 0 noeh unentschieden bleibt. Mit YIfilfe 
des Aufsehlusses, welehen die asymptotisehe Darstellung fiber die Null- 
stellen giebt, ersieht man, dass das Geschlechi 0 ausgeschlossen is~. 

w  

Wit setzen jetzt die Coef~cien~n der Different~algleichung (A) 
als reell, 21 und 2o als conjugirt complex voraus, so dass auch 

~2=--12-- l = @ - - i ~  

conjugir~ complex sin& Wit  benutzen die asymptotische~ 1)argtellunge~ 
za~r Untersuchung der ree~m Integrate fiir grosse reefle positive Werthe 
vo~ x. Die zu dem Integral 91 conjugirte Function ist, wie aus den 
frtiher aufgest#llten bestimm~en Integralen hervorgeh~, - -  e - ~ a ~ - ~ i ~ z .  
Wir  wollen die frRhere Bezeichnung insofern ab~indern, als wir 72 an 
Stelle yon - - e - ~ ' t i ~ - 4 ~ i z ~  und entsprechend ~ an Stelle yon 

e-Z=i~-4~ih/~ setzen. Die Differentialgteiehung besitzt dann zwei 
conjugir~ complexe Integrale ~1, ~ ,  welche fiir grosse reelle positive 
x dutch die Reihen 

At A, 

-k-') 
asymptmt~sch dargestellt isl; die Coefficienten A~ und B~ sind conjagir~ 
complex. Wenn die C o n s ~ t e n  ci ,e  2 conjugir~ complex siad, stellt 

V ~---f(x)= c ~ ,  + e2Y ~ 

eia reelles Integral der Differenfialgleichung dar. Die Function f(x) 
b e s i ~  n a c h w  1 unendtich vlele lqulAsteUen 



Asyml~Otische DarsfeUung der In~egrale linearer Differentialgleichungen, II. 493 

x ~ :  c + ~ :  - -  ~ log (c + k=) 

"-c+~=J ~ c + ~ =  J -l- ( c+k=)~ '  

lira ~. = 0; 
ZC-~-oa 

die Coefficienten L~q sind jet~t ebenso wie c reetl. Es bedarf noch 
des Nachweises, dass fiir hinreichend grosse k x~ selbst redl ist*). Man 
hat jetzt  

f(x) = e'~ ~ ,  (Ao + ~o) + e-'~ x,,', (t~o + &), 

oder 
h(x) = ~-~f (x)  = cos @ + 6 Jog x ) .  (~o + ~o) 

- -  sin (x -}- 6 log x ) .  (Qo + r 

wo ~o, Qo reelle Constante und r ~o reelle Functionen yon x sind, 
fiir welche 

lira ~o o = 0, lira #to ~ 0 

ist. Se~zb man 

~ ( x )  = Po cos (x + ~ log x) - Qo sin (x + r ~og x),  
so is~ 

h (x) : / / (x)  + ~o, 
~o ~--" ~o cos (x ~ a log x) - -  ~o sin (x -{- a log x) 

lira eo ---~ 0 .  

Die Gieichung ~r(x)-~-0  oder 

x -~ 6 log x = arctg Po ~ + ~  

ha~, einem grossen posi~iven Wer~h yon k en~prechend, eine grosse 
positive Wurzet X~. Wenn ~ eiae hinreichend kleine positive Gr'6sse 
bedeute~, ha~ die Function H(x)  ffir ~ = X~ - -  ~ and x = X~ + 
verschiedene Vorzeichen; dasselbe gilt wegen lira so = 0 ffir hin- 

reichend grosse k fiir h(x)--~ H ( x ) ~  %. Es l i e~  also zwisehen 
X~ - -  d und X~ -~- d eine reelle Wurzel x~ der Gleichung f(x)  ~ O, 
wenn k hinreichend gross genommen wird**). 

Es wurde friiher gezeigt, dass die asympt~tische Gleichung 

(19) f(x) c~ d 'x~ ,c , (Aa-[  - A, (~o-} '~'  ~r "') +.. ) 4 
*) In Be~reff s~nmflicher Nullstellen der Besserschen Function J~ (x) vgl. 

Hur~tz, M~h, Ann. Bd. 33, 
~*) S~mmfliche reellen l ~ teg ra le  besi~zen unendlieh viele reeUe NuUs~eUen~ 

Die Int~grale ~ ~z ohne NullsteUen in der N~he yon x ~ ~ sind nicht reelL 
YgL Kneser~ Math. An~ Bd. 42. 
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differen~rt werden kann; es ist 

, A; e - ~  x~  c~ (B o + (~o) r'(~)oo~,=~,(~0 + ~ -  + . . . ) +  ' ~:+...), 
+ + . . . )  + + 

wobei geset~ is~: 

Ao" ~ i A o ,  

1~o' = - i l ~ o ,  

A ~ ' = -  Ao, 

A t' .-~ i A  1 + elAo, �9 
B 1" ~ - -  i B ~  + v 2 B o ,  �9 " ,  

A t "  ~ -  - -  A~ + 2 i#~  A o ,  �9 � 9  

B i "  ----- - -  B1 ~ 2 i p ~ B o ,  �9 " ". 

Die Gleiehungen f "  (x)  ~ O, f "  (x)  -.~ 0 besitzen unendlieh viele reelle 
positive Wurzeln x "  " bezw. x~ : 

L' ( ~ ~ (log ( ,% k=)y (22) x ;  ~ -  c" + k = - -  ~ log (d + k =) + Z .P q 

t 

% lim a~ ~ -  0; 

(23) x~" = c'" + k ~ - -  p log (c" + / ;  ~) -{- Z T." ( x ,~V(log(c"+~,0V 

t ~  

t v  

-+ (c,,+k,0~, ~=| 
hierbei ist 

(2~) ~ ' - -  ~ + ~ ,  ~" ~ ~. 

Aus der obigen asymptotischen Darsiellung l~ssi sich vermi~elst 
einfaeher Rechnungen das Verhalten der Curve y ~ f ( x )  fiir grosse 
reelle x ermittela, Nachdem asymptotische Ausdriicke fiir die Abscissen 
a:~" and xi' der Maxima und Minima bezw. der Wendepankte gefunden 
sind, wollen wit noch die Maximal- and Minimalwerthe der Function 
untersuehen, & h. eine asymptotisehe Darstellung fiir f(x~')  ableiten. 

Aus (22) folgt, wenn wit vorfibergehend 

t log (c' + k~) 
t se~zen 

sowie 

(o <p+q_<~) 

lira ?,, -~- 0, 
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~ ' ,  = (d + / ~ y ,  (1 - -  #z  + / , l o t  2 + / . & t ~  + . . . y ,  

(o <~+q_<~) 

lim ~, = 0 ;  
]r ~ .  oo 

ferner  is~: 

- =  O + t ~ z + . . . ) = t + t ~ t z + . . .  

und nach Einse~zung dieser Reihe 

2[~  lgz~ 
A o + ~ + . " + x ~ +  

as k 

~-Ao + ~  C~qt~z~+~t ~, l i m ~ 0 ;  
~,=0o 

( 0 < _ ~ + q < ~ )  

also haben wit  eine En~wickelung yon dot Fo rm 

" ( e,Z, ~ ,/,~ A~ ~ 
x~ e 1 A o x~ x~ x t 

/ ~ + ~  

(o<p-i- ~ =< =) 

lira O~ = 0") ~=~ 
und iilmlich 

~-'-~:'~ (~o + ~ + . . .  + ;-~ + 

(o<p+q<~) 

lira a,~ ~--- 0 .  

W i t  haben demnach 

t*x +/- '2  - 

(25) f@;)=(-~)~(~'+k,,) ~ L~g~,,~.aoB; 

~,-~-~ ~-~-j + (~.+-~,o~], ( O < p + ~ = < s )  

*) Dabei i~r aaf die Gleiehungen 

~ + W e ' ~  1.  e~.Be i 2 ' ~ l~ e t ~  t~ 
lifie, k~ieht genommen. 
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und insbesondere 

f ( ; )  ~(--1)k(2Ve, c~Ao.Bo + ~o) ( c ' + k ~ )  "~ 

lira ~o ~ 0. 

Ersetz~ man in der asymptotischen Reihe far f(x) x durch die 
asymptotische Reihe far die Warzel x~ der Gleichung f(x)-~ 0 und 
ffthr~ man die Rechnungen nach den fiir convergenfe Reihen giiltigen 
l~gela formal aus~ so erhiilt man eine asymptotische Darstellung 
far f(xi). 

Das Bisherige wird geniigen, um zu zeigen, wie sich mi~ Hfilf.e 
der asympto6schen Darstellung der Integrale durch divergence Reihen 
das Verhalten der reellen In~egralcurven im Unendlichen untersuchen 
l~sst. 

C h a r l o t t e n b u r g ,  3. Februar 1897. 


