
Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 

Von 

L. POCHH~,~.R in Kiel. 

/'-Reihe. 

w  

Die Bezeichnung F ( a ,  ~, F~ x), welche Gauss ffir die hypergeo- 
metrische Reihe 

,~(,,+1) t~(t~+l) x2 1 + '1_~ x -~- i : -2~O-+ i )  "Jc"""" "J-" inf. 

angewende~ hat ,  mSge in der Ar~ verallgemeiner~ werden, dass 

(1) F ( a l ,  a 2 ,  �9 �9 � 9  ~ m ;  0 1 '  0 2 ,  " " " '  0 ~ - - 1  ; X )  

~i ~*... ~ ~, (~l-b 1) ~2 (~t § 1)... ~,~ ( a ~ §  1) 
x +  ~---~ 1-[- 1.c~o,...o,_~ ~.2. o~ (o, + 1)o,(o,+ ~) ...o,~_~ (on_~+ 1) x ~ -  "'" nt-inf" 

gesetzt~ und der le~:z~ere Ausdruck eine .F-l~eihe gen~nt ,  wird*). Die 
in der Reihe (1) vorkommenden Const, anten zerfallen in die zwei 
Gruppen a ~  a 2 , . .  -, e,, (Z~ihlergruppe) und 0~, 0 ~ , - . . ,  ~,,-~ (Nenner- 
gruppe),  welche bei der obigen abgek[irzten Bezeichnung sowohl yon 
einander als yore Argumen~e x dutch je ein Semicolon getrennt  sind. 
In Bezug auf die positiven ganzen Zahlen ~n und n se%z% man voraus, 
dass m < n sei. F ~  ~ > n wird die Reihe (1) divergent. Der Fall 
m ~ - n  ist yore Verfasser in der Abhandlung ,,Ueber die Differentialglei- 
chung der allgemeineren hypergeome~rischen Reihe mit zwei endlichen 
singul~ren Punk%en"**), und der Fall ~ = n -  1 in der AbhandIung 
,,Ueber eine lineare Differentialgleichung n tr Ordnung mi% einem end- 

*) In einer im Jahre 1871 verSffentlich~en Arbeit ,.Ueber RelatTionen zwischen 
hypergeomet;rischen Integralen n ter Ordnung" (Crelle's Journal, Bd. 73~ pag. 135) 
habe ich f'dr eine hypergeome~rische Reihe n ~r Ordnung (mit ~ endlichen singu- 
listen Punk~n) das Functionszeichen $' m/t d ~  Inde~ n angewendet (1. c. p. 137). 
Es ist zu bemerken, dass diese Bezeichnung mit dem bier de~uirt~n Symbol 

in keiner Beziehung steht~ 
**) CreUe's Journal, Bd. 102. 
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lichen singul~ren Punkte"*) behandelt worden. Im Fall m ~ - n  ist 
die Reihe ( 1 ) -  die dann als eine hypergeometrische Reihe bezeichnet 
w i r d -  innerhalb des um den Nullpunkt mit dem Radius 1 gezogenen 
Kreises convergent, w~ihrend sie flit rood. x ~ 1 divergir~. Is~ m ~ n~ 
so stell~ die Reihe (1), unter der Voraussetzung~ dass keine der Con- 
stanten Pt, Q2, �9 �9  ~o~_1 gleich Null oder g!eich einer nega/dven ganzen 
Zahl ist, eine transcendente ganze Function yon x dar. Denn die 
bekannten Kriterien ergeben, dass die Reihe flit jeden endlichen Werth 
yon x convergirt. 

Die Reihe (1) genfigt, wie im Folgenden gezeig~ wird, einer 
linearen Differentialgleichung n ter Ordnung mit rationalen Coefficienten. 
Ffir diese Gleichung ist im Falle m ~ n der Punkt x - -  0 tier einzige 
endliche singul~re Wer~h, w~hrend hn Falle m ~ n der singul~re 
Werth x-~-1 hinzutritt. Die Zahl m hat auf die Ordnung tier Dif- 
ferentialgleichung keinen Einfiuss. Die Betrachtung wird auch auf 
den Fall ausgedehnt, wo die erste Constantengruppe al,  ~2, - - - ,  am 
ganz fehlt, die Zahl m also gleich Null ist. Indem man als Functions- 
zeichen dann den Buchstaben ~ anwendet, defmirt man 

~ ( q l ,  ~2 ,  . . . ,  o ~ - l ; . x )  

als die unendliche Reihe 

(2) ~ (~ l ,  q 2 , . - . ,  ~.-1; ~) - -  
x .+_ 

~=1 ~ 1.o~q2...q,_~ 1.2.o~(o~-}-1)q,(e2+l)...q,_~(e,_~%l) + ' ' ' -~- inf"  

Ffir dieselbe ergiebt sich ebenfalls eine lineare Differentialgleichung 
n ter Ordnung mit rationalen Coefficienten, worauf in {} 5 n~iher ein- 
gegangen wird. 

Im Anschluss an die bekannte Bezeichnung des Binomialcoefficien- 
ten (r beliebig, k eine positive ganze Zahl) 

(3) (r)~ -~ ~(~-1) ( ~ - ~ ) . . .  (~ -~+1)  1 . 2 . 3 . . . k  , ( r ) 0 =  1, 

wird hier (wie in den frfiheren Arbeiten des Verfassers) der Z~hler 
yon (r)k kurz [r]~ genannt; man setzt also 

(4) [r]~=r(r--1)(r--2)...(r--k+l), [ r ] 0 =  1. 

Ausserdem wird unter [r]~,  ebenfalls fiir ein beliebiges r u n d  ein 

positives ganzzahliges ks alas Product 

(5) N+  = , (~+  ~ ) ( , + 2 ) . . .  ( ~ + k - 1 ) ,  [r]+= I, 
verst~nden. Bei Anwendung dieser Bezeichnung nehmen die Glei- 
chungen (1) and (2) die Gestalt 

*) Crelle's Journal~ Bd. 108. 
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(~ )  

2' (u~, ~ , . . . ,  a~; e~, 02,-. -, O~-~; x) 

[r [~]+ 

(2a) ~(q, ,  q ~ , . . . ,  q,_,; x ) = - - ~  
k~O 

al l ,  

~k 

1 + + + [J~ [v,h [~],, . . .  [v,,-~] + 

{}2. 

Es mSge die lineare Differentialgleichung nr Ordnung 

[ x,,_~ ,~" y _1_ L~ x,~-2 d~-l Y d n - ~ y  

d~y d y  
+ . . .  + L , _ : ~ z - - ~  + L,~-I 3 z  

(6) 
d,n--2 _ X m d my [ " K l x  m-1 dm-~ty K X m-~  Y 

. . . .21_ K r n _ ~ x  ~ dey d y  d x--z + Ka-  ~ x -ff-~ + K,~ y 

betrachtet werden, in welcher , K l , .  �9  K,,, L ~ , . . . ,  L,-1 Constante 
bedeuten, und m ~ n voraasgesetzt wird. Integrir~ man diese Glei- 
chang durch einen husdrack yon der Form 

(7) y = xq -{- c I xq+ ~ + . . .  q-  c,,xq+" -f- . . ., 

so findet man die Reihe (1) als eine particul~re LSsung dersetben, 
falls die Constanten K t , . . . ,  K~ mit a , , . . . ,  a~,  die Constanten 
L 1 , . . . ,  L~-I mi~ 0t, - �9 -, 0~-1 dureh gewisse algebraisehe Gleichtmgen 
verbunden werden. 

Dureh die Substitution der Potenzreihe (7) entsteht aus (6), da 
(of . (4)) 

.d-~ s y a,~' = [q],xq-l+ c, [q+ 1l,:~ +- . .  +c,  [q + vl,x~+'-' + ... 

ist, die Gleichung 

~ L . _ ,  {[ql,~-' +c,  [q+ l ] , ~+ . . .+ c~ [q+ , , ] ,  ~+*- '+ . . .}  

i-~-O 

= ~_t K~_, { [q],xq + c, [q + 1],xq+' + . . . +  c,_, [q+v--ll ,  xq+,-~ + . . . } ,  

woselbst man 

zu nehtaea hat. 
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Indem man den" Coefficienten der Po~nz xq-1, der niedrigsE~n 
vorkommenden Potenz vqn x~ gleieh Null se~z6~ erh~16 man die den 
Exponenten ~ besfimmende Gleichung 

(8) [q]~ + Z, [~]~-1 + Z2[q],-~. + . - .  -a t- Z,_~[q]~ + Z._l[qJ, = 0. 

Eine Wurzel der letzteren Gleichung is~ q ~ 0. Die iibrigen n -  t 
Wurzeln derselben werden~ da nach (4) die Factorielle [qJi gleich dem 
Producte aus q und [q--1]~-1 is~, dutch die Gleiehung 

[q-- 1 ],-1 -}- L~ [q--1 ],_~-{- L 2 [{/--1]~_~ -}-...-}- L,_~ [q--111 -~- L~_I = 0 

bestimmt. Man bezeichne die n -  1 Wurzeln durch 

so dass flit einen betiebigen Wer~h von ~ die Relation 

~ [ r  1]._1 -{- Z,[r 1]._~ -[- �9 �9 -[- Z._~[r - -  1]~ -[- L . -1  
(9) / --- (~ + ss) (~ § s~) �9 �9 �9 (~ + s,_~) 

besteh~. 
Dureh Vergleichung der Coefficienten yon xq+ ~1 auf der linken 

und der 'rechten Sei~e der oben angegebenen Gleichung findet man 
(ffir v ~ 1, 2 etc.) 

{ [qq-v].-}- Z~ [q-{- v],_~-{--..-{-L,~_~[q.-I-v]2+ L,,_~[q.{-v], } c, 
= { [q-[- r - -  1Ira-I- Ks [q q--r--1 ] ~ - 1 +  - .- -{- K~-s  [q-I-u--I],  -~- Kin} c._s. 

Der Factor yon c~ ist hierin gleich dem Producte 

(g+~) ( q + ~ +  s,) ( g + ~ + s D . . -  (g+~+s,_~). 

Denn derselbe unterscheidel sich yon der linken Seite der Gleichung (8) 
nut dadurch, class q -} -v  an Stclle yon q s~eh~. Man heine ferner 

- - b l ,  - - b 2 , ' "  ", - -  b,~ 

die Wurzeln der Gleichung m ten Grades in 

[~-- 1]~-[- K, [ ) - -  1]~_1%- K~[r  1]~_~-[- �9 �9 �9 -[- Kin-1 [r  I]5 -[- K~ ~-0 ,  

woraus (ffir ein beliebiges )) die Ideati~ii~ 

(10) = (~ + b~) (~ + b D - . .  (~ + b~) 

folg~. Wird die letz~.xe Gleiehtmg Ffir ~ ~--- q -}- v angewendet, so 
ergieb~ sieh 

(q+,,+b,) (q+,,+a,) .... (~+, ,+b.3  
e, ~ (q+ , )  (~+,+s~)  ( q + , + ~ , ) . . .  ( q + ~ + s , _ t )  e,_~, 

woselbs4 q einen der Werthe 0, - -  sl, - -  s~, �9 �9 .~ - -  s~,_~ bedeute~. 
Um diejenige pax~cul~re Ikisung yon (6), die zum Anfangsext)onen~n 
q ~ 0 geh5rr aueh in Bezug auf die Bezeichnung mi~ der R~ihe (1) 

. ~h~thematiache Annalen. ~ X ~  39  
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tibereinstimmen zu lassen, definirt man die Canstanten a~, . . . ,  a~,, 
0 ~ , - . . ,  ~,-~ dureh die Gleichungen 

(11) b ~ = a ~ - - l ,  b ~ = a : - - l , . - . , b ~ , = a , , - - 1 ,  

(12) s ~ 0 ~ l ,  s 2 ~  02 - - 1 ,  " " ", s ~ _ ~ - 0 ~ _ ~ - - 1 ,  

so dass die Werthe 

0 ,  1 - - 0 ~ ,  1 - - 0 2  . - . , 1 - - 0 , - *  

die Wurzeln der Gleichung (8) sin& Dann ist c, mit c,_~ durch die 
Relation 

(13) c , =  
(q-Jff e t l -~-  ~ - -  1) (q.~t. e t a +  ~ __  1) o . .  (q.3r etm 3f. y __ 1) 

xl-el"F(u'--P'+I '  a 2 - - 0 1 +  1' " " "' a m - - 0 ' + l ;  x ) '  

�9 �9 . * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * 

_ / a l  - -  ~).-1 -}- 1, ar - -  0 , - 1  -~- 1 , . . . ,  a m - -  0 - - I  -}- 1; �9 x)'_ 
x~-**-~ ~'  ~ 2 - -  0 - - t ,  0~-- 0--~ W1, 02 - -  0*-, -}-1,..., 0 - - * - -  0--~-[- 1, 

Es wird vorausgesetzt, dass keiner der Werthe 0o 0 , -  0k gleich 
einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null sei. Dann 
stellen die obigen n Reihen das vollstiindige Integral der Oleichung 
(6) dar. 

verbunden. 
Im Fall q----0 folgt hieraus 

eel {g2 �9 �9 �9 ~tm 

c ,  ----  [ 1 ] +  ' 

Mithin ist die Reihe (1) 

/ ~ ( ~ l ,  ar �9 � 9  am; 01, 02,  �9 " ,  ~ . - 1 ;  x)  

eine particul~re LSsung der Differentia|gleichung (6). 
Die iibrigen particuliiren Integrale haben, nach (8) und. (12), die 

Anfangsexponenten 1 --  01, 1 - -  Q2, . . . .  1 - -  Q.-I. Ist q ~--- 1 - -  01, 
so wird 

(a:t-- O, -{- ~') ('Y~ - -  ~t -{- ~') �9 �9 �9 (et,~ - -  ~'t -/- ~') 

und eine analoge Gleichung gilt ~in den F~illen q--- 1 - -  0 : , . . . ,  1 - -  P,-1. 
Die Gleichung (6) hat uIso die n -  I mehrdeutigen Integrale 
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w  
Die Beziehungea zwisehen dea Constanten K I , . . . ,  K~ und 

al, . . . ,  am werden dutch (10) mid (11), die Beziehungen zwischen 
L j , . . . ,  Z , - t  und 0 , . . . ,  Q,_l dutch (9) und (12) angegebea. Es 
bleibt iibrig, die Wer~he K~, . . . ,  Kin, L~, . . . ,  L ,_ i  als Functionen 
yon a t , . . . ,  a,~, resp. yon 0a, �9 �9  0--x herzustellen. 

Man bezeichne durch A~, A~ , . . . ,A , ,  die elementaren symmetrischen 
Functionen der GrSssen a ~ , . . . ,  a~, dutch / ~ , / ~ z , . . . , / ~ , _ I  die der 
Gr~issen ~h,. . . ,+ 0~-~, so dass fiir ein beliebiges ~ die Gleichungen 

04) ,~(~ + " ' )  (z + , ~ ) . . .  (~ + ~.,) /~----- Z'~ + A ,  "Jr~-I "3 L " "" "1 L" A m - i z  "~- Am, 

~-~ Jr- RI ~-~  (15) 

bestehen. Wird in die aus (10) 

[~-- 1]+, + K, [ ~ -  ~]~_~ 
=(~-- 1- t -a , ) (~ - -  

�9 . .  (z -{- 0,-~) 
+ - . .  + / ~ - ~  -{-/~._~ 

und (11) folgende IdentiiSit 

- [ - - . -  ~ K~_~[~ -- 1]~ Jr- K~ 

1 + ~ ) .  �9 �9 (~ - -  1 + ~ )  

- -  1 ~ z substituirt, und die Gleichung (14) beriicksichtigt, so hat 
m a n  

/[z],, + K,[~]~_, + . . .  + K~_~[~], + K~ 
(16) 

z" + Alz ~-1 + - ' -  -{- A+,_lz + A~. 

In derselben Weise wird aus (9), (12) und (15) mittelst tier Substitu- 
tion ~ -  1 ~--z die Gleichung 

(17) ( =  ~--1 + / ~  : - ~  + �9 q-/~._~z + /~ ._~  

abgeleitet. Da die Gleichungen (16) and (17) fiir jeden Werth yon z 
gelten, so kann man durch Vergleichung entsprechender Ausdriicke 
der betreffenden linken und rechten Seiten Relationen zwischen den 
Constanten gewinnen. Allerdings wiirde die Vergleichung der" Cod- 
ficienten der einzelnen Potenzen yon z (nachdem man die Factoriellen 
[z]i ausmultiplicirt hat) nicht die gesuchten Werthe yon KI~ . . . ,  L 1 , . . .  
ergeben, da vielmehr Gleichungen fiir A t , . . . ,  / ~ 1 , . - ,  entstehen 
wfirden. Um die Ausdrtlcke yon K 1 , . . . ,  L j , . . .  als Funetionen yon 
A+, . . . ,  t~1, . . .  zu erhalbn, entwiekelt man in (16) und (17) die 
rechts stehenden Potenzen yon z nach Factorielbn und setzt dann die 
Coefficienten der einzelnen Factoriellen links mid rech~s einander gleich. 

Zun~chst wird aus den genannten Gleichungen, indem man den 
Werth a ~ 0 benutzt, der Schluss gezogen, dass 

( 1 8 )  L~-i -~ P~-i = ~)l ,o.z �9 �9 ,o, , - i  

39* 
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ist. Nach Forthebung der Summanden Kin, A,~, L,,-1, tt,~_t lassen 
sich die Gleichungen (16), (17) dutch z dividiren, da nach (4) 

[~], = z[~ - 1],_1 
gesetzt werden kann. Man gelangt auf diese Weise zu den Identit~iten 

(19) ~[z-- 1]~_, n t- K, [z --1]m_~ + . - .  Jr- K~_~ [z - -1]  , n t- K~-I  
[ =  :'-~ + A , :  -~ + . . .  + A,,_2z + Am_,, 

(20) ~[z--  1],~_= -{- L,[z-- 1],,-3 --]- �9 �9 �9 -{-- L,,_s[z-- 1], nt- L,~_~ 

Nun besteht, wenn p eine positive ganze Zahl, und z eine beliebige 
GrSsse ist, die Gleichung 

= j ~ : +  ~ ' ) [ , -1 ] ,  + &~)[ ,-t]~ + . . .  
(21) 

|.nt- d(:)[z--1],, n t - . . . -+ -  d(~l[z--  1],_,  -~- d(~P) [z-- 1~,  

in der d(o ~), ~ ) , . . . ,  ~ )  positive ganzzahlige Constanten sind, und 
z - -1 ] ,  nach (4) das Product 

[ z - - l ] ,  = ( z - - l )  ( Z - - 2 ) - - .  ($ - -~)  

bedeutet. Ffir die GrSssen d~. ~) hat man, bei Anwendung der Bezeich- 
nungen (3) und (4), den Ausdruck*) 

1 [(Y'|2i-1)'/'~ ( ~ ) ' ' "  -lt- (v)~(v--1.)~-- .  �9 } 
(22) d(,?)-~-[~, l- ~- (--1)'(v),(v--i + l)~ + . .  (--'1)"-1(v),,_12, , 

[-~- ( - -  1)'1~ 

und es gilt die Gleichung 

(~3) d:  +~) = (~ + 1) ~') + d:_)~, 
welche die Grundlage weiterer Formeln fiir diese Constanten bildet**). 
Die rechte Seite der Gleichung (19) nimmt, wenn man gem,s  (21) 
die Potenzen yon z nach den Factoriellen [ z -  1], entwickelt, die 
Gestalt 

*) Cfr. Th. Clausen~ ,,Beweise der ers~en S~ze der numer~chen Facult~ten", 
Crelle's Journal, Bd. 7, pag. 234. 

**) Man vergleiche w 8 der Abhandlung des Verfassers ~,Ueber die Differential~ 
gleichung der allgemeineren hypergeomotrischen Reihe etc.", Crelle's Journal, 
Bd. 102, S. 11~--I23, woselbst auch der Anfang der Tafei der Coefficienten d(~ p) 
angegeben ist. Man bemerke die Gleichungen 

4") 1, d?) `2"--1, 1 ~ ' 

d(P)s__ (p--{-1).p ( p - -  1) 3p - -  '2 d(,~) (jo--]- l ) . p (p - -  1 ) (p - -  2) (p - -1 ) (p - - `2 )  
- - -  1 . 2 . 3  4 ' , - 3 - - - -  1 . 2 . 3 . 4  2 " 

F~r ~, > p is~ d~ ~) = O. 
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+ {~2_~') + A,d(2~)+ & & t ~  ~)} [z--1]~_~ + . . .  

" ~(~-~) A 2 ~ q s )  �9 A ~ - ~ )  ~ [ z - -  1]~_~ + {~(2-~)+ ~ . ~ _ ,  + + . .  + ~ - ~ - ~ ,  

"[-"""-{- { ~ - * )  "{- A,d(,'~-')-I'-'" ""l- A.~_,~')} [z--1] ,  

+ ag '-*) + A,a(~ '-~) + A , ~  ~-~) + . . .  + .&_,do *) + A,~_,e(o ~ 
an. Der Vergleich mit der linken Seite yon (19) 

[z-- I]~_, -[- K, [z-- 11~_~ -{- K=[z-- l]m-a -{- " �9 " 
-+- K.,_~[z-- 1]~._, -{--- . .-}- .K',n_~[z-- 1], q- K,,,_, 

liefer~ also ftir K,, K~, . . . ,  K,,_~ die Ausdrficke 

.r 
~ ,  = ,.,,,_, .=, + ~2_~) = A, + ~+(++- ~) 1 . 2  

a �9 �9 �9 �9 �9 �9 r 

K,~_, = d(o ~ A,~,_~ + ~o ~) A,~_~ + . . .  + ~o ~-~) A, + d~ "~-~) 

= Am-~ + A,,,_, + �9 �9 �9 + A2 + A~ + i .  

Man" fasst dieses Resulta~ in die Gleichung 

K,~_~ ~ - - ' Z  "~(~-~) 

(24) ~=~ 
~+-')A - -  e+) A+_~_++ a~2 +'~ A~_._+ + - - - ~  ~ / ~ - - I  m - - ~  - 1 -  / ~ - - 1  - -  " " " 

+ ~_~ A~ + ~_~ , 

die ffir/+ --- 1, 2 , . . . ,  m - -  1 gilt, zusammen ~ wobei 

(25) A o = B o = 1 

gesetzt wird. 
Dutch das ngmliche Verfahren forint man die rechte Seite der 

Gleichung (20) urn. Da dieselbe aus der rechten Seite yon (19) erhalten 
wird, wenn 'man m durch + + -  1 und A1, A 2 , . . .  dutch /~1, R 2 , - . -  
erse~z~, so folg~ aus (24) auch die Gleichung 

L z(,,-1) z~ ._~_,---- ~,_, ~o._,_, + d:_), i%_,_~+ .. + ~"_T ) ~, + ai~_7 ~ 

fiir v ---~ I, 2, ...,/~ -- 2. Man subsStuirl~ hierin v ~--- ~ -- I; dann 

en~s~eh~ die Formel 
~  

S 

(26) 

~/,--2 #--4 
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in der die Zahl # nach einander die Werthe 2, 3 ~ . . . ,  n - -  1 annimmt. 
Es is~ also 

z(,,---~) a(,~-~) (n-- ~) (n-- ~) 
L~ ~ r / ~  + .~_~ =--- B~ + ~. ~ , 

a(n-3) .~(n-2) 

Die Gleichungen (18), (24) und (26) geben die gesuchten Aus- 
drticke flit die in (6) vorkommendea Coefilcienten K ~ , . . . ,  K,,~, 
/~  , . . . , / ~ _ ~  vollstiindig an. 

w  
Es soll far die GrSssen Ki,  L~ noch je ein zweiter Ausdruck, der 

dieselben als Functionen yon a l , . . . ,  a**,, resp. Q ~ . . . ,  0~-1 darstellt, 
abgeleit& werden. 

Nach (11) und (12) bedeuten bl, . . . ,  b,,, sj, . . . ,  s~-I die Werthe 

~ - - l , . . . , a , , - - 1 ,  0~- -  I , . . . , Q ~ _ I - -  1. 
Es mSgen nun unter /~1, ~2, - �9 -, J~,- und B1, S~, . . . ,  S~_t die 
elementarea symmetrischen Functionen der GrSssen b l , . . . ,  b,,, resp. 
s l , . . . ,  s~-i verstanden werden, so dass ffir jeden Werth yon 

(27) ~ (~ + b,) (~ + b:)... (~ + b.) / ~  ~ + B , t  - -  + �9 �9 �9 + :B,,_~r + .B,,,, 
/(r + s,) (r + s~) . . .  ( ~ ?  s,,_,) 

(28) / &  ~'-' + S~ ~-~ + . .  + Z~_~ + &_, 

ist. Durch Combination der letzteren Gleichungen mit (10) und (9) 
findet; man die Identitiiten 

(~9) ~ [~-~] '+  x , ~ - ~ ] . _ ~ +  , . +  K~_,[~--~], + ~ 
/ = ~  + B , ~ -  + �9 . .  + B,~_~ + .B,~, 

~[r 11,,_, "4- Z, [r 1],,_, 4 - ' - "  -}-- 1-,.-~[r l], --}- .L,,_, 
(30) ( =  ~'-, + S, ~'-~ + . . .  + &_,~ + S._~. 

Die rechte Sei~e yon (29) geht abet, wenn die Formel (2I) auf ~ ,  
~ - ~  etc. angewendet wird, in die Summe 

, . m  "f a(~"} .(") [r 1]., + ~.,,,_~ + B, a%5 '~ } [~-- 13._~ 
+ {a~2_),+ B ~ ' - ' )  , ~,~_~ + N ~,?_7 )} [ ~ -  11,~_~+... 
+ { ~-) + ~, ~2 -~) ~ n ,~(..,-~) a~,> } [~_ ~]. 

+ . . . - { -  { d(:')-[ - 1I, ~" - ' )  + . . .  -Jr. B,~_,dl ')} [~-- 11, 

+,~ ' )  + B~ a~'-') + . B ~  "-*) + ... +.B._~ ~ ) +  :~.do ~ 
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erhalten. 

(31) 

setzt~ hat man ffir /~ = 0, 1, 2 , .  

fiber. Da dieselbe fiir ein beliebiges ~ gleieh der Function 

[ ~ - -  1Ira q- ~', [[--1]m_~ + - - � 9  t- Km_~,[~-- 1] .  - ] - - .  

isg~ so werden fiir K~, K ~ , . . . ,  Km die Werthe 

(m+t)m 

K+ = ~+?_~)~ + a'2-~ ')~, + ~,~%, ~t~. 

Indem man 

~ o = S o -  1 

� 9  m - -  1 die Gleiehung 

. + K ~  

(3~) 

i~- - -m 

- -  d ~") B,,,_~ + a~2 +" B~_~_t + - -  /z �9 . .  + a~2 -~)/~ + aF ). 

Analoge Ausdriieke werden fiir LI ,  L2, . . . ,  Ln-1 mit Hfilfe der 
Gleiehung (30) abgeleitet, deren rechte Seite sich aus der yon (29) 
ergiebt, wenn man m, Ba, .B2, . . .  dutch n -  1, ~ql, ~q2 , - ' '  erse~zt. 
Die reehte Seite der Formel (32) stellt, wenn n - -  1, ~, S t , . . .  an die 
Stelle yon m, #, B ~ , . . .  treten, den Werth yon L~-~-I dar; d. h�9 es 
ist, f~ir v ~ 0, 1, 2 , . . . ~  n - -  2, 

L~_,_~ = d(: )S~-,-~ + ~('+I) +~ ~, ,+_,_~ + . . .  + ~+-~)s, + d :  -~). 

W~rd also v ~ / ~ -  1 gesetz~, so hat man die Gleichung 

(33) 
(.--J) 

- ' + - ~ - ~  -1 + - ~ - ~  , 

die fiir p ~ 1, 2 , . . . ,  n - -  1 gilt. 
Der Vergleieh der Formeln (24) und (32) zeigt, dass wenn m 

beliebige Gr'6ssen al~ a 2, . . . ,  am mit m anderen Gr'6ssen bl, b2, . . . ,  b,,, 
dutch die Beziehungen 

~i - -  bl + 1, a2 = b2 -1- I,  . . . ,  a,,, ~ -  bm -t- 1 

verbunden sind, und A t ,  A 2 , . . . ,  A_~, BI~ 232, . . . +  Bm die oben 
angegebenen symmetrischen Summen bedeuten, die Gleiehung 

i ~ - - / z  i-----'/~ 
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besteht, in der ~ irgend einer der Werthe 1, 2, . . . ,  m - -  1 ist*). 
Fall ~ -~-0  lautet (da d~ ~) ~ 1 ist) die Gleichung (32) 

K,~ = / ~ . ,  + ~.,_~ + ~ _ ~  + �9 �9 + / ~ ,  + ~. 
Andererseits hat man nach (18) fiir ~ den Ausdruck 

h ' ~ _  A~ ~- - -~a~ . . .  r ~--- (b,-~- 1) (b~-~-1).. .  (b,~-~- 1), 

der in der That m i t / ~ - ~ - / ~ _ ,  + �9 �9 �9 -~ 1 identisch ist. 

Im 

w  

Die Reihe (2) 

stellt, wie bereits in w 1 augefiihrt wurde, einen dem Werthe m ~---0 
entsprechenden Grenzfall der Reihe F(a l ,  . . . ,  am; Pl, -" ", @~-,; x) 
dar. Setzt man in die Differentialgleichung (6) flit m den Werth Nu]I 
ein, so reducirt sich die rechte Seite derselben auf den Summandus 
Xoy. Es mSge Ko ~ - 1  genommen werden, was keine Beschr~inkung 
ist, da die genannte Constante durch Anwendung einer Substitution 
x ~ 7 x '  s~ts gleich 1 gemacht werden kann. Man betrac~et also 
die Differentialgleichung 

~ g + L1 x'~-~ ~--~i" + L2 x '~-3 dx,~_ ~ 
~--0, (35) d+y @ L._, dy 

in der L1, Z ~ , . .  ,, L~_, Constante bedeuten. 
Die Substitution der Potenzreihe 

(36) y -~'x~ -]- C~ xq-l-' -}- Cex~+~ - ] - . . . - { -  C,x~-" -{- �9 �9 �9 

l~s t  aus (35), wenn unter L o wieder der Werth 1 verstanden wird, 
die Gleichung 

~ L ~  {[q],x q-1 -{- C, [~/-~- l],xq-~--..-~- O, [~/-t- v],xq+ "-~ n t- �9 -.} 

- { ~ +  C,x~+~ + . .  + V~_lX~ -'-1 + c,x~+, +, . .}  = o 

entstehen. Ffir den Anfangsexponen~en ~ gilt wiederum die Gleichung 
(8). Einer der Werthe yon ~ ist also gleich Null; die iibrigen werden, 
wie in w 2, durch - - s  1, - - s2 ,  . . . ,  - - s ~ - i  bezeichnet, so dass auch 

*) Dieses R e s u l ~  ist yore Veffasaer auf einem etwas anderen Wege bereits 
in der obenerw~nten Abh. ,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometx4schen Reihe etc.", Crelle's Journal, Bd. 102, abgeleite~ worden 
(Gleichungen (87) und (96), p. 128 und 134: woselbst n -  1 start m steh~). 
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bier dieIdentit~it (9) gilt. Werden an S~elle yon s l ,  s 2 , . . . ,  s,,_l die~ 
Constanten Or, 02, . "  .~ 0,,.--1 miL~els~ der Gleichungen (12) 

s l ~ - 0 j - - l ~  s 2 ~ 0 ~ - 1 ~ . . . ~ s ~ _ 1 - - - 0 ~ _ 1 - 1  
eingeffihrt~ so finder man 

O,_1 
(37) C, --~ (q-t- ~)'(q-t- e i - t -~--  1 ) . . .  (q-t 'q ~_ l - i -~ - -  1~ " 

Es sei zun~chs~ q ~--0. Dann ergiebt sich die Reihe (2) als particu- 
l~ire LSsung yon (35). Dutch Benutzung der iibrigen Wer~he yon q~ 

1 - - 0 1 ,  1 - - 0 2 , . . . ,  1 - -0~_1,  
erhiilt man die n -  1 mehrdeutigen particul~ren Integrale der Glei- 
chung (35) 

x l - e ' ~ (  2 --  01, q~ - -  q~ -~- 1, qa -- 01 -[- 1 , . . . ,  d~-I --  0, -{- 1; x), 

x ~ - ~ ' - t  5 ( 2  "-{-" 0,,-1, 0j--0,,-1"]- 1, 92--0,,-~"]- 1,..., 0,,-~-- 0,,-~"]" 1; x). 

Die Ausdrficke, welche in w167 3 und 4 fiir L 1 , . .  ,, L~-1 abgeleite~ 
wu~en~ bleiben auch fiir die Differen~ialgleichung (35) in Gtiltigkei~, 
da die betreffenden l~echnungen ausschliesslich auf den Gleichungen (9) 
und (12) beruhen. Die ConsLanLen Ll~ ..-.~ L~-I werden also dutch 
(26) und (18) oder auch dutch (33) als Func~ionen der GrSssea 
O j ,  02, �9 � 9  0,,-1 dargestelIt. 

Kie l ,  im Januar 1891. 


