
Sur le devel.oppement
en series des integrales des equations

differentielles lineaires.

(parr Mr. L . FUCHS, prof. a Greifswald en Pomeranie) .

Le developpement des fonctions en series ordonnees suivant les puis-
sances de la variable independante est incontestablement en general la ma-
niere la plus simple, soit de les evaluer pour une valeur donnee de la va-
riable, soit de les examiner par rapport a lour caractere dans le voisinage
d'un point de discontinuite . Mais de plusieurs raisons ce developpement est
assujeti a des inconvenients considerables . L'un de ces inconvenients consiste
en ce, que sous cette forme de representation certaines proprietes des foric-
tions restent cachees. C'est pourquoi en diverses recherches l'on West procure
differentes autres especes de representation qui font ressortir les proprietes
que Yon a en vue ; par exemple la representation par la serie de FouRIER pour
faire voir la periodicite immediatement par la forme . Un autre plus grave
inconvenient des series a puissances, qui est aussi la cause essentielle du
premier, consiste en ce que Yon ne pout pas leur conserver la meme forme
dans tout le plan infini, qui Bert a la representation de la variable indepen-
dante ; mais it faut au contraire la changer tant dans le voisinage des divers
points de discontinuite que daps l'infini. Une representation qui evite cot
inconvenient, soit entierement, soit en partie, est done digne de quelque
attention, lors memo qu'elle est moins propre au calcul numerique. Par cette
raison it ne sera pas tout-a-fait superflu de donner dans ce memoire une
classe de developpements des integrales des equations differentielles lineaires
qui conservent leur forme, du moins pour toute valeur finie de la variable
qui ne coincide pas aver un des points de discontinuite. Les termes de ces
series sont formes par des quadratures reiterees, ils soot done naturellement
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compliques quant au calcul, mais ils jouissent d'une loi de formation tr6s-
claire . Dans le journal de Liouville (annee 1864) Mr . CAQUE en se placant a
un point de vue tout different du notre, a donne un developpement en serie
des integrales des equations differentielles lineaires qu'il trouve par le pas-
sage d' une equation a differences finies . En essayant de remplacer cette
voie naturellement epineuse par une autre plus commode et plus courte,
nous reconnumes bientat que la serie de Mr . CAQUE peut etre concue comme
cas special de la classe indiquee de representations ; et par la elle nous ser-
vira dans ce qui va suivre comme un simple exemple .

1 .

Avant d'entrer dans la matiere particuliere de ce memoire nous allons
preciser la forme d'une integrale de 1'equation differentielle

y(m) =pm-1
ycm-1) .+

N-2
y~m-2) + . . .+poy+p

	

(1 )

de sorte que y, y', y", . . . y(m-1) prennent pour x=xo respectivement les
valeurs n o , n1, n 2 , . ., nm_1 ; en signifiant les derivees prises par rapport a x
par d'accents superieurs, et supposant quo les fonctions de x arbitraire-
ment donnees pm_1, pm_2 , . . . po, p ne deviennent pas infinies pour x=xo ,
on, ce qui veut dire le meme, que x o n'est pas un point singulier de 1'e-
quation differentielle (voir a 1'egard de cette denomination le n.0 1 de mon
memoire dans le Journal de Crelle-Borchardt, t . 66) .

Soit y1, y 2 , . . . ym un systeme fondamental d'integrales (dans le sens de
mon memoire deja cite, n.° 2) de 1'equation differentielle

ytm) =p.,-1 y,m-1) + pm-2 y (m-2) + . . . + po y,

	

(2)

on sait que l'on trouve d'apres LAGRANGE les integrales de l'equation (1) en
considerant dans l'expression

y=CiYi+c2Y2+" . +cmym

les coi;fficients c 1 , c 2 , . . . cm comme dependants de x et en les determinant
ainsi quo

y (') = c 1 y 1(i) + c2 y2r•)+ . . . + cm ym ({) pour i - 0, 1, 2, . . . an --1 .

	

(8)
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A cet effet les fonctions c doivent satisfaire aux equations

C'1yl(i)+,2y2(i) .+ . . .+c'mym(i)=0 pour i=0, 1, 2, . . . m-2.

	

(4)

A ces equations on doit adjoindre encore une
est une integrale de l'equation (1) .

En posant le determinant

y1
(m-1)

	

yl(m-2) yl

y2()n-l)

	

Y2(m-2)

	

y2

equation qui exprime que y

y'n (m-1) ynt (m 2) ym

et en signifiant le coefficient de y i (m - ') en 0 avec Di on a (comme it suit
des memoires de MALMSTEN et de JOACHIMSTHAL daps le journal de Crelle-
Borchardt t. 39 et 40)

c i,po i d x pour i= 1, 2, . . . 7n .

	

(5)

L'on peut poser
x p p i

ci=

	

o dx+yi pour i=1, 2, . ., m,

	

(6)
.f
x°

ou y1, 721 . . . ym sont des constantes arbitraires . D'apres les equations (3) on a

Y(k) =~iyi(kf xpoi dx+'Ji yiyi(k) pour k= 0, 1, 2, . . . m-1 .

	

(7)
xo

Pour que y, y', y", . . . y(m-1) aient pour x = xo respectivement les valeurs
no' n 1 , n2' nm--1, les costantes y se determinant par le systeme suivant d'e-
quations

ln1i+72n2i+' :'+ymnmi=ni pour i=0, 1, 2, . . . m-1

	

(8)

en signifiant par nki la valeur de yk(i) pour x=xo.
Ces equations sont toujours resolubles, parce que leur determinant est

egal a la valeur de A pour x=x° , qui ne s'evanouit pas (v . mon mem .
cit. n .° 2). L'integrale cherchee a done la forme :
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oii les y sont determinees par les equations (8) .
Si en particulier no, n1 , n 2 , nm-1 sont toutes zero, le determinant des

equations (8) ne s'evanouissant pas, it suit que y,, y2, . . . ym sont toutes
zero, done l'integrale (9) devient

`

	

"P -" my = Gi yi

	

d x.

	

(9a)
Xo

Dans ce memoire nous appelerons l'integrale (9a) l'integrale princi-
pale appartenant a xo . De 1'equation (9a) it suit, que, si l'equation diffe-
rentielle est homogene, l'integrale principale est indentiquement zero, puis-
que p=0 .
11 est essential de remarquer que la premiere somme dans l'equation

(9) ne varie pas quand on y remplace le systeme fondamental
y1 , y2, . . . yaaa par tin autre .

En effet, en remplacant yi par ci1 y1 + ci2y2 + - • • + ci,gym, ou les quantites
c ; k sent des constantes arbitraires ainsi choisies que le determinant

to

1 a

m,

	

('

,

	

a
a

	

+rt,
-~

y- 1 a
y i
f
o dx +

x o

C=

C m1 Cm2 Cmm

re devienne pas zero, 0 se change en CA et &i en
m,

	 aC aA

	

m, ac
a

	

J
(+n-1)

	

1

	

k.
k Cak a2 k

	

k GCik

Par 16, la premiere somme de l'equation (9) se change par
indiquee en

C11

	

C21

	

C1m

C22

	

C22

	

C2m

27

2 •
a C '

	

X

P

Ak

a y1+Ci2y2+
. . .+Cinyml

	

AC dx.

(9)

la substitution
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Puisque

	

c;t ac = C ou = 0 selon que l = k ou l < k, c ette expression se
! i

	

O ik

transforme en

~. Cy k o ~~Adx=/yk/

	

dx. ;

	

c. q. f. d .
xp

	

xp

de maniere que D, (y) et D 2 (y) soient des fonctions lineaires et homogenes
de y et de ses derivees, et que Dl (y) contienne le terme y(m) et dans les
autres termes des derivees d'ordre inferieur, de sorte que D2 (y) contiendra
seulement les derivees jusqu'a l'ordre m-1, l'equation (1) est alors

telle que u 0 , uo , un, . . . u0tm-1) prennent pour x=x o respectivement les va-
leurs arbitrairement donnees no, n,, n2, . . . nm_l, et posons dans 1'equation (3)

y =u o +u,

it s'ensuit que u est l'integrale principale appartenant a xo de l'equation
differentielle

2 .

Reprenons l'equation differentielle

D(y)-p=y(m)-p,.-ly(m-i)-pm_2y`m-2)- . . .-poy-p=0 (1)
et transformons d'une maniere arbitraire D (y) dans une difference

D (y) = Dl (y) - D2 (y) (2)

D, (u) = D 2 (u) + Fo (x) (4)
OA

FO (x) = D2 (uo) + p .
Soit us l'integrale principale appartenant A x o de 1'equation

D, (u) = F0 (x) (4a)

D, (y) = D2 (y) +p . (3)
Soit maintenant u o une integrale de l'equation differentielle

D, (y) = 0 (3a)



oil
F3 (x) =D 2 (u 3), etc .

En continuant ces operations on trouve que

y=u0+u1±u2+ . . .±u,.+Vl-1

	

(8)

est une integrale de Nquation (1) telle que pour x=x o les fonctions y,
y', y", . . . Y('4-' ) prennent respectivements les valeurs n o , n l , n2 , . . . nm_l, en
supposant que ue est l'integrale principale appartenante ii x 0 de Nquation
differentielle
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et posons dans 1'equation (4)
u=ul ±v

xl s'ensuit que v est l'integrale principale de l'equation
D,(v) = D 2 (v) + F,(x)

	

(5)
oil

D, (y) = FQ_1 (x) pour 9>0

	

(9)
Annaii di Matematica, tomo IV .

	

6

F, (x)= D 2 (u1) .

Soit u 2 l'integrale principale de 1'equation

D1(v) = F,(x) (5a)

et posons daps Nquation (5)
V=U 2+v l ,

it s'ensuit que v 1 est l'integrale principale de Nquation
D1 (v1) = D2 (v1) + F2 (x) (6)

ou
F2 (x) = D2 (u2) .

Soit de nouveau u s l'integrale principale de l'equation
D,(v,)= F2 (x) (6a)

et posons dans 1'equation (6)
v1= u 3 + v 2 ,

it s'ensuit que v 2 est l'integrale principale de 1'equation
D1 (v2)=D2 (V2)+ F3 (x) (~)
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et u o l'integrale de l'equation

DI(Y) = 0

	

( 9a)
telle que pour x-x, les fonctions uo, u,,', u0',... uo (m- ') prennent respec-
tivement les valeurs no , nl , n2) . . . nm_1, et que les fonctions F soient liees
par la relation

Soit y1 , Y2'- . . Y'n

Fe (x) = D 2 (uQ) pour p > 0

Fo (x) = D2 (uo) +p 1
et enfin que vT_ 1 est l'integrale principale appartenante a x o de l'equation

D, (y)= D2 (y) + F,. (x) .

	

(11)

Par les equations (9)-(11) on obtient successivement u o , FO (x) ; u 1 , F, (x) ;
u2, F2 (x), etc. Mais it faut qu'a ces relations on en substitue d'autres, au
moyen desquelles on puisse calculer directement ces fonctions sans recourir
chaque fois aux equations differentielles ; voilA le but du numero suivant.

3 .

un systeme fondamental d'integrales de l'equation

D, (y) = 0,

	

(1)
on a, en conservant les notations A et A j du n. 1,

in

ua=2: L c,;y; pour p > 0

	

(2)
1

oil
x F,-a(x) .°` dx.cP ;=f

	

o
xo

Puisque d'apres l'equation (3) du n . I
+n

c,, i yl (k) pour k-0, 1, 2, . . . m-1
i
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it suit
M,

D2 (ue) = Li cei,D2 (yi) pour V>0,
I

la. derivee Ia plus elevee contenue en D 2 (y) Rant Ia in-l"".
En remplacant en cei sons le signe d'integration la variable x par t, et

en designant par v,, v 2 , . . . v,, respectivement les memes fonctions de t que
J1' y2 , . . . ym de x, en designant enfin par 0 (t, x) le determinant que l'on
obtient en remplacant dans A (t) les derivees

d'`-'vI

	

d°`-)v~

	

dm-1 V.

ds,,-1 .
,
d1

, . ' .
-d r-1

resp. par D 2 (y1.)' D 2 (y2), . . . D2 (Y-1)s'• -

quantites dans lesquelles la variable est x, it s'ensuit de l'equation (3) de
ce n .° et de l'equation (10) du n .° precedent

~'je (x)
J xF.-I

	 (t)
A (t

	 A)(t'x) ds pour p> 0 .

	

(A)
xo

En remplacant daps le determinant 0(t) les derivees ds"`1 ' dsmy2 '
d--1 n

dsm-1
resp . par y,, y2 , . . . ym fonctions de x et designant le determinant

resultant par z, (t, x), it suit de l'equation (2)

ue fx Fe., (t)(t)(t ' x) ds pour p> 0 .

	

(B)
x°

Par l'equation (A) on peut trouver successivement F,(x), F2 (x), etc., et
alors l'equation (B) donne u,, u2 , etc. Enfin it suit egalement de 1'equation .
(11) du n .° precedent et de 1'equation (9a) du n .° 1 :

vr_
1 .l

	 x) d s .

	

(C)
-

	

( t )
xo

Que l'on remarque que la P" derive de A, (t, x) prise par rapport a x se
forme, si l'on remplace en 0, (t, x) les fonctions y,, y2 , . . . ym respective-

d , Z-2v

	

dm's
v,v,

	

d'n '2 v ,n
ment par y,(i), y2(i

) , . . )ym(i), et les derivees
ds'n

	

ds~

	

dsn ~
respecti+

d,n-1v,avement par dsn _, ' ds„z- , , . . .	 ds,,,-1

(3)
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En posant done

D2 (y) = qm-, y( "' -1 + qm-2 y.-2 + . . . + qo y

l'on derive de la premiere remarque

A (t, x) == qo ,A, (t, x)+ q,
aAt

x'
x)

+ q2
a 9 oI (t 2 x) + q..-,	

1(t, x) j,)

4 .

Les integrales du n .° precedent sont prises toutes le long d'une meme
ligne d'integration qui ne traverse aucun point singulier de l' equation dif-
ferentielle (1) du n .° 2. Par I& A(t,

) et F0 (t) soot toujours finies le long
A (t)

de cette ligne, A(t) ne s'evanouissant et A(t, x) et F0 (t) ne devenant in-
finies quo pour les points singuliers (v. mon mem . cite n .° 2) . C'est porquoi
l'on peut assigner deux quantites positives M et N telles quo le module de
e(t, x)

ne surpasse pas M et le module do FQ (t) ne surpasse pas N le long
A (t)

de la ligne indiquee . Soit do plus s fare de cette ligne pris de xo jusqu'e
x, ds etant le module de dx, nous avons, en employant iterativement 1'e-
quation (A) du n .° precedent,

modF1 ( .x) < N . Ms

	

l

modF2 (x) < N
1(Ms)2

N(Ms)3modFs (x) <
( , 1

1mod Fe (x) <
N(MS)r

1 .2 .3 . . .,

Puisque, comme 1'on sait, la serie
N(Ms) N(Ms)' N(Ms)3 ~ etc .

1

	

1 .2

	

1.2 .3 in inf.

	

(2)
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est convergente, la serie
F, (x), F2 (x), F 3 (x), etc. in inf. (3)

est aussi convergente .
D'unee maniere semblable Mr. CAQUE a demontre la convergence de sa

serie particuliere .
Mais it faut ajouter une remarque a cette demonstration . En effet fart de

la ligne d'integration pent etre infini, quand meme x est finie, l'integration
s'approchant du point x par des tortillements en nombre infini . Alors la
demonstration precedente serait en defaut. Mais, x n'etant pas un point
singulier, on sait quo la valour d'une telle integrale egale la valour d'une
autre prise de x o a x sur une ligne de longueur finie et qui constitue
avec la premiere un contour ne contenant aucun point singulier dans son
interieur .

De l'equation (B) du n .° precedent et des inegalites (1) de ce n .' it suit

mod	 N(Ms)?
uQ <

1 .2 .3 . . . p

	

(4)

et de la on tire que la serie
y=ii -}-26 1 +11 2 +in inf.

	

(5)

est aussi convergente .
Il nous reste encore a demontrer que la serie (5) satisfait a l'equation

differentielle (1) du n .° 2 . A cet effet i1 faut et it suffit que le module de
la fonction v,._ 1 de 1'equation (8) du n .° 2 decroisse indefinement aver r .
C'est que l'on deduit immediatement de l'equation (C) du n .° precedent et
des inegalites (1) de ce n.°, parce que 1'on a

mod v l <
~~(111 ),

l .w .3 . . . (v
+

1
)

quantite decroissante indefinement avec r a cause de la convergence de
la serie (2) .

5.

Supposons que l'on connalt dans toute 1'etendue du plan de x le systeme
fondamental d'integrales y1 , y2 , . . . y,, do l'equation differentielle (1) du
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n.° 3, alors la serie

y=uo+ul+u2+- •- in inf

erepresente pour toute valeur finie de x, excepte les points singuliers, une
integrale de 1'equation (1) du n.° 2, telle que pour x=xo les fonctions y,
y', Y" . . . . yM -1 prennent respectivement les valeurs no, n1 , n2 , . . . nm-1 • On
obtient les termes de la serie par des integrations reiterees, comme l'indi-
quent les equations (A) et (B) du n.° 3 .

En choisissant convenablement D 1 (y) et partant y 1 , y 2 , . . . y."I , on peut
obtenir que les termes de la serie recoivent des formes prescrites, telles
qu' une recherche particuliere les demande . En tout cas, it est clair qu' it y
a une infinite de representations differentes du genre indique des integrales
d'une equation differentielle lineaire .

6 .

Nous allons maintenant deduire, comme simple exemple des formules
exposees dans les n .°' precedents, la serie que Mr. CAQUE a trouve dans son
memoire cite anterieurment .

En effet en choisissant

D1(y) = y ('n)

1'equation (4) du n .° (3) devient
(1)y('"')=0 .

h'integrale u o de cette equation est
x-xa

	

(x-x0)2

	

(x-x)'

	

(x~xu)":-y
uo-no +n1 1 +n2 1

.2 +n3 1-2-9-4-
. . .+ nm

1 1-2-3(m-1j ( 2 )

En prenant les integrales

y1 = 1 , y2 = x , y3 =x2 , . . . ,

pour systeme fondamental, on a
m(n~-i)

=(-1)

	

2 4! 2! 3! . . . (m--1)!

en designant le produit 1 .2 .3 . . . k par k I
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En formant, d'apres la remarque faite A la fin du n .° 3, les derivees de
A 1 (t, x) par rapport a x et t, it resulte dans le cas present immediatement

aA4(t,x)	A, (t,x)
a x

	

a t

	

(4)

En outre it est clair que
ara

	 A4(tfx) - 0 ,
a x"L

De l' equation (4) on deduit que la fonction 0 1 (x, t) est une fonction
entiere de x - t soul, et de l'equation (5) que cette fonction est du degre
m-1 au plus . Puisque 0 1 (x, t) et ses m-2 premieres derivees prises
par rapport A x s'evanouissent pour x = t, on a

A, (t, x) = C(x- t)4- 1 ,

oiz C est independante de x et t . Il est clair quo

am.l A I (t,x) _ Q
ax'n-1

	

---t

done

O 1 (t, x)

	

(m
o

1)) (x-yt)m-i
Par 1'equation (D) • du n.° 3 on trouve° et(t)) _ (mp°j)' (x

	

+ (m-2)! (x - t) - 2 +

-} (m p23)1 (x -
OM-3 + . . .

+P.
_ 2 (x t) -4'pm-1 = f (x t) .
It

Par les equations (6) et (1) les equations (A) et (B) du n .° (3) deviennent
pour le cas present :

FQ (x)
J xF,-1

(t) f (x, t) d s

	

(A')
xo

uQfx
FQ-1( t)	2 .3 . . . mn-1 j d s.

xo

(5)

(6)

(7)



F u c k s : Equations differentielles lineaires .

7.

Il nous reste a faire voir que les termes do la serie de Mr . CAQul coin-
cident avec les termes u Q que nous venous de donner par la formule (B'),
si 1'on modifie quelques notations . En remplacant m par p + 1 ; p, PO' p 1 , . . . ,

p,n _ 1 respectivement par A (x), A° (x), A 1 (x) , . . . , A, (x) ; n ° , n l , n2 , . . . nm- 1
respectivement par a o , a 1 , a 2 , . . . a, ; et en nommant ~ (x) la fonction u,
de 1'equation (2) du n .° precedent, on voit que la fonction f(x, t) donnee
par 1' equation (7) du n .° precedent coincide avec la fonction f(x, t) de
Mr. CAQUE definie par 1' equation (D), chap. II, n .° 6 de son memoire ; de
meme notre fonction F0 (x) definie generalement par 1'equation (10) du n .° 2
coincide pour le cas present avec la fonction F(x) do Mr. CAQUE' donnee
par l'equation (C) de son memoire . Les fonctions f0 (x, t) qu' it a donne par
la formule (E) ibid . peuvent etre definies plus distinctement par 1'equation

f9+1
(x, z)f x f0 (x, u) f (2l , z) d u .

	

(4 )
z

~
Dans la formule (11) ibid., chap. III n.° 12, Mr . CAQUE trouve

xl' = F(x)+~ fX F(z) f, (x, z) dz .
0 4 x o

D'apres notre formule (B') du n.° precedent nous avons :
d+1

U = Fq-1 (x) pour q > 0

(2)

(3)

s'evanouissant; done it faut montrer que

F,+1 (x)=f
x
F(z) f0 (x, z) dz .

	

(4)
xo

Pour ce but etablissons la formule
fZd j 1(u

e x ~ , ca) du f x d uf z P (u, Q)dw4z dGJJ
W
~(o, v)dv, (A")

x o

	

w

	

z

	

xo

	

xo

	

xo
ou (u, cr) est une fonction des variables independantes u, ca, telle que les
fonctions a integrer ne deviennent pas infinies daps l'etendue de l'integration .
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Les deux membres de cette equation etant des fonctions de x et z dont les
derivees prises par rapport a z sont Tune et l'autre

('x ~
(u, z) d u,

z

et dont les valeurs pour z = x ° s'evanouissent simultanement, sont egales .
En posant daps cette equation z=x, on obtient la formule particuliere :

f
xdt f

x (u, G)dufx dc;~ / w ,r(c'), v)dv.

XO

	

WO

	

XO

	

.x/0

En posant en outre
(u, (J)-

	

(X, u) f (u, C,)) F" (0)

et partant
r( (J , v )- fq_1(x , U)f(O, v)Fr (v),

ii suit

fxF,.(GJ)dGf f,-,(x, u)f(u, (j)duf fq-c(x, w)d(if
01
NJ ' v)F,(v)dv

xo w

	

xo

	

XO

c'est-a-dire, d'apres la formule (1) de ce n .° et la formule (A') du n .° pre-
cedent, fXFr(Q)/(X,

	

qW)de=f fq _ 1 (x, ca)F,+ 1 (w)dcj.

XO

	

x o

Annali di Materatica, tomo IV .

	

7

(B")

(5)

En posant dans cette equation au lieu de r et q premierement 0 et q, puis
I et q-1, puis 2 et q-2, puis 3 et q-3, etc., jusqu'a q--1 et 1, et
en ajoutant, on obtient

fF0 ()f(x x

	

cq , (a) dofxfo (x, ca)), Fq (ca) d c~ Fq+1 (x) ,
XO

	

xo

done 1'equation (4) se trouve demontree.

Greifswald, mai 1870 .
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