Sur le développement

en séries des intégrales des équations
differentielles linéaires.

(par Mr. L. Fucas, prof. @ Greifswald en Poméranie).

Le développement des fonctions en séries ordonnées suivant les puis-
sances de la variable indépendante est incontestablement en général la ma-
niére la plus simple, soit de les évaluer pour une valeur donnée de la va-
riable, soit de les examiner par rapport & leur caractére dans le voisinage
d'un point de discontinuité. Mais de plusieurs raisons ce développement est
assujeti & des inconvénients considérables. L’un de ces inconvénients consiste
en ce, que sous cette forme de représentation certaines propriétés des fonc-
tions restent cachées. C’est pourquoi en diverses recherches 1’on s’est procuré
différentes autres espéces de représentation qui font ressortir les propriétés
que l'on a en vue; par exemple la représentation par la série de Fourier pour
faire voir la périodicité immédiatement par la forme. Un autre plus grave
inconvénient des séries & puissances, qui est aussi la cause essentielle du
premier, consiste en ce que l'on ne peut pas leur conserver la méme forme
dans tout le plan infini, qui sert & la représentation de la variable indépen-
dante; mais il faut au contraire la changer tant dans le voisinage des divers
points de discontinuité que dans linfini. Une représentation qui évite cet
inconvénient, soit entiérement, soit en partie, est donc digne de quelque
attention, lors méme qu’elle est moins propre au calcul numérique. Par cette
raison il ne sera pas tout-d-fait superflu de donner dans ce mémoire une
classe de développements des intégrales des équations différentielles linéaires
qui conservent leur forme, du moins pour toute valeur finie de la variable
qui ne coincide pas avec un des points de discontinuité. Les termes de ces
séries sont formés par des quadratures réitérées, ils sont donc naturellement
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compliqués quant au calcul, mais ils jouissent d’'une loi de formation trés-
claire. Dans le journal de Liouville (année 1864) Mr. CaQuE en se plagant 3
un point de vue tout différent du notre, a donné un développement en série
des integrales des équations différentielles linéaires qu’il trouve par le pas-
sage d’une équation & différences finies. En essayant de remplacer cette
voie naturellement épineuse par une autre plus commode et plus courte,
nous reconniimes bientdt que la série de Mr. CaQuE peut etre congue comme
cas special de la classe indiquée de représentations; et par la elle nous ser-
vira dans ce qui va suivre comme un simple exemple.

Avant d’entrer dans la matiére particulitre de ce mémoire nous allons
préciser la forme d’une intégrale de l'équation différentielle:

y(m) =5 y(m"l) +pm_2y(m‘2) G+ py+p ('1)

de sorte que y, ¥/, y”,... y™! prennent pour x=ua, respectivement les
valeurs 74, 7,, %,,.., #n_,; €n signifiant les dérivées prises par rapport & x
par d’accents supérieurs, et supposant que les fonctions de a arbitraire-
ment données P,_,, Pmg,-.. Py, p e deviennent pas infinies pour x=ux,,
ou, ce qui veut dire le méme, que x, n'est pas un point singulier de 1'é-
quation différentielle (voir & 1'égard de cette dénomination le n.° 4 de mon
mémoire dans le Journal de Crelle-Borchardt, t. 66).

Soit ¥,, Yg,... Yn un systéme fondamental d’intégrales (dans le sens de
mon mémoire deja cité, n.° 2) de 'équation différentielle

y(m)_—:pm_l y(m“)+pm_2y(""2)+' ot +poy’ (2)

on sait que P'on trouve d’aprés Lacranar les intégrales de I’équation (1) en
considérant dans ’expression:

Y=C Y, +CYy+ - +Culfn

les coéfficients ¢, c,,... ¢, comme dépendants de x et en les déterminant
ainsi que

YO=c, 9, 4,y . . +c,yn® pour i=0,1, 2,... m=1.  (3)
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A cet effet les fonctions ¢ doivent satisfaire aux équations:
oy ey, O 4y P =0 pour i=0,1, 2,... m—2.  (4)

A ces équations on doit adjoindre encore une équation qui exprime que y
est une intégrale de 1'équation (1).

En posant le déterminant
yl(m—l) yl(m—-2) y1
Yoy,

...........

Y™ 4,0y,

et en signifiant le coéfficient de y,»") en A avec A; on a (comme il suit
des mémoires de MaimsTEN et de JoacmiMsTHAL dans le journal de Crelle-
Borchardt t. 39 et 40)

— [ PA —
cithdx pour i=1, 2,... m. (5)
L’on peut poser
T Pa; .
ciz./‘ —QA—dw—l-g/,- pour i=1, 2,.., m, (6)
T

0l §y, ¥»--- ¥Ym sODt des constantes arbitraires. D’aprés les équations (3) on a

m m
y(k):ziyi(k) wl%doc+2ﬁyiyi(") pour k=0,1,2,... m—1. (7)
i i

Zp

Pour que y, ¥, y,... y™ 1 aient pour x=ux, respectivement les valeurs
Ngs Mys Ngr Nmwy, 168 cOstantes i se déterminent par le systdme suivant d’é-
quations:

Vil Vel Y= pour i=0,1,2,... m—1 (8)

en signifiant par #, la valeur de ¥, pour x=ux,.

Ces équations sont toujours resolubles, parce que leur déterminant est
égal & la valeur de A pour x=2x,, qui ne s’évanouit pas (v. mon mém.
cit. n.° 2). L'integrale cherchée a donc la forme:
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n 0

y= Zy/ —~dw+z,u, 9)

T

ol les y sont déterminées par les équations (8).

Si en particulier %,, 7,, 7,, 7., sont toutes zéro, le déterminant des
équations (8) ne s’évanouissant pas, il suit que y,, ¥,,... y. sont toutes
zéro, donc l'intégrale (9) devient:

——mjz. w-p_{‘d a
y*—ZiJl A L (9)
! ®

Dans ce mémoire nous appelerons l'intégrale (9?) 1'intégrale prineci-
pale appartenant & «x, De V'équation (9?) il suit, que, si I'é quatmn diffé-
rentielle est homogéne, I'intégrale principale est indentiquement zéro, puis-
que p=0

Il est essentiel de remarquer que la premiére somme dans ’équation
(9) ne varie pas quand on y remplace le systéme fondamental
Ys Ygs--+ Yn Par un autre.

En effet, en remplacant y; par ¢, ¥, -+¢;;¥, -+ -+ + CiuYm, OU les quantités
¢ sont des constantes arbitraires ainsi choisies que le déterminant:

le Cm2 cmm.

ne devienne pas zéro, A se change en CA et A; en
m n
v 9C BA v 50
;‘k 8w 0y T ;’k CCix il
Par 12 la premiere somme de l'équation (9) se change par la substitution
indiquée en

m mn

5 14 zpA
Y Calyy + Oy ot enya) X 2 [T Ekda.
- -
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m
Puisque 2;““‘350;: C ou =0 selon que I=Fk ou IZFk, cette expression se
Iy ]

transforme en

m 23 m ~x
Zi Cy,J x%%dac:Zyd p%"dm; ¢ q. f. d.
b xo J E

Reprenons 1'équation différentielle:

D(y) —p :y(m) _pm_ly(m—l) __.pm’zy(md) ——— DY —p= 0 (1)
et transformons d’une manidre arbitraire D(y) dans une différence
D(y)=2D,(y) —D,(y) (2)

de maniére que D, (y) et D,(y) soient des fonctions linéaires et homogénes
de y et de ses dérivées, et que D,(y) contienne le terme y™ et dans les
autres termes des dérivées d’ordre inférieur, de sorte que D, (y) contiendra
seulement les dérivées jusqu’'a l’ordre m—1, 'équation (1) est alors

Dx(y)=D2(y)+p (3>
Soit maintenant u, une intégrale de l'équation différentielle
D, (y)=0 (3%

telle que u,, u;, u,", ... u,*") prennent pour x=2x, respectivement les va-
leurs arbitrairement données %, #,, 7;,... 7a_,, €t posons dans I'équation (3)

Yy=u,+u,

il s’ensuit que u est l'intégrale principale appartenant a x, de 1'équation
différentielle

D, (u)=D,(u)+ F,(x) (4)
Fo(x)=D,(u;) + p-

Soit u, l'intégrale principale appartenant & x, de I'équation
D, (u)=F,(x) (4%
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et posons dans l'équation (4)
uU=u, +v
il s’ensuit que v est l'intégrale principale de 1'équation:
D, (v)=D,(v)+ F,(x)
ol
F,(x)=D,(u,).
Soit u, l'intégrale principale de 1’équation
D,(v)=F,(x)
et posons dans I'équation (5)
vV=1u,-+v,,
il s'ensuit que v, est lintégrale principale de ’équation
D, (v,)=D,(v,)+ Fy(x)
ou
Fy(a) =D, (u,)-
Soit de nouveau u, l'intégrale principale de 1'équation:
D, (v,)=Fy(x)
et posons dans l’équation (6)
v, =Uy v,
il s’ensuit que v, est l'integrale principale de 1'équation:
D,(v,) =D, (v;) + Fy ()
ott
Fy(2)=D,(u,), etc.
En continuant ces opérations on trouve que

Y=uy+ U +Uy+ U F OV,

41

(5%)

(6)

(6%)

(7

(8)

est une intégrale de I'équation (1) telle que pour x==x, les fonctions y,
y, y",... Yy prennent respectivements les valeurs ,, #,, #;,... %n_,, €n
supposant que u, est l'intégrale principale appartenante 3 x, de 1’équation

différentielle
D, (y)=F,.,(x) pour p>0

Anngli di Matematica, tomo IV.

(9)
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et u, l'intégrale de I'équation:
D, (y)=0 (9%
telle que pour x =1, les fonctions u,, %,’, u,”,... u,™™ prennent respec-

tivement les valeurs #,, 7,, 75, ... %m_, ¢t que les fonctions I soient liées
par la relation:

Fo(x)=D,(up) pour p>0
Fo(x)==Dy(u,) +p
et enfin que v, , est l'intégrale principale appartenante a x, de I’équation

D, (y)=D,(y) + F,(x). (11)

Par les équations (9)-(11) on obtient successivement u,, Fy(x); u,, F, (x);
u,, F,(x), etc. Mais il faut qu’a ces relations on en substitue d’autres, au
moyen desquelles on puisse calculer directement ces fonctions sans recourir
chaque fois aux équations différentielles; voild le but du numero suivant.

(10)

Soit y,, Y5 ... Yn un systéme fondamental d’intégrales de I'équation :
D,(y)=0, (1)
on a, en conservant les notations A et A; du n. 1,
Ug== Y, Co:ys POUT p>>0 @)
i

ol

X <A;
Cel=f ————————'—Fe-l(Aw) d.’fC.

&

Puisque d’aprés 1'équation (3) du n. 1

m
“e(k)’:ZiC(’iyi(k) pour k=0,1, 2,... m-—1
i
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11 suit
D, (ue) wZ ceiDy (y:) pour p>0, (3)

la. dérivée la plus élevée contenue en D,(y) étant la m —1*™.

En remplacant en cp; sous le signe d’intégration la variable x par {, et
en désignant par v , v,,... v, respectivement les mémes fonctions de ¢ que
Yy Ygr-+- Yu de 2, en désignant enfin par A(t, ) le déterminant que I'on
obtient en remplacant dans A(f) les dérivées

d~'v, d*lo, d"'v, ‘
dsm-ll ’ dsm-lz 2 e resp. par D,(y,), Dy(y,),. .. Dy (Yn)

quantités dans lesquelles la varlable est 2, il s’ensuit de 1’équation (3) de
ce n.° et de I'équation (10) du n.° précédent

Fo(x) ‘/wF"' i)(i(t 2) gs pour p>0. (4)
. (., drly,  dvo,
En remplacant dans le déterminant A(f) les dérivées —%7,],—1‘, 75"1—12’

I
'ZM resp. par y,, ¥,,... Y, fonctions de x et désignant le déterminant

resultant par A (¢, x), il suit de I'équation (2)

Ug :fx&L(%)(g)(—L—)ds pour p>0. (B)
%o

Par I’équation (A) on peut trouver successivement F,(x), F,(x), etc., et

alors 1'équation (B) donne %, u,, etc. Enfin il su1t egalement de I'équation

(11) du n.° précedent et de 'équation (92) du n.° 1:

TR

L)

Que l'on remarque que la ¢ dérive de A, ({, x) prise par rapport & x se
forme, si 'on remplace en A, (t, «) les fonctions y,, ¥,,... Y respective-

d=2v, d=iv, d %y,
dsn? ’ dsn2 e dsm2

ment par y,9, ¥,9,... 4,9, et les dérivées respectis

d:n'! v'l d:n-i Ug d/n-i Vi
vement par ds i gl T et
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En posant donc
Dy () = Gy YO+ Gues Y 40Y
Pon dérive de la premiére remarque

94, (t x) A, @) oMA(L, @) (D)

+ q? o qm—l 3(17'”

At x)==q, A, (f, %)+, — o

Les intégrales du n.° précédent sont prises toutes le long d'une méme
ligne d’integration qui ne traverse aucun point singulier de I’équation dif-

férentielle (1) du n.° 2. Par la (t( ;’“")

de cette ligne, A(f) ne s’évanouissant et A(f, x) et Fy(f) ne devenant in-
finies que pour les points singuliers (v. mon mém. cité n.° 2). C’est porquoi
I'on peut assigner deux quantités positives M et N telles que le module de
A(t, x)
A(t)
de la ligne indiquée. Soit de plus s 'arc de cette ligne pris de x, jusqu'a
x, ds étant le module de da, nous avons, en employant itérativement I'é-
quation (4) du n.° précédent,

et F,(t) sont toujours finies le long

ne surpasse pas M et le module de F,(f) ne surpasse pas N le long

mod I, (x) <N-Ms

mod F, () < 222

mod Iy (x) < 1(1})4‘83) (h
mod Fp (x) < ;Vz(.._“gf’fo ]

Puisque, comme I'on sait, la série

N(Ms) N(Ms): N(Ms)
1 1.2 ° 1-.2.3

» etc. in inf. (2)
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est convergente, la série
F (xz), F,(x), F,(x), etc. in inf. (3)

est aussi convergente.

D’une maniére semblable Mr. Caqui a démontré la convergence de sa
série particulidre.

Mais il faut ajouter une remarque & cette démonstration. En eftet I'arc de
la ligne d’intégration peut &tre infini, quand méme «x est finie, I'intégration
s’approchant du point = par des tortillements en nombre infini. Alors la
démonstration précédente serait en défaut. Mais, a n’étant pas un point
singulier, on sait que la valeur d'une telle intégrale égale la valeur d’'une
autre prise de @, & & sur une ligne de longueur finie et qui constitue
avec la premiére un contour me contenant aucun point singulier dans son
intérieur.

De l'équation (B) du n.° précédent et des inégalités (1) de ce n.® il suit

N(Ms)?
et de 14 on tire que la série
y=uy-+ 1, + t,+ -+ in inf (3)

est aussi convergente.

Il nous reste encore a démontrer que la série (5) satisfait & I’équation
différentielle (1) du n.° 2. A cet effet il faut et il suffit que le module de
la fonction v,_, de I'équation (8) du n.® 2 décroisse indéfinément avec r.
C’est que 'on déduit immédiatement de 1'équation () du n.° précédent et
des inégalités (1) de ce n.° parce que l'on a
N(Ms)+t

modwv,_, << I23-(r+1)

quantité décroissante indéfinément avec » & cause de la convergence de
la série (2).

Supposons que l'on connait dans toute I'étendue du plan de x le systéme
fondamental d’integrales y,, y,,... ¥, de l'équation différentielle (4) du
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n.° 3, alors la série
y=u,+u,+u,+--- in inf.

represente pour toute valeur finie de x, excepté les points singuliers, une
intégrale de 'équation (1) du n.° 2, telle que pour x=x, les fonctions y,
Y, y',... y** prennent respectivement les valeurs #,, 7,, %5, ... #u_,. On
obtient les termes de la série par des intégrations réitérées, comme 1'indi-
quent les équations (4) et (B) du n.° 3.

En choisissant convénablement D, (y) et partant y,, v,,... ¥., on peut
obtenir que les termes de la série regoivent des formes prescrites, telles
qu une recherche particuliére les demande. En tout cas, il est clair qu’il y
a une infinité de représentations différentes du genre indiqué des intégrales
d'une équation différentielle linéaire.

Nous allons maintenant déduire, comme simple exemple des formules
exposées dans les n.” précédents, la série que Mr. CaQuE a trouvé dans son
mémoire cité antérieurment.

En effet en choisissant

D, (y)=y™
I'équation (1) du n.° (3) devient
Y = 0. (1)
L’intégrale u, de cette équation est:

L e, (@—z) | (@—a) .
B T I RS VO ML Py Ty

()
En prenant les intégrales
v.=1, y,=uw, y3:x2,..., Ym = ™!

pour systéme fondamental, on a

m{m —1)

A=(—1) * 4r2181... (m—--1)
en désignant le produit 1-2-3...k par k!
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En formant, d’aprés la remarque faite & la fin du n.° 3, les dérivées de
A, (t, ) par rapport & & et ¢, il resulte dans le cas présent immédiatement :

oA (t, @) 04, @) )
o et )

En outre il est clair que

amA t’ @ .
além ) = 0' (O)

De ’équation (4) on déduit que la fonction A, (x, t) est une fonction
entiere de x —¢ seul, et de I’équation (5) que cette fonction est du degré
m—1 au plus. Puisque A (x, t) et ses m —2 premieres dérivées prises
par rapport & x s’évanouissent pour x==¢, on a

Al (t: 93) == C("D—— t)m_l’

ol (0 est indépendante de x et £ 11 est clair que
™8\ (¢, 2)

" = A4,
aw«n 1
donc
At x) = 1)\ (. —t)" ™ (6)
Par I'équation (D) du n.° 3 on trouve
A(t w) _p (x t)m-1+ (x___t)m"

@) 1) =

—-'*—'—‘p‘ " “aos — .
+(m__f3)! (w—“ t) S +10m_1_!3(30 t)+}7m~1 == f(’L‘, t). ("7)

Par les équations (6) et (7) les équations (A) et (B) du n.° (3) deviennent
pour le cas présent:

Fy () = f *Fo_, (O) f(, t)ds (4)

A ,
Ug /FQ—x(t)lgm;g Z’n—ld (B"
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Il nous reste a faire voir que les termes de la série de Mr. Caqui coin-
cident avec les termes wp que nous venons de donner par la formule (B'),
si I'on modifie quelques notations. En remplacant m par p+1; p, p,, p,s---»
Pu_, respectivement par A(x), Ay(x), A, (2),..., A,(X); 7gs 745 Wgsees Amey
respectivement par a,, @,, a,,... a,; et en nommant S(x) la fonction u,
de I'équation (2) du n.° précédent, on voit que la fonction f(x, f) donnée
par I'équation (7) du n.° précédent coincide avec la fonction f(z, ) de
Mr. Caqui définie par I’équation (D), chap. II, n.° 6 de son mémoire; de
méme notre fonction F, () définie généralement par 'équation (10) du n.° 2
coincide pour le cas présent avec la fonction F(x) de Mr. Caqué donnée
par l'équation (C) de son mémoire. Les fonctions f,(x, {) qu’il a donné par
la formule (I) ibid. peuvent é&tre définies plus distinctement par 'équation:

&
fon @ )= [ “fulw, 0w, D (1)
z
Dans la formule (H) ibid., chap. III n.° 12, Mr. CaqQu& trouve
! ' 0 _
ot =P+, [TF@h@ 9z @)
%o
D’apres notre formule (B’) du n.° précédent nous avons:
dr+ly
—&m;—{ = F,_, (x) pour ¢>0 (3)

dp-Hu . . .
9. g’évanouissant; donc il faut montrer que

d vt
By @)= [ "F@)f(w, 2)d. *)

Pour ce but établissons la formule

fzdofmxb(zt, w)du :/wdu/z\b(u, co)dco—l—/‘zdo/ N@L(m, v)dv, (4"
Zo w z Lo I‘Eo &y

ol ¥(u, ¢) est une fonction des variables indépendantes u, o, telle que les
fonctions & intégrer ne deviennent pas infinies dans I'étendue de I'intégration.
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Les deux membres de cette équation étant des fonctions de « et z dont les
dérivées prises par rapport & z sont I'une et l'autre

fxw,b(u, z)du,

et dont les valeurs pour z==x, s’évanouissent simultanément, sont égales.
En posant dans cette équation z=uo, on obtient la formule particuliére:

/xdm ‘/\mwlz(u, m)duszdo m«L((o, v)dw. (B")

En posant en outre:
\L(Q‘: m):fQ—l(x’ u) f(u? Q)FT(C‘))
et partant
V(0 V)=f,-, (&, ©)f(0, V)F,(v),
il suit
f‘”F,.(w)do () W) [, w)du-_:f”fq_l(m, o)do [ fi@, v)F.(@v)dv

¢’est-a-dire, d’aprés la formule (1) de ce n.° et la formule (4") du n.° pré-
cédent,

f"‘F,(@)fq(m, oydo=[",_ (@, 0)F., (0)do. )

En posant dans cette équation au lien de r et q premiérement 0 et ¢, puis
1 et ¢g—1, puis 2 et g—2, puis 3 et ¢g—3, etc., jusqu’'a g—1 et 1, et
en ajoutant, on obtient

SR @@, o= [f,(@, o), Fy(e)do=Foy, @),
x, &
done ’équation (4) se trouve démontrée.

Greifswald, mai 1870.

~3
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