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Beweis der Existenz einer Losung der Differential-
gleichung %—: f (z, y) ohne Hinzunahme der Cauchy-
Lipschitz’schen Bedingung.

Von W. F. Osgood in Cambridge (Amerika),

Definiert man das bestimmte Integral nach Riemann, so em-
pfiehlt es sich bekanntlich zum Zweck des Nachweises eines Grenz-
wertes die beiden Summen einzufiihren:

M, (2 — @) - My (5 — @) + - +M, (@, —=z, ),
My (% ~— @)~ my (1 — ;) 4 - +m, (5, —,_,)

wobel @ =, <{#, <@, -+ z,=A4 die Theilungspunkte des
Intervalls ¢ << 2 << A sind und M., m, die obere respective untere

Grenze der als endlich vorausgesetzten Function f(z) im Unter-
intervall ;| <« <{x, bedeuten. Diese Summen nihern sich stets

beide einem Grenzwert (f respective K, wenn die Unterintervalle

gegen Null convergieren. Ist G = K, so existiert das bestimmte
4

Integral von f(x) und es ist f JS(@dr=G=K.2) Dies wird

a
stets der Fall sein, wenn f(x)eine stetige Function von z ist,
was hier angenoramen werden soll.

Lisst man an Stelle der festen GroBe 4 die Veriinderliche z,
wo a << A ist, treten und setzt man

y=b-+[f@)da,
80 ist y eine Losung der Differentialgleichung

1) Man vergleiche etwa Stolz, Grundziige der Differential- und Integral-
gec;mung, Bd. I, X. Abschnitt, wo auch eine ausfiihrliche Literaturangabe sich
ndet.
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dy

d =/ ()
und zwar die einzige Lisung, die im Punkte z ==« den Wert b
annimmt und im Intervall ¢ <# <C 4 verlduft, wie man mittelst

der Mittelwertsiitze zeigt.

Durch die soeben besprochene Definition des bestimmten
Integrals war von vornherein am allerwenigsten ein Existenz-
beweis_fiir diese Differentialgleichung in Aussicht genommen. Man
kann aber in Anlehnung an Cauchy der Grenzbetrachtung eine
solche Form geben, dass die wesentlichen Momente bei dieser
Fragestellung signalisiert werden. Man theile nimlich die z, y-
Ebene in 7 Streifen durch die Linien # =2, Der Maximal- resp.

Minimalwert von f'(x) im it Streifen wird M, resp. m, sein.
Bildet man die Function

S,@=8, @ _)+M@z—=z_,), xi—-léxémi
S, (x,) =10,

so wird die entsprechende Curve, y = S, (), stetig sein und aus
n Stiicken von geraden Linien bestehen. Und nun wird man be-

weisen, dass
8, 1@ <8, @)
S, () <<b-—m@x—a),
wobei m den kleinsten Wert von f(z), a<<w < 4, bedeutet .
daraus ergibt sich, dass S (x) fiir jeden dieser Werte von = bei

unbegrenzt wachsendem # gegen einen Grenzwert ‘o (%), conver-
giert. — In dhnlicher Weise verfihrt man mit den unteren Grenzen,
m,, indem man die Function

@n (x) = @n (xz - 1) + ”I'i (x - xi — 1)) @n (mO) =b

bildet und zeigt, dass auch & (r) gegen einen Grenzwert und
zwar gegen denselben Grenzwert ¢ (z) convergiert. — So viel
umfasst der Existenzbeweis des bestimmten Integrals einer stetigen
Function. Des Weiteren zeigt man dann durch die Mittelwert-
siitze, dass diese Grenzfunction ¢ (z) der Differentialgleichung

P @=s@
geniigt.

Ich habe mir die Aufgabe vorgelegt, die allgemeinere
Differentialgleichung

wobel f(#,y) eine in der Umgebung des Punktes v =a, y =25
stetige Function bedeutet, nach -einer #hnlichen Methode zu be-
handeln und es ist mir gelungen, auch fiir diese Differentialgleichung
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eine Losung y == (¥) nachzuweisen, die im Punkte x =0« den
Wert b anmimmt. Doch kann es hier bekanntlich nicht blof eine,
sondern unendlich viele solche Lisungen geben, deren alle dann
zwischen einer Maximal- und einer Minimalldsung, wie ich
mich ausdriicke, liegen. Sucht man endlich eine hinreichende Be-
dingung, damit diese beiden Lidsungen zusammenfallen, so wird
man zu einer allgemeineren als der Cauchy-Lipschitz’schen Be-
dingung gefiihrt. Dieselbe umfasst jene Bedingung als einen spe-
ciellen Fall.

Nachdem ich diese Arbeit vollendet hatte, (den Grund-
gedanken hatte ich bereits vor drei Jahren), bemerkte ich, dass
Herr Arzela Untersuchungen angestellt und versffentlicht hatte,
wodurch er zu Resultaten gelangt ist, die sich mit den meinigen
zum Theile decken. Das Wesentliche an der gegenwirtigen
Arbeit erblicke ich aber darin, dass der Analysis elne deutliche,
anschauliche Motivierung stets voranleuchtet, wihrend andererseits
fiir die analytischen Beweise nur die gelidufigen analytischen Hilfs-
mittel in Anspruch genommen werden. — Mit den Peano’schen
Methoden haben die hier benutzten fast nichts gemeinsam.

Herr Prof. Stolz hat in freundschaftlicher Weise das Manuscript
durchgesehen und mich auf einige Stellen aufmerksam gemacht,
wo eine ausfiibrliche Darlegung wiinschenswert erschien. Durch
die entsprechenden Erginzungen hat die Darstellung an Klarheit
gewonnen,

1. Theorem. Es moge f(z,y) eine reelle stetige
Function der beiden reellen unabhiingigen Variabeln
(x,y) sein, wobei der Bereich des Punktes (#,9)ausden
Punkten des Rechtecks |x—a|<<R, |y—0|<<S be-

stehen soll. Dann hat die Differentialgleichung
dy '
(4) %:f(-%,y)

mindestens eine Losung, y—ov(x), wofir b=1¢(a) ist.
Genauer gesagt: Ist M der Maximalwert von |/ (z,¥)]
in dem obigen Bereich und bedeutet p die kleinere

der beiden Grofien R,%, so gibt es stets mindestens

eine eindeutige Function ¢ (), die in jedem Punkte
des Intervalls |x —a|<Tp eine Ableitung ¢' () besitzt,
den Relationen e '

b—8 <o @) <48,
¢ (@) =7 (0 @)

geniigt und im Punkte 2=—=¢a den Wert b annimmt.
2. Zundchst ist klar, dass, wofern eine solche Losung exi-
stiert, dieselbe, als Curve gedeutet (Fig. 1), im schraffierten

Monatsh. f. Math. u. Phys. IX. Jahrg. 23
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Raume T: jo—a|<p, |y—b|< M|z —al, verliuft. Denn
so lange dieselbe iiberhaupt im Rechteck |z — a|<Cp, |y — b
< Mp verlsuft, gelten die Relationen e

@ —o@=@—a)¢ (¢-0 @—a)

=@—a)/(a+8@—a),q@t0@— a));
9@ —9@|<Mz—al

und die Curve miisste also schon aus dem Rechteck heraustreten,
um 7' zu verlassen. )

Allgemeiner sei ® (x) eine beliebige stetige Function von z
.deren Differenzenquotient zwischen Unbestimmtheitsgrenzen liegt,
welche absolut genommen nicht griofer als M sind. Mit anderen
Worten: die Function @ (x) soll so beschaffen sein, dass nach
Annahme eines beliebigen Wertes' ' im Intervall (¢ — ¢, @+ p)
und einer beliebigen positiven Grofle ¢ eine positive Grofle 8 sich
finden lisst, derart dass

O (z) — D (2

r—x

o <<le—2' | <3
<Mt z—a|<lp.

Nimmt man dann irgend zwei ungleiche Werte z, X im
Intervalle an, so besteht die Beziehung

P (2) — O (X)
s e
Ist insbesondere X =@ und @ (¢) =5, so ist
@ (@) —b|< M|z —a

und die Curve y = @ () verliuft im schraffierten Raume.
Zu beweisen ist, dass

O —o(X)|<M|z—X]

ist. = Man zerlege das Intervall z — X in 2" gleiche Theile,
T4y

& — Xe= (0 — )+ @ — 2) ... - (o _,— X)

und setze dementsprechend

®@)— XY= &, )@

‘) Diesem Beweis kann man nach dem Vorbilde von §4 eine andere Form
geben, die einigen Lesern beguemer sein diirfte.
23%
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Es bandelt sich nun darum zu zelgen, dass bei passender
Annahme von #

| (‘”i-{-1)~ ® ()| <<(M—A-¢) I‘xi—[—l—xi{

fur alle Werte von ¢ ist. Wire dem nicht so, so miisste es
bei beliebig wachsendem # stets Punkte «, geben, deren zugehoriges
8 kleiner als |z, , — Z,| genommen werden miisste. Diese Punkte

miissten mindestens eine Hiufungsstelle « besitzen, in . deren
Nihe & fiir eine gewisse aus der Menge z, gewihlte Folge von

—t . . — —_ . N o
Punkten, #, mit lim z,=«, die untere Grenze Null haben miisste.
i=oco

Das geht aber nicht an, denn das dem Punkte z entsprechende 3
ist positiv.
Man hat also

ld)(x)—(D(X)[§2|<D(x[+l)~d) (@) | <(M~+2) 3w, ,— |
(M+s)2[xi+l—xi|::(M—}—a)[:v«-—X],

denn die Differenzen «,,,—; sind ja alle gleichstimmig. Da
aber e hier beliebig klein angenommen werden darf, so muss

10 (@) — & (X)| < M|o—X]|

und der Satz ist bewiesen.

3. Jetzt fasse ich das Intervall ¢ <<z <Ta--p ins Auge,
theile dasselbe in 4" gleiche Theile und bilde der n*» Eintheilung
entsprechend eine Function s, (x), deren Grenzwert fiir »n = oo,
Yy, = or (%), eine Lisung der Differentialgleichung (4) abgeben
wird, und zwar die MaXLmallosung, wie ich sie nennen will,
da sie die Eigenschaft hat, dass jede andere Losung y = ¢ () an
die Relation

o@) <o (@), a<z<ladyp,
gebunden ist.

Ist (2,7) ein beliebiger Punkt von 7, so moge der Bereich

des Rechtecks |z — ¢ < —ly—n1<<2 l%) respective so viel

davon, wie dem Rechteck [ x—a|<p, |y—n|<<Mp angehort,

mit Té”)), der Maximalwert von f(x, y) auf T(é ’) mit M(§ >) be-

zeichnet werden. Dann soll s (z), wie folgt, erklirt werden.

s, (W) =74+ M, (@—1t), §<e<t ;s @=0b;

;ﬂ)
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wobel

&i:(t—l—i%, ﬂi—_:sn(E[); 7,:07 1’ 27 ...,4n.
ist. Die Function s_(x) wird also durch eine stetige Curve dar-

gestellt, die aus 4" Stiicken von geraden Linien besteht und aus
dem Bereiche 7, wie man leicht beweist, nicht heraustritt.

Und nun behaupte ich, dass

@ $ 41 () <5, @ a<Lo<atop
ist. Fir das erste Intervall der (u-}-1)*» Eintheilung:
a § x é -+ 47&?

ist die Behauptung sicher richtig. Bliebe sie es nicht mehr fir die
spiteren Intervalle, sosei das Imtervall ¢ <{z<{§ ,, das erste
dieser Eintheilung, welches eine Ausnahme bildet; sei

&8 by <5 B=54, )
[
AT
/%/ ;gi,"i/

(‘Eiﬂﬂ \

AN
NN

NN
&7

=
DN
2
%

-
X5
<7

/’ﬁ .
3
~

i

(‘Ek'f”;{’)

N

_

Ei Ek Ez'ﬂ

Fig. 2.



338 W. F. Osgood.

Dabei soll ¢, wofern es angeht, stets so angenommen Werdlen7 dass
&, =¢,.
Das heifit aber nichts anders, als dass bei einem gewissen

Werte x, (Fig. 2)
n+1(ek)<8 (Ek)’ n-}-1(x)‘—s (xP)7 n+1(°k+1)>s (Ek_]_l))

ist, wobel

g <’7IP< EIc—]—l

ist. Dass sich daraus ein Widerspruch ergiebt, zeige ich, wie
folgt: Der Punkt (¢, 7,) und sogar noch der ganze Bereich T( +1) liegt

(n) . - (n~-1) (n) .
in T(S it darum ist M@ D S M(g’ 0 Die Strecke der Curve

$,p1 (m), die dem Intervall E <z <&, angehort, geht also von
einem Punkte (ck 7,) aus, der mcht oberhalb der Curve S (z)
liegt, und schreitet nach einer Richtung fort, die mit der z- Axe
keinen grofleren Winkel bildet, als die entsprechende Strecke von
S, (). Diese Strecken kionnen sich daher nicht schneiden. —
Will man diesen Beweis arithmetisieren, so mogen folgende Re-
lationen dazu dienen.

N — (n)
5, (@) = 7),-+ M(g,n,.)(

e (n) e =,
8, (&) =, M(;; ) (8, —8&);

x—ei>7

also ist

5, @=s, ) MY (@—8), §<s<lhy,
S ()= nk_}— M(En—i—nl)) (— H )

und
. — Ty M(n) - M(n—[—l) _F
s, (@) Spt1 (@) =1s, (&) — M+ &) G, 7, )] (@ —&).

Die eckigen Klammern sind beide positiv oder Null, beide
Terme rechterseits sind also positiv oder Null und

sn (x) Z 8n+1 (x)7 E < < k41t

Damit ist der Satz bewiesen.

4. Es moge der Beweis des spiiter anzuwendenden Satzes an
dieser Stelle eingeschoben werden, dass keine Losung ¢(z)
der Differentialgleichung (4), die fir 2=a den Wert
b=9 (@) hat, ganz oder abtheilungsweise oberhalb
s, (¢) liegen kann In der That ist ¢ (a) = s, (a). Sei §<Ta<l§,,,
das erste Intervall, in dem ein Wert z, vorkime, ~wofiir



Beweis der Existenz einer Losung der Differentialgleichung etc. 339
% () % s, (z,) wire. Dann miisste wegen der Stetigkeit von
o (x) und s, (z), @ (E)=s,(E,) sein. Nun ist
P@=9 () 1¢' @).—F), LIz <la

Der Punkt @, kann so nahe an £ gewihlt werden, dass die
Curve

y=9@), % éwéxl
ganz im Bereich Tg.)m verlduft. Dann wird aber

¢ @)=/, p @) <UL,
and also "

9@) <o @)+ MY (5, —)
Andrerseits ist

5, (@) =35, + MU (@ —8)

¢ (@) —s, (@) <o) —s, (&) o

und der Satz ist bewiesen.

also ist

5. Kehren wir zu der Function s (z) zuriick!

Satz: Die Function s, () ndhert sich bei unbe-
schrinkt wachsendem # gleichmiflig einem Grenz-
wert ¢, () und diese Grenzfunction ist eine Lésung
und zwar die Maximallésung der Differentialglei-
chung (4). '

Es sei zundichst bemerkt, dass nach §. 2

(2) l S“ (fE) —-S," ("‘U1) I__S_M { €r— x1 |
ist fiir n=1,2,3,...5 e<z<a-tp; a<{x <a-{p Inshe

sondere ist, wenn x, = @ gesetzt wird,
(3) b——M(x—-a)ésn(x)Sb—{—M(x——a).
Der erste Theil des Satzes behauptet, dass nach Annahme

einer beliebigen positiven Grofie ¢ eine positive ganze Zahl m
sich derart bestimmen lasst, dass

| (4) |'s, @)y —s.{x) | e m,0 >m

ist, wie auch immer x im Intervall ¢ <« <@ -~ p nachtriglich an-
genommen werden mag. Dass s (#) fir jeden Wert von & im
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Intervall ¢ <2 <Ca--p tiberhaupt gegen einen Grenzwert o, ()
convergiert, ersieht man aus (1) und (3).
b— M(z—a) <SS () <s, (@)
Wegen (3) hat man auBerdem die Relation:
®) b—Mz—a) g () b+ Mwz—a

Man nehme p so an, dass
1ce p
()] ()] Bl sy . P
ei—f—l—ei <3M’ & ‘—“'{"’4#
“ist.  Dann wird wegen (2), indem man z, = 65‘" setzt:

®) 5@ =5 @) <ge § <ot

fir i=0,1,...4°—1. Fasst man den ¢t dieser 4* Werte
£ ins Auge, so kann man #; so bestimmen, dass

von £
(7) s, (87) — s, (&

ist. Und nun geniigt es, m als die grofite der 4 -} 1 Groflen
p, n, anzanehmen; denn aus (6), geschrieben erst fiir #, dann fiir

»', und aus (7) ergibt sich dann (4).7)

<%a, n, n'gni

6. Der Grenzwert o, (x) erweist sich somit als eine stetige
Function von z, gegen welche s () gleichmiiflig convergiert: Um
noch den Beweis zu liefern, dass ¢, () eine Losung der Differential-
gleichung (4) ist, fihre ich eine Funetion ¢, (x) ein, die mit der

Ableitung s’ (x) uberemstlmmt, wo letztere uberhaupt vorhanden
ist. In der That sei

P

1) Es moge nebenbei bemerkt werden, dass der soeben bewiesepe Satz ein
allgemeines Criterion fiir die gleichmiBige Couvergenz einer stetlgen Funection
enthiilt, welcher sich folgendermafien fassen lisst. Ist s, (x) eine stetige

Function von 2 im Intervall e<<x b, die fiir Jeden festen Wert
von z bei unendlich wachsendem 7 gegen einen Grenzwert con-
vergiert; und ist ferner

s, (@—s, )| < M|z—2'|,
wobei M eine positive Grsfe bedeutet, welche von #, #, 2’ nicht
abhingt;soconvergiert s, () gleichmdssigimIntervall e <<z <b.

Die letzte Bedingung darf durch die engere ersetat werden, dass die
Ableitung s/, (), als Function der unabhiingigen Veriinderlichen (x, %) betrachtet,

endlich blelbe
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dann ist

(8) s, (x) =b —f—; ¢, (@) dz

Und nun sage ich: Die Function ¢, (2) convergiert
gleichmi#fig gegen den Grenzwert f(z, ¢ (¥). Aus
(8) ergibt sich, wenn man % ins Unendliche wachsen lisst, dass.

o @=b4lm [y @da=b|[{Im 4 @)} dw=

=b+[f (@0 @) do
ist. Darum existiert ¢', () und es ist
YL@ =rf(m @ eLzla+tp

Der Beweis stiitzt sich auf die gleichmifiige Stetigkeit von
F(x,4). Sei ¢ eine beliebige positive Grofle und nehme man
p so an, dass in jedem Bereich T (:) die Oscillation von f (z,y)
(d. h der Maximalwert von | f(z, %) — f (@' y') |) Kkleiner ist

als €.
Aus (4) ergibt sich, indem man n' = oco setzt, dass

© o, (@) —s, (@ | <s n>m
: 1M,
ist. Jetzt setze man e=__ —,, und nehme m > p an. Dann

wird der Bereich T((gi),m), n > m, (wobel statt Eg") bloB ¢, geschrieben
ist, und n,=s, (£)) ganz in dem Bereich T() P G liegen; denn
wegen (9) ist | ¢, (§) — 1,{<Ce, also kleiner als der achte Theil der
Hiohe des Rechteckes . T ) 7, G wihrend die halbe Hohe von T(s ”
ebenfalls nicht groﬁer als jene Achtelhshe 1st Die stetige
Function f(x,y) nimmt ihren Maximalwert M mmdestens in

7)
einem Punkt (2', ') von T( ) also auch im Berelch T (E o0 @) B0

7)?
g)n)“‘f @, 9)-
Anderseits  verliuft die Curve y = () ganz in TEQ e

so lange £, <z <€, .
Denn wegen §. 2 ist

]S"»(x)—sn(Ei) |Y§M|x_EiI§M(ei+l_et)7
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wihrend &, , —§ < ;[; also ist

1
8, — 7| <
Daraus und aus (9) ergibt sich, dass

|9y (@) — ’Z,!< =

T (p)/ /
PI
Mp ‘
E=2 —%
4 I j
&;
k 1
el
‘Ei 51'1«1
Fig. 3.

- oder, da Loy (&) — [ <<s

W~
Jf)

| oy (@) — 9 (8) | <<
also jedenfalls < 4.

Daraus ergibt sich, dass

I ME;,), n) _—f(a’;’ %1 @) < ‘:"7 Eié & é Ei_!-v i= 07 L.. '74n‘“1

und also

I'Pn(x)—f(x7"?1(x)>| <E'7 a:<x§a—|—p7n£7n'
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ist. Hiermit ist der Beweis fertig.

Die Losung o, (x), deren Existenz nunmehr vollig nach-
gewiesen ist, ist die Maximallosung. Denn keine Losung verlduft
oberhalb s (#) und o, (z) ist die untere Grenze von s, ().

7. In ghnlicher Weise kann man die Existenz einer Minimal-
losung o, () nachweisen, d. h. einer Losung, die die Eigenschaft

hat, dass jede andere Losung ¢ () der Relation geniigt, dass
¢ @) > (@)

Dazu wird man an Stelle von M%) = den Minimalwert
mEZ) » Yon f(z,y) auf Tg’) ,» treten lassen. Endlich kann man die-
selbe Untersuchung fiir das Intervall @ — p <& <@ fithren. .

Fassen wir das Gesammtresultat in einen Satz zusammen.
Satz: Unter den Bedingungen des Satzes (4) existiert
im Intervall a —p <o <la-p stets eine Maximallssung
¢, @ und eine Minimallssung o, (). Jede andere
Losung ¢ (x) verlauft in dem durch ¢; () und o, (x)
begrenzten Streifen:

@) <ol <9 @

8. Daran reiht sich noch der weitere Satz: Fallen o, (2)
und ¢, (#) nicht stets zusammen und ist (z,¥%,) eln
beliebiger innerer Punkt des Streifens, so geht durch
(%, ¥;) mindestens eine Loésang der Differential-
gleichung (4), welche auch durch den Punkt (a,b)
geht. Denn sei (¢#-}-p)— =2, —=o. Es geht dann durch den
Punkt (x,, %) mindestens eine Lisung ® (z) von (4), welche sich
nach links bis zur Abscisse z,=—x, — o erstreckt. Schneidet
® () im Intervall x, <<@x<<a-p weder ¢, (x) noch o, (z) und
bezeichnet man @ (z,) mit ,, so sieht man, dass durch den Punkt
(%4, ¥,) mindestens eine Losung geht, die sich nach links his zur
Abscisse o3 = x, — 26 erstreckt. Wiederholt man diesen Schritt,
so gelangt man nach einer endlichen Anzahl solcher Fortsetzungen
zu einem Wert #' >>a von z, wofiir @ (z') mit mindestens einem

der Werte o, (¢'), 9, (#') zusammenfillt, wobei dann auch &' (x)
='; (@) resp. ¢, («') sein muss. Als weitere Fortsetzung von
® (r) darf man dann, wofern z' >>a ist, geradezu die Maximal-
resp. Minimallosung selbst nehmen. Damit ist der Beweis erbracht.

9. Bezeichnet man die Maximal- resp. Minimallssung mit ¥,
resp.. Yg, SO ist

fi_(y—:j;—_y?_) :f(x, ?/1) —f(x7 y2)
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Zieht man nun die Cauchy-Lipschitz'sche Bedingung heran,
so dringt sich eine besonders einfache Form des Beweises auf
dass y, mit y, identisch ist, welche zu einer leichten Verallge—
meinerung Jener Bedmgunb Anlass gibt.

Es sei niimlich o (&) irgend eine stetige Function von #, die
folgendermalien beschaffen ist:

w (0) =0; o (u) >0, u>0; w (—u) = o u);

® u)

lﬂf du —

dann lautet die Bedingung, wie folgt: Eine hinreichende
Bedingung, damit die leferentlalglelchuno (4d) nur

eine Losung habe,
annimmt, besteht darin, dass

| f @) —S (2, 9) | <oy-y),
la—z| <p, [b—yl<s [b—y|<s

fiir

ist.
Denn in dem Fall wird

f Ay, — )

| dr é o Yy —Y,)

sein. Wire g, nicht stets gleich y,, so sel z, ein Wert von x,
wofiir die Gleichheit nicht bestinde, und 2z’ ein zweiter Wert
von z, der zwischen @ und ‘%, liegt und so angenommen ist, dass
im Intervalle (' x;) v, —y, und somit auch oy, —y,) stets
grofler als O ist. Dann wird, indem man y, — y, == u setzt,

U

* du

| o (%)

wobei die Grenzen w,, ' den Werten # = x,,« entsprechen.
Denn zunichst ist

’élﬁo_x'“

%‘ ! < o ().

Sei nun eine Funetion U der unabhéingigen Variabeln » durch
die Gleichung

. 7od
U:/;—&, >0, »>0,

definjert. Setzt man v==u, s0 geht U in eine Function von z iiber
und es ist
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AU_dUdv 1 du
Ad?v_—;l; dr~ o) dz’
also ist
aU | 1 du
|~ @ <

| Uo—U"| g | g —2' | .

Daraus ergibt sich, da v eine eindeutige Function von U
ist, «dass?)

] Uodu
U—=U =1 [ o <lm—a1.

Riickt nun 2' gegen «, so muss schliefilich e gegen Null
convergieren und es stellt sich damit ein Widerspruch ein, woraus
erhellt, dass die Annahme, o (%) sel nicht stets -0, nicht stich-
hiltig ist.

Die Cauchy-Lipschitz’sche Bedingung setzt voraus, dass
o (u) =Fk {u|ist, wobei % eine willkiirliche positive Constante bedeutet.
Andere brauchbare Functionen sind z. B. folgende:

ow)=%|u|log T I,Llu[loglllloblo,\_,\ll, u. s w.

") Man konnte meinen, dass diese Formel sich einfacher ableiten liele,

[
ersetzte. Ein solches Verfahren wiirde jedoch ohne weitlsufige Untersuchungen

nicht erlaubt sein, denn g%: konnte, wihrend x das Intervall («',x,) durchliuft,
sein Vorzeichen unendlich oft wechseln.



