
Ueber das Problem der Nachbargebiete. 

Von 

L. H~FFTER in Giessen. 

Einleitung. 
Wenn wir eine Gruppe yon Gebieten auf einer Oberfi~che, deren 

jedes an alle andern grenz~ und zwar je l~ings einer Linie~ nicht nur 
in Punkten, .Nachbargebietd' und - - i n  dualistischer Uebertragung-- 
eine Gruppe yon Punkten auf einer Oberfl~iche, deren jeder mit allen 
andern durch einander nicht schneidende Linien auf der Oberfi~che 
verbunden ist, .Nachbarpunkte" nennen, so is~ das Problem, dem die 
folgenden Untersuehungen gewidmet sind, dieses: 

,, Welches ist der Minimalwerth des Gesehlechtes*) einer Oberfliiche~ 
die eine gegebene Anzahl yon Nachbargebieten (bezw. tfachbarFunkten ) 
zuliisst ?" und umgekehrt: 

,, Welches ist die Maximalzaht tier Nachbargebiete (bezw. Nachbar- 
lounkte) auf einer 2'liiche yon gegebenem Geschlecht ?" 

In der Litteratur war diese Frage his vor Kurzem noch kaum 
bertihrt worden. Bal tzer**)  hatte in dem MSbius'schen Nachlass 
eine Notiz yon M 5 b iu s' Freund Wei s k e gefunden, die den Satz 
enthieli: .Ftinf spatia eonfinia (Nachbargebiete) sind unmSglich in 
einer Fl~che", der riehtig ist, wenn man unter ,,Fl~che" nur eine 
solche yore Geschlecht Null versteh~. Ba l t ze r  identifizirt diesen Satz 
geradezu mit dem bekannten Vier-Farben-Problem~ ffir dessen Beweis 
derselbe in der That nothwendig, abet nicht ohne Weiteres als hin. 
reichend zu erkennen is~, und Herr Dingeldey***)  hat sich neuer- 
dings diesem Ausspruch angeschlossen. - -  Ausserdem hatte nur noch 

*) Ueber die Bedeutung, in welcher das Wor~ , , G ~ c ~ "  bier stets ge- 
brauch~ wird, vergl, die Bemerkung am Schluss der Einleitung. 

*~) Eine Er/nnerung an ]~Sbius und seinen Freund W e i s k e ,  Ber. d. ~ 
math.-phys. Classed. kgl. s~ch~. Ges. d. Wiss. 12. Januar 1885. 

***) F. D i n g e l d e y ,  Topologische Studien fiber die aus r i a ~ r m i g  ge- 
schlossenen B~ndern dutch gew~se Schnit~e erzeugbaren Gebilde. Leipzig, 1890~ 
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Herr Kempe*) in einem Aufsatz fiber das Vier-Farben-Problem bei- 
l~iufig bemerkt, auf einer Fli~che wie der Oberfl~iche eines Ringes 
wiirden 6 Farben nothwendig sein, da er auf einer solchen 6 Nachbar- 
gebiete construiren konnte, w~ihrend es fibrigens, wie wit sehen werden, 
deren 7 giebt. u ibm rfihr~ auch (a. a, O. p. 200) der Gedanke 
her, solchen Problemen eine dualistische Fassung zu geben, wie sie 
oben schon benutzt wurde. 

Endlich hat ganz kiirzlich Herr H eawood**) das Farbenproblem 
fiir Fl~ichen yon beliebigem Geschlecht behandel& Er hat einmal 
gezeigt, dass der erwiihnte Kempe'sche Beweis eine Lficke hat, und 
sodann bewiesen, class ffir alle Fl~chen, deren Geschlecht grSsser als 
Null, die Maximalzahl yon Nachbargebieten, die auf einer solchen 
Fl~iche nicht iiberstiegen werden ]cann, mit der aus andern Grfinden 
sigher hinreichenden Zahl erforderlicher Farben zusammenf'~llt. Damit 
w~ire also sowohl das Problem, mit dem wir uns jetzt befassen wollen, 
als auch das Farbenproblem ffir Fliichen aller Geschlechter, die gr5sser 
als Null, endgfiltig erledigt, wenn night - -  abgesehen yon dem Fall 
dass das Geschlecht gleich E i n s -  bei Herrn H eawood der Nachweis 
fehlte, dass auf einer Fl~iGhe beliebigen Geschlechtes jene Maximalzahl 
yon Nachbargebieten auch thatsi~chlich auftrit& Denn ohne diesen 
Nachweis steht ja nicht lest, dass jene beiden Zahlen wirkliGh zusam- 
menfallen; es kSnnte ja sein, dass es thatsiichlich weniger Nachbar- 
gebiete auf einer Fl~iche giebt als die Maximalzahl der hSchstens mSg- 
lichen betriigt. Diese Liicke ist aber eine wesentliche; denn der 
fehlende Nachweis liegt keineswegs auf der Hand. 

In Anbetracht dieser Umst~nde und da ausserdem die aufgeworfene 
Frage wohl auch abgesehen yore Farbenproblem ein selbsi~ndiges 
Interesse hat und vielleicht zu anderweitigen Anwendungen geeigmet 
werden kSnnte, dtirfte es gestattet sein, eine eingehende Untersuchung. 
fiber dieses Problem zu verSffentlichen~ auch wenn damit noch keine 
erschSpfende LSsung erzielt wird. 

Der Inhalt der folgenden Paragraphen ist kurz tier folgende. Um 
die Untersuchung auf geschlossene Fl~ichen beschr~inken zu kSnnen, 
wird zun:,ichst ({} 1) eine Beziehung zwischen dem Geschlecht, der 
Randcurvenzahl und dem Zusammenhang einer Fl~che hergeleitet, die 
zwar schon impIicite in einer yon Herrn Dyck gegebenen Formel 
en~halten ist, auch auf andere Art leicht herzuleit, en w~ire, jedoch bei 
ihrer Ableitung bier zur Einfiihrung gewisser Curven auf einer Fl~che 
Anlass giebt, deren Eigenschaften noch nicht bemer~ zu sein scheinen. 

*) American Journal of Mathematics~ Bd. II, (1882) p. 193. 
**) Map-Colour Theorem, Quarterly Journal of pure and applied ~[athematics. 
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Nach Begriindung der schon beim Ausspruch des Problems angedeuteten 
Dualitiit wird (w 2) bewiesen, dass das Geschlecht einer Fl~che, die 

n Nachbargebiete enthal~en soll, nicht kleiner als (n-- 3) (~ -- 4) sein 
12 

kann, und es werden Folgerungen aus der Annahme gezogen, dass 
auf einer Fl~che yon solchem Geschlecht (bezw. der nil cl~stgrSsseren 
ganzen Zahl) wirklich ~ Nachbargebiete existiren; insbesondere wird 
auf reguIi~re Eintheilungen yon Oberfl~ichen hingewiesen, welche die 
Verallgemeinerung des Tetraeders im Sinne der Analysis Situs bilden.--- 
Ira w 3 wird die weitere Behandlung ins Arithmetische iiber~ragen und 
so der Beweis jener Umkehrung ffir die Geschlechtswerthe 1, 2 , . . . ,  6, 
bezw. fiir die Werthe yon n bis einschliesslich n ~ 12 g e g e b e n . -  
Nachdem im vorhergehenden ParaKraphen das Problem dahin trans- 
formir~ ist, dass es sich um die Herstellung einer Zah]enanordnung 
handel,, werden nun (w 4) diejenigen F~tle, d. h. diejenigen Werthe 
yon n ausgesondert, bei denen allein jene Zahlenanordnung einen 
gewissen sehr einfachen Charakter annehmen kann, und es wird gezeigt, 
dass fiir eben diese Zahlen n ein arithmetisches Theorem besteht, 
dessen Bestehen umgekehrt die Herstellbarkei~ jener Anordnung zur 
Folge hat. - - I m  letzten Paragraphen endlich wird diese Zahlenanord- 
nung fiir alle Werthe yon n,  die der vorher bezeichneten Kategorie 
angehSren und ausserdem noch einer yon zwei bestimmten Bedingungen 
geniigen, wirklich hergestellt, sodass also die genannte Erg~nzung 
des in w 2 bewiesenen Satzes, wenn auch nicht allgemein, so doch 
ftir zwei ganze Kategorien yon Zahlen n dargethan ist. 

Um den Geltungsbezirk dieser Untersuchungen genau zu bezeichnen, 
wollen wir uns auf l~7~chen mit nicht umkehrbarer Indicatrix*) be- 
schriinken. Es ist dies in der Thai dana l~eine Besehr~nkung, wenn 
man die Fl~ichen der entgegengesetzten Art derart als ,,Doppelfliichen" 
auffasst, als best~inde allenthalben die Fl'~che aus zwei getrennten fiber 
einander liegenden Bliittern und ebenso die eventuell vorhandenen 
Randcurven allenthalben aus zwei parallel laufenden Riindern, well 
man auf diese Art eben an Stelle jeder Fliiche mi~ umkehrbarer 
Indicatrix eine bestimmte andere Fl~che mit nicht umkehrbarer Indicatrix 
substituirt. Das Problem gestaltet sich dagegen wesentlich anders auf 
Fl~ichen mit umkehrbarer Indica~rix selbs~, wenn man diese als aus 
nut einem BlaSt an jeder Stelle bestehend ansieht.**) Ich mSchte auf 
die hierbei in Betrachi kommenden Unterschiede bei n~chster Gelegen- 

*) Vergl. W. Dyck ,  B e i ~ g e  zur Analysis Situs. MatJa, Ann. Bd. 32, (I888) 
p. 473 u, d. Anm. p. 462. 

**) Das sog, Miibius'sche Blat~ z. B. wird bei der erstere~ huffa~sung eine 
2.r~ndrige, 2-fach zusammeuh~ngende F1Mhe yore Geschlech~ 9 und t~st  daher 
nach w 2 nich$ mehr als 4, Nachbargebiete zu. Bei tier zweite'a Auffassung dagegen 
(wo man sich doch vors~llea muss, dass jede eingezeichne~e Linie ebemo gu~: 

3-2* 
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heir welter eingehen, f~ir jetzt also lediglich Fl~chen mit nicht um- 
kehrbarer Indicatrix betrachten. 

Endlich mag zum Schluss dieser einleitenden Bemerkungen aus- 
drficklich hervorgehoben werden, welche Definition des Geschlechtes 
und des Z~tsa~nmenha~ges einer Fl~iche bier zu_ Grunde gelegt wird. 
Wi t  wollen sowohl bei geschlossenen, als auch bei berandeten Fl~chen 
yore ,,Gesch~echt" (p) sprechen und darunter die grSsste Anzahl tier 
die Fl~iche nicht zerstiickenden und einander nicht schneidenden Rfick- 
kehrschnitte verstehen. Es sei n~mlich gestattet, die so rein geome- 
trisch definirte Zahl, in Anlehnung an die fiir geschlossene Fl~chen 
analytisch eingef~ihrte Bezeichnung, ,,Geschlecht" der Fl~che zu nennen.-- 
Der ,,Zusammenhang" (z) wird bei einer berandeten Fl~che dutch die 
um 1 vermehrte Maximalzahl der die Fl~iche nicht zerstiickenden Quer- 
schnitte gegeben, bei einer geschlossenen Fl~iche durch die um 1 ver- 
minderte Zusammenhangszahl der aus der vorgelegten durch Ausstechen 
eines Punktes entstehenden berandeten Fl~che. Der Zusammenhang 
einer geschlossenen Fl~iche ist nach dieser yon Herrn S c h l ~ f l i  ein- 
gefiihrten Art der Z~hlung*) stets eine gerade Zahl. 

Die beiden Zahlen, ~ und p, yon denen im folgenden die letztere 
die l=Iauptrolle spielen wird, sind nach den Untersuchungen des 
t terrn Dyck**) als Bestimmungsst~icke nothwendig u~td hinreichend, 
um eine Fl~che mit nicht umkehrbarer Indicatrix im Sinne der Analysis 
Situs vollst~ndig zu beschreiben. 

w  

Ueber ein gewisses Curvensystem auf einer Fl~che. 

1. Denkt man sich auf einer beliebigen Fl~che durch einen be- 
liebigen Punkt alle geschlossenen Curven gelegt, welche~ ohne sonst 
irgendwo mit einander zusammenzutreffen, sich in diesem Punkt 

auf der einen Seite der Fl~che wie auf der audern exis~rt) kann man schon ffinf 
Nachbargebiete herstellen, was die folgende Skizze veran~ehauHcht, bei der Seite 
ab an Seite a'b" so zu heft~n ist, dass a mit a" und bmit b' zusammenffallt: 

Fig. 1. 

*) Vergl. (~. Neumann, Vorlesungen Ober Riemaun's Theorie der Abel'. 
schen In~egrale. 2 te Aufl. Leipzig, 1884. 13. 185, 186. 

**) a~ a. O. p. 488. 2a) und 3) in Verbindung mit Formel (2) p. 478 und 
(4) p. 484, 
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s~mmtlich durchschneiden, und i s t s  die Anzahl derselben, so liisst 
sich zun~ichst leicht erkennen, dass s e i n e  ungerade Zahl ist. Giebt 
es n{imlich 2~ solcher Curven, so liisst sich stets noch eine (2~-t-1) te 
hinzufligen, da man noch aus dem einen Winkelraum des Schnittes 
der i tea und 2 ten Curve etwa, wenn diese beiden einen ungetheil~en 
Winkel mit einander bilden, in den Scheitelwinkelraum gelangen kan-,  
otme die Fl~che zu verlassen oder eine der vorhandenen Curven zu 
schneiden. Nennen wir, um dies darzuthun, die Winkelr~ume, welche 
man beim Umkreisen des Schnittpunktes der 2~ Curven der Reihe 
nach passirt, 

1, 2, 3, . . . ,  4~,  
so gelangt man aus 1, der einen yon beiden Curven folgend, wetche 
diesen Winkelraum einschliessen, in 1 + 2/~ ~ 1, yon dor~ ebenso in 
1 + 2 ( 2 ~ -  1), yon dor~ in 1 + 3(2~ - -  1) u. s. w. Der Scheitel- 
winkelraum yon 1 ist aber 2~ n t- 1 und wird daher erreicht, wenn 
die Congruenz 

g(2~ - -  1) ~ 2# rood. 4/~ 
durch einen ganzzahligen Werth yon g erfiillt werden kann. Dies ist 
aber wirklich der Fall und zwar zuerst fiir ~ ~ 2 ~ . -  H~itte man 
stat~ 2~ die ungerade Zahl 2 ~ - ] - 1  gehabt, so wiirde man kein ganz- 
zahliges ~ finden, welches der entsprechenden Bedingung geniigk - -  
Auf die gleiche Weise erkennt man, dass man bei 2~ Curven dutch 
dasselbe Verfahren aus einem beliebigen Winkelraum in jeden beliebigen 
andern gelangt, bei 29-~- 1 dagegen yon 1 z. B. nut nach 

. 3 ~  5, . �9 .~ 4 , ~  - { -  1~ 

dass also die Fl~iche dutch eine 9erade Anzahl solcher geschlossener 
Curven jedenfalls noch nicht zerf'~llt. 

2. Nachdem hiermit gezeig~ ist, dass die Anzahl s unserer Curven 
eine ungerade ist, wollen wir nun ihre Beziehung zu der Anzahl z 
des Zusammenhanges und zu der Anzahl r der Raudcurven der F l~he  
ermitteln. Denkt man s -  1 der Curven als Schnitte ausgefiihrt, so 
ist dadurch, weil s -  1 eine gerade Zahl, die Anzahl der Randcurven 
nut urn 1 vermehrt, also r -]- 1. Der Zusammenhang wurde durch die 
erste der s - - 1  Curven, die einen Riickkehrschnit~ bildet~ nicht ge~nder~, 
durch jede der s ~ 2 folgenden abet, da diese nun Querschnitte sind, 
um 1 erniedrigt; also is~ flit die so zersctmittene Fl~iche der Zusam- 
menhang 

2. 

Zieht man nun yon dem Schnittpunkt ders  -- 1 Curven noch einander 
und sich selbst nicht schneidende Linien nach den r ursprfinglichen 
Randcurven, so hat man jetzt eine Fl~iche mit eincr Raudcurve und 
dem Zusammenhang 

z - - s - - r - { - 2 .  
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Diese Zahl ist aber -~-1. Denn kSnnte man einen Querschnitt ziehen, 
der die Fl~iche noch nicht zerstfickt, so kSnnte man dessen Endpunkte 
auf dem Rand beliebig verschieben~ also auch derar~, dass dieser 
Schnitt  eine s t~ geschlossene Curve darstellte, welche alle s - -  1 andern 
in ihrem Schnit tpunkt schneider, und die Fl~iche noch nicht zeffallen 
liesse. Dann kSnnte man also auch noch eine (s + 1) t~ Curvd der- 
selben Art ziehen, w~ihrend die Zahl solcher Curven nach Voraus- 
sefzung nur s isis. Also ist 

oder 
z - - s - - r + 2 - = l  

s ~ - z - - r - { - 1 ,  

d. h. ,,die Anzahl der gescMossenen Curven~ die man auf  einer ~'liiche 
durch einen beliebigen t~unkt legen kann, sodass sich in diesem alle 
under einander schneiden, ohne sonst einen 2unkt  mit einander gemein 
zu haben, ist um 3~ins gr6sser als die JOifferenz zwischen Zusammen- 
hang und t~andcurvenzahl*) der l~liiche. .Erst die letzte tier Curven 
bewirkt ein Zerfallen der 2"liiche." **) 

Nur eine Modification dieses Ausspruches ist der folgende: 

,,Auf einer Fliiche vom Zusammenhang z und der t~andcurvenzahl 
r kann man 2 beliebige ~unkte durch z - - r  + 1 Curven so verbinden, 
dass dadurch die Fliiche nicht zerfiillt." Denn die 2(z - -  r) Enden yon 
z -  r jener geschlossenen Curve mtinden in ihren Schnittpunk~ (.4) 
in der Weise ein, dass man,  um diesen in kleinem Kreise herum- 
gehend, yon Curve 1 aus etwa zuniichst die Enden aller z -  r ver- 
schiedenen Curven trifft, dann erst die andern Enden in "derselben 
Reihenfolge. Hiilt man nun die ersteren in ihrem Schnittpunkt A 
lest,  verschiebt abet den vereini~en Endpunkt  der z -  r a n d e r n  
Enden auf der Ftiiche aus A heraus nach einem Punkt  JB und ftigt 
als (z : - r  + 1) te VerbindungsIinie zwischen A und /~ diesen Weg 
hinzu, so hat  man die genannten z - - r  + 1 Verbindungslinien zwischen 
A und B~ und die F l ~ h e  ist natiirlich bei dieser Verschiebung nicht 
zerfallen. 

3. Wir  kSnnen die Zahl s auch zu dem Geschlecht der Fl~iche lo 
in Beziehung setzen. Ftihrt man eine der s Curven als Schnitt aus, 

*) Die ja, wie schon Riemann  (Ges. Werke, Leipzig, 1878, p. 12) gezeigt 
ha/;, stets eine gerade Zahl is~. 

**) I~ach diesem Satz beruht die bei Miibius. Ges. Werke, Bd. II, p. 541, 
angegebene yon Gauss bemerkte Eigenschaf~ einer gewissen Fti~che einfach 
darauf, dass bei derselben z ~-3, r ~-1 ist. Man kann daher ausser den zwei 
Punktepaaren io/~, QS auch noch ein drittes, UV, auf dem Rand annehmen, 
sodass U und V durch 2 der 4 Punk~e/~Q/~8 getrennt werden, und U and V 
mit einander verbinden, ohne die ~chon gezogenen IAnien zu ~chneiden. 
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so wiiehst die Zahl der Randcurven um 2, w~ihrend der Zusammen- 
hang derselbe bleibt, l~Tennt man also ftir die so zerschnittene neue 
Fl~iehe die Zahl unserer Curven sL, so ist nach der obigen Formel 

s I ~ S ~ .  
Fohrt man von den s 1 Curven wieder eine als Schnit~ aus, so ist for  

die jetzt entstehende neue Fl-~ehe ebenso 

s:  - - s j  - -  2 ~ - - s - - 4  

u. s . w .  Endlich ge lan~ man zu einer Fl~iehe, fiir die die Anzahl 
unserer Curven nur noch i i s t ,  und dies wird offenbar eintreten, nach- 

dem man im Ganzen s -  ~ solche Rtickkehrschnitte ausgefiihrt ha~. 
2 

Diese Fliiche zerfBllt also bei jedem Riickkehrschnitt, und man konnte 

auf der urspriinglichen Fl~iche demnach gerade s -  1 Efiekkehrschnitte 2 
ausftihren~ ohne dass sie zerfiel, aber nicht mehr; s ist 

= p ,  

d~ ho 
s = 2~ -{-- 1, 

,,die Zahl der geschlossenen Curve~ der genannte~ Art ist g~eich der 
um Eins vermehrten dop~dten GeschlechtszahL" 

Dureh Verbindung dieses Resultates mit dem im vorigen ~rfikel 
abgeleiteten ergiebt sieh die Beziehung 

z - -  r = 2p,  

,,Zusammenhang weniger E~andcurvenzahl einer Fl~che ist gleich dem 
do2pelten GeschlechU, welche berei~s in einer Formel des Herrn D y c k * )  
enthalten ist, auch sonst aus der Definition yon z, r ,p  leicht abzuleiten 
w~ire, und yon der wir im Folgenden Gebrauch zu machen haben. 

Auf Grund dieser Eelationen zwischen den vier Zahlen s, z, r, p 
kann man nun den in der Einleitung sehon erwBhnten Ausspruch des 
Herrn Dye k auch so formufiren: Z~r volls~ndi!le~ JBeschreibung einer 
_Fliiche mit nicht umkehrbarer Indieatrix im Sinne der Analysis Sirius 
sind nothwendig und hinreichend zwei Zahlen, yon denen die eine der 
Gruppe z, p, s, die andere der Gru2pe z, r (nattirlich unter Aussehluss 
der Wahl ~ z) enlnomme~ ist. 

4. Der lYaehweis, dass s -  1 ~--2 2 ist, und der Umstand, dass 
man beim Durchlaufen des Eandes einer dureh die 2p geschlossenen 
Curven zu einer einfaeh zusammenhiingenden aufgeschnittenen ge- 
schlossenen Fl~che die 4to Ufer jener Sehnitte in der Reihenfolge 
passir~, dass man zun:,iehs~ je ein Ufer aller 2 2 Curven durchlBuf~ uad 
dann in dersetben Reihenfolge die en~prechenden anderen Ufer - -  eia 

*) a. a. O. p. 478 Formel (2) uater Be~fickaich~igung yon F o m e l  (4) 1 ~. 484:. 
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Umstand, yon dem man sich dutch eine der in 1. angestellten ganz 
analoge Betrachtung ~iberzeugt, - -  lassen uns erkennen, dass die 2p 
Curven bereits anderw~rts implicite erscheinen. Es sind dies hiernach 
dieselben Curven~ die entstehen, wenn man das Po incarg ' sche  
polygone g6n6rateur der groupes fuchsiens mit einer geraden Anzahl 
yon Seiten der 1 tea Sorte, yon denen immer 2 Gegenseiten einander 
conjugirt sind*), l~ngs je zweier conjugirten Seiten wirklich zusam- 
menheftet, ~ und dieselben Curven, die entstehen, "wenn man die 
Polygone, die in den Untersuchungen des Herrn Dyck  fiber regular 
verzweigte Riemann'sche Fl~chen **) gewisse Wurzelirrationalit~ten 
darstelIen, l~ngs je zweier Symmetrielinien der regul~ren Verzweigung 
zusammenhefteL Es ist also hiermit gezeigt, dass gerade die bier ein- 
geffihrten Curven es sind, wodurch jene ~ibersichtlichste Zerschneidung 
einer gescMossenen Fl~che vom GeschIech'~ ~v zu einem regul~iren 
Polygon mit 4p oder 4p + 2 Seiten erzielt wird, bei dem sich immer 
die Gegenseiten entsprechen. 

D~ jede der 2p + 1 Curven flit sich einen die Fl~iche nicht zer- 
stfickenden Rtickkehrschnitt bildet und die Gesammtheit yon 2~ der- 
selben die geschlossene Fliiche zu einer einfach zusammenhiingenden 
aufschneidet, so liefern dieselben als Integrationswege eines Abel'schea 
Integrals I. Gattung auf der zugehSrigen Riemann'schen Fl~iche yore 
Geschlecht p ein System yon 2p linear unabhiingigen Periodicit~ts- 
moduln. Man kann yon diesem Ausgangspunk~ z. B. auf sehr einfache 
Weise die Resultate gewinnen, die C lebsch  in der Abhandlung ,,Zur 
Theorie der Riemann'schen Fliiche" ***) w 6 auf andere Art hergeleitet hat. 

w  

Minimalwerth von ~ bei n Nachbargebieton. 

5. Wit haben in der Einleitung das zu behandelnde Problem so 
gefasst, dass nur nach dem Geschlecht der Fl-~che gefragt wird, auf 
welcher n Nachbargebiete mSglich sind. In der That hiingt die LSsung 
des Problems auch nur yon der Geschlechtszahl der Fl~che ab. Dena 
wean auf einer geschlossenen Fl~che ~om Geschlech~ p n Nachbar- 
gebiete m5glich sind, so ist dasselbe offenbar der Fall auf jeder aus 
derselben dutch Ausschneidung einer beliebigen Anzahl einfach zusam- 
menhangender Fliichenstticke entstehenden Fliiche m5glich und um- 
gekehrt. Man kann abet jede beliebige Fl~iche mi~ dem Geschlech~lo, 

*) TMorie des groupes fuchsiens. Ac~a Math. Bd. 1, (1882) w 8. 
**) Ueber regular ~erzweigte Riemann'sche Fl~chen und die durch sie deft- 

nir~en Irrat ional i~en.  In.-Diss. Mfinchen, 1879. S. insbesondere Tafel VIII, 
Fig. 2. Fl~che I. - -  Ygl. auch Math. Ann. Bd. 17 (1880) p. 473 ft. 

***) Math. Aun. Bd. 6 (1873). 
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der Randcurvenzahl r und dem Zusammeahang z aus einer geschlossenea 
Fl~iche yon demselben Geschlechl durch Ausschneidung yon r einfach 
zusammenhiingenden Stiicken entstanden denken. In der Thai, nach 
vorigem Paragraph ist 

z ~ - - 2 p + r .  

Jede der r Randcurven kann man zur Begrenzung eines einfach zu- 
sammenhiingenden Fliichensttickes, folglich die FIKche dutch Einftigung 
yon r solchen zu einer geschlossenen machen. Dadurch ist der Zusam- 
menhang um r verkleinert worden; also is~ der Zusammenhang der 
neuen geschlossenen Fl~iche 

z" - -  2p. 

Da aber bei einer geschlossenen Fl~iche der Zusammenhang gleich der 
doppelten Geschlechtszahl ist, so ist das Geschlecht der resultirenden 
geschlossenen Fl~iche p geblieben, und man kann umgekehrt die vor- 
gelegte aus dieser Fl~iche dutch Ausschneidung entstanden denken. 

Das Problem hiingt also wirklich nur yon dem Geschlecht der Fliiche 
ab~ und wir sehen gleichzeitig, dass ohne Beschriinkung der Allgemein- 
hell die Fl~ehe als eine geschlossene vorausgesetzt werden daft. Auch 
ist ohne Weiteres k l a r , -  was fiir Spiiteres bier schon bemerkt werden 
mag~ - -  dass, wenn auf einer Fliiche iiberhaupt n Nachbargebiete mSg- 
lich sind, dann auch eine Eintheilung der ganzen Fl~iche in solche n 
Gebiete mSglich ist. 

6. Ferner wurde schon beim A usspruch des Problems eine 
Dualit~t zwischen Gebieten und Punkten, Grenzliniea und Verbindungs- 
linien als feststehend angenommen, die noch der Begrtinduag bedars 
Gieb~ es abet zuniichs~ auf einer Fl~iche n Naehbargebie~e, so gieb~ 
es auf derselben auch n Nachbarpunkte, wie leicht zu zeigen is~. 
Denken wir uns zu dem Ende das Netz der Begrenzungslinien etwa 
in blauer Farbe gezeichnet. Nimml man dana in jedem Gebiel einen 
beliebigen Punkt an und fiihrt yon diesem aus (etwa in rother Farbe) 
Linien, die sieh selbst und einander nich~ schneiden, nach n -  1 
solchen blauen Begrenzungslinien, liings deren das Gebie~ an n -  1 
verschiedene andere grenzt (denn es is~ ja nieh~ ausgeschlossen, dass 
ein Gebie~ l~ngs mehrerer Linien an dasselbe andere grenzt) und zwar 
so, dass der Pankt im Gebiet a rail demselben Punkt derselben Grenz- 
linie (ab) verbunden wird, wie tier Puakl im Gebiet b, so verbinde- 

die entstehenden n(n--1) rothen Linien die einander nieht schneiden~ 
2 

jeden der n Punkte mit den n -  1 andern. 
Giebt es umgekehr~ auf einer Fl~che n Naehbarpunkte, so gieb~ 

es auch n Naehbargebiete. Umgiebt man niianlieh zuniiehst jeden der 
n Pnnkte mi~ einer auf der Flgche liegenden geschlosseaen Contour, 
die keinen andern der n Punk~e enth~ilt, so kann man jedes dieser 
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n Fl~ehenstiieke sich in n -  1 Streifen ausdehnen lassen l~ings der 

n ( n -  1) rothen Verbindungslinien und diese Ausl~ufer so welt ftihren, 
2 

his ~ je 2 derselben an einander stossen. Dann hat man n einfach 
zusammenh~ingende Nachbargebiete auf der Fl~iehe. 

Hiermit ist das Bestehen der genannten Dualit~it erwiesen, und es 
folgt gleiehzeitig aus der vorstehenden Betraehtung, dass, wenn iiber- 
haupt n Nachbargebiete existiren~ dann auch n einfach zusammen- 
hiingende Gebiete mi~ dieser Eigensehaft hergestellt werden kSnnen. 

7. Wir sind daher berechtigr bei der Untersuchung unseres 
Problems bald die eine, bald die andere Auffassung, je nachdem sich 
dadurch der Ausdruek einfacher gestaltet, vorzuziehen. Wit  fragen 
zuniiehst naeh dem Minimalwerth des Geschlechtes einer Oberfi~iche, 
welche wirklieh n Naehbarpunkte zuliisst, und nennen diese Zahl2 , ;  
d. h. es wird vorausgesetzt~ auf einer Flgche yore Geschleeht p,  giibe 
es wirklich n Nachbarpunkte, dagegen nieht auf einer solehen yon 
niedrigerem Geschlecht. Dann ist es sehr leieht, fiir p ,  eine untere 
Grenze zu ermitte]n. 

Durch die n Nachbarpunkte und ihre n(n--1) Verbindangslinien 
2 

entsteht auf der geschlossenen Fl~iche ein System yon n Punkten oder 

Eeken~ n ( n - x )  Linien oder Kanten und einer Anzahl (~ )  Fl~iehen- 
2 

sLticke oder Seitenfiiichen. Die letzteren sind siimmtlich einfaeh zu- 
sammenhiingend; denn kiime dabei ein mehrfach zusammenhgngendes 
Sttick vor~ so kSnnte man in demselben einen nicht in einen Punki 
zusammenziehbaren l~iickkehrsehnitt legen, der die ganze Fliiche nieht 
zerstiickt. Man hiitte also das Geschleeh~ der Fliiche um 1 erniedrigt, 
und doch g's es aaf derselben noch n Nachbarpunkte gegen die 
Vorausse t zung . -  Ftir die Anzahl ~' dieser einfach zusammenh~ingen- 
den Fliichenstticke finder sieh nun die obere Grenze 

. F <  n(~--  1) 

denn um jeden der n Punkte herum liegen n -  1 Fl~ichenstiicke~ die 
s~immtlich mindestens Dreiecke sind~ da~ wenn Zweieeke vorkiimen, 
2 der n Punkte doppelt mit einander verbunden wiiren. Wendet man 
nun auf das System yon Ecken~ Kanten, Seiten auf der Fliiche yore 
Geschlecht/~ den erweiterten Euler'schen Polyedersa~z an, so folgt 

2.p,, ~ 2 --- n (n - -  1) ~ ' ,  

~ (,'/r 1) 2p,, -- 2 > 
-- 2 

( ~  - -  s )  ( ~  - -  ,~) 

8 
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und da p ,  jedenfalls eine ganze Zahl sein muss, kbnnen wir schreiben 

(A) > - - ,  

wo 2a~ die kleinste positive ganze Zahl ist, die bewirkt~ dass der 
Ziihler dutch 12 theilbar wird. Man sieht niimlich leicht, dass diese 
Zahl nut eine gerade sein, und ferner, dass a~ nur einen der Werthe 
0 r 2, 3~ 5 haben kann. 

8. Fiir die niedrigsten Werthe yon n~ z. B. n = 3, 4 kann nun 
in dee Formel (A) das Ungleichheitszeichen fortgeIassen werden. Wir 
wollen abet im Folgenden nachweisen, dass we'nigsHns fiir die Werthe 
you n his einschliesslich n ~- 12 und sodann ftir alle Werthe yon n, 
die gewissen spiiter zu priicisirenden Bedingungen gentigen, unser 
Problem in der Thai durch die Gleichung 

(n - -  3) (n --  4) 2 V 2 a n 
(B) ~9. = 12 

erschSpfend gelSst wird. Fiir die entsprechenden Werthe yon/~, n~im- 
lieh p ~- p~, p~ -~- 1, p .  -~- 2 , . . . ,  P~+I -- I, wenn n ein solcher Werth 
ist, fiir den Gleichung (B) gilt ,  wird dann also die umgekehrte Frage 
nach der Maximalzahl n s der Nachbarelemente aaf einer Fliiche yore 
Geschlecht p durch die Gleichung beantworHt 

7 1 ~ / i ' +  48~ - -  S as, *) (C) np - - - -  + -r 

wobei a s die kleinste positive ganze Zahl bedeutet~ welche den Radicand 
zu einem Quadrat roach& Wird hierbei a s < 6, so ist der eingesetzte 
Werth yon Io derart, dass die gleiche Anzahl yon NachbargebieHn n~ 
nicht schon auf einer Fl~iche niedrigeren Geschlechtes auftritt. Ist 
a s ~ 6, n~mlich ----6v-1-a~, wo a~ < 6, so kommt schon auf einer 
Fliiche yore Geschleeht p -  v die gleiche Anzahl yon Nachbar- 
gebieten vor. 

Bevor wit aber in den angekiindig~en Beweis eintreten~ mtissea 
noch die folgenden fiir das Verst~indniss desselben erfordexlichen Be- 
merkungen vorausgeschickt werden. 

9. Die Zahlen a haben in Bezug auf die Natur des Netzes auf 
der F l~he  eine einfache Bedeutung. Hat man auf irgend einer Fliiche 
yore Geschlecht p n NachbarpunkH and die entsHhenden Fli~chenstticke 
sind si~mmtlich einfach zusammenhi~ngend, so besteht ja immer die 
Beziehung 

( n -  3) (n - 4) + 2 
P = 12 ' 

*) In dieser Form, unter  Hinzuffigung des Zeichens <, erscheini~ alas 
erwi~hnte Resultat bei Herrn Heawood (a. a. O. p. 334), wenn man daselbst die 
GrSsse u, yon der Herr H. nut  sag~, dass sie eine ,,positive yon dem Zusammen- 
hang der geschlossenea FD, che abh~ngige Constaate" sei,  ~--. 2 ~ - - - 2  senti. 
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wonaeh die Zahl der Fl~ichenstiieke n (n - -~ ) - - a  ist. Da es nun in 
3 

dem ganzen Netz genau n ( n - - l )  Polygonecken oder Winkel giebt, so 
is~ a die Zahl der Polygonecken, die fibrig bleibt, wenn man yon 
jedem Fl~hensttiek 3 Eeken fortaimm~. Gilt also Gleichung (B), so 
bilden die Fl~chenstiicke entsprechend den 4 mSglichen Werthen yon 
a,, (0~ 2~ 3~ 5) en~weder 

oder 

oder 

oder 

1) lauter Dreiecke~ 

2) lauter Dreieeke und 2 Viereeke 
oder lauter Dreiecke and 1 Fiinfecki 

3) lauter Dreiecke und 3 Vierecke 
oder Iau~r Dreiecke~ 1 Viereck, 1 Ffinfeck 
oder lauter Dreiecke, ein Sechseck; 

4) lauter Dreieeke und 5 Vierecke 
oder u. s. w. 
oder endlich: lauter Dreiecke und 1 Aehteck. 

Von besonderem Iateresse sind nun die F~ille, wo a~-----0, wo 

also, falls Gleichung (B) besteht, die ganze Fl~iche in n (~ -1 )  Dreiecke 
3 

eingetheilt is~, yon denen je n -  1 in einer Ecke zusammenstossen, 
bezw. bei der dualistisehen Auffassung ia n (n--1)-Ecke,  deren je 3 
eine Polyederecke bilden. Wir wollen diese F~lle die ,reguZ~ren" 
nennen. "Sie treten also ein, wena c~ ~ 0 ,  mithin n eine der vier 
Formen hat: 

n ----- 12x ,  

n . ~  12x  2f. 3 ,  

n ~ 12x  -{- 4 ,  

n ~ 12x  --~ 7, 

w~ihrend das GeseMecht t9 der FI~chen, auf denen solche regul~re 
Eintheilung mbglich seiu soil, der nothwendigen Bedingung goniigt 

I + 48p -~- Z ~ 
oder 

WO 

s ~ i rood. 48. 

Setzt man ~ ~--0, so hat man aus der dritt, en Reihe der Werthe 
yon n n - -  4 und dem entsprechend p --- 0; d. h. ein solcher regut~rer 
Fall is~ z. B. die Oberfl~che des Tetraeders. In der Tha~ wiirden alle 
reguliiren F~lle die Verallgemeinerung des Tetraeders auf Oberfl~chen 
yon hSherem Geschlech~ im Sinne der Analysis Si~us bilden, and zwar 
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bei der einen oder andern tier beiden dualistischen Auffazsungen, je- 
nachdem wit das Tetraeder (bei dem die beiden dualis~ischen Er- 
scheinungen noch zusammenfallen) als ein System yon 4 Fl~chen, 
deren jede an die 3 andern grenzt, odor uls ein Netz aus 4 Punkhm, 
deren jeder mit den 3 andern auf der Fr~che verbunden ist, ansehen. 

w  

Arithmotische Einkloidung dot Untorsuehung. - -  BoweLs dor 61oichung (B) 
ffir n = 4, 5 , . . . ,  12. 

I0. Die Schwierigkeiten, welche der Versuch, Gleichung (B) 
allgemein zu beweisen, bereitet, haben ihren Grund in der arith- 
metischen Natur des Problems. Man kann diesem in der That eine 
rein ari~hmetische Einkleidung geben. Man denke sich ~ (n - -  l) - Ecke 
(dualistisch n einfaeh zusammenh~ingende Fl~ichenst[icke als die Tr~ger 
yon n Punkten, yon deren jedem n -  I Linien nach dem Rand 
gehen), bezeichne dieselben dutch die darauf geschriebenen Zahlen 
1, 2 , . . . ,  n und jede tier Seitenkanten beim Polygon x dutch eine 
andere der Zahlen 1, 2, . . . ,  x - -  1, x + 1, . . . ,  n, welche angiebt, 
an welches andere Polygon alas Polygon x l~ings dieser Kante anzu- 
heKen ist. Heftet man nun so zusammen, dass man yon tier mit 
Zahlen beschriebenen Seite eines Polygones beim Passiren der Zu- 
sammenheftungslinien immer wieder auf die beschriebene Seite der 
andern gelangt, so erh~lt man stets eine geschlossene Oberfl~che, 
welche in n Nachbargebiete getheilt ist; aber das Geschlecht derselben 

wird im Allgemeinen > ( n -  3) (~ --4) + 2u~ 12 sein; es sei denn, dass 

die Anordnung derart ge~offen worden, dass die Anzahl der PolyMer- 

ecken =-=- n ( n - - 1 ) -  % wird. Nun driickt sich die Eigensehaftj dass 

die /t Polygone 1 , 2 , . . . ,  Z z. B. in einer Ecke zusammenstossen (oder 
die ~ Punkte 1, 2 , . . . ,  ;t Ecken desselben Polygones werden), wenn 
die Reihenfolge derselben beim Umkreisen dieser Ecke im Sinne des 
Uhrzeigers etwa die natfirliche 1, 2 , . . . ,  ), ist, dadurch arithmetiseh 
aus, dass bei den n ~ 1 Zahlen, welehe die Randstiicke yon 1 be- 
zeichnen, in demselben Sinn 2, / t ,  bei 2 3 , 1  bei 3 4 , 2  u . s .w .  
bei it 1, ~ t -  1 auf einander folgen. Wir wollen sagen: diese 1, Zahlen- 
paare 

(2, Z), (3 i ) ,  (42) ,  (5,3) ,  . . . ,  ( i ,  Z - -  i )  

bilden einen ,,Cyl~hts yon Z Elementen od~  i~aaren". Eine dreiseitige 
Ecke oder ein Dreieck insbesondere giebt also einen dreielementigen 
Cyklus 

(u) 
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und ist daran kenntlich, dass bei den Randsttieken des Polygones i 
im Sinne des Uhrzeigers auf einander folgen u, l; bei ~ in demselben 
Sinne l, i und bei 1 endlich i, u. 

Dann ist unser Problem jetzt dieses: 
1) Die Zahlen 2~ 3,. . . ,  n (welche die Seiten des PoIygones I bedeuten), 
2) ,, , ,  1, 3 , . . . , n (  ,, ,, ,, ,, ,, 2 ,, ), 

(D) u . s .w .  
n) Die Zahlen 1, 2 , . . . ,  n -  1 (welche die Seiten des Polygones n 

bedeuten), 
wobel man sich die.. Zahlen jeder Zeile zu einem Kreis geschlossen 
denken muss, so anzuordnen, class die Anzahl tier enistehenden Cyklen 

n(n --  l) -- a. wird. - -  Wir wollen eine solche Anordnung genau ~ 3 
der Kiirze halber mit (D) bezeichnen. 

11. Die folgenden Tabellen geben fiir jede der Zahlen 
n - - 4 , 5 , 6 ~ . . . ,  l l ,  12 

eine Anordnung (D), womit also die Giiltigkeit des Satzes (B) (und 
gleichzeitig (C)) zunilchst fiir die Werthe yon n his einschliesslich 
n ~ 12 dargethan ist. Ueber jeder Tabelle steht neben dem Werth 

n ( n -  I) -- a~, 
yon n d e r  yon to,, a~ und /~" ~-- 3 In der Tabelle sind 
immer die Zahlenpaare, welche zu Cyklen yon mehr als 3 Elementen 
gehSren, dutch einen darunter gesetzten Bogen gekennzeichnet, und 
unter jeder TabeUe sind ausser der Zahl der Dreiecke die mehr- 
elementigen Cyklen selbsi angegeben. 

n - - 4 ,  p4---O,  a4 -~O , ~'----~4 
regu l6r  (Tetraeder) 

1) 2 3 4  
2) 3 1 4  
3) 4 1 2  
 )213 

4 Dreiecke. 

n . ~ 5 ,  ~ 5 ~ 1 ~  

1) 3 2 4 5  
4 3 5 1  

3) 541  
4) 1 5 2 3  
5) 2 1 3 4  

a 5 ~ 5  , . F ~ - 5 .  

(wobei eigenflich unter jedem 
Paar ein Bogen stehen miisste, 
die deshalb alle fortgelassen 
Mind.) 

5 Vierecke [ 1 3 4 2 ] ,  [ 1 2 5 4 ] ,  [ 1 4 3 5 ] ,  [ 1 5 2 3 ] ,  [ 3 2 4 5 ] .  
Fig. 2 veranschaulich~ diese Anordnung fiir n ~ 5. 
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L 2 

t 

A 

5 

3 

1 

1~5  

1 

2 

:Fig. 2. 

3 4 

1 21  2 

4 5 

Die geschlossene Fli~che vom Geschlech~ 1 entsteht durch Zusammen- 
herren der Linien A B  und DC, ~C und AD (vergl. w 1, Art. 4). Sie 
bildet ein ,,Pentaeder", bei dem gerade wie beim Tetraeder die beiden 
dualistischen Erscheinungen zusammenfallen; denn die 5 Ecken dieses 
Pentaeders sind Nachbarpunkte.*) 

n - - 6 ,  /~8--~1, a 6 - - 3  , F-----9 

1) 3 5 2 6 4  

2) 4 6 3 1 5  
v 

3) 5 1 4 2 6  
V 

4) 6 2 5 3 1  
v 

5) 1 3 6 4 2  

6) 2 4 1 5 3  

8 Dreiecke und das Sechseck [ 1 2 3 4 5 6 ] .  

*) Wit  haben also bier noch eine regu/~r (ni~mlich in 5 Viereeke) eingetheilte 
Oberft~che yon h~iherem Geschlecht als Null, die ~icht in den oben angefiihrten 
4 Serien reguD.rer F~lle en~al~en is~, und man kann sich leich~ davon fiber- 
zeugen, dass innerhalb unseres jetzigen Problems, wo immer nach dem ~iedr/gste~ 
Geschlecht gefragt wird, andere reguliire Ein~heilungen nicht mehr vorkommen 
k~innen. L~sst man dagegen jene Beschr~nkung fallen, so bilden das Tetraeder 
und dieses Pen~eder nur die un~ersten ~ l l e  in einer unendlichen Reihe regul~.rer 
Oberfl~ehen, auf die ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen hoffe: Ober- 

fl~chen yore Geschlecht (~ - -  1) (~ -- 4) 4 (~ ~ 4, 5, 8, 9 , . . . ,  4~, 4 u - ~ l ,  . . . )  die 

in ~ benachbarte ( n -  l )-Ecke so eingetheil~ sind, dass nut n Polyederecken 
entstehen, die gleichzei~ig Nachbarpunk%e s i n d . -  Vergl. zu der obigen Figur 
und der fo]_-,euden Fig. 3 auch die Figuren des Herrn W. D y c k ,  Math. Ann. 
Bd. 20, Ta'. ~iI, Fig. 2 und 3. 
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n ~ -  7, pT~- l ,  a T ~ O  , F ~ 1 4  
reguliir 

1) 2 4 3 7 5 6  
2) 3 5 4 1 6 7  
3) 4 6 5 2 7 1  
4) 5 7 6 3 1 2  
5) 6 1 7 4 2 3  
6) 7 2 1 5 3 4  
7) 1 3 2 6 4 5  

14 Dreiecke. 

Fig. 3 veranschaulicht diese Anordnung f i i rn  --- 7 auf einer Fl~iche 
yore Geschlecht 1. 

l~ig. 3. 

Die ausgezogenen Linien theilen die Fl~che in 7 benachbarte Sechs- 
ecke, die punkfir~en verbinden deren Mi~e]lounk~e mit einander. Die 
geschlossene Fl~iche entstehg durch Aneinanderhef~en der Linien 

A B  und F,D, B C  trod FiE, CD und AF.  

n=--.8, p s i 2 ,  a s ~ 2  , F ~ - 1 8 .  
5) ~ 3 4 5 6 7 s  
2) 3 1 8 5 4 7 6  

3) 4 1 2 6 7 5 8  

4) 2 1 3 8 6 5 7  
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5) 6 1 2 8 3 7 4  

6) 2 1 5 4 8 7 3  

7) 8 1 2 4 5 3 6  

8) 2 1 7 6 4 3 5  

16 Dreiecke und die beiden u [1425 ] ,  [1627] .  

n ~ 9 ,  po---3, a ~ 3 ,  F ~ - 2 3 .  

1) 2 3 4 5 6 7 8 9  

2) 6 1 9 7 3 5 8 4  

3) 4 1 2 7 6 8 5 9  

4) 5 1 3 9 6 2 8 7  

5) 6 1 4 7 9 3 8 2  

6) 7 1 5 2 4 9 8 3  

7) 8 1 6 3 2 9 5 4  

8) 9 1 7 4 2 5 3 6  

9) 2 1 8 6 4 3 5 7  

22 Dreiecke und dus Sechseck [ 3 1 2 6 5 2 ] .  

n ~ 1 0 ,  P l o ~ 4 ,  r E ~ 2 9 .  

l) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 

2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

3 1 4 6  9 7 1 0 _ 5 8  

4 1 2 1 0  7 6 8 5 9 

5 1 3  9 6 2 1 0 8  7 

6 1 4  7 9 3 8 210  

7 1 5 1 0  2 4 9 8 3 

8 1 6 3 1 0 2 9 5 4  

9 1 7 4 1 0 2 5 3 6  

9) 1 0 1 8  6 4 3 5 7 2 

10) 4 1 9 6  5 2 7 3 8  

26 Dreiecke und 3 Vierecke [21 l04] ,  [26109] ,  [28103]. 
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n = l l ,  Pll-~-5, al~-----2, 1 ~ 3 6 .  
1) 2 3 4 5 6 7 -8 9 10 11 

2) 3 1 11 7 4 10 6 9 8 5 

3) 4 1 2 5 9 1 1 7  6 1 0 8  

4) 5 1 3 8 6 11 10 2 7 9 

5) 6 1 4 9 3 2 8 10 7 11 

6) 7 i 5 4 8 11 9 2 10 3 

7) 8 1 6 3 5 10 9 4 2 11 

8) 9 1 7 11 6 4 3 10 5 2 

9) 101  8 2 6 11 3 5 4 7 

10) 11 1 9 7 5 8 3 6 2 4 

11) 2 1 10 4 5 3 9 6 8 7 

34 Dreiecke und 2 Vierecke [ 3 1 1 5 7 ] ,  [51146] .  

n ~ 1 2 ,  P12=6~  a~2~---0, ~ ' = 4 4 .  

reguliir 
1) 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

2) 3 1 12 4 9 8 5 11 7 10 6 

3) 4 1 2 6 5 8 10 7 12 11 9 

4) 5 1 3 9 2 12 8 7 11 6 10 

5) 6 i 4 10 12 7 9 11 2 8 3 

6) 7 1 5 3 2 10 4 11 8 12 9 

7) 8 1 6 9 5 12 3 10 2 11 4 

8) 9 1 7 4 12 6 11 10 3 5 2 

9) 10 1 8 2 4 3 11 5 7 6 12 

10) 11 1 9 12 5 4 6 2 7 3 8 

11) 12 1 1 0  8 6 4 7 2 5 9 3 

12) 2 1 11 3 7 5 10 9 6 8 4 

44 Dreiecke. 

Es mag zu den Tabellen noch bemerI~ werden., dass, wenn die- 
selben mit Ausnahme derjenigen ffir n ~ 5, 6, 7, yon denen sparer 
noch die Retie sein wird, eine wesentliche Gesetzm~sigkei~ nicht er- 
kennen lassen, damit noch nicht gesagt ist, dass eine solche nicht 
vielleich~ doch erreichbar w~re. Denn einmal sind ja die Zahlen der 
ers~en Zeile (ausgenommen bei ~ ~-5~ 6, 7) willki~rZich in der nattir- 
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lichen Folge genommen, und zweitens kann man die Zahlen jeder 
Zeile noch Gyklisch verschieben. Wir wer'den aber bald sehen, dass 
die Gesetzm~issigkeit, die man bei ~ = 5, 6, 7 wahrnimmt, auch nut 
in diesen F~illen unter den his jetz~ behandelten za erreichen war. 

{}4. 

Nachweis, dass eino cyklische Anordnung h~chstens im Fall n--~-12~-~ 7 
mSglich ist. 

12. Die Methode~ nach der die Anordnungen (D) im vorigen 
Paragraphen gefunden sind, war die folgende: Man nimmt auf einer 

geschlossenen Fl~iche des Geschlechtes (n -- 3) (n -- 4) -b 2 ~, 13 n Punkte 

beliebig an und zieht auf irgend eine Art so viele der n ( n -  1) Vet- 2 
bindungslinien als mSglieh sind, ohne dass zwei derselben sigh sehneiden. 

Dann werden im Allgemeinen night alle n(n--1) gezogen sein~ 
2 

sondern etwa ~ weniger. Daffir kann man a b e r , -  wie eine einfaehe 
Ueberlegung auf Grund des Euler'schen Polyedersatzes zeigt, - -  noch 
gerade A 2 r- a~, also stets mindestens X, Verbindungslinien ziehen, 
nach deren Herstellung die ganze Oberfl~che ers~ in DreieGke ein- 
getheilt w~re. Zieht man nun eine solche, so kann diese nut 2 Punkte 
verbinden, die schon anderweitig verbunden sind; 15seh~ man daher 
die frfihere Verbindungslinie, so kann man dadurch wieder mindestens 
eine andere Verbindung herstellen, und es ist mSglich, dass diese 2 
bisher noch nich~ verbundene Punkte verbinde~, sodass man also um 
einen Sehrit~ welter gekommen w~re. Im entgegengese~zten Falle 
wird dadurch an anderer Stelle eine Verbindung aufgehoben und in 
Folge dessen wieder eine oder mehrere neue Verbindungen mSglich 
werden u. s. w. 

Da sich abet nicht allgemein zeigen liess, dass diese Methode 
stets dahin fiihr~, die s~mmtliehen 2 fehlenden Verbindungen noch 
herzustellen, womit ja tier Beweis flit die ganz allgemeine (~il~gkeit 
der Gleichung (B) erbracht w~ire, so wollen wit uns darauf beschrii~uken, 
den letzteren ffir Werthe yon n eines solehen Charakters zu fiihren, 
bei denen die Anordnung (D) sigh besonders einfach und iibersich~lich 
gestalten l~sst. 

13. F~ir n - - - 5 ,  6, 7 (s. Art. 1I) ist die knordnung (D) derar~ 
hergestell~ worden, dass jede Zeile aus der vorhergehenden durGh 
einfaehe Gyklische Vertausehung der Zahlen 1, 2, 3 , . . .  in der natfir- 
lichen Reihenfolge hervorgeh~. Wir wollen eine Ahordnung (D) mit 
diesem Charakter eine ,,cyklische" nennen und werden nachweisen, 
dass ausser bei n ~- 5 und n - -  6 nut, wenn n die Form 12~ -~- 7 

33" 
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hat, eine solche cyklische Anordnung (D) herstellbar sein kann, und 
bei bestimmter Beschaffenheit yon x dann auch wirklich herstellbar ist. 

Zun~iehst sieht man leichi, dass wir, wenn n > 20, jedenfalls 
nut in den regulKren Fifllen die MSglichkeit einer cyklischen Anord- 
hung (D) erwarten diirfen. Denn bei den nicht reguliiren F~illen 
treten Cyklen yon mehr als 3 Zahlenpaaren auf. GehSrt nun etwa in 
Zeile 1) x l einem mehr als dreielementigen Cyklus an, so gilt bei 
einer cyklisehen Anordnung dasselbe yon x + 1, l + I in Zeile 2), 
yon ~ + 2 ,  l + 2 i n  Zeile 3) u .s .w. ,  endlich yon z - - l ,  1 - - 1  in 
Zeile n). Man h~tte also mindestens n Zahlenpaare, die Cyklen yon 
mehr als 3 Elementen angehSren. Naeh Art. 9 kommen nun hSchstens 
20 Zahlenpaare dieser Art vor, niimlich, wean a~ = 5 und 5 Vierecke 
vorhanden sind. Selbst wenn es also miSglieh w~ire, dass diese 20 Zahlen- 
paare bei einer cyklischen Anordnung in derselben Colonne fiber ein- 
ander stiinden, so folgt hieraus, dass bei n > 20 in nieh~ regul~ren 
F~illen eine eyklisehe Anordnung ausgeschlossen ist. Wit  fibergehen, 
um nieht zu weitl~ufig zu werden, den nicht sehwierigen lqachweis, 
dass auch bei den nieht reguliiren Fiillen fiir n ~ 20 eine cyklisehe 
Anordnung, ausser bei n -~-5  und n ~--6, unmSglich is~. 

Die Frage laute~ also jetzt: Wie muss die Zahl n besehaffen sein, 
damit die cyklisehe Anordnung 

2 ,  . . . ,  

(E) 3, i3+ , . . . ,  

~) 1, i s + n - - 1  , i a + n - - 1 ,  . . . ,  i , , + n - - 1 ,  

wobei i3, i4, . . . ,  in eine Permutation der Zahlen 3, 4, ...~ n bedeuten, 
und alle Zahlen, die > ~, dureh ihre kleinsten [Zeste rood. n zu er- 

setzen sind in ~(~--1) Dreieeke zerfiill~? *) 
3 

14. Wit weisen zunliehs~ die Identifiit dieser Aufgabe mit einer 
andern rein arithmetisehen naeh. 

Angenommen, ffir die Zahl n existire eine Anordnung (E), so 
mSge etwa i~-~-n sein. In Zeile 1) steht dann die Folge 

iz_x~ n~ i~+1. 

Also enthiilt Zeile n) wegen des eyklischen Fortganges die Folge 

*) Diese Frage is~ eine ~iknhche wie die yon S t e i n e r ,  Ges. Werke, Bd. II, 
pag. 456 unter a) aufgestellte, yon der sich die unsrige nut dadurch unterscheidet, 
dass bei ihr I)  die Verbindung je zweier Elemente zweimal, n~mlich sowohl in 
der Folge iu,  wie in der Folge xi auf~reten muss und 2) die im Art~ikel 16 an- 
gegebene Forderung noch zu erffillen ist. 
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und~ weil die ganze Anordnung in Dreieeke zerfKllt, die Folge 

Zeile n) zeigt also die Eigenschaft: Die beiden Nachbarn yon 1 sind 
urn 1 grSsser als die beiden Nachbarn yon ~ - -  1; die beiden Nachbarn 
yon n ~ 1 sind um n - - 1  grSsser als die beiden Naehbarn yon 1, 
wenn Atles mod. n verstanden wird und immer die beiden einander 
zugekehrten Nachbarn mit einander verglichen werden, also der rechte 
yon 1 mit dem linken yon n -  1 und umgekehrt. 

Durch dieselben Schliisse findet man allgemein fiir Zeile n):  

,D ie  beiden 2Vachbarn yon x sind bezw. um x gr6sser als diejenigen 
yon ( , -  x) f i ir  ~ ~ -  1 ,  2 ,  . . . ,  , -  1." 

Lassen umgekehrt die Zahlen 1, 2, . . . ,  n - -  1 eine derartige An- 
ordnung zu, wghIt man diese als Zeile n) und leitet daraus durch 
cyklische Vertauschung n - -  1 Zeilen 1), 2) ,  . . . ,  n - -  1) ab, so 
bilden diese eine Anordnung (E),  well die , ( n -  1) Zahlenpaare 
lauter Dreiecke bilden. Ist niimlich a ,  b ein beliebiges Paar der 
Zeile , ) ,  so enthiilt diese nach Voraussetzung noch die beiden Paare 

- -  b, a - -  b und n - -  a -Jr- b, n - -  a. Folglich enthiil~ auf Grund 
der cyklischen Vertauschung Zeile a) das Paar bn un4 Zeile b) das 
Paar ha; d. h. jedes beliebige Paar der Zeile n), also jedes beliebige 
Paar  einer beliebigen Zeile gehSrt einem Dreieck an. 

Die beiden Probleme sind also in der That identisch. 
15. Wir erstreben die L5sung be i 'de r  urspriinglichen Form der 

Frage. 
Die Gesamm~eit  der Zahlenpaare (ix),  welche die Dreiecksseiten 

oder die l~achbarpaare in der Anordnung (E) bilden m~issen~ ordnen 
wir in der Weise in n ~ 1 Zeilen, dass wir in die erste Zeile [1] alle 
Paare (ix) mit der Differe, nz x -  i~ - -1 ,  in die zweite [2] alle mit 
tier Differenz x - -  i ~ 2 u. s. w. stellen: 

(F) 

[ i] 
[2] 

[ . - i ]  

(1 2) (2 3) . . .  ( ~ - 1 ,  n) (n 1), 
(1 3) (2 4) . . .  ( , = 1 ,  1) ( ,  2), 

(1 ~) (2 l) . . .  ( n - i ,  , - 2 )  (~, ~ - 1 ) .  

Dann erh~lt man ein Dreieck~ wenn man Paare aus 3 Zeilen [i]~ 
[x], [~j verbindet, bei denen 

i "4- x "4- Z~---0 rood. ~ ,  

also z. B. (1 2) aus [1] mit (2 4) aus [2] mit (4 1) aus [~--3] .  Soil 
nun die Anordnung cyklisch werden, so muss das Vorkommen eines 
Dreiecks (a b c) dasjenige der n -  1 andern 
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( a +  1, b +  1, c +  1), 
(a + 2, b + 2, c + 2), 

( a - I - n - - I ,  b -{- ~ - -  l , c -{- n - -  i ) 

nach sich ziehen. Diese entstehen abet alle, indem man jedesmal den- 
selben 3 Zeilen yon (F), die zur Bildung yon (a, b, c) dienten, in 
derselben Reihenfo]ge je ein Paar entnimmt. Es miissen also zuniichst 
die Zeilen yon (F) so zu je dreien zusammengefasst werden kSnnen, 
dass die Summe der Repr~isentationszahlen der drei immer ~ 0 rood. n 
ist. Dies erfordert also einmal, dass n -  1 dutch 3 theilbar ist, und 

da~n dass 1 ~ - 2 - ~ -  �9 �9 �9 2 r- n -  1 ----- n(n - -1 )  ein ganzzahliges u 2 
faches yon n ,  also n -  1 auch dutch 2 theilbar ist. 

Wi t  kommen also zuniichst zu dem Resultat, dass fiir die MSg- 
lichkeit einer Anordnung (E) n nothwendig die Form haben muss 

n ~  6Z -[- 1. 

Da nun yon den regul~iren F~illen-n ~ 12~-~-7  der einzige ist, wo 
n diese Form hat,  so sehen wir: 

,,H6chstens in den _Ftillen n ~-- ] 2 ~ ~ 7 ist eine cyklische Anord-  
hung (E) m~iglich" 

und gleichzeitig~ wenn wir den Ausspruch des andern Theorems nur 
dadurch der Uebersichtlichkeit wegen modificiren, (]ass wir alte Zahlen, 

die ~ n - - 1  sind dureh die negativen~ ihnen rood. n congruenten 2 
ersetzen: 

, ,H6chstens, wenn n ~ 1 2 ~ - ~ - 7 ,  ist es m6glich, die Zahlen 

-~- 1, - { - 2 ,  . .  -~ n -  1 derart in einen Cyklus zu ordnen, dass die 

beiden ~achbarn  yon X (X----Q- 1 -~-2,  . . . ,  -{ n - l )  bezw. um Z 

gr6sser sind als die yon - - X Y  

w  

Herstellung einer cyklischen Anordnung fiir ~-~-12~ ~ 7, wenn 
gewissen Bedingungen geniigt. 

16. Die Gruppirung der Zahlen 1, 2~ . . . ,  ~ - -  1 zu je dreien 
mit einer dutch n theilbaren Summe muss aber noch eine andere Be- 
dingung erftillen, wenn sie wirk!ich zu einer cyklischen Anor:lnung 
(E) fiihren soll. Da niimlich die Zahlen 1, 2, . . . ,  n -  1 nur die 
einzelnen Zeilen yon (F) repriisentiren, so mtissen in der gedachten 
Grugpirung die Zahlen noch innerhalb der einzelnen Zeilen yon je 
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drei Elementen (die wir wieder als geschlossene Zeilen ansehen) so 
festgelegt werden kSnnen, dass, wenn man nun zur Dreiecksbildung 
gemiiss dieser Gruppirung der Zeilen yon (F) za je dreien in be- 
stimmter Folge schreitet, die n -  1 Dreiecke mit der gemeinsamen 
Spitze 1 z. B. einen einzigen Cyklus biIden, d .h .  wenn man mit einem 
Dreieck (1 aft) beginnt, woran sich (1fl7), dann (17(T) schliesst u. s. w., 
so daft erst das (n - -  1) t~ Dreieck, etwa ( l v  a) wieder die Ecke a en~- 
halten. Ist dies ffir eine Zahl, z. B. ftir I, erffillt, so gilt es ftir alle 
zufolge des cyklischen Charakters der Anordnung. Ftir die gedachte 
Gruppirung der Zahlen 1, 2, . . . ,  n -  1 drtick'i sich diese Forderung 
folgendermassen aus: Geht man yon einer Zeile a b c (bei der also" 
die I~eihenfolge a, b, c abgesehen yon cyklischer Verschiebung fes~ 
gelegt ist) zu einer andern tiber, dadurch dass man die Zeile aufsuchi;, 
welche die Zahl a -{- b enth~lt (Summe yon a und der rechts daneben 
stehenden), dann yon hier,  wenn rechts yon a - ~ - b  b' s~h t ,  zu der 
Zeile mit a -{- b -[- b' u. s. w., so daft man erst beim ( n - - 1 )  t~n Schri~ 
wieder zu der Ausgangszahl a zuriickkehren. 

Wit  wollen nun unter Zugrundelegung einer bestimmten, besonders 
tibersichtlichen Gruppirung der Zahlen 1, 2, . . . ,  n - -  1, bei der die Reihen- 
folge innerhalb der Zeilen zun~ehst noch nichl endgtiltig festgelegr ist, 
zeigen, dass, wenn n einer yon zwei bestimmten Bedingungen gentigt, 
und nur in diesen beiden F~len die gew~ihlte Gruppirung durch eine 
geeignete endgtiltige Festlegung innerhalb der Zeilen zu einer cyklischen 
Anordnung ftihrt, welche selbst unmittelbar gegeben wird. Wir ffihren 
diese Untersuchung bei der allgemeineren Annahme, dass n die Form 
6)` -~- 1 hat ,  so welt als mSglich, um erst dann~ wenn sieh dies yon 
selbsl gebietet, die Voraussetzung )` ~--~ 2x-{-1 hinzuzunehmen und so 
wieder zu dem speciell vorliegenden Fall zurfiekzukehren. 

17. Wenn n -  1 ~ 6 )`, so lassen sich die Zahlen 1, 2 , . . . ,  6), 
der 

(G) 

Forderung des Artikels 15 

1 

3 

2~ - -  3 

2 A - - I  

gem~ss in folgender Weise gruppiren 

2 6 ~ t - - 2  

4 6~ - -6  

2~ - - 2  2)` -~- 6 

2). 2)` -[- 2 

2A ~- 1 4~-{- 1 6~t 

2A -{- 3 4A n L 3 6 ~ - -  4 
m r 

�9 I r 

4~t--3  6~t - -3  2Z-}-8 
4 ~  - -  1 6 ~  - -  1 2~t -]- 4 
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Diese Gruppirung (13) hat folgende Eigenschaften, yon denen wir 
spEter Gebrauch zu machen haben, und deren Beweis so einfach ist, 
dass er wohl unterdrfickt werden darf: 

1) Die Summe yon 3 nebeneinander stehenden Zahlen ist 

in den ~ erslen Zeilen ~ - n ,  

in den 2 letzten Zeilen ~ - 2 n .  

2) die Summe zweier in Bezug auf die Mi~tellinie (die das ganze 
System der HShe nach in 2 H~ilften theilt) symmetrisch stehenden 
Zahlen ist 

in der ersten Cololane ~ 4J1, 

in der zweiten Colonne ---~ 6;. q - 1  (~--n), 

in der dritten Colonne ~ 2X q- 1 (rood. n natfirlich). 

3) Die Summe je zweier Zahlen derselben Zeile kommt einmal in 
der Gruppirung vor. Jede Zahl ist die Summe eines und nur eines 
bestimmten Paares yon Zahlen derselben Zeile. 

4) Die Summe zweier Zahlen, welche in der ersten und drittea 
Colonne in gleicher Zeile stehen, ist diejenige Zahl der zweiten Colonne, 
welche in der zu jener obigen symmetrisehen Zeile steht. - -  Die Summe 
zweier Zahlen, die in der ersten und zweiten Colonne nebeneinander 
stehen~ ist eine Zahl der ersten Colonne, die Summe zweier Zahlen, 
die in der zweiten und drit~en Co]onne nebeneinander stehen, is~ eine 
Zahl der drit~en Colonne, und zwar~ wenn a b c eine Zeile und a" b'c" 
diejenige andere ist, bei der 

a'~---~_a-t-b, 
so ist gleichzeitig 

c--b'+c'. 
5) Geht man yon einer Zeile a b c zu einer andern dadurch fiber, 

dass man die Zeile w~hlt, welche die Summe irgend zweier dieser drei 
Zahlen enthKl~, so gelangt man yon der zu a b c symmetriseh stehenden 
Zeile 4g - -  a, 62 + 1 - -  b~ 2~ + 1 - - c  bei demselben Fortschreitungs- 
modus auch zu der symmetrisehen Zeile der vorher erreichten. 

Geht man z. B. yon a b c zu der Zeile, die an erster Stelle a + b 
hat,  so gelangt man yon 4 ~ t - - a ,  6 g + l - - b ,  2 g + l - - c  durch 
Addition der beiden ersten Zahlen zu 4 ~ , -  (a-I--b) in der ersten 
Colonne, d. h. zu der symmetrisehen Zahl yon a -lt-b u. s. w. 

18. Durchlaufen wir nun die Gruppirung (G), bei der wir uns 
die Reihenfolge innerhalb dot Zeilen vorlrlufig so, wie sie geschrieben 
ist, festgelegt denken, in der vorher angedeuteten Weise, indem wit 
etwa beginnen mit l ,  2 aus der ersten Zeile, dann also 3, 4, dann 
7~ 8 u. s. w. folgen ]assen~ so schliess~ sieh diese Fo]ge nach Eigen- 
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sehaft 4) sp~testens beim 22 ten Sehrit~ dadureh, dass die Summe der 
beiden letzten Zahlen (es shad dies dann 22 q- 1, 4 Z q- 1) ~ 1 rood. n 
wird. Schliesst sie sich frtiher~ dann beginnen wir auf's Neue mi~ 
einem nebeneinander stehenden Zahlenpaar der ersten and zweiten 
Colonne, das noeh nieht benulzt ist~ u. s. w., bis alle Paare yon Zahlen 
aus der ersten and zweiten Colonne verbraueht sind, sodass wir aus 
diesen eine oder mehrere solehe gesehlossenen Folgen bekommen. 
Naeh Eigensehaft 5) foigt nun, dass eine solche Folge eniweder , i t t  
sieh selbs~ symmetriseh" is~, d. h. zu jedem Zahlenpaar a, b aueh das 
symmetrische 42 ~ a ,  6 2  ~ I - -  b enthKlt, und zwar so, dass, wenn 
auf a ,  b a l ,  bi folg~, dann aueh auf 42 - - a ,  62 -/- i - -  b, das Paar 
4 2 - -  al, 62 -f- 1 - -  b~ folg~, - -  oder es existir~ eine zu jener Folge 
in diesem Sinn symmetrisehe andere. Beidemal ist also die Zahl der 
Zeilen~ die verbraucht wnrde ftir die eine in sieh symmetrisehe oder 
ftir das Paar symme~rischer Folgen, eine gerade ~ 2it. 

Um nun zu erkennen, in welcher Weise sich die andern Paare 
(d. h. die Paare b~ c und c,  a ,  wobei wit die Buehstaben a ,  b ,  c bezw. 
immer ftir die erste, zweite, dritte Colonne festhalten) dieser 2/~ Zeilen 
zu Folgen zusammenschliessen, - -  denn man wird gleiehzei~ig sehen, 
dass die eventuel! iibrigen Zeilen dabei gar nieht mitspielen, -- be- 
zeiehnen wir die 2tt Paare aus der ersten und zweiten Colonne, wie 
sie sich als aufeinanderfolgend ergeben haben, dareh 

a~ b~, a262, a3ba, . . . ,  a~,b~, 

und die dazu bezw. symmetrisehen durch 
P t I f �9 

�9 " . a~b~,. al bl~ tt 2 b2", a 3 b 3 ,  . . ,  

Dann ist also 

t ] 

a t' -at- b 1 ~ -  a 2 , 

a 2 ..J- b 2 -~- a a ,  . . . ,  a~,-1  "t- b , , _ l  ~ a~,, 

�9 s �9 . �9 b ~ _ _ l  a: q.- b2 = a3,  . . ,  a~,_l q -  ~ a~, 
�9 t r 

und ferner entweder  a) a/, -{- b~, ~ a~ , a~ -t- b~ ~ a l ,  
g �9 �9 

oder b) a m -it- b# --~ a l ,  at, -1- bt, - ~  a l .  

Beginn~ man nun eine andere Folge etwa mit b~,c~ so sehtiesst sich 
daran nach Eigensehaf~ 4) c~,-1 a ~ - l ,  dann b~_l c~_1 u. s .w. Also es 
folgen auf einander 

b/ I  C �9 
F r 

b~.~c~,-2 
~. S. W. 
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Ist nun I. tt ungerade, so komm~ schliesslich 

blcl 
und dann im Falle a) c~a~, 

worauf wieder b~, folgt, also die Reihe sich mit 2g Paaren schliesst, 
deren jedes einer andern der 2g Zeilen yon (G) entstammt. Da die 
Folge nicht in sich selbst symmetriseh ist~ bekommen wit sogleich 
eine zweite, wenn einfaeh alle gestrichenen Buchstaben durch die un- 
gestrichenen ersetzt werden und umgekehrt. 

Im Fall I. b) dagegen folgt auf b 1 cl, c a a m dann b~ c~, c' ' ~-1 at,-1 u. s. w. 
symmetrisch wie vorher, bis die Reihe sich nach c~ a~ schliesst. In 
diesem Fall hat man also eine sich selbst symmetrische Folge v(~n 
4tt Paaren, 2 aus jeder der 2it Zeilen; und wenn man irgend 2tt auf- 
einander folgende Paare der Folge nimmt, so hat man damit Vertreter 
aller 2g Zeilen. 

Ist II. tt gerade, so kommt man, wie vorher mit b~c~ anfangend, 
zuerst zu 

bj ' r  t' 
worauf im Fall a) c s a s 

t ! b/x c/~ 
# # 

U. S. w. 

also die symmetrische Wiederholung des Anfangs folgt~ bis die Reihe 
sich schliesst wie im Fall I. b). 

Im Fall b) dagegen folgt auf 

bl '  r 
/z 6g/z 

und dann sehliesst die Reihe sehon mit b~, nach 2g Sehrit~en, und es 
gieb~ wieder eine zweite ihr symmetrisehe. 

Fassen wir aus dieser Betraeh~ung zusammen, was ffir das Folgende 
wichtig ist, so lautet es: 

,,Jeder in sich se~st symmetrischen Folge oder jedem ~aar sym- 
metrischer :Folgen yon 2 tt Zahlenpaaren aus den beiden ersten Colonnen 
yon (G) treten an die Seite eine in sich selbst symmetrische 2'olge oder 
ein t)aar symmetrischer 2'olgen yon Zahlenlaaaren aus denselben Zeilen 
der zweiten und dritten und aus der dri#en und ersten Colonne, sodass 
alle 6g Zahlenpaare dieser 2g Zeilen ersch6pft werden." 

19. Da wir nun die F~lle aufsuchen, in denen wit aus der ganzen 
Gruppirung (G) nut eine einzige solche geschlossene Folge erhalten, 
abet nut noch innerhalb der Zeilen yon (G) umstellen wollten, so ist 
nach dem u ldar, dass jene 2/~ Zeilen die ganze Gruppirung(G) 
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erschSpfen miissen~ d. h. dass /~ ~ - 2  sein muss. Denn sonsg kSnnte 
man ja auf keine Weise dutch Umstellung innerhalb tier Zei!en die 
aus den 2gt Zeflen herriihrenden geschlossenen Folgen rail den noch 
ausserdem vorhandenen in Vexbindung bringen. Dies wird nach dem 
Folgenden noch klarer hervortreten, wo wit untersuchen, unter welchen 
Bedingungen und auf welche Art die verschiedenen Folgen, die wit 
aus den 2/t Zeilen zuniiehsg erhal~n, durch blosse Ums~ellung inner- 
halb der Zeilen zu einer einzigen zusammenzuschliessen sind. 

F a l l  I ,  a). -- Wit haben drei Folgen, deren jede aus jeder Zeile 
ein Paar enthiilt. Nehmen wit aber in einer Zeile yon (G) eine wesent- 
liche Umstellung vor, d. h. nicht eine nut cyklische Aenderung, so 
schliessen sich die 3 Folgen zu einer einzigen zusammen. In der That, 
ist a b c etwa die Zeile in der alten Ordnung, so hat man in der einen 
der drel geschlossenen Reihen die Aufeinanderfolge 

in der zweiten 

in der dritten 

, , l a ,  b l a - l - b , ' ] "  

. . I b ,  c i b + c , . [ . .  

. . [c ,  a t c q - a , . [ . . .  

Wird nun a b c in a c b umgestellt, so wird aus t abl  t acl; 
d e n n a  bleibt ja als durch das vorhergehende Paar bedingt an seiner 
Stelle stehen; aus ]bc  I wird ] b a l ,  aus I c a [  wird l cb l .  Beginnt 
man nun die erste Folge mit l a q - b , .  I " ' ,  so kommt man endlich 
zu [acl; daran schliess~ sich jetzt lc-{- a, "l " "  bis Icbl, daran 
I b ~ c, �9 I"" bis ] b a ] und hieran wieder der Anfang ] a -~ b, �9 I '"  ", 
womi~ die Behauptung erwiesen ist. 

Es werden also hierbei gleichsam drei gleich grosse Kreise, auf 
deren Peripherie wir uns die drei Folgen aufgetragen denken kSnnen, 
aufgeschnitten, abet gleichzeitig die 6 Enden anders als vorher 'mit 
einander verbunden und zwar in diesem Falle so, dass ein einziger 
neuer Kreis entsteht. Es sei gestattet, der Kiirze wegen im Folgen- 
den diese bildliche Ausdrucksweise zu gebrauchen, die jeden Augen- 
blick wieder dutch die rein arithmetische ersetzt werdea kann. 

Fa l l  I, b). - -Zwe i  einander symmetrische Folgen aus tier ersten 
und zweiten Colonne und eine in sich selbst symmefxische aus den 
tibrigen Zahlenpaaren derselben Zeilen. 

Wit kSnnen hier keinen Schnitt legen, der alle drei Kreise, yon 
denen 2 einander gleich sind, wKhrend die Peril0herie des dritten 
doppelt so lang ist als die der beiden andern zusammen, gleiehzeifig 
trifft. Legt man aber erst einea Schnitt, der den einen tier beiden 
kleinen Kreise einmal, den grossen also zweimal schneidef~ so schliessen 
sich die Stiicke zu 2 Kreisen zusammen, deren einer aus tier tL~lfte 
des friiheren grossen, deren anderer aus der anderen t~Ifbe und dem 
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kleinen Kreis b e s t e h t . -  Die drei jetzt vorhandenen Kreise kSnnen 
also durch einen zweiten Schnitt gleichzeitig getroffen und daher (ebenso 
wie vorher) zusammengeschlossen werden. 

F a l l  H, a). - -  Zwei Kreise, deren einer alle 2~ Zeilen einmal, 
deren zweiter alle zweimal beriihrt. 

Jeder beliebige Schnitt wird beide Kreise treffen, ngmlich den 
kleinen einmal, den grossen zweimal; aber die Stiicke schliessen sich 
wieder zu 2 Kreisen zusammen, und eine Wiederholung kann nattirlich 
nur immer wieder zu demselben Resullat fiihren. 

In diesem Fall ist also die Herstellung einer einzigen geschlossenen 
Folge aus der Gruppirung (G) unmSglich. 

F a l l  II, b). -- Zwei gleich grosse Kreise, welche zusammen alle 
Zeilen einmal und 2 andere doppelt so grosse Kreise, deren jeder alle 
Zeilen einmal beriihrt. 

Durch jeden beliebigen Schnitt wird einer der beiden kleinen Kreise 
mit den beiden grossen zusammengesch.lossen, sodass nun wieder die- 
selbe Situation wie im vorigen Fall herrscht; auch bier ist also die 
Herstellung einer einzigen Folge unmSglich. 

F a l l  I~ in dessen beiden Unterf~llen die Ausffihrung mSglich war, 
ist aber gerade der unsrige~ da bet uns 2. ~---2u-}- 1, also ungerade 
ist. Das Resultat dieser Betrachtung ist also dieses: 

, W e n n  bei ether Zah~ n ~ 12~ + 7 die Gruppirung (G) bewirkt, 
dass die Zahlenpaare der beiden ersten Colonnen sich zu einer einzigen 
.Folge zusammenschliessen oder zu zwei einander symmetrischen 2'olgen, - -  
and nut in diesen beiden ~'tillen, --  wird dutch eine blosse Umstellung 
in ether, bezw. in zwei Zeilen die Gruppirung erreicht, welche eine 
cyklische Anordnung (E) liefert." 

20. Es bleibt daher nur noch die Frage zu beantworten: Wie 
muss die Zahl n ~ 12u + 7 beschaffen sein, damit die beiden ersten 
Colonnen yon (G) eine einzige oder zwei einander symmetrische Folgen 
yon Zahlenpaaren ergeben? 

Zu dem Ende beobachten wir, wie bet der angegebenen Ar~ des 
For~schreitens yon Paar zu Paar in der Gruppirung 

1 2 1 2 ~ + 4  
3 4 12~ 

(u) 4u --{- 1 4z -[- 2 4u -{- 4 

4:r -{- 3 8~ -]- 5 12~ --{- 6 
4:r --F- 5 8~ -+- 7 12~-+-2 

* �9 t 

8~r -{-- 3 12~ -{- 5 4~ --{- 6 
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(die nur eine Wiederholung der Gruppirung (G) ffir ~---~ 2 ~ %- 1 ist) 
die Zahlen der zwei~en Colonne auf einander folgen, wenn man z .B.  
mit dem Paar 1, 2 anf's Es folgen dann 3, 4; 7, 8; /5, 16; u. s. w., 
also in der zweiten Co]onne die Zahlen 2, 4, 8, 16, u. s .w .  In der 
That folgen die Zahlen der zweRen Colonne auch weiterhin als die 
Potenzen yon 2 aufeinander, wenn man diese rood. (4~ %- 3) nimmt 
und jedesmal, wenn der kleinste Rest yon 2 ~ rood. (4x %- 3) ungerade 
wird, 8 ~ %- 4 addirt. 

Zuniichst sieht man, dass die zweite Co]onne wirklich gerade die 
Zahlen 1, 2, . . . ,  4~ %- 2, die ungeraden nur um 8x %- 4 vermehrt, 
enthiilt. Ist nun a, eine Zahl der zweiten Colonne, in der angegebenen 
Weise einer bestimmten Potenz yon 2 z. B.-2~ zugeordnet, d. h. so, 
dass, wenn a der oberen H~Ifte angeh5rt ,  

a ~ 2u rood. (4 ~ %- 3), 
im andern Fall aber 

a - -  (Sx %- 4) ~ - 2 ~  rood. (4~ %- 3) 

ist, so zeigt die folgende Ueberlegung, dass man dana yon a bei 
unserer Art  for~zuschreiten zu einer Zahl der zweiten Colonne gelangt, 
welche in derselben Weise 2~+ 1 zugeordnet ist. Dabei sind 4 Fiille 
zu unterscheiden : 

1) a sei eine Zahl der oberen Hiilfte; a ~ 2 ~ ;  links yon a 
steht a -  l. 

a)  2 a -  1 steht auch noch in der oberen tt~ilfte; dann ist der 
rechte Nachbar yon 2 a -  1, d. h. die in der zweiten Colonne auf a 
folgende Zahl, ~ 2 a ,  also eine Zahl, die ~ 2  ~'+1. 

fl) 2 a  - -  1 steht schon in der unteren Hi~lfte; dann ist ihr reehter 
Nachbar 2 a  %- 4x %- 1. Subtrahirt man abet davon 8~ %- 4, so is~ 
die resultirende Zahl 2 a  ~ (4x %- 3) wieder ~ 2~+ 1 . 

2) a sei eine Zahl der unteren Hiilfte; a -  (8:e %- 4 ) ~  2~; links 
von a steht a - -  (4 z %- 2). Auf das Paar  

a - -  (4u %- 2), a 

folgt abet als Zahl der ersten Colonne 

2 a  - -  (4u %- 2) - -  (12~ %- 7) ~ 2 a -  (16x -{- 9); 

denn da die Summe zweier Zahlen einer Zeile der beiden ersten Colomaen 
in der untern H~ilfie stets :> 1 2 x - ~ - 7 ,  musste 12x %- 7 substrahir~ 
werden. 

a)  2 a  - -  (16 x %- 9) steht in der oberen tt~ilfte; dana ist der rechh~ 
Nachbar~ also die in tier zweiten Colonne auf a folgende Zaht 

2 a  - -  (16u %- 9) -~- 1 ~---2~+ ~ . 

j6) 2 a - -  (16 x %- 9) stehe in der untern H~fifte; dahn is~ ihr r ech~r  
Nachbar 

2a  - -  (16x -[- 9) %- 1 -J- 4~ -{- 1 = 2 a  - -  (12x -{- 7). 
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Subtrahirt man davon 8u ~ 4, so ist die resultirende Zahl 
2 a - -  (20 ~ -[- 11) -~- 2t,+1. 

Nun sind die zuerst auftretenden Zahlen der zweiten Colonne 
2, 4, 8 , . . .  wirklich in der angegebenen Weise den Potenzen yon 2 
zugeordnet; folglich ist mit der vorstehenden Betrachtung der vier 
m5glichen F~lle unsere Behauptung erwiesen. 

Dann aber k5nnen wir die zu Anfang dieses Artikels aufgeworfene 
Frage sogleich beantworten. Die Folge~ die mit jl~ 2] beginnt~ schliesst 
sich, wenn man zu dem Paar 

4k ~ 3, 8~ ~ 5 
gelang~ ist, also zu den Zahl 8u ~ 5 der zweiten Colonne, die um 

~8u- [ -4  vermindert ~--1 wird. Die beiden ersten Colonnen yon (H) 
liefern also eine einzige Folge, wenn erst die (4u -~- 2) t~ Potenz yon 2 

- 1 rood. (4u --[- 3) wird, d. h. wenn 2 primitive Wurzel yon 4u -Jr- 3 
ist, und sie liefern zwei einander symmetrische Folgen, wenn 2 ~+~ 
als niedrigste Potenz yon 2 ~ 1 rood. (4u -~- 3) wird. Dass diese 
beiden Folgen niimlich zu einander und nicht in sich selbst symmetrisch 
sind, geht einfach daraus hervor, dass die Zahl ihrer Glieder 2 u - [ - I ,  
ungerade, ist. 

Das Resultat des gegenwiirtigen Paragraphen ist also dieses: 
, W e n n  in ~ ~ 12~-~ 7 ~ der einen oder tier andern yon den 

beiden obigen Bedingunge~ geniigt, und nur in diesen F~illen fiihrt die 
Gru2pirung (H) zu einer cyklischen Anordnung (E)." 

Sohluss. 

21. Fassen wir die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung kurz 
zusammen, so sind es die folgenden: 

�9 'iir jeden Werth yon n gilt Formel (A). 
Gleichung (B) gilt sicher bis einschliesslich n ~ 12, bezw., Glei- 

chung (C) bis einschliesslich p ~ 6. 
Die Lgsung des l~rbblems der 2~achbargebiete (abgesehen yon den 

F~illen n ~ 5, 6) dutch eine cyktische Anordnung (E) und die ZSsung 
des damit identischen ~)roblems, ist hb'chstens miiglich, wenn n die Form 
12 x -{- 7 hat. 

Die LSsung ist wirklieh herstellbar, wenn dabei ~ so beschaffen 
ist, dass entweder 

a) 2 l~yrimitive Wurzel vo~ (4u -~- 3) ist 
oder 

b) 2 ~+I als niedrigste ~otenz yon 2 ~ 1 rood. (4u -~- 3) ugrd. 
~'iir alle diese Werthe yon n gelten somit die Gleichungen (B) und (C). 

Zur Herstellung der cyklischen Anordnung dient die Grus 
(H)~ bei der im Falle a) nut eine Zeile geiind~t wird, etwa d~e erste 
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unter der Mittellinie, im ~'alle b) noch eine zweite, etwa die letzte Zeile. 
_~asst man die Zahlen yon (H) dann als t~epriisentanten der Zeilen 
yon (F) auf, und verbindet deren l~lemente ents2~rechend, so entsteht eine 
Anordnung (E). 

.Die genannten lX~lle erschSpfen aUe, in denen (It) Zu ether An- 
ordnung (E) fiihrt. 

Als Beispiel mSge dienen ftir a) 
n - -  31. 

Die Gruppirung (H) ist: 
I 2 28 

3 4 24 
5 6 20 
7 8 16 
9 10 12 

11 1211 3o] 
13 23 26 
15 25 22 
17 27 18 
19 29 14 

x---~ 2; 4x-~-3 ~ 11; 2 primitive Wurzel rood. 11. 
Naeh Ums~ellung der Zeile 11 21 30, was durch den Bogen an- 

gedeutet wird, fiihrt die Gruppirung zu einer einzigen gesehlossenen 
Folge yon Paaren: 
| 1 , 2  1 3, 41 7, 81 15,25t 9, lOl 19,291 17,27 1 13,231 5, 6 1 l l ,30 l  
10,12122,1516,20126,13 j 8,16 I 24,3 ~ 27,18 I 14,19 [2,28 t30,211 
20,5 1 25,22 1 16,7 1 23,26 1 18 ,1714,24128,1  1 29,14 1 12,9 1 21 ,Ul .  
Hieraus ergiebt sieh Zeile (31) der eyklischen Anordnung (E), indem 
man aus jedem Paar immer die erste Zahl nimmt: 
(31) 1 3 7 15 9 19 17 13 5 11 10 22 6 26 8 24 27 142  30 20 25 

16 23 18 4 28 29 12 21. 
Gleichzeitig hat man hierin eine LSsung des ~iquivalenten Problems, 
dem man auch die in Art. 15 genannte Form geben kann. 

Als Beispiel flit Fall b) diene: 
n ----- 19 .  

Die Gruppirung (H) ist 
1 2 16 
3 4 12 
5 6 8 

7 1131 18t 
9 1 5 1 4  

11 1171 lO f 
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~ 1; 4 x + 3 ~--- 7 ; bereits 23 ~ 1 rood. 7; nach den angedeuteten 
zwei Umstellungen fiihrt die Gruppirung zu einer einzigen geschlossenen 
Folge yon Paaren" 

| L2  t 3,4 t 7,18 I 6,8 t 14,9 I 4,12 I 16,1 I 17,11 I 9,15 i 5,6 I ~I,10I 
2,161 18,13I 12,3[ 15,14 I 10,17 I 8 ,5i  13,7|. 

Also Zeile 19) yon (E) wird: 

19) 1 3 7 6 14 4 16 17 9 5 11 2 18 12 15 10 8 13 

und die Anordnung der Zahlen ~___ 1, ~ 2~ . - . ~  -4-9 mit der ange- 
gebenen Eigenschaft:  

1, 3, 7~ 6, - -5 ,  4, - -3 ,  - -2 ,  9~ 5, - -8 ,  2, - -1 ,  - - 7 ,  - - 4 ,  - -9 ,  8, - - 6 .  

Wenn man fiir die niedrigsten Werthe yon ~t untersucht,  welche 
tier Zahlen 12x uu 7 die Bedingung a), welche die Bedingung b) 
erffillen, so ergiebt sich: das Erstere gilt  yon x - - 0 ,  n ~- 7; ~ = 2~ 
n ~ 31; x ~ 4, n ~-- 55; dann erst yon x ~--- 14, n ~ 175 u. s. w., 
das Letztere yon x -=-- 1, n ~ 19; x - -  5, ~ -~- 67; x ~ 11, n ~ 139; 
u. s. w. - -  Allgemein l~isst sieh zeigen, dass wenn x ein Mul~iplum 
yon 3 ist, die Gruppirung (H) nicht zu einer LSsung fiihr& 

Wi t  haben also zwar alle F~lle erschiSpft, in denen die Gruppirung 
(H) zu einer LSsung des Problems durch eine cyklisehe Anordnung 
f[ihrt, abet es bleibt noeh die Frage often, ob nicht eine andere 
Gruppirung als (H) noeh in des F~llen n ~ 12~-Jr  7 zum Ziel ftihrt~ 
wo (H) versagt. Hierzu ist fibrigens zu bemerken, dass man aus (H) 
sogleich n -  2 andere Gruppirungen, die alle genau dasselbe wie (H), 
nieht mehr und nicht weniger, leisten~ ableiten kann~ in dem man alle 
Zahlen in (tI) einmal mit 2, einmal mit 3 u. s. w.,  einmal mit n ~ 1 
muItiplicirt und rood. n nimmt. 

G i e s s e n, November 1890. 


