Ueber das Problem der Nachbargebiete.
Von

L. HerrTER In Glessen.

Einleitung.

Wenn wir eine Gruppe von Gebieten anf einer Oberfiiche, deren
jedes an alle andern grenzt und zwar je lings einer Linie, nicht nur
in Punkten, , Nachbargebiete und — in dualistischer Uebertragung —
eine Gruppe von Punkten auf einer Oberfliche, deren jeder mit allen
andern durch einander nicht schneidende Linien auf der Oberfliche
verbunden ist, ,,Nachbarpunkte’ nennen, so ist das Problem, dem die
folgenden Untersuchungen gewidmet sind, dieses:

,, Welches ist der Minimalwerth des Geschlechtes*) einer Oberfliiche,
die eine gegebene Anzahl von Nachbargebicten (bezw. Nachbarpunkien)
zuldsst?¢¢ und umgekehrt:

, Welches ist die Maximaleahl der Nachbargebiete (bezw. Nachbar-
punkie) auf einer Fliche von gegebenem Qeschlechi?

In der Litteratar war diese Frage bis vor Kurzem noch kaum
berithrt worden. Baltzer**) hatte in dem M&bius’schen Nachlass
eine Notiz von Mobius’ Freund Weiske gefunden, die den Satz
enthielt: ,Finf spatia confinia (Nachbargebiete) sind unmbglich in
einer Kliche“, der richtig ist, wenn man unter ,Fliche’ nur eine
solche vom Geschlecht Null versteht. Baltzer identifizirt diesen Satz
geradezu mit dem bekannten Vier-Farben-Problem, fiir dessen Beweis
derselbe in der That nothwendig, aber nicht obne Weiteres als hin-
reichend zu erkénnen ist, und Herr Dingeldey™®**) hat sich neuer-
dings diesem Ausspruch angeschlossen. — Ausserdem hatte nur noch

*) Ueber die Bedeutung, in welcher das Wort ,,Geschlechi® hier stets ge-
braucht wird, vergl. die Bemerkung am Schluss der Einleitung. )
#*) Eine Erinnerung an M&bius und seinen Freund Weiske, Ber, d.
math.-phys. Classe d, kgl. siichs, Ges. d. Wiss. 12, Januar 1885.
*%) P Dingeldey, Topologische Studien i#ber die aus ringformig ge-
schlossenen Bindern durch gewisse Schnitte erzeugbaren Gebilde. Leipzig, 1890,
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Herr Kempe®) in einem Aufsatz iiber das Vier-Farben-Problem bei-
liufig bemerkt, auf einer Fliche wie der Oberfliche eines Ringes
wiirden 6 Farben nothwendig sein, da er auf einer solchen 6 Nachbar-
gebiete construiren konnte, wihrend es ibrigens, wie wir sehen werden,
deren 7 giebt. Von ihm rithrt auch (a. a, O. p. 200) der Gedanke
her, solchen Problemen eine dualistische Fassung zu geben, wie sie
oben schon benutzt warde,

Endlich hat ganz kiirzlich Herr Heawoo0d**) das Farbenproblem
fir Flichen von beliebigem Geschlecht behandelt. Er hat einmal
gezeigt, dass der erwihnte Kempe'sche Beweis eine Liicke hat, und
sodann bewiesen, dass fiir alle Flichen, deren Geschlecht grosser als
Null, die Maximalzahl von Nachbargebieten, die auf einer solchen
Flache nicht iiberstiegen werden kamn, mit der aus andern Griinden
sicher hinreichenden Zahl erforderlicher Farben zusammenfillt. Damit
wire also sowohl das Problem, mit dem wir uns jetzt befassen wollen,
als auch das Farbenproblem fiir Flichen aller Geschlechter, die grosser
als Null, endgiiltig erledigt, wenn nicht — abgesehen von dem Fall
dass das Geschlecht gleich Eins — bei Herrn Heawood der Nachweis
fehlte, dass auf einer Fliche beliebigen Geschlechtes jene Maximalzahl
von Nachbargebieten auch thatsichlich auftritt. Denn ohne diesen
Nachweis steht ja nicht fest, dass jene beiden Zahlen wirklich zusam-
menfallen; es konnte ja sein, dass es thatsichlich weniger Nachbar-
gebiete auf einer Fliche giebt als die Maximalzahl der hichstens mog-
lichen betrigt. Diese Liicke ist aber eine wesentliche; denn der
fehlende Nachweis liegt keineswegs auf der Hand.

In Anbetracht dieser Umstinde und da ausserdem die aufgeworfene
Frage wohl auch abgesechen vom Farbenproblem ein selbstindiges
Interesse hat und vielleicht zu anderweitigen Anwendungen geeignet
werden konnte, diirfte es gestattet sein, eine eingehende Untersuchung-
iiber dieses Problem zu verGffentlichen, auch wenn damit noch keine
erschopfende Losung erzielt wird.

Der Inhalt der folgenden Paragraphen ist kurz der folgende. Um
die Untersuchung auf geschlossene Flichen beschrinken zu kionnen,
wird zunichst (§ 1) eine Beziehung zwischen dem Geschlecht, der
Randcurvenzahl und dem Zusammenhang einer Fliche hergeleitet, die
zwar schon implicite in einer von Herrn Dyck gegebenen Formel
enthalten ist, auch auf andere Art leicht herzuleiten wire, jedoch bei
ihrer Ableitung hier zur Einfithrung gewisser Curven auf einer Fliche
Anlass giebt, deren Eigenschaften noch nicht bemerkt zu sein scheinen. —

*)} American Journal of Mathematics, Bd. II, (1882) p. 193.
#*) Map-Colour Theorem. Quarterly Journal of pure and applied Mathematics.
No. 96, June 1890.
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Nach Begriindung der schon beim Ausspruch des Problems angedeuteten

Dualitit wird (§ 2) bewiesen, dass das Geschlecht einer Fliche, die
n Nachbargebiete enthalten soll, nicht kleiner als -(—qf—_———?—{,‘@t—‘@— sein
kann, und es werden Folgerungen aus der Annahme gezogen, dass
auf einer Fliche von solchem Geschlecht (bezw. der nichstgrGsseren
ganzen Zahl) wirklich » Nachbargebiete existiren; insbesondere wird
auf regulire Eintheilungen von Oberflichen hingewiesen, welche die
Verallgemeinerung des Tetraeders im Sinne der Analysis Situs bilden. —
Im § 3 wird die weitere Behandlung ins Arithmetische iibertragen und
so der Beweis jener Umkehrung fiir die Geschlechtswerthe 1, 2,...,6,
bezw. fiir die Werthe von % bis einschliesslich » = 12 gegeben. —
Nachdem im vorhergehenden Paragraphen das Problem dahin trans-
formirt ist, dass es sich um die Herstellung einer Zahlenanordnung
handelt, werden nun (§ 4) diejenigen Fille, d. h. diejenigen Werthe
von % ausgesondert, bei denen allein jene Zahlenanordnung einen
gewissen sehr einfachen Charakter annehmen kann, und es wird gezeigt,
dass fiir eben diese Zahlen % ein arithmetisches Theorem besteht,
dessen Bestehen umgekehrt die Herstellbarkeit jener Anordnung zur
Folge hat. — Im letzten Paragraphen endlich wird diese Zahlenanord-
nung fiir alle Werthe von #, die der vorher bezeichneten Kategorie
angehdren und ausserdem noch einer von zwei bestimmten Bedingungen
geniigen, wirklich hergestellt, sodass also die genannte Krginzung
des in § 2 bewiesenen Satzes, wenn auch nicht allgemein, so doch
fir zwei ganze Kategorien von Zahlen % dargethan ist.

Um den Geltungsbezirk dieser Untersuchungen genau zu bezeichnen,
wollen wir uns auf Flichen mit wicht wmkehrbarer Indicatriz®) be-
schrinken. Es ist dies in der That dann Fkeine Beschrinkung, wenn
man die Flichen der entgegengesetzten Art derart als ,,Doppelflichen*
auffasst, als bestinde allenthalben die Fliche aus zwei getrennten iiber
einander liegenden Blittern und ebenso die eventuell vorhandenen
Randcurven allenthalben aus zwei parallel launfenden Réndern, weil
man auf diese Art eben an Stelle jeder Fliche mit umkehrbarer
Indicatrix eine bestimmte andere Fliche mit nich? umkehrbarer Indicatrix
substituirt. Das Problem gestaltet sich dagegen wesentlich anders auf
Flichen mit umkehrbarer Indicatrix selbst, wenn man diese als aus
nur einem Blatt an jeder Stelle bestehend ansieht,**) Ich mochte anf
die hierbei in Betracht kommenden Unterschiede bei néchster Gelegen-

*) Vergl. W. Dyck, Beitrige zur Analysis Situs. Math. Ann, Bd. 32, (1888)
p- 473 u, d. Anm. p. 462. .

#) Das sog. Mobius’sche Blatt z. B. wird bei der ersieren Auffassung eine
2-rindrige, 2-fach zusammenhingende Fliche vom Geschlecht 9 und lisst daher

nach § 2 nicht mehr als 4 Nachbargebiete zu. Bei der zweiten Auffassung dagegen
(wo man sich doch vorstellen muss, dass jede eingezeichnete Linie ebenso gu”
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heit weiter eingehen, fiir jetzt also lediglich Flichen mit #icht um-
kehrbarer Indicatrix betrachten.

Endlich mag zum Schluss dieser einleitenden Bemerkungen aus-
driicklich hervorgehoben werden, welche Definition des Geschlechies
und des Zusammenhanges einer Fliche hier zu Grunde gelegt wird.
Wir wollen sowohl bei geschlossenen, als auch bei berandeten Flichen
vom ,,Geschlecht* (p) sprechen und darunter die grésste Anzahl der
die Fliche nicht zerstiickenden und einander nicht schneidenden Riick-
kehrschnitte verstehen. Es sei nimlich gestattet, die so rein geome-
trisch definirte Zahl, in Anlehnung an die fiir geschlossene Flichen
analytisch eingefiihrte Bezeichnung, ,,Geschlecht* der Fliche zu nennen. —
Der ,,Zusammenhang (2) wird bei einer berandeten Fliche durch die
um 1 vermehrte Maximalzahl der die Fliiche nicht zerstiickenden Quer-
schnitte gegeben, bei einer geschlossenen Fliche durch die um 1 ver-
minderte Zusammenhangszahl der aus der vorgelegten durch Ausstechen
eines Punktes entstehenden berandeten Fliche. Der Zusammenhang
einer geschlossenen Fliche ist nach dieser von Herrn Schlifli ein-
gefiihrten Art der Zihlung?*) stets eine gerade Zahl.

Die beiden Zahlen, # und p, von denen im folgenden die letztere
die Hauptrolle spielen wird, sind nach den Untersuchungen des
Herrn Dyck®*) als Bestimmungsstiicke nothwendig und hinreichend,
um eine Fliche mit nicht umkehrbarer Indicatrix im Sinne der Analysis
Situs vollstindig zu beschreiben.

§ 1.
Ueber ein gewisses Curvensystem auf einer Fliche.

1. Denkt man sich auf einer beliebigen Fliche durch einen be-
liebigen Punkt alle geschlossenen Curven gelegt, welche, ohne sonst
irgendwo mit einander zusammenzutreffen, sich in diesem Punkt

auf der einen Seite der Fliche wie auf der andern existirt) kann man schon finf
Nachbargebiete herstellen, was die folgende Skizze veranschaulicht, bei der Seite
ab an Seite a'd’ 80 zu heften ist, dass ¢ mit a" und b mit b’ zusammenfillt:

a 8’

&

@
Fig. 1.

¥ Vergl. ¢, Neumann, Vorlesungen tiber Riemann's Theorie der Abel'-
schen Integrale. 2 Aufl, Leipzig, 1884. p. 185, 186.

#%) a. a. O. p. 488. 2a) und 3) in Verbindung mit Formel (2) p. 478 und
(4) p. 484,
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simmtlich durchschneiden, und ist s die Anzahl derselben, so lisst
sich zundchst leicht erkennen, dass s eine ungerade Zahl ist. Giebt
es niamlich 2y solcher Curven, so ldsst sich stets noch eine (2u--1)t
hinzufiigen, da man noch aus dem einen Winkelraum des Schnittes
der 1t und 2t Curve etwa, wenn diese beiden einen ungetheilten
Winkel mit einander bilden, in den Scheitelwinkelraum gelangen kann,
ohne die Fliche zu verlassen oder eine der vorhandenen Curven zu
schneiden. Nennen wir, um dies darzuthun, die Winkelriume, welche
man beim Umkreisen des Schnittpunkies der 2p Curven der Reihe
nach passirt,
1,2,3,...,4u,
so gelangt man aus 1, der einen von beiden Curven folgend, welche
diesen Winkelraum einschliessen, in 1 4 2u — 1, von dort ebenso in
142@2p—1), von dort in 1 4 3(2¢ — 1) u. s. w. Der Scheitel-
winkelraum von 1 ist aber 2y - 1 und wird daher erreicht, wenn
die Congruenz
22p — 1)=2p mod. 4u
durch einen ganzzahligen Werth von » erfiillt werden kann. Dies ist
aber wirklich der Fall und zwar zuerst fir % = 2y. — Hitte man
statt 2u die ungerade Zahl 2p -} 1 gehabt, so wiirde man kein ganz-
zahliges % finden, welches der entsprechenden Bedingung geniigt. —
Auf die gleiche Weise erkennt man, dass man bei 2g Curven durch
dasselbe Verfahren aus einem beliebigen Winkelraum in jeden beliebigen
andern gelangt, bei 2y -~ 1 dagegen von 1 z, B. nur nach
- 3)5)"‘J4y+1?
dass also die Fliche durch eine gerade Anzahl solcher geschlossener
Curven jedenfalls noch nicht zerfillt.

2. Nachdem hiermit gezeigt ist, dass die Anzahl s unserer Curven
eine ungerade ist, wollen wir nun ihre Beziehung zu der Anzahl z
des Zusammenhanges und zu der Anzahl » der Randcurven der Fliche
ermitteln. Denkt man s — 1 der Curven als Schnitte ausgefiihrt, so
ist dadurch, weil s — 1 eine gerade Zahl, die Anzahl der Randcurven
nur um 1 vermehrt, also » 4 1. Der Zusammenhang wurde durch die
erste der s— 1 Curven, die einen Riickkehrschnitt bildet, nicht geéndert,
durch jede der s — 2 folgenden aber, da diese nun Querschnitte sind,
um 1 erniedrigt; also ist fiir die so zerschnittene Fliche der Zusam-
menhang

z—s+ 2.
Zieht man nun von dem Schnittpunkt der s — 1 Curven noch einander
und sich selbst nicht schneidende Linien nach den # urspriinglichen
Randcurven, so hat man jetzt eine Fliche mit einer Randeurve und

dem Zusammenhang
2—s—1r-+2,
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Diese Zahl ist aber = 1. Denn konnte man einen Querschnitt ziehen,
der die Fliche noch nicht zerstiickt, so kénnte man dessen Endpunkte
auf dem Rand beliebig verschieben, also auch derart, dass dieser
Schnitt eine st¢ geschlossene Curve darstellte, welche alle s — 1 andern
in ihrem Schnittpunkt schneidet, und die Fliche noch nicht zerfallen
liesse. Dann kinnte man also auch noch eine (s -}- 1)t Curve der-
selben Art ziehen, wihrend die Zahl solcher Curven nach Voraus-
setzung nur s ist. Also ist

2—8—r+2=
oder
Ss=z—r-1,

d. h. ,,die Anzahl der geschlossenen Curven, die man auf einer Fliche
durch einen belicbigen Punkt legen kann, sodass sich n diesem alle
unter emnander schneiden, ohne sonst einen Punkt mit einander gemein
2w haben, ist wm Fins grosser als die Differenz zwischen Zusammen-
hang und Randcurvenzahl®) der Fldche., Erst die letzte der Curven
bewirkt ein Zerfallen der Fliche.*%)

Nur eine Modification dieses Ausspruches ist der folgende:

»Auf einer Fliche vom Zusammenhang z und der Randcurvenzahl
r kann man 2 beliebige Punkte durch z — r + 1 Curven so verbinden,
dass dadurch die Fliche wicht zerfillt.* Denn die 2(z — r) Enden von
z — r jener geschlossenen Curve miinden in ihren Schnittpunkt (A4)
in der Weise ein, dass man, um diesen in kleinem Kreise herum-
gehend, von Curve 1 aus etwa zuniichst die Enden aller 2 — » ver-
schiedenen Curven trifft, dann erst die andern Enden in derselben
Reihenfolge. Hilt man nun die ersteren in ibrem Schnittpunkt A
fest, verschiebt aber den vereinigten Endpunkt der z — r andern
Enden auf der Fliche aus A4 heraus nach einem Punkt B und fiigt
als (2 — 7 - 1) Verbindungslinie zwischen 4 und B diesen Weg
hinzu, so hat man die genannten z—# -1 Verbindungslinien zwischen
A und B, und die Fliche ist natiirlich bei dieser Verschiebung nicht
zerfallen.

3. Wir konnen die Zahl s auch zu dem Geschlecht der Fliche p
in Beziehung setzen. Fiihrt man eine der s Curven als Schnitt aus,

*) Die ja, wie schon Riemann (Ges. Werke, Leipzig, 1878, p. 12) gezeigt
hat, stets eine gerade Zahl ist,

*) Nach diesem Satz berubt die bei M&bius, Ges Werke, Bd.II, p. 541,
angegebene von Gauss bemerkie Eigenschaft einer gewissen Fliche einfach
darauf, dass bei derselben z=3, r =1 ist. Man kann daher ausser den zwei
Punktepaaren PE, @S auch noch ein drittes, UV, auf dem Rand annehmen,
sodass U und V durch 2 der 4 Punkte PQRS getrennt werden, und U und ¥
mit einander verbinden, ohne die schon gezogenen Linien zu schneiden.
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so wichst die Zahl der Randeurven um 2, wihrend der Zusammen-
hang derselbe bleibt. Nennt man also fiir die so zerschnittene neue
Fliche die Zahl unserer Curven s,, so ist nach der obigen Formel

§ =8—2.
Fiihrt man von den s; Curven wieder eine als Schnitt aus, so ist fiir
die jetzt entstehende neue Fliche ebenso

Sy=8 —2=5—4

u. s. w. Endlich gelangt man zu einer Fliche, fiir die die Anzahl
unserer Curven nur noch 1 ist, und dies wird offenbar eintreten, nach-

; ! solche Riickkehrschnitte ausgefiihrt hat,
Diese Fliache zerfillt also bei jedem Riickkehrschnitt, und man konnte
5 ! Riickkehrschnitte

ausfiithren, ohne dass sie zerfiel, aber nicht mehr; folglich ist

. 8
dem man im Ganzen

auf der urspriinglichen Fliche demnach gerade -

s—1
e

s=2p+41,
,,die Zahl der geschlossenen Curven der genawnten Art ist gleich der
um Fins vermehrten doppelten Geschlechiszahl.*

Durch Verbindung dieses Resultates mif dem im vorigen Artikel
abgeleiteten ergiebt sich die Beziehung

Z—r=2p,

s,Zusammenhang weniger Randcurvenzahl einer Fliche ist gleich dem
doppelten Geschlecht*, welche bereits in einer Formel des Herrn Dyck#)
enthalten ist, auch sonst aus der Definition von 2, 7, p leicht abzuleiten
wire, und von der wir im Folgenden Gebrauch zu machen haben.

Auf Grund dieser Relationen zwischen den vier Zahlen s, z, 7, p
kann man nun den in der Einleitung schon erwihnten Ausspruch des
Herrn Dyck auch so formuliren: Zur vollstindigen Beschreibung einer
Fliche mit nicht umkehrbarer Indicatriz im Sinne der Analysis Situs
sind nothwendig und hinreichend zwei Zahlen, von denen die eine der
Gruppe 2, p, s, die andere der Gruppe z, r (natiirlich unter Ausschluss
der Wahl 2z, 2) entnommen st

4. Der Nachweis, dass s — 1 = 2_p ist, und der Umstand, dass
man beim Durchlaufen des Randes einer durch die 2p geschlossenen
Curven zu einer einfach zusammenhingenden aufgeschnittenen ge-
schlossenen Fliche die 4p Ufer jener Schnitte in der Reihenfolge
pa.ssut dass man zundchst je ein Ufer aller 2p Curven durchliuft und
dann in derselben Reihenfolge die entsprechenden anderen Ufer — ein

=P,
d. h.

*) a. a. O. p. 478 Formel (2) unter Beriicksichtigung von Formel (4) p. 484.
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Umstand, von dem man sich durch eine der in 1. angestellten ganz
analoge Betrachtung iiberzeugt, — lassen uns erkennen, dass die 2p
Curven bereits anderwiirts implicite erscheinen. Es sind dies hiernach
dieselben Curven, die entstehen, wenn man das Poincaré’sche
polygone gépérateur der groupes fuchsiens mit einer geraden Anzahl
von Seiten der 1*= Sorte, von denen immer 2 Gegenseiten einander
conjugirt sind*), lings je zweier conjugirten Seiten wirklich zusam-
menheftet, — und dieselben Curven, die entstehen, 'wenn man die
Polygone, die in den Untersuchungen des Herrn Dyck tiber reguliir
verzweigte Riemann’sche Flichen**) gewisse Wurzelirrationalititen
darstellen, lings je zweier Symmetrielinien der reguliiren Verzweigung
zusammenheftet. Hs ist also hiermit gezeigt, dass gerade die hier ein-
gefiihrten Curven es sind, wodurch jene iibersichtlichste Zerschneidung
einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht p zu einem reguliren
Polygon mit 4p oder 4p - 2 Seiten erzielt wird, bei dem sich immer
die Gegenseiten entsprechen.

Da jede der 2p 4 1 Cutven fiir sich einen die Fliche nicht zer-
stiickenden Riickkehrschnitt bildet und die Gesammtheit von 2p der-
selben die geschlossene Fliche zu einer einfach zusammenhiingenden
aufschneidet, so liefern dieselben als Integrationswege eines Abelschen
Integrals I. Gattung auf der zugehdrigen Riemann’schen Fliche vom
Geschlecht p ein System von 2p linear unabhingigen Periodicitiits-
moduln. Man kann von diesem Ausgangspunkt z. B. auf sehr einfache
Weise die Resultate gewinnen, die Clebsch in der Abhandlung ,,Zur
Theorie der Riemann’schen Fliche *#*) §6 auf andere Art hergeleitet hat.

§ 2,
Minimalwerth von p bei » Nachbargebieten,

5. Wir haben in der Einleitung das zu behandelnde Problem so
gefasst, dass nur nach dem Geschlecht der Fliche gefragt wird, auf
welcher n Nachbargebiete moglich sind. In der That hingt die Lésung
des Problems anch nur von der Geschlechtszahl der Fliche ab. Denn
wenn auf einer geschlossenen Fliiche vom Geschlecht p % Nachbar-
gebiete moglich sind, so ist dasselbe offenbar der Fall auf jeder aus
derselben durch Ausschneidung einer beliebigen Anzahl einfach zusam-
menhéingender Flichenstiicke entstehenden Fliche méglich und um-
gekehrt. Man kann aber jede beliebige Fliche mit dem Geschlecht P,

¥) Théorie des groupes fuchsiens. Acta Math. Bd. 1, (1882) § 8.

**) Ueber regulir verzweigte Riemann’sche Flichen und die durch sie defi-
nirten Irrationalititen. In.-Diss, Miinchen, 1879, S, insbesondere Tafel VIII,
Fig. 2. Fliche I. — Vgl. auch Math, Ann. Bd. 17 (1880) p. 473

*#¥) Math. Aunn. Bd. 6 (1873).
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der Randcurvenzahl » und dem Zusammenhang z aus einer geschlossenen
Fliache von demselben Geschlecht durch Ausschneidung von # einfach
zusammenhingenden Stiicken entstanden denken. In der That, nach
vorigem Paragraph ist

z2=2p+r.
Jede der r Randcurven kann man zur Begrenzung eines einfach zu-
sammenhiingenden Flichenstiickes, folglich die Fliche durch Einfiigung
von r solchen zu einer geschlossenen machen. Dadurch ist der Zusam-
menhang um # verkleinert worden; also ist der Zusammenhang der
neuen geschlossenen Fliche

7 =2p.

Da aber bei einer geschlossenen Fliche der Zusammenhang gleich der
doppelten Geschlechtszahl ist, so ist das Geschlecht der resultirenden
geschlossenen Fliche p geblieben, und man kann umgekehrt die vor-
gelegte aus dieser Fliche durch Ausschneidung entstanden denken.

Das Problem hiingt also wirklich nur von dem Geschlecht der Fliche
ab, und wir sehen gleichzeitig, dass ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit die Fliche als eine geschlossene vorausgesetzt werden darf. Auch
ist ohne Weiteres klar, — was fiir Spiteres hier schon bemerkt werden
mag, — dass, wenn auf einer Fliche tiberhaupt » Nachbargebiete mog-
lich sind, dann auch eine Eintheilung der ganzen Fliche in solche »
Gebiete moglich ist.

6. Ferner wurde schon beim Ausspruch des Problems eine
Dualitat zwischen Gebieten und Punkten, Grenzlinien und Verbindungs-
linien als feststehend angenommen, die noch der Begriindung bedarf.
Giebt es aber zunichst auf einer Fliche » Nachbargebiete, so giebt
es auf derselben auch % Nachbarpunkie, wie leicht zu zeigen ist.
Denken wir uns zu dem Ende das Netz der Begrenzungslinien etwa
in blauer Farbe gezeichnet. Nimmt man dann in jedem Gebiet einen
beliebigen Punkt an und fithrt von diesem aus (etwa in rother Farbe)
Linien, die sich selbst und einander nicht schneiden, nach »n — 1
solchen blauen Begrenzungslinien, lings deren das Gebiet an n — 1
verschiedene andere grenzt (denn es ist ja nicht ausgeschlossen, dass
ein Gebiet lings mehrerer Linien an dasselbe andere grenzt) und zwar
so, dass der Punkt im Gebiet @ mit demselben Punkt derselben Grenz-
linie (ad) verbunden wird, wie der Punkt im Gebiet b, so verbinden

die entstehenden "("2—1)

jeden der » Punkte mit den » — 1 andern.

Giebt es umgekehrt auf einer Fliche » Nachbarpunkte, so giebt
es auch » Nachbargebiete. Umgiebt man niamlich zunichst jeden der
n Punkte mit einer auf der Fliche liegenden geschlossenen Contour,
die keinen andern der # Punkte enthilt, so kann man jedes dieser

rothen Linien, die einander nicht schneiden,
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n Flichenstiicke sich in » — 1 Streifen ausdehnen lassen lings der
nin—1)
2
bis' je 2 derselben an einander stossen. Dann hat man # einfach

zusammenhdngende Nachbargebiete auf der Fliche.

Hiermit ist das Bestehen der genannten Dualitit erwiesen, und es
folgt gleichzeitig aus der vorstehenden Betrachtung, dass, wenn iiber-
haupt » Nachbargebiete existiren, dann auch # einfach zusammen-
hingende Gebiete mit dieser Eigenschaft hergestellt werden kbnnen,

7. Wir sind daher berechtight, bei der Untersuchung unseres
Problems bald die eine, bald die andere Auffassung, je nachdem sich
dadurch der Ausdruck einfacher gestaltet, vorzuziehen. Wir fragen
zunichst nach dem Minimalwerth des Geschlechtes einer Oberfliche,
welche wirklich #» Nachbarpunkte zuldsst, und nennen diese Zahl p,;
d. h. es wird vorausgesetzt, auf einer Fliche vom Geschlecht p, gibe
es wirklich » Nachbarpunkte, dagegen nicht auf einer solchen von
niedrigerem Geschlecht. Dann ist es sehr leicht, fiir p, eine untere
Grenze zu ermitteln.

n{n—1)

Durch die » Nachbarpunkte und ihre 5
entsteht auf der geschlossenen Flidche ein System von » Punkten oder

Ecken, ”(”2_ D Tinien oder Kanten und einer Anzahl (F) Flichen-

stiicke oder Seitenfliichen. Die letzteren sind simmtlich einfach zu-
sammenhingend; denn kidme dabei ein mehrfach zusammenhingendes
Stiick vor, so kbnnte man in demselben einen nicht in einen Punkt
zusammenziehbaren Riickkehrschnitt legen, der die ganze Fliche nicht
zerstiickt. Man hitte also das Geschlecht der Fliche um 1 erniedrigt,
und doch gibe es anf derselben noch » Nachbarpunkte gegen die
Voraussetzung. — Fiir die Anzahl F dieser einfach zusammenhiingen-
den Flichenstiicke findet sich nun die obere Grenze

—1

rothen Verbindungslinien und diese Ausldufer so weit fithren,

Verbindungslinien

denn um jeden der » Punkte herum liegen # — 1 Fléichenstiicke, die
saimmtlich mindestens Dreiecke sind, da, wenn Zweiecke vorkimen,
2 der n Punkte doppelt mit einander verbunden wéren. Wendet man
nun auf das System von Ecken, Kanten, Seiten auf der Fliche vom
Geschlecht p, den erweiterten Euler’schen Polyedersatz an, so folgt

2}9@“2:%(”2—1) '—'n""Fa

229”____2?:1»_(17,_2;—_1_)___%_ n(n;—-l)’

nm—3)(n—14)
p" 2 12 ?
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und da p, jedenfalls eine ganze Zahl sein muss, konnen wir schreiben
n—38)(n—4)+ 2«

A) png( )(%12)+ "

wo 2a, die kleinste positive ganze Zahl ist, die bewirkt, dass der

Zihler durch 12 theilbar wird. Man sieht ndmlich leicht, dass diese

Zahl nur eine gerade sein, und ferner, dass @, nur einen der Werthe

0, 2, 3,5 baben kann.

8. Fiir die niedrigsten Werthe von #, z. B. » = 3, 4 kann nun
in der Formel (A) das Ungleichheitszeichen fortgelassen werden. Wir
wollen aber im Folgenden nachweisen, dass wehnigstens fiir die Werthe
von # bis einschliesslich % = 12 und sodann fiir alle Werthe von #,
die gewissen spiter zu pricisirenden Bedingungen geniigen, unser
Problem in der That durch die Gleichung

n—3) (n—4 2«
(B) pn=( )(12 )+ 2«,
erschopfend gelost wird. Fiir die entsprechenden Werthe von p, nim-
lichp =pu, po + 1, pa+ 2,..., Papr — 1, wenn % ein solcher Werth
ist, fiir den Gleichung (B) gilt, wird dann also die umgekehrte Frage
nach der Maximalzahl n, der Nachbarelemente auf einer Fliche vom
Geschlecht p durch die Gleichung beantwortet

(©) ”p=’;"+}2“1/1+48p"8“m*)

wobei «, die kleinste positive ganze Zahl bedeutet, welche den Radicand
zu einem Quadrat macht. Wird hierbei «, < 6, so ist der eingesetzte
Werth von p derart, dass die gleiche Anzahl von Nachbargebieten n,
nicht schon auf einer Fldche niedrigeren Geschlechtes auftritt. Ist
@, > 6, nimlich = 6v 4 «,, wo @, < 6, so kommt schon auf einer
Fliche vom Geschlecht p — » die gleiche Anzahl von Nachbar-
gebieten vor.

Bevor wir aber in den angekiindigten Beweis eintreten, miissen
noch die folgenden fiir das Verstindniss desselben erforderlichen Be-
merkungen vorausgeschickt werden.

9. Die Zahlen « haben in Bezug auf die Natur des Netzes auf
der Fliche eine einfache Bedeutung. Hat man auf irgend einer Fliche
vom Geschlecht p % Nachbarpunkte und die entstehenden Flichenstiicke
sind simmtlich einfach zusammenhingend, so besteht ja immer die
Beziehung

__ (n—38)(n—4) 42«
b= 12 ’

#) In dieser Form, unter Hinzuftigung des Zeichens <C, erscheint das
erwihnte Resultat bei Herrn Heawood (a. a. O. p. 334), wenn man daselbst die
Grosse %, von der Herr H. nur sagt, dass sie eine ,,positive von dem Zusammen-
hang der geschlossenen Fliche abhiingige Constante* sei, = 2p — 2 setak,
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wonach die Zahl der Flichensticke =& “31)—'“
dem ganzen Netz genau n(n—1) Polygonecken oder Winkel giebt, so
ist « die Zahl der Polygonecken, die iibrig bleibt, wenn man von
jedem Flichenstiick 3 Ecken fortnimmt. Gilt also Gleichung (B), so
bilden die Flichenstiicke entsprechend den 4 moglichen Werthen von
e, (0, 2, 3, 5) entweder

1) lauter Dreiecke;

ist. Da es nun in

oder
2) lauter Dreiecke und 2 Vierecke
oder lauter Dreiecke und 1 Fiinfeck;
oder
3) lauter Dreiecke und 3 Vierecke
oder lauter Dreiecke, 1 Viereck, 1 Fiinfeck
oder lauter Dreiecke, ein Sechseck;
oder

4) lauter Dreiecke und 5 Vierecke
oder u. s. w.
oder endlich: lauter Dreiecke und 1 Achteck.

Yon besonderem Interesse sind nun die Fille, wo «, = 0, wo
also, falls Gleichung (B) besteht, die ganze Fliche in ﬁ@'fﬂ Dreiecke

cingetheilt ist, von denen je » — 1 in einer Fcke zusammenstossen,
bezw. bei der dualistischen Auffassung in % (n—1)-Ecke, deren je 3
eine Polyederecke bilden. Wir wollen diese Fille die ,,requliren‘
nennen. ~ Sie treten also ein, wenn &, = 0, mithin % eine der vier
Formen hat;

n=12x%,

n=12% -} 3,

n=12% -+ 4,

n=12%x 4+ 7,

wihrend das Geschlecht p der Flichen, auf denen solche regulire

Eintheilung moglich sein soll, der nothwendigen Bedingung geniigt
14-48p =142

oder

1
.p""" A8 ’

WO
A* =1 mod. 48. ,

Setzt man % = 0, so hat man aus der dritten Reihe der Werthe
von # % = 4 und dem entsprechend p = 0; d. h. ein solcher regulirer
Fall ist z. B. die Oberfliche des Tetraeders. In der That wiirden alle
reguliren Fille die Verallgemeinerung des Tetraeders auf Oberflichen
von hoherem Geschlecht im Sinne der Analysis Situs bilden, und zwar
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bei der einen oder andern der beiden dualistischen Auffassungen, je-
nachdem wir das Tetraeder (bei dem die beiden dualistischen Kr-
scheinungen noch zusammenfallen) als ein System von 4 Flichen,
deren jede an die 3 andern grenzt, oder als ein Netz aus 4 Punkten,
deren jeder mit den 3 andern auf der Fliche verbunden ist, ansehen.

§ 3.

Arithmetische Einkleidung der Untersuchung. — Beweis der Gleichung (B)
fir n =4,5,...,12

10. Die Schwierigkeiten, welche der Versuch, Gleichung (B)
allgemein zu beweisen, bereitet, haben ihren Grund in der arith-
metischen Natur des Problems. Man kann diesem in der That eine
rein arithmetische Einkleidung geben. Man denke sich % (n—1)-Ecke
(dualistisech # einfach zusammenhingende Flichenstiicke als die Triger
von % Punkten, von deren jedem % — 1 Linien nach dem Rand
gehen), bezeichne dieselben durch die darauf geschriebenen Zahlen
1,2,...,n und jede der Seitenkanten beim Polygon x durch eine
andere der Zahlen 1,2, ..., 2 —1, 241, ... n, welche angiebt,
an welches andere Polygon das Polygon x lings dieser Kante anzu-
heften ist. Heftet man nun so zusammen, dass man von der mit
Zahlen beschriebenen Seite eines Polygones beim Passiren der Zu-
sammenheftungslinien immer wieder auf die beschriebene Seite der
andern gelangt, so erhilt man stets eine geschlossene Oberfliche,
welche in # Nachbargebiete getheilt ist; aber das Geschlecht derselben
wird im Allgemeinen > =9 (n;; DA 2
die Anordnung derart getroffen worden, dass die Anzahl der Polyeder-
ecken == n(n“;) — % wird. Nun driickt sich die Eigenschaft, dass
die 4 Polygone 1,2,..., 4 z. B. in einer KEcke zusammenstossen (oder
die 4 Punkte 1,2,..., 4 Ecken desselben Polygones werden), wenn
die Reihenfolge derselben beim Umkreisen dieser Ecke im Sinne des
Uhrzeigers etwa die natiirliche 1,2, ..., 4 ist, dadarch arithmetisch
aus, dass bei den # — 1 Zahlen, welche die Randstiicke von 1 be-
zeichnen, in demselben Sinn 2,4, bei 2 3,1 bei 3 4,2 u.s. w.
bei 2 1,2 —1 auf einander folgen. Wir wollen sagen: diese 4 Zahlen-

paare
@2, 4), B1), (42), 5,3), .., (1, A—1)

bilden einen ,,Cyklus-von A Elementen oder Paaren'‘. Eine dreiseitige
Ecke oder ein Dreieck insbesondere giebt also einen dreielementigen

Cyklus
(9, (), @)

sein; es sei denn, dass
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und ist daran kenntlich, dass bei den Randstiicken des Polygones ¢
im Sinne des Uhrzeigers auf einander folgen #, I; bei » in demselben
Sinne 7, 2 und bei ! endlich 7, .

Dann ist unser Problem jetzt dieses:

1) Die Zahlen 2, 3,...,n (welche die Seiten des Polygones1 bedeuten),

2) 4 7) L,3,ccn( , »oo» » 2 2 1 )
(D) + u. 8. W.

w) Die Zahlen 1,2,...,n — 1 (welche die Seiten des Polygones »
! bedeuten),
wobei man sich die, Zahlen jeder Zeile zu einem Kreis geschlossen

denken muss, so anzuordnen, dass die Anzahl der entstehenden Cyklen

nin—1) — e . . .
genau == 3 “ wird. — Wir wollen eine solche Anordnung

der Kiirze halber mit (D) bezeichnen. —
11, Die folgenden Tabellen geben fiir jede der Zahlen
n=4,5,6,..., 11, 12
eine Anordnung (D), womit also die Giltigkeit des Satzes (B) (und

gleichzeitig (C)) zunichst fiir die Werthe von % bis einschliesslich
n = 12 dargethan ist. Ueber jeder Tabelle steht neben dem Werth

nn— 1) = e - In der Tabelle sind

immer die Zahlenpaare, welche zu Cyklen von mehr als 3 Elementen
gehbren, durch einen darunter gesetzten Bogen gekennzeichnet, und
unter jeder Tabelle sind ausser der Zahl der Dreiecke die mehr-
elementigen Cyklen selbst angegeben.

von % der von p,, «, und F =

n=4, p,=0, =0, F=4
regquldr (Tetraeder)
1) 2314
2) 314
3) 412
4 213
4 Dreiecke.

1) 3245
2 4351 (wobei eigentlich unter jedem
Paar ein Bogen stehen miisste,

8) 5412 die deshalb alle fortgelassen
9 1523 gng)
) 2134

5 Vierecke [1342],[1254],[1435],[1523], [3245].
Fig. 2 veranschaulicht diese Anordnung fiir #» = 5.
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A
5
2 3 4
1 B
! 2 3 4

3 4 5

2 5i
Fig. 2.

Die geschlossene Fliiche vom Geschlecht 1 entsteht durch Zusammen-
heften der Linien AB und DC, BC und AD (vergl. § 1, Art. 4). Sie
bildet ein ,,Pentaeder®, bei dem gerade wie beim Tetraeder die beiden
dualistischen Erscheinungen zusammenfallen; denn die 5 Ecken dieses
Pentaeders sind Nachbarpunkte.*)

%—'-_—6’ -p6=17 a6=3’ F=9
1) 35264
S’
2) 46315
N’
3) 51426
N’
4) 62531
N’
5) 13642
N’
6) 24153
~
8 Dreiecke und das Sechseck [12 345 6].

¥) Wir haben also hier noch eine regulir (nimlich in 5 Vierecke) eingetheilte
Oberfliiche von hgherem Geschlecht als Null, die nicht in den oben angefiihrten
4 Serien regulirer Fille enthalten ist, und man kann sich leicht davon iiber-
zeugen, dass innerhalb unseres jetzigen Problems, wo immer nach dem ntedrigsten
Geschlecht gefragt wird, andere reguléire Eintheilungen nicht mehr vorkommen
konnen. Lisst man dagegen jene Beschrinkung fallen, so bilden das Tetraeder
und dieses Pentaeder nur die untersten Falle in einer unendlicken Reihe regunlirer
Oberflichen, auf die ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen hoffe: Ober-

fiichen vom Geschleckt (n— 1)4("' —4 (n=4,5,8,9,...,4%, 4x-+1,...) die

in n benachbarte (n — 1)-Ecke so eingetheilt sind, dass nur n Polyederecken
entstehen, die gleichzeitig Nachbarpunkte sind, — Vergl. zu der obigen Figur
und der foleenden Fig. 3 auch die Figuren des Herrn W.Dyck, Math. Ann,
Bd. 20, Tai. ., Fig. 2 und 3,
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n="1, pp=1, a¢,=0, F=14

regulir

1) 243756

2) 354161

3) 465271

4) 576312

) 617423

6) 721534

7 132645
14 Dreiecke,

Fig. 3 veranschaulicht diese Anordnung fiir %» =7 auf einer Fliche
vom Geschlecht 1.

Fig. 3.

Die ausgezogenen Linien theilen die Fliche in 7 benachbarte Sechs-

ecke, die punktirten verbinden deren Mittelpnnkte mit einander. Die

geschlossene Fliche entsteht durch Aneinanderheften der Linien
AB und ED, BC und FE, CD und AF.

n==8, py=2, =2, F=18.
1) 2345678
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5) 61283174
g’
6) 2154873
N’
7) §124536
o”

8 2176435
16 Dreiecke und die beiden Vierecke [142 5], [1627].

n="9, p,=3, ag=23, F =23

1) 23456789
S’

2) 61973584
S’ N

3) 41276859
N’

4 51396287

5) 61479382

s’
6) 71524983
N’

7) 81632954

8) 91742536

9) 218643517

22 Dreiecke und das Sechseck [3 1265 2]

n=10, p,=4, «,=3, F=29,
i) 2345 678910
Soae

2) 3146 97105 8
N’ NS e
3) 4121076859
S’
4 5139 62108 7
N’

5 6 147 938210
6) 711510249 83
s
7) 8163 102 9 5 4
8 9174102536

N
9 10186 43572
L ——
10) 4196 527338
e N’

26 Dreiecke und 3 Vierecke [21104], [26 109), |28 10 3].

Mathematische Annalen, XXXVIIL 38
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n=11, p, =5, o, =2, F= 36
345678 91011
11174106 9 8 5
12 59117 6108
s’
138611102 7 9
h
14 93 2 810711
1
1

N’ N’

5 48119 210 3

A

35109 4 2 11

e’

11
2
1

6
7116 4 3105 2
91018 26 113 5 4 17
10)111 9 75 8 3 6 2 4
11) 2 110 45 3 9 6 8 7

34 Dreiecke und 2 Vierecke [3 115 7], [5 1146}

n=12’ p12=6’ 0612=0, F=44.

reguldir
1) 234 5 6 7 8 9 101112
2) 31124 9 8 511 7 10 6
3) 412 6 5 8 107 1211 9
4 513 9 2128 711 6 10
5 61410127 911 2 8 3
6) 715 3 210411 8 12 9
7 816 9 512 3 10 2 11 4
8 917 4126 1110 3 5 2
9 101 8 2 4 3 11 5 7 6 12
10) 111 9 125 4 6 2 7T 3 8
11) 12110 8 6 4 7 2 5 9 3
12) 2 11183 7 5109 6 8 4

44 Dreiecke.

Es mag zu den Tabellen noch bemerkt werden, dass, wenn die-
selben mit Ausnahme derjenigen fiir # =5, 6, 7, von denen spiter
noch die Rede sein wird, eine wesentliche Gesetzmissigkeit nicht er-
kennen lassen, damit noch nicht gesagt ist, dass eine solche nicht
vielleicht doch erreichbar wire. Denn einmal sind ja die Zahlen der
ersten Zeile (ausgenommen bei n =5, 6, T) willkiirlich in der natiir-
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lichen Folge genommen, und zweitens kann man die Zahlen jeder
Zeile noch cyklisch verschieben. Wir werden aber bald sehen, dass
die Gesetzmissigkeit, die man bei # =5, 6, 7 wahrnimmt, auch nur
in diesen Fillen unter den bis jetzt behandelten zu erreichen war.

§ 4.
Nachweis, dass eine cyklische Anordnung hdéchstens im Fall #n=12x--7
moglich ist.

12. Die Methode, nach der die Anordnungen (D) im vorigen
Paragraphen gefunden sind, war die folgende: Man nimmt auf einer
(n—3) (n—4) + 20,

n Punkte

12
beliebig an und zieht auf irgend eine Art so viele der —"—‘—(—’3-2——1)— Ver-

bindungslinien als m6glich sind, ohne dass zwei derselben sich schneiden.

nn —1) o .
5 §ezogen sein,

geschlossenen Fliche des Geschlechtes

Dann werden im Allgemeinen nicht alle

sondern etwa 4 weniger. Dafiir kann man aber, — wie eine einfache
Ueberlegung auf Grund des Euler'schen Polyedersatzes zeigt, — noch
gerade A -+ @,, also stets mindestens 4, Verbindungslinien ziehen,
nach deren Herstellung die ganze Oberfliche erst in Dreiecke ein-
getheilt wire. Zieht man nun eine solche, so kann diese nur 2 Punkte
verbinden, die schon anderweitig verbunden sind; loscht man daher
die frithere Verbindungslinie, so kann man dadurch wieder mindestens
eine andere Verbindung herstellen, und es ist moglich, dass diese 2
bisher noch nicht verbundene Punkte verbindet, sodass man also um
einen Schritt weiter gekommen wire. Im entgegengesetzten Falle
wird dadurch an anderer Stelle eine Verbindung aufgehoben und in
Folge dessen wieder eine oder mehrere neue Verbindungen mbglich
werden u. s. w.

Da sich aber nicht allgemein zeigen liess, dass diese Methode
stets dahin fihrt, die simmtlichen 4 fehlenden Verbindungen noch
herzustellen, womit ja der Beweis fiir die ganz allgemeine Giiltigkeit
der Gleichung (B) erbracht wire, so wollen wir uns darauf beschrinken,
den letzteren fiir Werthe von % eines solchen Charakters zu fiihren,
bei denen die Anordnung (D) sich besonders einfach und iibersichtlich
gestalten ldsst.

13. Fir n==>5,6,7 (s. Art. 11) ist die Anordnung (D) derart
hergestellt worden, dass jede Zeile aus der vorhergehenden durch
einfache cyklische Vertauschung der Zahlen 1, 2,3, ... in der natiir-
lichen Reihenfolge hervorgeht. Wir wollen eine Auordnung (D) mit
diesem Charakter eine ,,cyklische’ nennen und werden nachweisen,
dass ausser bei # =5 und % =6 nur, wenn % die Form 12x 4 7

33%
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hat, eine solche cyklische Anordnung (D) herstellbar sein kann, und
bei bestimmter Beschaffenhéit von » dann anch wirklich herstellbar st.

Zun#chst sieht man leicht, dass wir, wenn » > 20, jedenfalls
nur in den reguliren Fillen die Moglichkeit einer cyklischen Anord-
nung (D) erwarten diirfen. Denn bei den nicht reguliren Fillen
treten Cyklen von mehr als 3 Zahlenpaaren auf. Gehdrt nun etwa in
Zeile 1) %! einem mehr als dreielementigen Cyklus an, so gilt bei
einer cyklischen Anordnung dasselbe von % -1, 14 1 in Zeile 2),
von %+ 2, 1 4+ 2 in Zeile 3) u. s. w., endlich von 2 — 1,1 —1 in
Zeile n). Man hitte also mindestens # Zahlenpaare, die Cyklen von
mehr als 3 Elementen angehtren. Nach Art. 9 kommen nun hiéchstens
20 Zahlenpaare dieser Art vor, nimlich, wenn &, = 5 und 5 Vierecke
vorhanden sind. Selbst wenn es also moglich wiire, dass diese 20 Zahlen-
paare bei einer cyklischen Anordnung in derselben Colonne tiber ein-
ander stinden, so folgt hieraus, dass bei # > 20 in nicht reguliren
Fillen eine cyklische Anordnung ausgeschlossen ist. Wir iibergehen,
um nicht zu weitliufig zu werden, den nicht schwierigen Nachweis,
dass auch bel den nicht reguliren Fillen fir » < 20 eine cyklische
Anordnung, ausser bei #» =5 und % = 6, unméglich ist.

Die Frage lautet also jetzt: Wie muss die Zahl » beschaffen sein,
damit die cyklische Anordnung

1 2, 4, %y, U W
(B) 2) 3, 441, 41, R
%) 1, ’£3+%—1, ?:4+7’&-—1, Y in"'}“%'_'l’
wobel 45, ¢y, ..., %4, eine Permutation der Zahlen 3,4, ..., n bedeuten,

und alle Zahlen, die > %, durch ihre kleinsten Reste mod.n zu er-

setzen sind, in ﬁ(—"%"—l)— Dreiecke zerfallt? *)

14, Wir weisen zuniichst die Identitit dieser Aufgabe mit einer
andern rein arithmetischen nach.

Angenommen, fiir die Zahl n existire eine Anordnung (E), so
moge etwa 4 =% sein. In Zeile 1) steht dann die Folge

?:2,_1, %, ‘iz+1.
Also enthilt Zeile n) wegen des cyklischen Fortganges die Folge
Z'zﬁl-{-%-—l, n-—-l, iz+1+%~ 1

*) Diese Frage ist eine #hnliche wie die von Steiner, Ges. Werke, Bd. II,
pag. 486 unter a) aufgestellte, von der sich die unsrige nur dadurch unterscheidet,
dass bei ihr 1) die Verbindung je zweier Elemente zweimal, nimlich sowohl in
der Folge ix, wie in der Folge x¢ auftreten muss und 2) die im Artikel 16 an-
gegebene Forderung noch zu erfillen ist,
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und, weil die ganze Anordnung in Dreiecke zerfillt, die Folge
g1, 1, %-1.

Zeile n) zeigt also die Eigenschaft: Die beiden Nachbarn von 1 sind
um 1 grosser als die beiden Nachbarn von # — 1; die beiden Nachbarn
von #»— 1 sind um % — 1 grosser als die belden Nachbarn von 1,
wenn Alles mod. » verstanden wird und immer die beiden emander
zugekehrten Nachbarn mit einander verglichen werden, also der rechte
von 1 mit dem linken von % — 1 und umgekehrt.

Durch dieselben Schliisse findet man allgemein fiir Zeile »):

»Die beiden Nachbarn von % sind bezw. um x grésser als diejenigen
von (n— %) fir »=1,2, ..., n — 1%

Lassen umgekehrt die Zahlen 1,2, ..., #—1 eine derartige An-
ordnung zu, wihlt man diese als Zeile ») und leitet daraus durch
cyklische Vertauschung % — 1 Zeilen 1), 2), ..., » — 1) ab, so
bilden diese eine Anordnung (E), weil die n(n — 1) Zahlenpaare
lauter Dreiecke bilden. Ist niimlich «, b ein beliebiges Paar der
Zeile n), so enthilt diese nach Voraussetzung noch die beiden Paare
n—>b,a—>bud n—a-4b, » —a Folglich enthilt auf Grund
der cyklischen Vertauschung Zeile @) das Paar bxn und Zeile b) das
Paar na; d. h. jedes beliebige Paar der Zeile n), also jedes beliebige
Paar einer beliebigen Zeile gehort einem Dreieck an.

Die beiden Probleme sind also in der That identisch.

15. Wir erstreben die Losung bei der urspriinglichen Form der
Frage.

Die Gesammtheit der Zahlenpaare (ix), welche die Dreiecksseiten
oder die Nachbarpaare in der Anordnung (E) bilden miissen, ordnen
wir in der Weise in # — 1 Zeilen, dass wir in die erste Zeile [1] alle
Paare (i%) mit der Differenz » — ¢ =1, in die zweite [2] alle mit
der Differenz % — ¢ = 2 u. s. w. stellen:

] @12 @3... @—1,n (@),

) 2] (13) 24)... (n-—.l 1) (n 2),

[n—1] (@Amn) (21). (n-——l n—2) (n n—-—l)
Dann erhilt man ein Dreieck, wenn man Paare aus 3 Zeilen [7],
[#], [1] verbindet, bei denen
i+ % 4 1=0 mod. %,

also z. B. (12) aus [1] mit (2 4) aus [2] mit (4 1) aus [#—3]. Soll
nun die Anordnung cyklisch werden, so muss das Vorkommen eines
Dreiecks (a b ¢) dasjenige der » — 1 andern
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@41,  b4+1, o4 1),
@+2,  bv+2,  c+2),
ae+n~1, b4+n—1, ¢c+n—1)
nach sich ziehen. Diese entstehen aber alle, indem man jedesmal den-
selben 3 Zeilen von (F), die zur Bildung von (e, b, ¢) dienten, in
derselben Reihenfolge je ein Paar entnimmt. Es miissen also zun#chst
die Zeilen von (F) so zu je dreien zusammengefasst werden konnen,

dass die Summe der Reprisentationszahlen der drei immer =0 mod. »n
ist. Dies erfordert also einmal, dass n — 1 durch 3 theilbar ist, und

dann dass 14+24.--4+n—1= ﬁﬁ%_‘_ﬂ ein ganzzahliges Viel-
faches von #, also # — 1 auch durch 2 theilbar ist.
Wir kommen also zun#ichst zu dem Resultat, dass fiir die Mog-
lichkeit einer Anordnung (E) n nothwendig die Form haben muss
n=6i-+ 1
Da nun von den reguliren Iéllen n = 12x% 4 7 der einzige ist, wo
n diese Form hat, so sehen wir:

»Hochstens in den Fillen n = 12% 4 T ist eine cyklische Anord-
nung (E) moglich
und gleichzeitig, wenn wir den Ausspruch des andern Theorems nur
dadurch der Uebersichtlichkeit wegen modificiren, dass wir alle Zahlen,

die > n—1

2
ersetzen:

sind, durch die negativen, ihnen mod.# congruenten

»Hochstens, wenn n = 12x% -+ 7, ist es moglich, die Zahlen

+1,4+2,..., += 5 L derart in einen Cyklus 2u ordnen, dass die

beiden Nachbarn von A (l-——-i 1, +2,.., + n;l) bezw. wm A
grosser sind als die von — 4.

8 5.

Herstellung einer cyklischen Anordnung fiir » = 12x 4+ 7, wenn
gewissen Bedingungen geniigt.

16. Die Gruppirung der Zahlen 1,2, ... % — 1 zu je dreien
mit einer durch % theilbaren Summe muss aber noch eine andere Be-
dingung erfilllen, wenn sie wirklich zu einer cyklischen Anordnung
(E) fihren soll. Da nimlich die Zahlen 1, 2, ..., » — 1 nur die
einzelnen Zeilen von (F) reprisentiren, so miissen in der gedachten
Gruppirung die Zahlen noch innerhalb der einzelnen Zeilen von je
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drei Elementen (die wir wieder als geschlossene Zeilen ansehen) so
festgelegt werden konnen, dass, wenn man nun zur Dreiecksbildung
gemiss dieser Gruppirung der Zeilen von (F) zu je dreien in be-
stimmter Folge schreitet, die » — 1 Dreiecke mit der gemeinsamen
Spitze 1 z. B. einen einzigen Cyklus bilden, d. h. wenn man mit einem
Dreieck (1) beginnt, woran sich (18y), dann (1y4) schliesst u.s. w.,
so darf erst das (n — 1) Dreieck, etwa (1ve) wieder die Ecke « ent-
halten. Ist dies fiir eine Zahl, z. B. fiir 1, erfiillt, so gilt es fiir alle
zufolge des cyklischen Charakters der Anordnung. Fiir die gedachte
Gruppirung der Zahlen 1,2, ..., # — 1 driickt sich diese Forderung
folgendermassen aus: Geht man von einer Zeile a & ¢ (bei der also
die Reihenfolge @, b, ¢ abgesehen von cyklischer Verschiebung fest-
gelegt ist) zu einer andern tiber, dadurch dass man die Zeile aufsucht,
welche die Zahl ¢ + & enthilt (Summe von ¢ und der rechts daneben
stehenden), dann von hier, wenn rechts von o 4 b b’ steht, zu der
Zeile mit @ + b -+ b u.s. w., so darf man erst beim (n— 1)t Schritt
wieder zu der Ausgangszahl g zuriickkehren.

Wir wollen nun unter Zugrundelegung einer bestimmten, besonders
iibersichtlichen Gruppirung der Zahlen 1,2, ..., — 1, bei der die Reihen-
folge innerhalb der Zeilen zunichst noch nicht endgiiltig festgelegt ist,
zeigen, dass, wenn 7 einer von zwei bestimmten Bedingungen geniigt,
und nur in diesen beiden Fillen die gew#hlte Gruppirung durch eine
geeignete endgiiltige Festlegung innerhalb der Zeilen zu einer cyklischen
Anordnung fiihrt, welche selbst unmittelbar gegeben wird. Wir fiihren
diese Untersuchung bei der allgemeineren Annahme, dass % die Form
64 - 1 hat, so weit als moglich, um erst dann, wenn sich dies von
selbst gebietet, die Voraussetzung 4 = 2x - 1 hinzuzunehmen und so
wieder zu dem speciell vorliegenden Fall zuriickzukehren.

17. Wenn #n — 1 =62, so lassen sich die Zahlen 1,2,...62
der Forderung des Artikels 15 gemiss in folgender Weise gruppiren

1 2 64 —2
3 4 61— 6

91—-3 2.—2 2146
91 —1 24 2142

(&) 1
2441 4241 64

2,43 4443 6i—4
4h—3 6i—3 2148
L 44 —1 62—1 2144
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Diese Gruppirung (G) hat folgende Eigenschaften, von denen wir
spiter Gebrauch zn machen haben, und deren Beweis so einfach ist,
dass er woh! unterdriickt werden darf:

1) Die Summe von 3 nebeneinander stehenden Zahlen ist

in den A ersten Zeilen =n,
in den A letzten Zeilen = 2n,

2) die Summe zweier in Bezug auf die Mittellinie (die das ganze
System der Hohe nach in 2 Hilften theilt) symmetrisch stehenden
Zablen ist

in der ersten Colopne = 41,
in der zweiten Colonne =641 -+ 1 (=#n),
in der dritten Colonne =21 -1 (mod. n natiirlich).

3) Die Summe je zweier Zahlen derselben Zeile kommt einmal in
der Gruppirung vor. Jede Zahl ist die Summe eines und nur eines
bestimmten Paares von Zahlen derselben Zeile.

4) Die Summe zweier Zahlen, welche in der ersten und dritten
Colonne in gleicher Zeile stehen , ist diejenige Zahl der zweiten Colonne,
welche in der zu jener obigen symmetrischen Zeile steht. — Die Summe
zweler Zahlen, die in der ersten und zweiten Colonne nebeneinander
stehen, ist eine Zahl der ersten Colonne, die Summe zweier Zahlen,
die in der zweiten und dritten Colonne nebeneinander stehen, ist eine
Zahl der dritten Colonne, und zwar, wenn abc eine Zeile und a' ¥ ¢
diejenige andere ist, bei der

& =a- 0,
=10+ c¢c'.

5) Geht man von einer Zeile a b ¢ zu einer andern dadurch iiber,
dass man die Zeile wihlt, welche die Summe irgend zweier dieser drei
Zahlen enthilt, so gelangt man von der zu o bc¢ symmetrisch stehenden
Zeile 44 —aq, 644 1—15b, 244 1 —¢ bei demselben Fortschreitungs-
modus auch zu der symmetrischen Zeile der vorher erreichten.

Geht man z. B. von a b ¢ zu der Zeile, die an erster Stelle ¢} b
hat, so gelangt man von 44 —¢a, 64 +1—0, 244+ 1 — ¢ durch
Addition der beiden ersten Zahlen zu 41 — (¢ -+ b) in der ersten
Colonne, d. h. zu der symmetrischen Zahl von a 4 b u, s. w.

18. Durchlaufen wir nun die Gruppirung (G), bei der wir uns
die Reihenfolge innerhalb der Zeilen vorliufig so, wie sie geschrieben
ist, festgelegt denken, in der vorher angedeuteten Weise, indem wir
etwa beginnen mit 1,2 aus der ersten Zeile, dann also 3, 4, dann
7,8 u. s. w. folgen lassen, so schliesst sich diese Folge nach Eigen-

so ist gleichzeitig
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schaft 4) spitestens beim 21t» Schritt dadurch, dass die Summe der
beiden letzten Zahlen (es sind dies dann 24} 1, 424 1) =1 mod. %
wird. Schliesst sie sich friiher, dann beginnen wir auf’s Neue mit
einem nebeneinander stehenden Zahlenpaar der ersten und zweiten
Colonne, das noch nicht benutzt ist, u. s. w., bis alle Paare von Zahlen
aus der ersten und zweiten Colonne verbraucht sind, sodass wir aus
diesen eine oder mehrere solche geschlossenen Folgen bekommen,
Nach Eigenschaft 5) foigt nun, dass eine solche Folge entweder ,,in
sich selbst symmetrisch® ist, d. h. zu jedem Zahlenpaar @, b auch das
symmetrische 42 — @, 64 -+ 1 — b enthilt, und zwar so, dass, wenn
auf @, a,,b, folgt, dann auch auf 44 —a, 64 4 1 — b, das Paar
44 — a,, 64 -+ 1 — b, folgt, — oder es existirt eine zu jener Folge
in diesem Sinn symmetrische andere. Beidemal ist also die Zahl der
Zeilen, die verbraucht wurde fiir die eine in sich symmetrische oder
fiir das Paar symmetrischer Folgen, eine gerade = 2g.

Um nun zu erkennen, in welcher Weise sich die andern Paare
(d. h. die Paare b, ¢ und ¢, a, wobei wir die Buchstaben a, b, ¢ bezw.
immer fiir die erste, zweite, dritte Colonne festhalten) dieser 2y Zeilen
zu Folgen zusammenschliessen, — denn man wird gleichzeitig sehen,
dass die eventuell iibrigen Zeilen dabei gar nicht mitspielen, — be-
zeichnen wir die 2u Paare aus der ersten und zweiten Colonne, wie
sie sich als anfeinanderfolgend ergeben haben, durch

a, by, @by, asbs, ..., auby
und die dazu bezw. symmetrischen durch
all bt’, a2l b2’, as’ 3,, LIS ] a;:b‘[:,v
Dann ist also
a1+b1=a27 a2+b2=a3, . o0y a’u_—1+b..1=a‘u,
’ ’ ’ ’ ’
a + b =ay), @'+ b =ay .. @1+ ba=a,
und ferner enfweder a) a, -+ b.=4a,, a,-+ b,=a,,
7 ’ ’
oder b) aut+bu=ay, a.+b.=0a.
Beginnt man nun eine andere Folge etwa mit b,c,, so schliesst sich

daran nach Eigenschaft 4) ¢, au—1, dann b,y ¢, u.s. w. Also es
folgen auf einander

bu Cu
Cu—10y—1
b/;...l C,:__l
Y,
by...g Cu—2
a. 8. W,
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Ist nun I. g ungerade, so kommt schliesslich
byey
und dann im Falle a) oy

worauf wieder b, folgt, also die Reihe sich mit 2y Paaren schliesst,
deren jedes einer andern der 2y Zeilen von (G) entstammt. Da die
Folge nicht in sich selbst symmetrisch ist, bekommen wir sogleich
eine zweite, wenn einfach alle gestrichenen Buchstaben durch die un-
gestrichenen ersetzt werden und umgekehrt,

Im Fall I b) dagegen folgt auf b, ¢,, c.a,, dann b ¢, ¢iyau_su.s.w.
symmetrisch wie vorher, bis die Reihe sich nach ¢, @, schliesst. In
diesem Fall hat man also eine sich selbst symmetrische Folge van
4u Paaren, 2 aus jeder der 2y Zeilen; und wenn man irgend 2yp auf-
einander folgende Paare der Folge nimmt, so hat man damit Vertreter
aller 2u Zeilen.

Ist II. w gerade, so kommt man, wie vorher mit b,¢, anfangend,
zuerst zu

bye/
worauf im Fall a) Cu Uy

’

’
bu Cu

’ ’

a. S. wW.

also die symmetrische Wiederholung des Anfangs folgt, bis die Reihe
sich schliesst wie im Fall L. b).
Im Fall b) dagegen folgt auf

b”cl’
Cu iy,
und dann schliesst die Reihe schon mit b, nach 2y Schritten, und es
giebt wieder eine zweite ihr symmetrische.

Fassen wir aus dieser Betrachtung zusammen, was fiir das Folgende
wichtig ist, so lautet es:

»deder in sich selbst symmetrischen Folge oder jedem Paar sym-
metrischer Folgen von 2u Zahlenpaaren aus den beiden ersten Colonnen
von (G) treten an die Seite eine in sich selbst symmetrische Folge oder
ein Paar symmetrischer Folgen von Zahlenpaaren aus denselben Zeilen
der zweiten und dritten und aus der dritten und ersten Colonne, sodass
alle 6y Zahlenpaare dieser 2u Zeilen erschopft werden.

19. Da wir nun die Félle aufsuchen, in denen wir aus der ganzen
Gruppirung (G) nur eine einzige solche geschlossene Folge erhalten,
aber nur noch innerhalb der Zeilen von (G) umstellen wollten, so ist
nach dem Vorstehenden klar, dass jene 2p Zeilen die ganze Gruppirung (G)
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erschopfen miissen, d. h. dass g = 2 sein muss. Denn sonst kionnte
man ja auf keine Weise durch Umstellung innerhalb der Zeilen die
aus den 2p Zeilen herrithrenden geschlossenen Folgen mit den noch
ausserdem vorhandenen in Verbindung bringen. Dies wird nach dem
Folgenden noch klarer hervortreten, wo wir untersuchen, unter welchen
Bedingungen und auf welche Art die verschiedenen Folgen, die wir
aus den 2y Zeilen zunichst erhalten, durch blosse Umstellung inner-
halb der Zeilen zu einer einzigen zusammenzuschliessen sind.

Fall I, a). — Wir haben drei Folgen, deren jede aus jeder Zeile
ein Paar enthilt. Nehmen wir aber in einer Zeile von (G) eine wesent-
liche Umstellung vor, d. h. nicht eine nur cyklische Aenderung, so
schliessen sich die 3 Folgen zu einer einzigen zusammen. In der That,
ist @ b ¢ etwa die Zeile in der alten Ordrung, so hat man in der einen
der drei geschlossenen Reihen die Aufeinanderfolge

e bla4-0, -
°'!b,6‘b+6,‘l"

.. Ig,alc_{_a’.l...

Wird nun ¢ b ¢ in @ ¢ b umgestellt, so wird aus [ab]| |ac|;
denn o bleibt ja als durch das vorhergehende Paar bedingt an seiner
Stelle stehen; aus |b¢| wird |bal, aus [ca| wird |cb|. Beginnt
man nun die erste Folge mit |a 4 b, -] -+, so kommt man endlich
zu | @ c|; daran schliesst sich jetzt |¢-a,-|--- bis [¢b], daran
b4 ¢,-|--- bis |ba]| und hieran wieder der Anfang |a b, | -,
womit die Behauptung erwiesen ist.

Es werden also hierbei gleichsam drei gleich grosse Kreise, auf
deren Peripherie wir uns die drei Folgen aufgetragen denken kdnnen,
aufgeschnitten, aber gleichzeitig die 6 Enden anders als vorher mit
einander verbunden und zwar in diesem Falle so, dass ein einziger
neuer Kreis entsteht. Fis sei gestattet, der Kiirze wegen im Folgen-
den diese bildliche Ausdrucksweise zu gebrauchen, die jeden Augen-
blick wieder durch die rein arithmetische ersetzt werden kann.

Fall I, b). — Zwei einander symmetrische Folgen aus der ersten
und zweiten Colonne und eine in sich selbst symmetrische aus den
iibrigen Zahlenpaaren derselben Zeilen.

Wir konnen hier keinen Schnitt legen, der alle drei Kreise, von
denen 2 einander gleich sind, wihrend die Peripherie des dritten
doppelt so lang ist als die der beiden andern zusammen, gleichzeitig
trifft. Legt man aber erst einen Schnitt, der den einen der beiden
kleinen Kreise einmal, den grossen also zweimal schneidet, so schliessen
sich die Stiicke zu 2 Kreisen zusammen, deren einer aus der Halfte
des fritheren grossen, deren anderer aus der anderen Hilfte und dem

in der zweiten

in der dritten
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kleinen Kreis besteht. — Die drei jetzt vorhandenen Kreise konnen
also durch einen zweiten Schnitt gleichzeitig getroffen und daher (ebenso
wie vorher) zusammengeschlossen werden.

Fall II, a). — Zwei Kreise, deren einer alle 2g Zeilen einmal,
deren zweiter alle zweimal beriihrt.

Jeder beliebige Schnitt wird beide Kreise treffen, nimlich den
kleinen einmal, den grossen zweimal; aber die Stiicke schliessen sich
wieder zu 2 Kreisen zusammen, und eine Wiederholung kann natiirlich
nur immer wieder zu demselben Resultat fiithren.

In diesem Fall ist also die Herstellung einer einzigen geschlossenen
Folge aus der Gruppirung (G) unmdglich.

Fall II, b). — Zwei gleich grosse Kreise, welche zusammen alle
Zeilen einmal und 2 andere doppelt so grosse Kreise, deren jeder alle
Zeilen einmal beriihrt.

Darch jeden beliebigen Schnitt wird einer der beiden kleinen Kreise
mit den beiden grossen zusammengeschlossen, sodass nun wieder die-
selbe Situation wie im vorigen Fall herrscht; auch hier ist also die
Herstellung einer einzigen Folge unmdglich.

Fall I, in dessen beiden Unterfillen die Ausfiihrung méglich war,
ist aber gerade der unsrige, da bei uns 2 = 2% - 1, also ungerade
ist. Das Resultat dieser Betrachtung ist also dieses:

,» Wenn bei einer Zahl n = 12% + T die Gruppirung (G) bewirk,
dass die Zahlenpaare der beiden ersten Colonnen sich zu einer einzigen
Folge zusammenschliessen oder zu zwei einander symmetrischen Folgen, —
und nur in diesen beiden Fillen, — wird durch eine blosse Umstellung
in eimer, bezw. in zwei Zeilen die Gruppirung erreicht, welche eine
cyklische Anordnung (B) liefert.*

20. Es bleibt daher nur noch die Frage zu beantworten: Wie
muss die Zahl % = 12x% -}- 7 beschaffen sein, damit die beiden ersten
Colonunen von (G) eine einzige oder zwei einander symmetrische Folgen
von Zahlenpaaren ergeben?

Zu dem Ende beobachten wir, wie bei der angegebenen Art des
Fortschreitens von Paar zu Paar in der Gruppirung

’ 1 2 12% -4
3 4 12%
4x4+1 4x2+2 4x-+ 4.

4% +3 8x-+4+5H 12216
4% +5 8x4+ 7 12x42

(H) ]

8%x+3 12445 4x-+6



Problem der Nachbargebiete. 505

(die nur eine Wiederholung der Gruppirung (G) fir 4 = 2% - 1 ist)
die Zahlen der zweiten Colonne auf einander folgen, wenn man z. B.
mit dem Paar 1, 2 anfiingt. Es folgen dann 3, 4; 7, 8; 15, 16; u. s. w,,
also in der zweiten Colonne die Zahlen 2, 4, 8, 16, u. s. w. In der
That folgen die Zahlen der zweiten Colonne auch weiterhin als die
Potenzen von 2 aufeinander, wenn man diese mod. (4% -4 3) nimmt
und jedesmal, wenn der kleinste Rest von 2% mod. (4% 4 3) ungerade
wird, 8% -} 4 addirt.

Zunichst sielit man, dass die zweite Colonne wirklich gerade die
Zahlen 1, 2, ..., 4% - 2, die ungeraden nur um 8z -}~ 4 vermehrt,
enthilt. Ist nun @, eine Zahl der zweiten Colonne, in der angegebenen
Weise einer bestimmten Potenz von 2 z. B.-2¢ zugeordnet, d. h. so,
dass, wenn @ der oberen Hilfte angehort,

a = 2 mod. (4% -} 3),
im andern Fall aber
a — (8% - 4) = 2¢ mod. (4% -} 3)
ist, so zeigt die folgende Ueberlegung, dass man dann von a bei
unserer Art fortzuschreiten zu einer Zahl der zweiten Colonne gelangt,
welche in derselben Weise 24! zugeordnet ist. Dabei sind 4 Fille
zu unterscheiden:

1) a sei eine Zahl der oberen Hilfte; a=2¢; links von «a
steht a — 1.

@) 24 — 1 steht auch noch in der oberen Hilfte; dann ist der
rechte Nachbar von 24 — 1, d. h. die in der zweiten Colonne auf a
folgende Zahl, — 2a, also eine Zahl, die = 2#+1.

B) 2a — 1 steht schon in der unteren Hilfte; dann ist ihr rechter
Nachbar 2@ -+ 4% - 1. Subtrahirt man aber davon 8x - 4, so ist
die resultirende Zahl 24 — (4% 4+ 3) wieder = 2¢+1,

2) @ sei eine Zahl der unteren Hilfte; @ — (8% - 4) = 2#; links
von a steht @ — (4% -4 2). Auf das Paar

a—4x+2),a
folgt aber als Zahl der ersten Colonne
20 — (4x 4+ 2) — (12% 4 1) = 2a — (16% + 9);
denn da die Summe zweier Zahlen einer Zeile der beiden ersten Colonnen
in der untern Hilfte stets > 12x - 7, musste 12x% -} 7 substrabirt
werden.

&) 2a — (16x -~ 9) steht in der oberen Hilfte; dann ist der rechte

Nachbar, also die in der zweiten Colonne auf o folgende Zahl

2a — (16% + 9) + 1 = 2041,
B) 2a — (16x-+9) stehe in der untern Hilfte; daun ist ihr rechter

Nachbar :
20— (6% + 9+ 1442+ 1=2a — (1224 7).
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Subtrahirt man davon 8% 4 4, so ist die resultirende Zahl
20 — (20% 4 11) = 20+L,

Nun sind die zuerst auftretenden Zahlen der zweiten Colonne
2,4,8,... wirklich in der angegebenen Weise den Potenzen von 2
zugeordnet; folglich ist mit der vorstehenden Betrachtung der vier
moglichen Falle unsere Behauptung erwiesen.

Dann aber kénnen wir die zu Anfang dieses Artikels aufgeworfene
Frage sogleich beantworten. Die Folge, die mit |1, 2| beginnt, schliesst
sich, wenn man zu dem Paar

4k + 3, 8x+5

gelangt ist, also zu der. Zahl 8% 4 5 der zweiten Colonne, die um
~8% 4 4 vermindert = 1 wird. Die beiden ersten Colonnen von (H)
liefern also eine einzige Folge, wenn erst die (4% - 2)t¢ Potenz von 2
= 1 mod. (4#% -+ 3) wird, d. h. wenn 2 primitive Wurzel von 4% -+ 3
ist, und sie liefern zwei einander symmetrische Folgen, wenn 22%+!
als niedrigste Potenz von 2 =1 mod. (4x 4+ 3) wird. Dass diese
beiden Folgen némlich zu einander und nicht in sich selbst symmetrisch
sind, geht einfach daraus hervor, dass die Zahl ihrer Glieder 2% - 1,
ungerade, ist.

Das Resultat des gegenwirtigen Paragraphen ist also dieses:

s Wenn in n=12% + T % der einen oder der andern von den
beiden obigen Dedingungen geniigt, und nur in diesen Fillen fiihrt die
Gruppirung (B) zu eimer cyklischen Anordnung (E).*

Schluss.

21. Fassen wir die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung kurz
zusammen, so sind es die folgenden:

Fiir jeden Werth von n gilt Formel (A).

Gleichung (B) gilt sicher bis einschliesslich n = 12, bezw.. Glei-
chung (C) bis einschliesslich p = 6.

Die Losung des Problems der Nachbargebiete (abgesehen von den
Fillen n = b, 6) durch eine cyklische Anordnung (E) und die Liésung
des damit identischen Problems, ist hichstens maiglich, wenn n die Form
12% 4 7 hat.

Die Losung ist wirklich herstellbar, wenn dabe: % so beschaffen
1st, dass entweder

a) 2 primitive Wurzel von (4% - 3) ist
oder

b) 22*+1 qls niedrigste Potens von 2 = 1 mod. (4% - 3) wird.
Fiir alle diese Werthe von n gelten somit die Gleichungen (B) und (C).

Zur Herstellung der cyklischen Anordnung dient die Gruppirung
(H), bei der im Falle a) nur eine Zeile geindert wird, etwa die erste



Problem der Nachbargebiete. 507

unter der Mittellinie, im Falle b) noch eine zweite, etwa die letzie Zeile.
Fasst man die Zahlen von (H) dann als Représentanten der Zeilen
von (F) auf, und verbindet deren Elemente entsprechend, so enisteht eine
Anordnung (E).

Die genavmiten Fille erschopfen alle, in denen (H) zu einer An-
ordnung (E) fiihrt.

Als Beispiel moge dienen fiir a)
Die G ] Y it n = 31.

1e ruppirung 18C:
ppirung (H) o o8

4 24
6 20
8 16
10 12

11 |21] 30]
13 23 26
15 25 22
17 27 18
19 29 14
% ==2; 4% + 3 = 11; 2 primitive Wurzel mod. 11.

Nach Umstellung der Zeile 11 21 30, was durch den Bogen an-
gedeutet wird, filhrt die Gruppirung zu einer einzigen geschlossenen
Folge von Paaren:
11,218,4]7,8]15,2519,10]19,29|17,27]13,235,6]11,30]
10,12 | 22,15 | 6,20 | 26,13 | 8,16 | 24,3 | 27,18 | 14,19 | 2,28 | 30,21
20,5 125,22 | 16,7 | 23,26 | 18,17 | 4,24 | 28,1 | 29,14 | 12,9 | 21,11}.
Hieraus ergiebt sich Zeile (31) der cyklischen Anordnung (E), indem
man aus jedem Paar immer die erste Zahl nimmt:

(81) 1371591917135 11 10 22 6 26 8 24 27 14 2 30 20 25
16 23 18 4 28 29 12 21.

Gleichzeitig hat man hierin eine Losung des &quivalenten Problems,

dem man auch die in Art. 15 genannte Form geben kann,

Als Beispiel fiir Fall b) diene:

n==19.

1 2 16
3 4 12
5 6 8
1
9
1

O =3 Ot QO

Die Gruppirung (H) ist

13 T8
15 14

11 17 10|
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#=1; 4% 4+ 3 = T7; bereits 23=1 mod. 7; nach den angedeuteten
zwel Umstellungen fiihrt die Gruppirung zu einer einzigen geschlossenen
Folge von Paaren:

11213,417,18168}14,9|4,12] 16,1 |17,11]9,15|5,6 | 11,10
2,16 | 18,13 1 12,3 | 15,14 | 10,17 | 8,5 | 13,7}.
Also Zeile 19) von (E) wird:
19) 1376144161795 1121812 15 10 8 13

und die Anordnung der Zahlen 41, 42, ..., 49 mit der ange-
gebenen Kigenschaft:

1,3,7,6 —b,4, —3, —2,9,5, —8,2 —1, —17, —4, —9,8, —6.

Wenn man fiir die niedrigsten Werthe von » untersucht, welche
der Zahlen 12% 4 7 die Bedingung a), welche die Bedingung b)
erfiilllen, so ergiebt sich: das Erstere gilt von #x =0, n = 75 » = 2,
n==3l; ¥ =4, n=>55; dann erst von % =14, n = 175 u. s. w,,
das Letatere von % =1, = 19; 2 =5, n = 67; » = 11, n = 139;
u. s. w. — Allgemein lisst sich zeigen, dass wenn x ein Multiplum
von 3 ist, die Gruppirung (H) nicht zu einer Losung fiihrt.

Wir haben also zwar alle Fille erschopft, in denen die Gruppirung
(H) zu einer Losung des Problems durch eine eyklische Anordnung
fithrt, aber es bleibt noch die Frage offen, ob nicht eine andere
Gruppirung als (H) noch in den Fillen n = 12% 4~ 7 zom Ziel fiithrt,
wo (H) versagt. Hierzu ist iibrigens zu bemerken, dass man aus (H)
sogleich » — 2 andere Gruppirungen, die alle genau dasselbe wie (H),
nicht mehr und nicht weniger, leisten, ableiten kann, indem man alle
Zahlen in (H) einmal mit 2, einmal mit 3 u, s. w., einmal mit » — 1
multiplicirt und mod. # nimmt.

Giessen, November 1890.




