Quelques remarques sur une certaine question de minimum.
Par
C. Possg & St. Petersbourg.

La question dont il s’agit dans cette note est intimement lide &
la théorie des fractions continues algebriques et ne présente qu'une
simple application des résultats conpus de cette théorie. Dans le cas
le plus simple cette question a été resolue par Mr. Stieltjes dans sa
»Note sur la densité de la terre’* inserde dans le Bulletin astronomique
de M. Tisserand (Octobre 1884) par des considérations particulieres
et entierement différentes de celles sur les quelles nous allons nous
fonder.

Soit f(xz) une fonction de z toujours décroissante dans les limites
0 et 1 de z, cest a dire telle que sa dérivée f'(x) reste toujours
négative dans les mémes limites. Supposons que la valeur f(1) de
cette fonction pour x = 1, ainsi que les valeurs des intégrales

1 1 1
az-—ajx?f(x)dx, a,= | zif(z)dz, ., ., agﬂ=l/x2"f(z) dz
(] 0

0
soient données. 1l s’agit de trouver la limite inférieure précise de la

valeur f(0).
Remarquant que
fO)—rf)=— f'(x)dw,
ay fxﬂf(x) do =L f(1) — —va’f (4) da,

o= [#fie) as =570 ~ 5 for@as,
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nous voyons qu'on peut considerer comme données les valeurs des

intégrales
1

6, = —fx3f’(:c) dz = 3a, — (1),

6 —=— f o5 (@) dic = Bay — f(1),

62011 = — | 22 Hf(z) dx = (2n41)az. — f(1)

et comme inconnue la limite inférieure de la valeur de l'integrale

—J;’(z) dz.

Cette question se réduit aisement & une autre dont la solution est
connue.
Cousidérons lintégrale

1
Ry == f 1

en la développant suivant les puissances descendentes de 2, on aura
1

3 f d 3 5 G‘n
F(z)=_/“’zfi”)xgi=67+_;’z__|_..._|__2ﬂ+....

zn

v

Posant #? = u, on aura
1

S uf Va du
FO=—f ==

0

od faisant ©(u) = — +uf (Vu), O(u) restant positive entre O et 1,
1
_ [ Budu & @ oy Tt
F(z)—f'—z_j_T—”;”'l‘ v o el e
0

ou
:
a,-_—_jw'e(u)du.

En comparant les deux developpements de F'(z), nous aurons



Sur une question de minimum. 595

Gy == &y, 05 = &5+ - .y Ozat1 == On1-
D’ailleurs

1 1 1
= —{; = —(Lr(yn) 2% [Smdu
FO) — () = — (@) dz J o ) = (20
0
On voit ainsi que la question se rameéne & la recherche de la limite

inférieure de la valeur de lintégrale
1

L/'Tz_;e(u)du

étant données les valeurs de

1
o; ==Ju"9 (u) du

;=0,1,2,...,n—1.

Quant 3 cette dernidre question elle est complétement résolue dans
tous les cas par M. Markoff dans son ouvrage ,,Sur quelques applica-’
tions des fractions continues algébriques” publié en russe & St. Peters-
bourg 1884. Quelques uns des résultats contenus dans ce travail ont
été aussi publiés par I'auteur dans sa note plus récente ,,Sur la méthode
de Gauss® (Math. Annalen Bd. XXV).

Pour le cas de # pair = 2m on a le résultat suivant: soient donnés

pour

1 1 1
@ =J6(u) du, @, -——-Jue(u) Ay o .y By =ju2”‘“6(u) du;
D]

considerons la mm¢ fraction convergente dans le developpement de
1 -

f —E-)z-('f_)—‘f{f— en fraction continue; soit :g; cette fraction convergente
0

et 2, 2,, ..., & les racines de ¢(2).
En désignant par Q() une fonction quelconque dont la dérivée
dordre 2m reste positive entre les limites O et 1 de u, on aura

1

/ 20 0(4) du > '2(e) iy

0

(Voir Math. Ann. Bd, XXV, p. 429).
Pour appliquer cette formule & notre question il faut poser

Q () = -

Va2

Dans le cas le plus simple, m = 1, on aura
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9(c) = 7 — 7‘;%, () = e,

FO)— 1) /0“‘“ >y,

ou

ou enfin o

[8a,— ()]
FO 20+ o=

Clest le résultat de M. Stieltjes.

Occasionellement je remarquerai que les formules
1

/l/l——x f(x)dx—i——r 2 %k;‘_l)f(cosTIi;'l)—l-cox'r.

1
41

/I/l—_w f(x)dx ’n—l—l

<1

>
i

7

bz -,
2
sin Sl f(c v 1)~|—corr

HM

que donne M. Stieltjes dans sa note du Novembre 1884 (Bulletin
astronomique de M. Tisserand) et dans lesquelles la correction est
nulle tant que f(z) est une fonction entiére dont le degré ne surpasse
pas 2n — 1, ont été déduites par moi dans ma note ,,Sur les quadra-.
tures‘ inserée dans les Nouvelles Annales des Mathematiques en 1875.

St. Petersbourg, 8. Septembre 1885.

Verbesserungen.
Band XXIII, Seite 425 Zeile 13 v. u, lies u statt a.
1 1 1 4'27 » 3 "on 19 (14) " (1)-
" " . 482 9, , setze — statt des zweiten ==.
w XXVI |, 216 ,, 9, ,, lies dred statt finf
" ” s 217 79.0. 4, u,sttt a,.

” . ,» D64, 6 v, u. lies auf der vorletzten statt letzten.



