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Eine Aufgabe fiber ein besonderes Viereck. ~) 

Von C h r i s t i a n  Beyel in  Ztir ich.  

Von einem Viereck sind zwei aufeinanderfolgende Eeken A, B 
and die Seiten a~ b gegeben~ welehe resp. dureh diese Ecken gehen. 
Die Diagonalen des Vierecks sollen aufeinander senkrecht stehen 
und yon der Seite d~ welehe A B  gegenttberliegt~ unter gleiehen Win- 
keln geschnitten werden. Man sueht die miigliehen Lagen der 
vierten Seite d. (Fig. 1.) 
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- - i )  T h e o d o r  S e h m i d  in Wien behandelt im XIV. Jahrgange 
dleser Zeltschrift pag. 343 ft. ,eine Aufgabe fiber trilinear verwandte Felder". 
Wir haben dieser Aufgabe eine etwas andere Form gegeben, welche yon der 
darstellenden Geometrie unabhangig ist. Wir entwickeln eine LSsung, welche 
sich bequem konstruieren l~l~t und f~r drei Schnlttpunk-~e eines Kreises mit einem 
Kegelschnitt je zwei L~sungen gibt. 



4(; Christian Beye]. 

Wir ziehen durch A~ B die resp. Geraden al~ bl, welche zu- 
einander senk'recht stehen. Schneideu sie aus a~ b die resp. Punkte 
A 1 BI~ so ist die VerbindungsUnie d 1 die vierte Seite eines Vierecks 
A B A  1 Bl~ dessen Diagonalen zueinander senkreeht stehen. Ziehen 
wir dm'eh A die Linie a~ [] b~ und dm'eh B die Gerade b~ [I a~, 
so treffen diese Linien die Geraden a~ b in den resp. Punkten 
A 1 B~ deren Verbindungslinie d~ II dl. Wit  haben auf diese Weise 
ein zweites Viereek A BA~ B t gefunden~ dessen Diagonalen zu- 
einander senkrecht stehen. Sollen diese Viereeke yon der ver- 
langten Art sein, d. h. soll d die Diagonalen unter Winkeln 
yon 45 0 sehneiden~ so mul~ d zu einer der ttalbierungslinien h t h~ 
des Linienpaares a 1 a :  senkrecht stehen. 

Dreht sieh nun das reehtwinklige Linienpaar a 1 a~ um A~ so 
geh~iren zu jeder Lage zwei parallele Linien d~ zu d'enen es einen 
Rechtwinkelstrahl p aus A gibt. Die Geraden al a* bilden also 
eine Reehtwinkelinvolution Ja: welche den Strahlenp projektiviseh 

$ 
zugeordnet ist. Die ttalbierungslinien h~ hi bilden ebenfalls Paare 
einer Rechtwinkelinvolution Jh. Es geh0rt daher zu jedem Strahle p 
aueh ein Paar der Involution Jz~. So oft nun ein Strahl p mit 
einem entspreehenden Strahle tier Involution Jh zusammenfi~llt, gibt 
es ein diesem Strahle korrespondierendes Paar der Involution Ja~ 
zu dem zwei zueinander parallele Seiten d d ~: eines Viereeks der 
gesuehten Art geh0ren. 

Wir suchen nun die gemeinsamen Strahlen der Involution Jh 
und des Bfischels A~ der Strahlen 29. Wir tibertragen zu diesem 
Zweeke die Involution Jh auf einen Kreis K s dureh A. Dann 
sehneiden die Paare der J~ und Jl, aus diesem Kreise Punktepaar% 
welehe auf Geraden dutch den Mittelpunkt M des Kreises liegen. 
GehSrt zu der Geraden Pt das Strahlenpaar a~ a*~ so liegen seine 
Schnittpunkte mit K ~ auf einer Geraden tt durch M. Ziehen wir 
dm'eh M die Normale n 1 zu t1~ so trifft diese den Kreis in zwei 
Punkten~ dureh welche das entsprechende Paar hl~ h~ geht. Auf 
diese Weise ist das Btisehel der p zu dem Biischel der n projek- 
tivisch zugeordnet und beide Bttsehel bringen einen Kegelsehnitt E 2 
hervor. Derselbe geht durch A. Er schneidet also K 2 im allge- 
meinen in drei weiteren Punkten. Dnreh diese gehen die drei ge- 
suehten gemeinsamen Strahlen. Zu jedem derselben geh0ren zwei 
Viereck% welche die Aufgabe 15sen. 

Die Konstruktion gestaltet sich besohders einfaeh, wenn wir 
den Kreis K s fiber A B  als Durehmesser besehreiben. Dann geht E s 
dureh A und M. Die Tangente in M steht zu A M  senkrecht. 
Schneidet a den Kreis K ~ in F~ so ziehen wit dutch M die Senk- 
rechte zu M F .  Diese Linie trifft A F  in einem Punkte H yon E s. 
Ist J der Sehnittpunkt von b mit K*: so ziehen wit dureh M die 
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Senkrechte zu M J  und dutch A die Senkrechte zu b. Beide Linien 
schneiden sich in einem Punkte L yon E "~. Dutch diese fttnf 
Elemente ist E '~ bestimmt. 

Wi t  bemerken noch~ dal3 der Kreis K 2 mit dem Kegelschnitt E 2 
auiier A mindestens noch einen reellen Punkt  gemeinsam hat~ dem 
zwei reelle Vicrecke entsprechen. In  der Figur  1 ist G dieser 
reelle gemeinsame Punkt. Verbinden wit ihn mit M und ziehen 
wit in M die Senkrechte zu M G~ so schneidet diese aus K ~ die 
zwei Lagen O, 0"~ welche Schnittpunkte der gesuchten Diagonalen 
sind. 

Zur  Bercchnung des Win- 
kels % welchen eine Diagonale A T 
des Viereeks (Fig. 2) mit der Seite 
A B oder c bildet~ lifl~t sich eine ku- 
bische Gleichung ableiten~ welche 
wir  ihrer symmetrischen Form we- 
gen kurz entwiekeln. 

Seien % ~ die Winkel des 
Viereeks bei A und B und sei 
AO~--x~ O B = y u n d  O T - = O S  

z~ so ist : 

x-@ z sin~ 

7" 

sin 
c - - s i n { 1 8 0 - -  (,~ @ , ) } - -  sin (~ ~-  ~) 

y @ z sin ~ sin 
c - -  sin {180- -  (a @ 90 - -  r cos ( a - -  ~) 

Aber x --~ c cos ~ und 5~ -=-- c 'sin % Also folgt : 

sin cos ~ @ z sin ~ und sin qo @ z __ (~ __ 
c - -  sin (3 @ c4) cos ~) 

Daraus folgt : 

z sin ~ sin 
cos qo - -  sin qo oder 

- -  s in + cos  

1 1 
- -  sin r oder - -  COS qo ~--- 

ctg ~. sin qo @ cos qo ctg ~.  cos qo @ sin ~o 

sin 2 qo - -  ctg ~. sin qo cos ~ _ _  

ctg ~. sin qo @ cos qo 

cos 2 qo ctg a .  sin qo cos 
cotg ~.  cos ~ @ sin 

oder 

tg T - -  ctg" ctg ~. tg ~ -t- 1 . 
c t g ~ - - c t g a  - -  c t g a @ t g q o  ' 
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15sen wit diese Gleiehung naeh tg ~ so folgt: 

tg 3 ~ @ tg~ ~ (etg ~ - -  etg ~ @ etg ~. etg ~) @ 

@ tg r (etg ~ - -  etg" ~ - -  etg ~. etg ~) = 1. 

B e m e r k u n g  zur , ,Aufgabe fiber tr i l inear  v e r w a n d t e  
Felder". 1) 

Ist aueh der Drehungssinn ftir die Vereinigung der Grund- 
and Kreuzrit~ebene mit der Aufrigebene freigestellt, so kommt auger 
der Parabel p~ welehe den Punkt H als Brennpunkt and die Gerade 
K 3 N als Seheiteltangente besitzt, aueh noeh die Parabel p,. in Be- 
traeht, welehe H als Brennpunkt und K~ M als Seheiteltang'ente be- 
sitzt, so dal3 sie also gegen p um 900 gedreht ist. Hieraus ergeben 
sieh wieder drei L~sungen. Naeh den im vorangehenden Aufsatze 
des Herrn C h r i s t i a n B e y e 1 gemaehten Untersuchungen ist zu 
ersehen, dal] die drei neuen Lagen des Punktes 0 auf dem Kreise k 
diametral zu jenen sind~ welehe die drei ersten LSsangen bilden. 

Theodor Schmid. 

1) XIV. Jehrgang" tier Monatshefte.  S. 343. 


