
Geometrische Darstellung c~er Gruppen linearer Substitutionen 
mit ganzen complexen Coefficienten nebst Anwendungen auf 

die Zahlentheorie. 

Von 

LmG~ BIA~CHI in Pisa. 

Die geometrische Methode, auf welche Herr Professor K l e i n  die 
arithmetische Theorie der gewShnlichen bin~iren quadratischen Formen 
grtindet*), kana mit demselben Erfolge in weiterem Umfange an- 
gewandt werden. Dies zu zeigen ist der Zweck der folgenden Ent- 
wickelungen, welche in iihnlichem Sinne die Theorie der D i r i c h l e t ' -  
schen Formen mit ganzen complexen Coefficienten und Ver~inderlichen, 
und der H e r m i t e ' s c h e n  Formen mit ganzen complexen Coefficienten 
und conjugirten Ver~nderlichen behandeln sollen. Unter einer ganzen 
complexen Zahl verstehen wir eine solche, die nach Kronecker's Be- 
zeichnung dem Rationalitiitsbereiche (1, i )oder  (1, ~) angehSrt, wo 
i ,  e bezw. die vierte und dritte primitive Wurzel der Einheit bedeuten. 
lch mSchte mir fibrigens vorbehalten, sp,iter auch die F~lle (1, iF 'D)  

und (1, 1 + i / / ~ )  zu behandeln, wo D eine positive ganze Zahl ist, 

die im zweiten Falle der Bedingung ~---3 (rood. 4) unterliegt. Zu- 
niichst handelt es sich darum die Gruppen linearer Substitutionen ether 
Variabelen z: 

~,z d- r ' 

wo a , / ~  },, ~ alle ganzen Zahlen des Bereiches (1, i) oder (1, D, die 
nur der Bedingung 

*) K 1 e in, Vorlesungen fiber elliptische Modulfanctionen, au~earbeitet and 
vervollst~ndigt yon R. Frieke, (Leipzig, 1890), S. 243--260. 
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tmterworfen sind, durchlaufen, nach Poincare's Auffassung*) durch 
eine entsprechende PolyedereintJaeilung des Raumes geometrisch dar- 
zustellen**). Die so gewonnenen Raumein~eilungen kann man be- 
nutzen, um die Dirichlet'schen und Hermite'schen Formen in ganz 
analoger Weise zu reduciren, wie dies ffir die gewShnlichen quadratischen 
Formen ,nit Hiiffe der Modultheilung der Ebene geschieht. Die Theorie 
der genannten Formen erh~ilt dadurch eine erschSpfende Behandlung, 
welche vor den bekannten Methoden yon Dirichlet, Hermite und 
Picard manche Vortheile aufweist. Als einen solchen nennen wit 
insbesondere das Kennzeichen ftir die Aequivalenz redudrter Formen, 
welches einfach so lautet: Alle tiquivalenten reducirten Formen ge- 
h6ren derselben Periode an. 

Erster Abschnitt. 

Polyedereintheilungen, die unseren Gruppen entsprechen. 

w  

Zusammensetzung der Gruppen ~ mad G'. 

Von der Gruppe G, die alle linearen Substitutionen 

z" ~z  -t- 6 

mit ganzen complexen Coefficienten a, ~, 7, d aus dem Bereiche (1~ i) 
umfasst, beweisen wir folgenden Satz: 

I) Jede Substitution der Gruype G l~isst sich aus den drei eZemen- 
taren Substitutionen : 

1" ( 0 ,  

zusammenset~en. 
Zuerst beachte man die folgenden aus T,  S,  F zusammengesetzten 

Substitutionen: ***) o) o) 
V, ~ TS-IT= I, ' V~= TV-IT= ' , 

U =  T V V ~ V =  O, - -  " 

*) Mdmoire sur les groupes kleingens -- hcta M;:thematica Bd. 3. 
**) Vergl. eine vorl~uilge Mittheilung in den Rendicon~i della R. Accademia 

dei Liucei yore April 1890. Die gleicheu Raumeintheilungen kommen in anderer 
Gedankenverbindung bereits bei Hrn. Hurwitz im 11 ten Bande der hcta Mathe- 
matica vor (1887: Ueber die Entwickelung complexer GrSssen in KeY~enbrfiche). 

***) Unter A, :B verstehen wit die Substitution, welche entsteht~, wenn man 
zuerst die Substitution B und dann A eintreten l~st. 
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Bezeichnen nun a~ b irgend welche reelle gauze Zahlen, so 
exis~iren sicher in der yon T,  S, V erzeug~n Gruppe die beiden 
Substitutionen: 

d~ h~ 
VI~' V*b "~  a . - J - b i ,  ' 

nun ist aber 

(_o: ~) = (_o,,, ~)(~: _~) = ~+_+, 
(o, 2)= (~: o ) ( _ o :  ~ ~) (~: _ ,~)= ~_,+. 

Wird ~6----0 angenommen, so ergiebt sich 

oder = (r _?)= (~: o )  (+ ~," ?)= ~ ~+ 
Besteht aber keine der Gleichangen a ~-- 0, fl ~- 0, so bflde man 

aus Z' die folgende Reihe yon Subs~itutionen 

+ m t ~  ~ 1, ' 

\Yl, ~ + n r  \Tt,  ' 

- \ 7 1 + m 3  ~ t ,  ----- 7 ~ ,  ' 

indem man die successiven ganzen complexen Zahlen 

ml~ m2, ~3 " , "  
so bestimmt, das nachsMhende Ungleichangen zur Geltung kommen 

~=(~: o)= 

w o m  eine beliebige gauze complexe Zahl bedeu~t. 
Es sei jetzt 

~.= (~: ~) 
irgend eine Substitution der Gruppe G. Wenn a oder fl gleich Null 
sind, so kSnnen wit leich~ die Behauptung des Satzes beweisen. Denn, 
flit a ~--0, muss 2~ eine der folgenden Formen haben 
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1 
~ . ~ ( . , ) ,  .~( .~)  < ~ -~(P,), �9 ~( '~,)  -< s ~ ( P ) ,  - ~ ( ~ )  -< s - . . "  

wobei das Symbol _At(a) die ~orm der complexen Gr5sse a bedeutet. 
Unsere Reihe yon Substitutionen 

z ,  z l ,  z~, x~ . . .  
kSnnen wit solange fortsetzen, bis ein a oder ein # gleich Null wird. 
Dies muss aber sicher eintreten, denn sonst wfirde die Reihe yon 
ganzen, reellen, positiven Zahlen 

.~(#), ~(,~,), .N(,%), .N(,~) . . .  
eine best~dig abnehmende sein. Das letzb Glied 27~ der Reihe kann, 
nach dem Vorigen, aus T, S~ V zusammengesetzt werden. Dasselbe 
gilt also auch ffir die Substitution 25, w. z. b.w. Gehgn wir jetzt 
zur Gruppe G" fiber, welche aus allen Substitutionen (o, ~) 

?, , ~ -- #7 = I 

im Bereiche (I ,  ~) besteht, so k5nnen wir den analogen Satz beweisen: 
II) Jede Substitution der Gruppe G" set'zt sich aus den folgenden 

drei Substitutionen zusammen: 

T ( 0 ,  
= ~, ~), ~=(~: I), ~--(~: ~) 

Genau wie friiher best~tigen wir zuerst unsere Behauptung ffir die 
Substitufionen 

~o-(~: r), ~o--(~; o), 
wo m eine beliebige ganze Zahl im Bereiche ( l , a )  bedeutet. Bedenkt 

(~ ,  0 )  sich in folgender Weise man ferner dass die Substitution 0, a- 
zerlegen l~sst: 

1, o)(o, ~)(~ o) 
so kSnnen wieder die Sehlfisse des vorigen Falles angewandt werden. 

Aus den nunmehr folgenden geometrischen Darstellungen wird 
sich iibrigens noch ein anderer Beweis fiir S~i~e I), II) ergeben. 

w  

Anwendu_ng der Poincar~'schen geometrischen Darstellung. 

Wit gehen dazu iiber die Poincar6'sche geomebische Darstellung 
der linearen Subsfitutionen 

mit comp]exen Coeffieienten in Anwendung zu bringen. 
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In~erpretiren wit ,  in gewShnlicher Weise, die Werthe der com- 
plexen Variabelen 

auf der ~ - E b e n e  und ffigen den ~ ,~  Axen eine dritte zu beiden 
senkrech~e Axe ~ hinzu, so kSnnen wir der Substitution (1) eine 
Transformation des Raumes zuordnen, welche im nicht-euklidischen 
Sinne eine blosse Bewegung darstellt. Ffir jede solche Transformation 
bleib~ das Vorzeichen der Ordinate ~ unver~nder~: dieses wollen wir 
immer im Folgenden als positiv annehmen. 

Nach Poincar6 (a. a. O. S. 54) lauten die wirklichen Formeln der 
Transformation fo]gendermassen: 

Dabei bezeiehnen ~, ~/, ~ die Coordinaten irgend eines Punktes p des 
Raumes ~', ~', ~" diejenigen des tra~sformirten Punk~es lO", w'~hrend 

und fibrigens dureh Zo', Zo, ~o,/~o, 7o, 6'o, naeh Hermi~ds Bezeichnung, 
die eonjugir~en Gr~ssen yon ~,  z, ~, /~, 7, ~ darges~e]l~ werden. 

Unter Ber~cksieh~igung der Ident2t~: 

I.o I ~ ,o 
bilden wir aus (2) den Ausdruck 

~'~ ~ #'r --  ~'Zo'; 

dann finden wit durch Wurzelausziehen 

e ~ o  + ~ao + ~oa~o + aao 

Be~rachten wir nun die Substitution (~ '  ~)  als der Gruppe G 
7, 

des w 1 angehSrig, so werden wir zwei Punkte p,  ~ '  des oberen 
Raumes*), als ~ i v a ~ t  bezeichnen, wenn, dutch eine Substitution 

*) Wir bezeichnen als oberen Raum denjenigen ffir welchen die Ordinate 
positiv ausf'~llf~ 
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yon G, p in/o' iibergeht. Da unsere Gruppe G keine unendllch kleine 
Substitution enthiilt, so wird sie in der N~ihe jedes Punk , s  des oberen 
Raumes eigentlich discontinuirlich sein*). Daher ist es mSglich, ein 
2"undamental$olyeder ffir unsere Gruppe G anzugeben. 

w  

Das Fundamentall)olyeder der Gruppe G. Erster Theft des Beweises. 

Wir behaupten: 

1)e~jenige Theil des oberen l~aumes, welcher ausserhalb der Kugel 

zwische~ den vier .Ebenen 

~ '  ~ -  2 '  ~ -  

ein, qeschlossen wird, ist ein Fundamentalpolyeder P fiir die Gruppe G. 
Der Beweis zerf~llt in zwei Theile. Erstens haben wir zu zeigen: 
III) Jeder Punkt p des oberen t~aumes ist einem t)unkte des 

t)olyeders t '  ~quivalent. 
Beachten wir nun, dass die elementaren Substitutionen T, S, V 

der Gruppe G, nach Formeln (2), folgende Transformationen des 
Raumes hervorrufen 

�9 ~ ~ , =  ~ ( ; ,  ,C T) ~ =-- ~+~+C~ , ~+~,+~, ~,+~+~, , 

,s) 1, 

V) ~'~-~, y'= ~ n  u 1, {;' ---- ~, 

wiihrend dutch die Substitution U - -  0, - -  die Umklappung 

um die k-Axe ents~eht, so sehen wir, dass Sa~z III) mit folgender 
Behauptung tibereinstimmt: 

Zu jedem ~un~e p giebt es einen tiquivalenten t'unkt, dessen 
~oordinaten den Ungleichungen 

�9 1 1 1 1 a) < 
-- ---~' - 2 -- -- 

gen//gen. 
Der Beweis kann in ganz analoger Weise wie der entsprechende 

ftir die Modulgruppe geftihrt werden. Gentigt der Punlr~ 2~ den Un- 

*) Poincar~ a. a. O. S. 60. 
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gleiehungen a) nicht, so verschieben wir ihn durch wiederholt~ An- 
wendung der Substitutionen S und V in eine Lage pj ,  welche dem 
entsprieht, far welche also 

2-- --~-' ~-- --~-" 

Wenn gleichzeitig ~t 2 ~- ~i ~ ~ {12 > I, so is~ PI der gesuehte 
Punkt. Wo niche, wenden wir auf Pt die Operation T an, welehe Pl 
in Pt' -~ (~l' ~1' ~() tibeffiihr~ und versehieben, wenn es nSthig sein 
sollte, P1' mittelst S und IT, wieder in eine solehe hage p~ ~ (~2~2~:), 
welche den Ungleiehungen a) 

i <~2< i i < ~ 2 <  i 
2 - -  - - ~ '  - - T - -  - -~ -  

genii~c~. Aus p~, wenn er nicht sehon der zweiten Ungleiehung b) 
genfigt, leiten wit durch Wiederholung desselben alternirenden Ver- 
fahrens einen neuen Punkt ~: u. s. w. 

Dann erh~ilt man eine Reihe yon Punkten 

c) lo~ ~: ~ 3 . . .  p . . . . ,  
welche alle den Ungleiehungen a) gentigen und unsere Behauptuug 
geh~ dann dahin, dass man, nach einer endlichen Anzahl yon Schriiten, 
zu einem Punkte io, gelangen muss, fiir welchen auch die Bedingung 
b) effiiIl~ wird. Die Ordinaten 

tier ~iquivalenten Punkte c) nehmen in der That immer zu. Enthielte 
also die Reihe c) unendlich viele Punkte, so wiirden sie alle im end- 
lichen Raume 

verdiehte~ sein und es wiirde also wenigstens ein Grenzpunk~ existiren, 
in dessen Umgebung die Gruppe G uneigentlich discontinuirlich w~re, 
was night angeht. ~) 

Somit ist unser Satz III) bewiesen. 

w  

Zweiter Theft des Beweises. 

Unsere fr'fihere Behauptung efforder~ jetz~ den Beweis des zweiteu 
Satzes: 

IV) Im Inneren des ~Polyeders P l~nnen nicht ~wd iiquivaJente 
Punkte liegen. 

*) Der let~te Theft des Beweises kSnnge auch re/n ar/~hme~/~h geffihrt 
werden, was wit hier, der Kfirze wegen, uuterla~sen. Man vergleiche Kleiu's 
Vorlesungen S. o.12 ft. 
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Sind 

zwei solehe innere Punkf~ 
gleiehungen beslehen: 

p' __-- (~, n, ~,) 
des Polyeders, so werden folgende Un- 

o < ~  < ~ - ,  ~ < ~  <-~ ,  + + > 1, 

1 1 , 1 ~ '2 ~ '  . (4) ~  2 < < ~ ,  + 2 + ~ , 2 >  1 

. Da die Ordinaten yon p,  ff entweder gleich sind, oder die eine 
gr'6sser als die andere ist, so kSnnen wir, ohne Beeintriichtigung der 
Allgemeinheit, 

, ' > ~  
voraussetzen. 

Es sei nun ~,, iiber- 

fiihrt. Bring~ man jetz~ Formel (1") w 2 in Anwendung, so hat man 

1 0 2 z Zo 8 8o 
(5) ~, ---= ~ ~ o  + ~ ~ o  + -~- 0~o + ~ 
oder 

1 1 
(5*) Tg-= ~'ro + Te ( ~  + ,~) (VoZo + '~o). 

Da alle inneren Punkte des Polyeders P eine Ordinate haben, die 
1 grSsser als ~ ist, so besteht die Ungleichung 

1 < _~ < ~ ,  

oder 

vn + ~ (vz + ~) (Vo~o + 2 > 8o). 

Diese letzte l~s~ nur zwei MSglichkeiten zu, d. h. 

A) ~ '~ 'o=0  oder B) ~'~'o-~-l- 
Im Falle A) wird ~,--~-~'o ~ - 0  und folglich, bis auf einen gleieh- 

zeikigen Zeichenwechsel yon t~,/~, ~,, ~: 

entweder a ~-- 1, 0 ~--- 1, ~, ~- 0 

oder a~---i, t S - - - - - i ,  ~,~-0. 
Es wird also 

~ ' + i ~ ' = ~ + i ~ + ~  
oder 

~' + i~'--- - (~ + i~) + i~. 
Aus den Ungleichungen (4)schliess~ man dass ~6 ~ 0, woraus der 

zwei~e Fall yon selbst als unmSglich wegF~lt; so komm~ 

~ ' = ~ ,  ~ '~ -~ ,  ~ '~-~,  
(;: 0) 
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Die beiden Punkte p, p" fallen also zusammen und die augenommene 
Substitution reducirt sich auf die Identit~t. 

Im zweiten Falle B), da 

(~ 1 1 
> -U > 

folgt aus der Gleiehung (5) 

+ + < o, 
oder, indem man 

setzt, 

Diese letzte Ungleiehung is~ aber unmSglieh weil /), q ganze, reeUe 
Zahlen sind, wiihrend 

1 1 0 < ~ < - ~ ,  ~ < 9  < ~ "  

Wir haben somit den Satz IV. bewiesen und ausserdem das Resultat 
gewonnen: 

V) Ausser der Iden~'t5~ giebt es keine Substitution, die einen 
inneren t~unkt des Fundamentalpolyeders P festh61t. 

w 

Ranmeintheilung, welche der 6ruppe G entspricht. 

Transformiren wir alas ganze Polyeder P dutch eine beliebige Sub- 
stitution der Gruppe ~ ,  so erhalten wir ein neues Polyeder, dessen 
ffinf Fl~chenseiten aus Theilen yon Kugeln oder Ebenen bestehen, 
welche die ~ -Ebene  orthogonal schneiden. Der letzte Satz V zeigt, 
dass die Gesammtheit solcher aus P entstandenen Polyeder den ganzen 
oberen Raum einfach und liickenlos erffillen. In beliebiger Ann~erung 
der ~ - E b e n e  legen sieh unsere Polyeder kleiner und kleiner werdend 
immer dichter an diese Ebene an. Diese Raumeintheilung~ auf welche 
wit iibrigens nicht n~her einzugehen brauchen, werden wit als der 
Gruppe G zugehSrig bezeictmen. 

Wir wollen noch bemerken, dass die Entwickelungen des w 4 
einen neuen Beweis ftir die Zusammensetzung der Gruppe G aus 
T, S, V liefern. Ist n~mlich 2: eine beliebige SubStitution .yon G, 
und wenden wir deren inverse 2~ -1 auf einen beliebigen inneren 
Punkt p des Polyeders P an, so wird er in eine neue Lage/)" fiber- 
gehen. Diesen letzten Punkt p' kSnnen wir wieder in p iiberffihren, 
sowohl dureh die Substitution ~' wie auch durch eine Substitution 2V, 
welche aus T, S, V zusammengesetz~ isl (w 3). ~Naeh Satz V stimm$ 
abet nothwendig ~ mit 2~ fiberein. 
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{}6. 

Raumeintheflung, welche der 6ruppe G' entspricht. 

In der ~ - E b e n e  construiren wir das regu~re Sechseck, dessen 
Mittelpunkt in ~ ~-0~ ~-~-0 f~illt, w~ihrend ein Paar gegeniiber- 
]iegender Seiten auf den Geraden 

1 1 

liegen*). Betrachten wir nun das gerade Prisma, welches dieses Sechseck 
zur Grundfiiiche hat; denjenigen Theil des oberen Prisma's, welcher 
ausserhalb der Kugel 

_1_ -t- 1 

liege, bezeiehnen wir als Polyeder H. Dieses wird gerade das Drei- 
fache des t~undamentalI)olyeders flit unsere Gruppe G' sein. 

Wit beweisen den Satz: 

Jeder l~un~ ~ des oberen l~aumes ist einem t)unkte yon 17, in 
Bezug auf  die Gruppe G', iiquivalent. 

Dutch Anwendung einer aus 

passend zusammengesetzten Substitution 

S "  V" --~ (1,  1 

kSnnen wir es erreiehen, dass der ~ransformirge Punk~ Pl innerhalb 
des Prisma's sich befmdet. Liegt nun gleichzei~ig /h ausserhalb der 
Kugel 

so ist unser Zweck erreicht. Wo nicht, wende man auf Pl die Sub- 
stilution =(o: 1) 

*) Die Gleichungen der Seiten des Sechsecks lauten: 

1 
~ H--~- ~---- 0, ~ -I- ~ ~/~ -t- I = 0, - - 6 +  ~/~/3 -t- 1 -~-~ 0. 

Soil also ein Punkt der ~ / -Ebene  im Inneren des $echsecks gelegen sein und 
wird 

z -~- f -l- i~ = a -t- b~ 
gese~t, also 

f = a - - - f f ,  ~ / = b  2 ' 

s o m ~ e n ~ g e n d e U n g l e i c h ~ g e n b e s ~ h e n  

- - l < a ~ b < l ,  - - 1 < 2 a - - b < 1 ,  - - 1 < 2 b - - a < 1 .  
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an, und den so erhaltenen Punkt 1O~" verschiebe man wieder mittelst 
einer passenden Substitutdon B m" V'*' in einen Pnnkt 1O2~ der im Inneren 
des Prisma's lieg{. Fiihrt man in derselben Weise fort, so sieht man, 
genau wie i m w  3~ dass die Reihe yon iiquivalenten Punkten 

1ol 1~ �9 .-  P~ �9 �9 �9 
sich nothwendig unterbrechen muss~ was eben unseren Satz beweist. 

Bedenkt man ferner dass die Substitution 

o, o) 
eine Rotation der Amplitude 

oder Z" ~- ~Z 

2~ um die ~-Axe zur Folge hat, so 

leuchtet es ein, dass es ffir jeden Punkt p yon H noch zwei ~iquivalente 
Punkte p', p" in H giebt, n~mRch diejenigen, welche aus p durch die 
genannte Rotation und ihre Wiederholung erwachsen. Es ist nun 
leichl zu beweisen dass, wenn p im Inneren yon H gelegen ist, keine 
anderen zu 1 o ~iquivalente Punkte in H existiren kSnnen ale 1O' und $". 

Nehmen wir die Bezeichnungen des w 4 wieder auf und bemerken, 
dass jeder innere Punkt des Polyeders H eine Ordinate besitz% die 

grSsser als V~-ausF~llt ,  so schliessen wit aus Gleichung (5 )w 4, dass 

folgende Ungleichung bestehen muss: 

3 1 
-~ > 770 -~ - ~  (Tz -~- 8) (7o~o --~ 8o). 

Diese enth~It nur wieder folgende beiden MSglichkeiten 

77o~--0 oder 7 7 o ~ I .  

Wenn 7 ~---70 -~-0 ist, so hat man folgende drei Nebenfglle 

a~--= l ,  7 ~ 0 ~  8 - - - 1 ,  

Da aber beide Punkte z', ~ im Inneren des Sechsecks liegen miissen~ 
so wird in allen Fiillen ~ ~--0 sein und unsere Substitution wird also 
lauten-. 

(1: 0 ) ,  oder (~: tO), oder ( ~ '  Oe) , 

wie die Behauptung des Satzes es fordert. 
Wenn 770 ~ 1 ist, so hat man nach Formel (5) {} 4 

und folglich, wenn 

z ~- a --{- b e, a-- -~- p -l- q e 
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gesetzt wird, 

(6) p2 _}. q 2 _  p ~ / +  ( 2 a - -  b)2 -{- ( 2 b - - a ) q  < O. 

Da aber~ wie oben bemerkt wurde~ die absoluten Werthe yon 
2a - -  b, 2b -- a kIeiner als I ausfallen, so wird um so mehr folgende 
Ungleichung bestehen miissen 

pl 2 + qt ~ - -  Ioj qt - -  Pt - -  qt < O, 

wo 10,, ql die absolu~ genommenen Werthe der reellen ganzen Zahlen 
p,  ~ bedeuten. Die letzte Ungleichung finde~ nur ftir 2~I ~ 19 ql ~ 1 
start und wir haben also nur folgende vier mSglichen Fiille : 

~ o ~ - l ~ g ~ - - l i ~ l , q - - ~ l ; p ~ - - - - l ~ q ~ - l ; p ~ - - l , q ~ - - l .  

Immer abet wiedersprich~ die beziigliche Ungleichung (6) denjenigen, 
durch welche wir oben die Bedingung ausdrfickten, dass z im Inneren 
des Sechsecks liegt. Somil wird die MSglichkeit 7 7 0 - "  1 aus- 
gesehlossen. 

Nach diesen ErSr~erungen is~ es sehr leichL ein Ftmdamental- 
po]yeder unserer Gruppe G' anzugeben. Das frfihere Polyeder 13" 
wird dutch die Ebene r / ~ - 0  mid die heidea daraus dutch Rotationen 

2~ yon Amplituden ~ und ? um die 9-Axe entspringenden Ebenen 

in drei congruente Polyeder zerlegt. Man sieht also dass: ,)redes dieser 
drei _Polyeder als Fundamenta~rolyeder der Gru3)pe G" gewiihlt werden 
kann. 

Jetzt haben wit nur das zu wiederholen~ was am Ende des vorigen 
Paragraphen gesagt wurde, um die Raumeintheilung zu finden, welche 
der Gruppe G' entspricht. 

ILl. /~bschnit~k 

D i r i e h l e t ' s c h e  F o r m e n .  

w  

Reducirte Dirichlet'sche Formen. 

Eine biniire quadratische Form 

(7) ax  ~ + 2 b x y  + ey ~, 
in welcher die Coefficienten a, b, e ganze Zahlen aus dem Bereiche 
(1, i ) -  oder (1, ~) ~ und x, g solche unbestimmte Zahlen darstellen, 
soll als D i r i ch l eVsche  Form bezeichn& werden. ~) Wit wollen nun 

*) Dirichlets, Recherches sur les formes quadratiques ~ coefficients et ~. 
ind(iterminges complexes. Crel[e's Journal Bd. 24, 
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zeigen, wie man, auf Grund der Untersuchungen des vorigen Ab- 
schni~es die beiden Probleme der Aequivalenz fiir Dirichlet'sche Formen 
15sen kann. Diese Probleme lauten folgendermassen: 

A) Festzustellen, ob ~wei gegebene Dirichlet'sche Forme~ f, f" mit 
derselben 1)eterminante 1)---b ~-- a c ~quivalent sind oder nicht. 

B) Im  l~'aZle tier Aequivalenz der -Formen f~ f" alle Substitutionva 
zu finden, dutch wdche die eine in die andere iibergeht. 

t l s  Wurzel der Form (7) bezeichnen wit die Wurzeln zl, z2 der 
quadratischen Gleichung 

a~ ~ ~- 2 b z  ~- c - -  O .  

Durch die beiden Punkte~ welche in der ~/-Ebene die Wurzeln zl, ~2 
der Form f darstellen, beschreibe man im oberen Raume den Halb- 
kreis, welcher die ~-Ebene orthogonal schneidet~ Dieser Halbkreis 
soll tier repr~entirende Halbt~reis der Form f genannt werden. Jede Form 
f ~  (a~ b~ c) wird durch Angebung ihrer Determinante und des repr~en- 
tirenden Halbkreises~ his auf einen gleichzeitigen Zeichenwechsel ihrer 
Coefficien~en a~ b, c, bestimmt. Sind die Formen f ,  f '  mit den repr~sen- 
tirenden Halbkreisen C, C' iiquivalent, und geht die Erstere durch die 

Substitution (a ,  ~ in die Zweite fiber, so ~ransformirt die inverse 
\ 7, Of 

Substitution (__~,,d'--a ~) die beiden Wurzeln yon f i n  diejenigen yon 

['. Durch die letzte Subs~itutSon auf den ganzen Raum angewandt~ 
geht also der repr~entirende Halbkreis C in C' fiber. 

Stellen wit nun folgende Definition auf: 
E, ine 1)irichle~sche _Form heisst reducirt, falls ihr re2~rtisentirender 

Halbkreis das _Fundamenta~olyeder P schneider, 

so kSnnen wir sofort den Satz beweisen: 
Jede 1)irichlet'sche 2brm f ist einer reducirten t~orm tiquivalent. 
Nehmen wir n~mlich auf dem repr~sentirenden Halbkreis C yon 

f einen beliebigen Punkt p, so kSnnen wit eine passende Substitution 

(a ,  rid) angeben welche ihn in das Fundamentalpolyeder versetzt (w 3). 

n a, o  n,er o 

die Form f angewandt, auf eine ~quivalente redueir~e Form f'. 

w 
A~, 'hl  dot reducirten Formen. 

Wir be'haul)ten jetz~: :Bei eider gegebenen Determinable D giebt es 
nut eine endliche AnzaTd yon reducirten Formen. 

Ist 
--~ (a, b, c) ~ a x  ~ ~ 2 b x y  -Jr cy 2 
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eine solche, und sind z 1 z2 ihre Wurzeln, so hat man far den Radius 
/~ des repr~isentirenden Halbkreises 

2 = I a----Y- 

Da die grSsste Ordinate ~ eines Punktes des Kreises gleich/~, w~ihrend 
eines Punktes des Fundamentalpolyeders gleich die kleinste Ordinate 

t is~, so folg~ Y~ 

oder 

//IDI 

lal ~ / /~DI-  
Der erste Coefficient a der reducirten Form f kann also nur eine end- 
lithe Anzahl yon Werthen annehmen. Fiir jeden solchen Werth yon 
a giebt es nur eine endliche Anzahl yon (rood a) incongruenten Werfllen 
you b, n~imlich so viele als die Congruenz 

5 2 ~ / )  (rood a) 

incongruente Wurzeln hal. Bezeiehnen wir zwei Formen 

(a, b, c) (a, b', r 

mit derselben Determinante und gemeinsamen ersten Coefficient a als 
~arallel, wean 

b" ~ b (rood a), 

so haben wir nut zu zeigen, class in jeder Classe yon parallelen Formen 
nur eine endliche Anzahl xon reducirten Formen vorkommen kann. 
Isl die zu (a, b, c) parallele Form (a, b'~ c') eine reducirte und wird 

b ' ~ - b ~  ai6 

(1 '  ~1)die ers~ (a b ,c)  in gesetz~, so geht dutch die Substitution 0, 

die zweite (a, b'~ c') fiber, und folglich der repr~sentirende Halbkreis 
C' yon f" in denjenigen C yon f fiber. Und da nach Voraussetzung 
C" das Fundamentalpolyeder P schneider, so wird C dasjenige Polyeder 
P '  unserer Raumeintheilung schneiden, welches aus P durch die Sub- 
stitution 

entsteht. Es giebt also so viele zu (a, b~ c) paraUele redueir~e Formen 
als es zum Fandamentalpolyeder P in gew'61mliehem Sinne eongruente 

*) Dutch das Symbol t Af wird der absolute Betrag der complexen GrSsse 
A bezeichne~. 
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Polyeder unserer Raumeintheiluug giebg, welche yore repr~senfirenden 
Kreise der Form (a, b, c) durchschnitten werden. Die Anzahl letzterer 
Polyeder ist abet, wie einleuchtmnd, endlich. 

{}9. 

Poriodon reducirtor Formon. 

Der repr'~sentirende Halbkreis C einer reducirten Form wird eine 
unendliche Anzahl yon Polyeder unserer Raumeintheilung durchsetzen. 
Dadurch wird der Halbkreis C in eine im doppelten Sinne sich ins 
Unendliche erstreckende Reihe yon Bogenstficken 

�9 . .  l - 8 ,  5-1 ,  51, /2, 5 3 , . . .  
zerlegt, wobei 51 dasjenige Bogenstiick bezeichnen mSge, welches yore 
FundamentalpoIyeder zo abgeschniff~en wird. Ein beliebiges Bogenstiick 
der Reihe kann durch eine Substitution der Gruppe in ein reducirtes 
Bogenstfick verwandelt werden, d. h. in einen Kreisbogen, welcher 
im Fundamentalpolyeder P liege. Solch reducirtes Bogenstfick 5~" wird 
yon 55 eindeutig bestimmt (w 4). Da abet die Anzahl der reducirten 
Formen derselben Determinante eine endliehe is~, so ergiebt sich dass 
in der Re/he 

51, 52, 

ein erstes Bogenstiick 5~+1 auftreten muss, welches dasselbe reducirte 
Bogenstfick besitzt wie ein friiheres /~. Es ist leicht einzusehen, dass 
5~ mit 51 zusammenfallen muss. Da n~mlich 5~+1 und 5~ dasselbe redu- 
cirte Bogensttick besitzen, so giebt es eine Substitution 4, welche /~ in 
5n+1 verwandelt. Darch v gehen folglich gleichzeitig der Halbkreis C 
und die gauze Raumeintheilung in sich selbst fiber. Es wird also durch v 
5~-1 in 5,~, 5~-2 in/~-1 u. s. w. fibergehen. Wiire abet r ~> 1~ so wfirde 
schon 5~ dasselbe reducirte Bogenstfick wie 5~-1 besitzen, was unserer 
Annahme wiederspricht. Hieraus schliessen wir~ in bekannter Weise, 
dass irgend zwei reducirte Bogenstiicke U 5~' dann und mtr dann zu- 
sammenfallen~ wenn die Congruenz 

r ~ s (rood n) 

besteh[. Daher werden wit sagen dass 
12'- - .  5; 

eine Periode yon reducir~en Bogenstticken und die zugeh6rigen Formen 

5 s  
eine Per/ode reducirter ~'orme~ bilden. Es leuchtet ein, dass zwei der- 
selben Periode angehSrende reducirte Formen iiquivalent sind. 
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w 10. 
Erlodigung dot Problomo eler Aequivalenz. 

Wenn irgend zwei Formen F, .F" derselben Determinante vor- 
liegen, yon denen man entscheiden soU, ob sie ~iquivalent sind oder 
nicht, so bestimmen wir zuerst zwei reducirte Formen f, f'~ welche 
bezw. zu ~', 2,' ~iquivalent sind, und haben dann nut zu entscheiden, 
ob f, f '  unter einander ~iquivalent sind. Sind abet f ,  f" ~iquivalent 
und geht durch die Substitution ~ f in f '  fiber, so geht dutch die 
inverse Substitution v -1 der repr~isentirende Halbkreis C yon f in den- 
jenigen yon f '  fiber (w 7). Es wird also, dutch v -1, eia Bogenstrick 
/~ der im vorigen Paragraphen betrachteten Reihe in dasjenige Stfick 
des Halbkreises C', welches veto Fundamentalpolyeder ~ abgeschnitten 
wird, ribergehen. Es gilt also der Satz: Zwei iiquivalente reducirte 
2,ormen geh6ren derselben Periode an, wodurch das erste Problem der 
Aequivalenz erledigt wird. 

Wenn 2,, 2,' iiquivalent sind, wird zugleieh dutch unsere Methode 
eine Substitution gefunden, welche wirklich 2, in 2,' ribefffihrt. Das 
zweite Problem der Aequivalenz wird also auf folgendes zurfickgefrihrt: 

Alle Substitutionen anzugeben, we~he eine Form 2' i~ sich selbst 
transformiren. 

Wir kSnnen uns wieder selbstverstiindiich auf reducirte Formen 
beschr~nken. Eine Substitution v, welche die reducirte Form f in sich 
selbst fibeffrihr~, wird auch ihren repr~sentirenden Halbkreis C in sich 
selbst fiberfrihren. Dutch ~ muss also die ganze Reihe yon Bogen- 
stricken des w 9 

. . .  l -s ,  L1 ,11 ,12 ,  Z3.. �9 
in sich verschoben werden. Geht dabei 11 in l, fiber, so wird noth- 
wendig, wie dort gezeigt wurde, die Congruenz s ~  1 (rood. n) be- 
stehen; folglich ist v eine Potenz derjenigen Substitution 2: welche 1 l 
in l~+.~ fiberfiihrt. 

Wir haben also das Resultat: 
1)ie une~dliche Gruppe yon Substitutionen, welche eine Dirichle~sche 

2,orm i~ sich selbst i~berfiihrt, ist eine cyklische Grw2~. 
Diese Gruppe wird n~imlich alle Potenzen yon 27 oder nut die- 

jenigen mit geradem Exponenten umfassen, jenachdem d~ Form 
f ~ (a, b, c) ihrer entgegengesetzten ( - - a ,  ~ b, - - c )  nich~ ~quivalent 
oder ~iquivalent ist. Im zweiten Falle gehSrt f einer ambigen Classe 
an. (V. D i r i c h l e t ,  Zahlentheorie, 3. Auflage, w 58). 

Greifen wit insbesondere die Haupfform 
(1, O, - -  D )  

heraus, so lau~n die Substitutionen ihrer reprodueirenden Gruppe 
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wobei t~ u irgend welche ganzzahlige LSsungen der Pell'schen Gleichnng 

t 2 - -  D u ' ~ -  1 
bezeichnen. Unsere Methode lehrt also die fundamentale LSsung 
(T, U) aufzufinden, aus welcher alle anderen mittels~ der Formel: 

t + -4- (r + 
wobei n alle ganzen reellen Zahlen durchl~uft, sich ergeben.*) 

III. • 

H e r m i t e ' s c h e  F o r m e n .  

{} 11. 

Def in i t e  F o r m e n .  

Die bin~ren quadratischen Formen 

(8) axxo + bxyo + boxoY -4- cyYo, 

bei welchen a, c ganze reelle Zahlen, b eine ganze Zahl aus dem 
Bereiche (1, i) - -  oder (1, e) - -  und x,  y solche unbestimmte Zahlen, 
w~hrend bo, Xo, Yo deren conjugirte Zahlen bezeichnen, werden im 
Folgenden Hermi t e ' s che  ~'ormen genannt.**) Den fundamentalen 
Begriff der Transformation und Aequivalenz solcher Formen wolle man 
aus der Hermite'schen Abhandlung entnehmen. 

][st die Determinante / ) ~  bb o - - a c  negativ, so heisst die Form 
definit, im entgegengesetzten Falle indefinit. 

Betrachten wir zuerst den Fall einer defini~en Form, bei welcher 
wir a und folglich c positiv annehmen kSnnen. 

Die Gleichung 

(9) azzo -4- bz "d- bozo d" c ~-- 0 

stellt dann in der ~r/-Ebene einen imagin~iren Kreis dar. Durch diesen 
Kreis geht ein ganzer Btischel yon Kugeln, welcher zwei unendlich 
kleine Kugela oder Gremlmnkte enth~ilt. Wird 

b ~ - - m + i n  

gesetzt, so finder man ffir die Coordinaten der Grenzpunkte 

= ,~ . / i ' - - / )  
a '  ~ a '  ~ ~ - - - -  a 

Denjenigen Grenzpunk$ , welcher im oberen Raume lieg%, bezeichnen 
wit als den reFriisentirenden I'unkt der Form. Aus "der geometrischen 

*) Dirichtet  a. a. O. w 14. 
**~} Hermite in Crelle's Journal Bd. 47. 

Math_mna.tische Anna]en, x ' x ~ V I I I .  2~ 



330 L~m~ B~cE~. 

Darstellung folgt: Aequivalente definite Hermite'sche _~ormen haben 
tiquivalente repr~entirende 1)unkte und umgekehrt. 

Dies kann iibrigens, mittelst der Formeln (1), (2) w 2 leicht be- 
s~tig~ werden. 

Eine definite Form sell als reducirt gelten, wenn ihr repr~isentiren- 
ddr Punkt im Fundamenf~lpolyeder liegt. Dann haben wir nachw 3 
sofort den Satz: 

Jede definite Hermite'sche Form ist einer reducirte~ t'orm ~quivalent. 
Das iiussere Kennzeiehen einer reducirten definiten Form (8) be- 

steht in den Ungleichungen 

a < c ,  0 < m <  --a a < n < - ~  
- -  - -  2 ~ 2 - -  

ffir b ~ m -~- in,  woraus man folgert (Hermite a. a. 0.) dass: die 
Anzahl reducirter Formen derselben 1)eterminante eine endliche ist. 

Das erste Problem der Aequivalenz ffir definite Formen erfordert 
jetzt nur noch die Untersuchung der hequivalenz reducirter Formen. 
Die beziiglichen Resultate, welche in ganz elementarer Weise abzuleiten 
sind sollen bier aber nicht welter verfolgt werden.*) 

w 12. 

Indefinite reducirte Formen. 

Eine indefinite Hermite'sche Form 

f ~ axxo "4- bxyo -~ boxoy ~ cyyo 
bestimmt in der ~-Ebene den reellen Kreis 

azzo + bz + boZo + c ~ O. 
Ueber diesen Kreis als Aequator besehreiben wir im oberen Raume 
eine Halbkugel, deren Gleiehung 

a2 

sein wird. Diese bezeichnen wit als die rel~r~entirende ttalbkugel der 
Form f. Durch Angebung der Determinante/) und der repr,isentirenden 
Halbkugel wirel die Formel f, his auf einen g]eichzeitigen Zeichen- 
wechsel ihrer Coefficienten a, ~, c, bestimmt. Sind zwei indefinite 
Formen f ,  f" ~quivalent, so werden auch ihre repr'~entirenden Halb- 
kugeln iiquivalent sein (V ~ w 7). JStellen wir nun folgende Definition 
auf: eine indefinite Hermite' sche _Form heisst reducirt , falls ihre re~r~en- 
tirende Halbkugel das Fundamental2olyeder durchsetzt. In ganz analoger 
Weise wie die entsprechenden S~itze ffir Dirichlet'sche Formen (w167 7~ 8) 
kSnnen je~zt folgende S;4tze bewiesen werden: 

*) Vr w 4 und P i e a r d  - -  Annales de l '~cole Normale Supdrieure. T. I, 
3~me Sdrie p. 19ft. 
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Jede indefinite Hermite'sche ~'orm ist einer reducirten JForm 
iiquivalent. 

~Bei gegebener positiver I)eterminante ist die An~ahZ der reducirten 
Hermite'schen Formen eine endliche. 

w 13. 

Perioden reducirter Formen. 

Die repriisentirende Halbkugel der indefiniten reducirten Hermite'- 
sehen Form f m i t  der Determinante D wircl eine unendliche Anzahl 
yon Polyedern unserer Raumeintheilung durchsetzen. Auf dieser Halb- 
kugel enksteht dadurch ein Netz yon Kreisbogenpolygonen, dessen 
Seiten den Aequator der Kugel orthogonal schneiden. Dieses Netz 
bedeckt einfach und liickenlos die ganze Halbkugel. 

Jedes Polygon 0vi des Ne~zes kSnnen wir reduciren, d. h. durch 
eine passende Substitution yon G in ein Polygon ~i  verwandeln, 
dessen Randcurven auf Fl~chenseiten des Fundamentalpolyeders P 
liegen. Diesem ganz bestimmten Polygone ~i entspricht aber eine 
reducirte Form der Determinante D und, nach dem letzten Satze des 
vorigen Paragraphen, giebt es also nur eine endliche Anzahl soleher 
verschiedener reducirter Polygone ~:~ sagen wir etwa 

~1 ~2 - . . ~ -  

Die entsprechenden reducirten Formen 

f J f 2 " ' ' f ~  
bilden, wie wit sagen wollen, eine t)eriode reducirter Forme~. Es ist 
klar, dass alle reducirten Formen derselben Periode unter eina~,der 
~quivalen~ sind. 

Zwei Polygone ~r~ ~, unseres Netzes sollen als ~quivalent gelten, 
{'alls sie dasselbe redueirte Polygon ~i  besitzen, weil dann und nur 
dann eine Substitution der Gruppe G existirt, welehe ~r in ~, fiber- 
ftihr~. Wenden wir eine solche Substitution auf den ganzen Raum an, 
so wird das sph~ris'che Netz in sich selbst fibergehen. Unser Resultat 
kSnnen wir also aueh so aussprechen: ~s giebt im ss s 
nut eine endliche Anzahl yon uniiquivalenten t)olygonen. 

Wird diese Zahl tt genannt, so erkennt man in bekannter Weise*), 
dass es mSglich ist einen solchen Complex r[ yon r ~ tt auf einander 
folgenden uniiquivalenten Polygonen des Netzes zu bilden, dass jedes 
naeh aussen benaehbarte Polygon ~ mit einem im Complexe 1"[ liegen- 
den Polygon ~iquivalent ist. 

*) V e Klein's Vorlesungen S e 310 und Hurwi~z Grundlage einer Theorie 
der Modulfunc~ionen w 3. 

22* 
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Nun bemerken wir, dass wenn ein Polygon ~,~ des Netzes mit 
einem im Complex H tiegenden Polygone ~(~) ~iquivalent ist, dasselbe 

yon jedem zu ~ benachbarten Polygone gelten muss, Denn dieselbe 
Substitu~on, welche ~m in ~(i} iiberffihrt, wird jedes zu am benachbarte 
Polygon in ein zu ~(i.~ benachbartes Polygon verwandeln: das Letzte 
is~ aber, nach Voraussetzung, einem Polygon in l'l ~iquivalent. Daraus 
ersieht man leicht, dass jedes Polygon ~m des Netzes einem im Com- 
plex 1"[ liegenden Polygone ~iquivalent ist und daher r ~ - ~  sein muss. 
Wir brauchen n~mlich nur zwischen ~m und einem beliebigen Polygon 
in H eine endliche Anzahl yon successiven auf einander folgenden 
Polygonen einzuschieben und die vorige Bemerkung anzuwenden. 

Werden die Polygone yon H mit 

bezeichnet, so wird jedes dem Complex l'[ nach aussen benachbarte 
Polygon ~i einem Polygon ~(~ ~quivalent sein. Dieses muss abet hart 
am Rande yon II liegen, denn sonst wfirde die Substitution, welche 
~ in ~(k) iibefffihrt~ das Polygon yon H, welches auf g~ folg~, wieder 
in ein Polygon yon IT verwandeln, was dem Bildungsgesetze unseres 
Complexes H widerspricht. Daher werden die Randcurven yon Y[ 
paarweise einander zugewiesen und die Substitutionen 

S 2  . . . S ,  , 

welche jede Randcurve in die ihr zugewiesene fiberfiihren, sind die 
erzeugenden Substitutionen derjenigen Untergruppe yon G, welche 
unser Netz in sich selbst transformirt. Diese Untergruppe f~llt mit 
der Gruppe zusammen, welche die gegebene Form f in sich selbst 
iiberffihrt, oder sie enth~ilt die letzte Gruppe als ausgezeichne~e Unter- 
gruppe yore Index zwei. Der zweite Fall tritt dann und nur dann 
ein, wenn die gegebene Form f~--~ (a, b, c) ihrer entgegengesetzten 
( - - a , - - b , - - c )  ~quivalen~ ist, was eben dutch unsere Methode leicht 
erkannt wird. Wir  erhalten also folgendes Schlussresultat: D/e rel~rodu- 
cirende Grutype einer indefiniten Hermite'schen ~'orm ist eine automorphe*) 
Grille. :Das :Polygon H, welches wit oben bildeten, ist eben das 
�9 'undamentalpolygon dieser Gru~e oder nut die Hglfte des letzten.**) 

*) Mi~ dieser Benennung soll nach Herrn Klein (Vorlesungen etc. p. 76-2), 

gemeint werden, class, wenn die Substitutionen --.(ca: b) der Gruppe auf eine 

complexe Variabele z nach der Formel z' ~- a z -~- b wirken, eine discontinuirliche cz~d 
Gruppe mit endlichem Fundamentalbereiche entsteht. 

**) Ist die Determinante D in die Summe zweier Quadrate zerlegbar, so 
kann diese Gruppe auf eine Moduluntergruppe zurfickgeffih_r~ werden (V e meine 
Note in den Rendiconti dell' Accademia dei Lincei Maggio 1890). 
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w 14. 

Erledigung tier beiden Pro bleme tier Aequivalenz ffir Hermite'sche 
Formen. 

Das erste Problem der Aequivalenz fiir Hermite'sche Formen wird 
nach w 12 darauf zuriickgeftihr~, die Aequivalenz reducirter Formen zu 
un~ersuchen. Diese Frage k6nnen wit sofor~ dutch den Satz beant- 
worten: 

Zwei reducirte 6quivale~te Hermite'sche Formen geh6ren dersdben 
t)eriode an. 

Nehmen wir an, dass die beiden indefiniten reducirten Formen 
f~, f2 iiquivalent seien, so wird es eine Substihltion der Gruppe (~ 
geben, welche die repriisentirende Halbkugel yon fl in diejenige yon f2 
verwandel~ und folglich das Netz, mi~ welchem wit die Halbkugel 
yon fl bedeckten, in dasjenige yon f2 iiberftihrt. Das Polygon des 
Netzes yon f~, welches im FundamentaIpolyeder zP liegt, ist also 
mir einem Polygone des NerVes yon f~ iiquivalent: folglich gehSrt f2 
der Periode yon/'1 an. 

Mit der Erledigung des ersten Problems der • wird 
das Zweite auf die Auffindung der reproducirenden Gruppe einer inde- 
finiten ttermite'schen Form reducirt. Die LSsung dleser Aufgabe ent- 
hiil~ der vorige Paragraph. 

Zum Schlusse sei nur noch bemerkt, dass sowohl ftir Dirichlet'sche 
wie ftir Hermite'sche Formen im Bereiche (1, e) dieselben Beweise 
Wor~ fiir Wort iibertragbar sind. Es genfig~ dafiir die Raumein~heilung 
des w 6 zu Grunde zu legen. 


