Geometrische Darstellung der Gruppen linearer Substitutionen
mit ganzen complexen Coefficienten nebst Anwendungen auf
die Zahlentheorie.

Von

Lurer Biaxcar in Pisa.

Die geometrische Methode, auf welche Herr Professor Klein die
arithmetische Theorie der gewthnlichen bindren quadratischen Formen
griindet*), kann mit demselben Erfolge in weiterem Umfange an-
gewandt werden. Dies zu zeigen ist der Zweck der folgenden Ent-
wickelungen, welche in #holichem Sinne die Theorie der Dirichlet’-
schen Formen mit ganzen complexen Coefficienten und Veréinderlichen,
und der Hermite’ schen Formen mit ganzen complexen Coefficienten
und conjugirten Verdnderlichen behandeln sollen. Unter einer ganzen
complexen Zahl verstehen wir eine solche, die nach Kronecker’s Be-
zeichnung dem Rationalititsbereiche (1, ¢) oder (1, &) angehdrt, wo
i, &€ bezw, die vierte und dritte primitive Wurzel der Einheit bedeuten.
Ich moéchte mir dibrigens vorbehalten, spiter auch die Fille (1, ¢y/D)

und ( , 1+ ;’ £
die im zweiten Falle der Bedingung =3 (mod. 4) unterliegt. Zu-
nichst handelt es sich darum die Gruppen linearer Substitutionen einer

Variabelen z:

) zu behandeln, wo D eine positive ganze Zahl ist,

r__ az+f

&= yz2-+4 687

wo @, 8, 7, 0 alle ganzen Zahlen des Bereiches (1, ¢) oder (1, &), die
nur der Bedingung
«d —fy=1
*) Klein, Vorlesungen iber elliptische Modulfunctionen, ausgearbeitet nnd
vervollstiindigt von R. Fricke, (Leipzig, 1890), S. 243—260,
Mathematische Annalen. XXXVIIIL, 21




314 Luier Braxcnr,

unterworfen sind, durchlaufen, nach Poincare’s Auffassung?®*) durch
eine entsprechende Polyedereintheilung des Raumes geometrisch dar-
zustellen *¥), Die so gewonnenen Raumeintheilungen kann man be-
nutzen, um die Dirichlet'schen und Hermite’schen Formen in ganz
analoger Weise zu reduciren, wie dies fiir die gew6hnlichen quadratischen
Formen mit Hiilfe der Modultheilung der Ebene geschieht. Die Theorie
der genannten Formen erhdlt dadurch eine erschopfende Behandlung,
welche vor den bekannten Methoden von Dirichlet, Hermite und
Picard manche Vortheile aufweist. Als einen solchen nennen wir
insbesondere das Kennzeichen fiir die Aequivalenz reducirter Formen,
welches einfach so lautet: Alle dquivalenten reducirten Formen ge-
horen derselben Periode an.

Erster Abschnitt.
Polyedereintheilungen, die unseren Gruppen entsprechen.

§ 1.
Zusammensetzung der Gruppen G wnd G'.

Von der Gruppe G, die alle linearen Substitutionen
z'--—:-g;:!__l%, 0d — fy=1
mit ganzen complexen Coefficienten «, §, ¢, 0 aus dem Bereiche (1, )
umfasst, beweisen wir folgenden Satz:
1) Jede Substitution der Gruppe G lisst sich aus den drei elemen-
taren Substitutionen:

T——=(__(r): o) 8=(021), 7=(o, 1)

2usammensetzen.

Zuerst beachte man die folgenden aus 7', S, ¥V zusammengesetzten
Substitutionen : ¥*¥)

v, =T8T =] 0N, w=rr17= (3 2

i, O
o=17V.7=(5 _37)-
*) Mémoire sur les groupes kleinéens — Acta Mathematica Bd. 3.

#¥) Vergl. eine vorlaufige Mittheilung in den Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei vom April 1890. Die gleichen Raumeintheilungen kommen in anderer
Gedankenverbindung bereits bei Hrn. Hurwitz im 11t Bande der Acta Mathe-
matica vor (1887: Ueber die Entwickelung complexer Grossen in Kettenbriiche).

3%¥%) Unter A, B verstchen wir die Substitution, welche entsteht, wenn man
zuerst die Sobstitution B und dann A4 eintreten lisst.
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Bezeichnen nun @, b irgend welche reelle ganze Zabhlen, so
existiren sicher in der von T, S, ¥V erzeugten Gruppe die beiden
Substitutionen:

. 1, a—-)—bz " 1 0
SeV? = \y! )» ViV = (a-}-’bz‘, 1)»

1, m 1, O
Sm‘"": (O’ 1/ Vm = (m, 1)7

wo m eine beliebige ganze complexe Zahl bedeutet.
Bs sei jetzt
o, B
= (7: 3)

irgend eine Substitution der Gruppe G. Wenn « oder § gleich Null
sind, so kSnnen wir leicht die Behauptung des Satzes beweisen. Denn,
fir « = 0, muss X eine der folgenden Formen haben

0, 1 0, 2
2 == (____1” 6)7 oder X = (i,, 6)5
nun 1ist aber

(-3, 8)= (1 0) (5, 77) = 7
8)= (0 -3 (10) (6 7) = o

Wird 8 = 0 angenommen, so ergiebt sich

1, 0
2:(?, )=V

(;’, —-O) ( ) (w, 1)=UVs.

Besteht aber keine der Gleichungen @ = 0, == 0, so bilde man
aus X die folgende Reihe von Substitutionen

3 =3V, = “+mﬂ31 \)___ Cyy® 5)

d. h,

oder

Y + m0, 71
. %y, ﬁ+m2a1) (“1’ ﬁl)
2y = & 8n, = V1> O M, 7, 71, 01/
“+mﬁsﬁ) (“ 5)
3V, = (BT "bn & 21 Py
2 'VH 71+m3 1 727

-

indem man die successiven ganzen complexen Zahlen
ml, m2’ m3 v 9 .
so bestimmt, das nachstehende Ungleichungen zur Geltung kommen
21¢
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1 1 1
N("‘:)S'@'N(ﬁ): N(ﬁ1)§’§'N(“1): N(“z)ggN(ﬁi):
wobei das Symbol N(a) die Norm der complexen Grisse a bedeutet.

Unsere Reihe von Substitutionen
Z, Zyy Xy, 23 -
kénnen wir solange fortsetzen, bis ein « oder ein § gleich Null wird.

Dies muss aber sicher eintreten, denn sonst wiirde die Reihe von
ganzen, reellen, positiven Zahlen

N(B), N(e), N(By), N(as) - ..
eine bestindig abnehmende sein. Das letzte Glied X, der Reihe kann,
nach dem Vorigen, aus 7', S, ¥V zusammengesetzt werden. Dasselbe
gilt also auch fiir die Substitution X, w.z. b. w. Gehen wir jetzt
zur Gruppe G’ iiber, welche aus allen Substitutionen

o
(5 8). w1
im Bereiche (1, &) besteht, so konnen wir den analogen Satz beweisen:

II) Jede Substitution der Gruppe G’ setzt sich aus den folgenden
drei Substitutionen zusammen:

0, 1 1,1 1, e
T==(....1,o), §= 0:1), V=(o,1

Genau wie frither bestitigen wir zuerst unsere Behauptung fiir die

Substitutionen
1, m 1, O
So=(0:T) Vo= 1)

wo m eine beliebige ganze Zahl im Bereiche (1, &) bedeutet. Bedenkt

man ferner dass die Substitution (5’ 22) sich in folgender Weise
?

zerlegen ldsst:

& 0 1, ¢ 1, 6 0, 1 1, O
0, &)= \0, 1)\—&, 1)\—1, 0)\—e¢ 1)

so konnen wieder die Schliisse des vorigen Falles angewandt werden.
Aus den nunmehr folgenden geometrischen Darstellungen wird
sich iibrigens noch ein anderer Beweis fiir Sitze I), II) ergeben.

§ 2
Anwendung der Poincaré’schen geometrischen Darstellung.

Wir gehen dazu iiber die Poincaré'sche geometrische Darstellung
der linearen Substitutionen
© d =2l s —py=1
mit complexen Coefficienten in Anwendung zu bringen.



Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten. 317

Interpretiren wir, in gewohnlicher Weise, die Werthe der com-
plexen Variabelen
s=E5+1in

auf der £7-Ebene und fiigen den £,% Axen eine dritte zu beiden
senkrechte Axe ¢ hinzu, so konnen wir der Substitution (1) eine
Transformation des Raumes zuordnen, welche im nicht-euklidischen
Sinne eine blosse Bewegung darstellt. Fiir jede solche Transformation
bleibt das Vorzeichen der Ordinate ¢ unverindert: dieses wollen wir
immer im Folgenden als positiv annehmen.

Nach Poincaré (a. a. Q. S. 54) lauten die wirklichen Formeln der
Transformation folgendermassen:

02— ?aay+ 2afy + 20208 + BB
2y Yo+ 270+ %0y, + 09, ’
@ ), urtsad+ 20ye + B3

0*y Yo + 2900+ 2,0y, + 89, ’

2. == 02yay+ 280y -+ 2,980 + 98, .
"0 02y 70 + 2y 80+ 2007+ 83

Dabei bezeichnen £, %, & die Coordinaten irgend eines Punktes p des
Raumes &', %", ¢’ diejenigen des transformirten Punktes p’, wihrend

=847+, P=EF"4y 4
und iibrigens durch z,, 2y, &, B;, 70, 0o, nach Hermite’s Bezeichnung,

die conjugirten Grossen von 2, 2, «, 8,7, 0 dargestellt werden.
Unter Berticksichtigung der Identitit:

(Q* oyt zaBy+ 2400 BB Bo) (0% 7702700+ 2,07, 90,) —
— (@*ayy+2a0,-+2,$,+ B9,) (0*y eyt 200,12,y Bo+0B,) =

e B ey Bo
7 0|7 0

bilden wir aus (2) den Ausdruck

§2=0— 22

(G
z, 1

= 0? — 22, = ¢?

dann finden wir durch Wurzelausziehen

- ¢ .
(2*) g — szy0+2yao+50870+880

Betrachten wir nun die Substitution (g : g) als der Gruppe G

des § 1 angehorig, so werden wir zwei Punkte p, p’ des oberen
Raumes¥®), als dquivalent bezeichnen, wenn, durch eine Substitution

) Wir bezeichnen als oberen Raum denjenigen fiir welchen die Ordinate £
positiv ausfallt,
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von G, pinp’ iibergeht. Da unsere Gruppe G keine unendlich kleine
Substitution enthélt, so wird sie in der Nihe jedes Punktes des oberen
Raumes esgentlich discontinuirlich sein®). Daher ist es moglich, ein
Fundamentalpolyeder fiir unsere Gruppe G anzugeben,

§ 3.
Das Fundamentalpolyeder der Gruppe G. Erster Theil des Beweises.
Wir behaupten:
Derjenige Theil des oberen Rawmes, welcher ausserhald der Kugel
B+t 8t=1
zwischen den vier Ebenen
E=0, E=35, n=—3, 1=7%

eingeschlossen wird, ist ein Fundamentalpolyeder P fiir die Gruppe G.
Der Beweis zerfillt in zwei Theile. Erstens haben wir zu zeigen:

) Jeder Punkt p des oberen Raumes ist einem Punkte des
Polyeders P dquivalent.

Beachten wir nun, dass die elementaren Substitutionen 7,8, ¥V
der Gruppe G, nach Formeln (2), folgende Transformationen des
Raumes hervorrufen

D) ¥ == g T Freae ¢ et
S) =841, 7 =9, §=¢,
V)=t i =n+1, 3

wahrend durch die Substitution U = (8’ g) die Umklappung

g = —§, ¥ =—1n, §=¢
um die §-Axe entsteht, so sehen wir, dass Satz III) mit folgender
Behauptung iibereinstimmt:

Zu jedem Punkie p giebt es einen dguivalenten Punkt, dessen
Coordinaten den Ungleichungen

. 1 1 1 1
a) —5 <85, =315,
b) B2 g2>1
genvgen.

Der Beweis kann in ganz analoger Weise wie der entsprechende
fiir die Modulgruppe gefilhrt werden. Geniigt der Punkt p den Un-

#) Poincaré a. a. 0. 8. 60.
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gleichungen @) nicht, so verschieben wir ihn dorch wiederholte An-
wendung der Substitutionen S und ¥ in eine Lage p;,, welche dem
entspricht, fiir welche also

1
'——<§1__ 3 "‘“2“<’?1<_

Wenn gleichzeitig £2 4 4,2 + §2>1, so ist p, der gesuchte
Punkt. Wo nicht, wenden wir auf p, die Operation 7" an, welche p,
in p = (8§ 9,t ) tberfihrt und verschieben, wenn es nothig sein
sollte, p,” mittelst S und ¥, wieder in eine solche Lage p, = (§,%,%,),
welche den Ungleichungen a)

1 1
<§z... 2, —s<p<g

geniigt. Aus p,, wenn er nicht schon der zweiten Ungleichung b)
geniigt, leiten wir durch Wiederholung desselben alternirenden Ver-
fahrens einen neuen Punkt p, u.s. w.

Dann erhilt man eine Reihe von Punkten

©) Py PrPseePu-vsy

welche alle den Ungleichungen a) geniigen und unsere Behauptung
geht dann dahin, dass man, nach einer endlichen Anzahl von Schritten,
zu einem Punkte p, gelangen muss, fiir welchen auch die Bedingung
b) erfullt wird. Die Ordinaten

NN N A
der #quivalenten Punkte ¢) nehmen in der That immer zu. Enthielte
also die Reihe ¢) unendlich viele Punkte, so wiirden sie alle im end-
lichen Raume

£>8, — 3 <i<:, —2<9<

4+ +82<1
verdichtet sein und es wiirde also wenigstens ein Grenzpunkt existiren,
in dessen Umgebung die Gruppe G uneigentlich discontinunirlich wire,

was nicht angeht.¥)
Somit ist unser Satz III) bewiesen.

2)

§ 4.
Zweiter Theil des Beweises.

Unsere frithere Behauptung erfordert jetzt den Beweis des zweiten
Satzes:

IV) Im Inmeren des Polyeders P Fkonnen wicht zwes dquivalente
Punkte liegen.

*) Der letzte Theil des Beweises konnte aunch rein arithmetisch gefihrt
werden, was wir hier, der Kirze wegen, unterlassen. Man vergleiche Klein’s
Vorlesungen S, 212 ff.
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Sind
p=(©End, p’=E7E)
zwei solche innere Punkte des Polyeders, so werden folgende Un-
gleichungen bestehen:

0<t <, -——;—<n<2, E2 42 42 > 1,
(4)
O<t <5 —3<u<g E2+724+82>1.

.Da die Ordinaten von p, p’ entweder gleich sind, oder die eine
grosser als die andere ist, so konnen wir, ohne Beeintrichtigung der
Allgemeinheit,

£>¢
voraussetzen.

Es sei nun (;ﬁ’ g) die Substitution von G, welche p in p’ iiber-
filhrt. Bringt man jetzt Formel (1*) § 2 in Anwendung, so hat man

86‘0
() —1'5— + - 77 + e ?8+ o 0n +
oder

1
(®*) T =%+ zlz— (72 + 8) (754 + 9)-

Da alle inneren Punkte des Polyeders P eine Ordinate haben, die
grosser als ’;§

ist, so besteht die Ungleichung

1 1
s <

oder
2> 77+ “gz“ (2 + ) (¥420 + 9y)-

Diese letzte lisst nur zwei Moglichkeiten zu, d. h.
A) yy,=0 oder B) yy,=1.

Im Falle A) wird y = p, = 0 und folglich, bis auf einen gleich-
zeitigen Zeichenwechsel von «, §, 7, 0:

entweder e=1, d=1, y==0
oder a=4, 0=—1, p=0.
Es wird also

iy =E+in+p
& +in=—(E+ in) + ip.

Aus den Ungleichungen (4) schliesst man dass § = 0, woraus der
zweite Fall von selbst als unméglich wegfillt; so kommt

§'—-——§, "7'="I: §’=§;

8-

oder
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Die beiden Punkte p, p” fallen also zusammen und die angenommene
Substitution reducirt sich auf die Identitit.
Im zweiten Falle B), da

folgt aus der Gleichung (5)

. 20, + 2,0y, + 00, <O,
oder, indem man

) . .
7=p+@q, z=E4 iy

P’ ¢*+ 2pE 42949 <O.
Diese letzte Ungleichung ist aber unmbéglich weil p, ¢ ganze, reelle
Zahlen sind, wihrend

0<i<y —g<n<y-

setzt,

Wir haben somit den Satz IV. bewiesen und ausserdem das Resultat
gewonnen:

V) Ausser der Identitit giebt es keine Substitution, die einen
inneren Punkt des Fundamentalpolyeders P festhdlt.

§ 5.
Raumeintheilung, welche der Gruppe G entspricht.

Transformiren wir das ganze Polyeder P durch eine beliebige Sub-
stitution der Gruppe G, so erhalten wir ein neues Polyeder, dessen
fiinf Fliachenseiten aus Theilen von Kugeln oder Ebenen bestehen,
welche die £%-Ebene orthogonal schneiden. Der letzte Satz V zeigt,
dass die Gesammtheit solcher aus P entstandenen Polyeder den ganzen
oberen Raum einfach und liickenlos erfiillen. In beliebiger Annsherung
der £7-Ebene legen sich unsere Polyeder kleiner und kleiner werdend
immer dichter an diese Ebene an. Diese Raumeintheilung, auf welche
wir iibrigens nicht niher einzugehen brauchen, werden wir als der
Gruppe G zugehorig bezeichnen,

Wir wollen noch bemerken, dass die Entwickelungen des § 4
einen neuen Beweis fiir die Zusammensetzung der Gruppe G aus
T,8, V liefern. Ist niimlich X eine belicbige Substitution von G,
und wenden wir deren inverse X—! auf einen beliebigen wmneren
Punkt p des Polyeders P an, so wird er in eine neue Lage p’ iiber-
gehen, Diesen letzten Punkt p° konnen wir wieder in p iiberfiihren,
sowoh! durch die Substitution X wie auch durch eine Substitution X',
welche aus 7', S, V zusammengesetzt ist (§ 3). Nach Satz V stimmi
aber nothwendig X" mit X iiberein.
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§ 6.
Raumeintheilung, welche der Gruppe G entspricht.

In der £%-Ebene construiren wir das regulire Sechseck, dessen
Mittelpunkt in £=0, =0 fillt, wihrend ein Paar gegeniiber-
liegender Seiten auf den Geraden

1 1
§='—'§", g“-'.'z-

liegen*). Betrachten wir nun das gerade Prisma, welches dieses Sechseck
zur Grundfliche hat; denjenigen Theil des oberen Prisma’s, welcher
ausserhalb der Kugel

24+t 82=1

liegt, bezeichnen wir als Polyeder TT. Dieses wird gerade das Drei-
fache des Fundamentalpolyeders fiir unsere Gruppe G sein.
Wir beweisen den Satz:

Jeder Punkt p des oberen Raumes ist einem Punkte von TT, in
Bezug auf die Gruppe G', dquivalent.
Durch Anwendung einer aus

(). r= (i

passend zusammengesetzten Substitution
1, m4-ne
sevr— (o, "1"°)

kbonnen wir es erreichen, dass der transformirte Punkt p, innerhalb
des Prisma’s sich befindet. Liegt nun gleichzeitig p, ausserhalb der

Kugel
B 5=,
so ist unser Zweck erreicht, Wo nicht, wende man auf p, die Sub-

stitntion
7=(_1 0
*) Die Gleichungen der Seiten des Sechsecks lauten:
§i‘%=0, E+nV3+1=0, —&+4 qV3+1=0.

Soll also ein Punkt der £7-KEbene im Inneren des Sechsecks gelegen sein und

wird
gesetzt, also s=Etin=abe
¥
b Vs

f=a— -, n=0b—

so miissen folgende Ungleichungen bestehen
—1<a+b<1, —1<2w—0b0<L1, —1<2b—a<Ll.
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an, und den so erhaltenen Punkt p,” verschiebe man wieder mittelst
einer passenden Substitution 8= V* in einen Punkt p,, der im Inneren
des Prisma’s liegt. Fihrt man in derselben Weise fort, so sieht man,
genau wie im § 3, dass die Reihe von dquivalenten Punkten

p1 p2 * o e pn . o o
sich nothwendig unterbrechen muss, was eben unseren Satz beweist.
Bedenkt man ferner dass die Substitution

(‘gj 2) oder 2’ = &z

eine Rotation der Amplitude 2—375 um die §-Axe zur Folge hat, so

leuchtet es ein, dass es fiir jeden Punkt p von TT noch zwei dquivalente
Punkte p’, p” in TT giebt, ndmlich diejenigen, welche aus p durch die
genannte Rotation und ibhre Wiederholung erwachsen. KEs ist nun
leicht zu beweisen dass, wenn p im Inneren von TT gelegen ist, keine
anderen zu p dquivalente Punkte in TT existiren konnen als p’ und p”.

Nehmen wir die Bezeichnungen des § 4 wieder auf und bemerken,
dass jeder innmere Punkt des Polyeders TT eine Qrdinate besitzt, die

grosser als ]/“3%‘ ausfallt, so schliessen wir aus Gleichung (5) § 4, dass
folgende Ungleichung bestehen muss:

3> rnt %2— (72 4 0) (o2 + 00)-
Diese enthélt nur wieder folgende beiden Moglichkeiten
py, =0 oder py,=1.
Wenn p =y, =0 ist, so hat man folgende drei Nebenfille
a=1, p=0, 0=1, 7 z -+ 8,
8z + &8,
&z -+ &8.

Da aber beide Punkte 2, z im Inneren des Sechsecks liegen miissen,
so wird in allen Féllen B == 0 sein und unsere Substitution wird also

lauten: 0 2 o
1,0 &, &
(6:9), oter (5:2)s oter (57 %),

wie die Behauptung des Satzes es fordert.
Wenn yy, =1 ist, so hat man nach Formel (5) §4

2 1 2 1
> =gt v+ a8n + 88)
und folglich, wenn \
Z=a+b§, %=p+qe

I

[

a = &, 7/=O, 5=82, z’

I

c=2¢, yp=0, d=¢, 2
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gesetzt wird,
(6) P+ —pg+ @Ca—bp+ 2b—a)g <O0.
Da aber, wie oben bemerkt wurde, die absoluten Werthe von

2a — b, 2b — a kleiner als 1 aunsfallen, so wird um so mehr folgende
Ungleichung bestehen miissen

pPt = —p— 0 <0,
wo p,, g, die absolut genommenen Werthe der reellen ganzen Zahlen
p, g bedeuten. Die letzte Ungleichung findet nur fiir p, =1, ¢, =1
statt und wir haben also nur folgende vier moglichen Fille :

p=Lg=lip=lg=—lip=—lg=1p=—1¢=—1

Immer aber wiederspricht die beziigliche Ungleichung (6) denjenigen,
durch welche wir oben die Bedingung ausdriickten, dass £ im Inneren
des Sechsecks liegt. Somit wird die Moglichkeit yp, =1 aus-
geschlossen.

Nach diesen Erorterungen ist es sebr leicht, ein Fundamental-
polyeder unserer Gruppe G’ anzugeben. Das {frithere Polyeder TT
wird durch die Ebene 5 = O und die beiden daraus durch Rotationen

von Amplituden —23”— und }—g—‘— um die @-Axe entspringenden Ebenen
in drei congruente Polyeder zerlegt. Man sieht also dass: Jedes dieser
drei Polyeder als Fundoamentalpolyeder der Gruppe G’ gewdhlt werden
kann.

Jetzt haben wir nur das zu wiederholen, was am Ende des vorigen
Paragraphen gesagt wurde, um die Raumeintheilung zu finden, welche

der Gruppe G’ entspricht.

1. Abschnitt.

Dirichlet’sche Formen.

§ 1.
Reducirte Dirichlet’sche Formen.

Eine bindre quadratische Form

Q) ax® + 2bzy 4+ cy?,

in welcher die Coefficienten @, b, ¢ ganze Zahlen aus dem Bereiche
(1,4) — oder (1, ¢) — und 2, y solche unbestimmte Zahlen darstellen,
soll als Dirichlet’sche Form bezeichnet werden.*) Wir wollen nun

¥) Dirichlet, Recherches sur les formes gquadratiques & coefficients et &
indéterminées complexes, Crelle’s Journal Bd. 24.
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zeigen, wie man, auf Grund der Untersuchungen des vorigen Ab-
schnittes die beiden Probleme der Aequivalenz fiir Dirichlet’sche Formen
16sen kann. Diese Probleme lauten folgendermassen:
A) Festzustellen, ob zwei gegebene Dirichlet’'sche Formen f, ' mit
derselben Determinante D =b* — a ¢ dquivalent sind oder nicht.
B) Im Falle der Aequivalens der Formen f, ' alle Substitutionen
zu finden, durch welche die eine i die andere iibergeht.
Als Wurzel der Form (7) bezeichnen wir die Wurzeln z,, 2, der
quadratischen Gleichung
as® + 2bz 4 ¢c=0.
Durch die beiden Punkte, welche in der §5-Ebene die Wurzeln z,, 2z,
der Form f darstellen, beschreibe man im oberen Raume den Halb-
kreis, welcher die £n-Ebene orthogoral schneidet. Dieser Halbkreis
soll der reprisentirende Halbkreis dexr Form f genannt werden. Jede Form
f==(a, b,c¢) wird durch Angebung ihrer Determinante und des reprisen-
tirenden Halbkreises, bis auf einen gleichzeitigen Zeichenwechsel ihrer
Coefficienten a, b, ¢, bestimmt. Sind die Formen £, f* mit den reprisen-
tirenden Halbkreisen C, C' 4quivalent, und geht die Erstere durch die

Substitution (;f’ g) in die Zweite iiber, so transformirt die inverse

Substitution (_fj "g) die beiden Wurzeln von f in diejenigen von

f’. Durch die letzte Substitution auf den ganzen Raum angewandt,
geht also der repriisentirende Halbkreis C in C' iiber.

Stellen wir nun folgende Definition auf:

Eine Dirichletsche Form heisst reducirt, falls ihr repréasentirender
Halbkreis das Fundamentalpolyeder P schneidet, :

so konnen wir sofort den Satz beweisen:

Jede Dirichlet’sche Form f ist einer reducirten Form dquivalent.
Nehmen wir nimlich auf dem reprisentirenden Halbkreis C von
f einen beliebigen Punkt p, so konnen wir eine passende Substitution

(Z’ ‘g) angeben, welche ihn in das Fundamentalpolyeder versetzt (§ 3).

H

Nach dem Vorigen fiihrt also die inverse Substitution (_ i’ _g ) , anf
?

die Form f angewandt, auf eine #Aquivalente reducirte Form f.

§ 8.
Anzahl der reducirten Formen.

Wir behaupten jetzt: Bei einer gegebenen Determinante D giebt es
nur eine endliche Anzahl von reducirten Formen.
Ist
F={(a,b,c)=aax?+2bzxy + cy*
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eine solche, und sind 2, 2, ihre Wurzeln, so hat man fiir den Radius
R des reprisentirenden Halbkreises

_ ’Z"‘zzl__llpl
R = 12 T |al ).

Da die grosste Ordinate 4, eines Punktes des Kreises gleich R, wihrend

die kleinste Ordinate eines Punktes des Fundamentalpolyeders gleich

L ist, so folgt

V‘2' b
V1D]

jal

1
Z"‘—,

“

la| <V2[D].

Der erste Coefficient ¢ der reducirten Form f kann also nur eine end-
liche Anzahl von Werthen annehmen. Fiir jeden solchen Werth von
@ giebt es nur eine endliche Anzahl von (mod &) incongruenten Werthen
von b, ndmlich so viele als die Congruenz

b2 = D (mod a)

oder

incongruente Wurzeln hat. Bezeichnen wir zwei Formen
(a,0,¢) (a,?,¢)

mit derselben Determinante und gemeinsamen ersten Coefficient o als

parallel, wenn
"= b (mod a),

so haben wir nur zu zeigen, dass in jeder Classe von parallelen Formen
nur eine endliche Anzahl won reducirten Formen vorkommen kann.
Ist die zu (a, b, ¢) parallele Form (a, ¥, ¢’) eine reducirte und wird

=04 af
gesetzt, so geht durch die Substitution ((1); lf die erste (@, b, ¢) in

die zweite (a, b, ¢') iiber, und folglich der reprisentirende Halbkreis
C’ von f” in denjenigen C von f iiber. Und da nach Voraussetzung
C’ das Fundamentalpclyeder P schneidet, so wird C dasjenige Polyeder
P’ unserer Raumeintheilung schueiden, welches aus P durch die Sub-

stitution
d=ztp

entsteht. Es giebt also so viele zu (a, b, ¢) parallele reducirte Formen
als es zum Fundamentalpolyeder P in gewthnlichem Sinne congruente

*) Durch das Symbol |A| wird der absolute Betrag der complexen Grdsse
A bezeichnet,
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Polyeder unserer Raumeintheilung giebt, welche vom reprisentirenden
Kreise der Form (a, b, ¢) durchschnitten werden. Die Anzahl letzterer
Polyeder ist aber, wie einleuchtend, endlich.

8§ 9.
Perioden reducirter Formen.

Der reprisentirende Halbkreis C einer reducirten Form wird eine
unendliche Anzahl von Polyeder unserer Ranmeintheilung durchsetzen.
Dadurch wird der Halbkreis C in eine im doppelten Sinne sich ins
Unendliche erstreckende Reihe von Bogenstiicken

ceilgy lg, U, b, by L,
zerlegt, wobei l, dasjenige Bogenstiick bezeichnen moge, welches vom
Fundamentalpolyeder P abgeschnitten wird. Ein beliebiges Bogenstiick
der Reihe kann durch eine Substitution der Gruppe in ein reducirtes
Bogenstiick verwandelt werden, d. h. in einen Kreishbogen, welcher
im Fundamentalpolyeder P liegt. Solch reducirtes Bogenstiick ;" wird
vonr I; eindeutig bestimmt (§ 4). Da aber die Anzahl der reducirten
Formen derselben Determinante eine endliche ist, so ergiebt sich dass
in der Reihe
by oy by ooyl et

ein erstes Bogenstiick /,4, auftreten muss, welches dasselbe reducirte
Bogenstiick besitzt wie ein fritheres .. HEs ist leicht einzusehen, dass
l. mit I, zusammenfallen muss. Da némlich /,4; und I, dasselbe redu-
cirte Bogenstiick besitzen, so giebt es eine Substitution z, welche . in
lit1 verwandelt., Durch 7 gehen folglich gleichzeitig der Halbkreis C
und die ganze Raumeintheilung in sich selbst iiber. Es wird also durch =
lyinl,, b—sinl,—y u.s. w. libergehen. Ware aber » > 1, so wiirde
schon [, dasselbe reducirte Bogenstiick wie /., besitzen, was unserer
Annahme wiederspricht. Hieraus schliessen wir, in bekannter Weise,
dass irgend zwei reducirte Bogenstiicke I,/ dann und nur dann zu-
sammenfallen, wenn die Congruenz

r = s (mod n)
besteht. Daher werden wir sagen dass
[ N M
eine Periode von reducirten Bogenstiicken und die zugehtrigen Formen

f1f2"'fu

eine Periode reducirter Formen bilden. Es leuchtet ein, dass zwei der-
selben Periode angehorende reducirte Formen Zquivalent sind.
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§ 10.
Erledigung. der Probleme der Aequivalenz.

Wenn irgend zwei Formen F, F” derselben Determinante vor-
liegen, von denen man entscheiden soll, ob sie Zquivalent sind oder
nicht, so bestimmen wir zuerst zwei reducirte Formen f, f’, welche
bezw. zu F, F’ iquivalent sind, und haben dann nur zu entscheiden,
ob f, f unter einander #quivalent sind. Sind aber f, f’ Hquivalent
und geht durch die Substitution z f in [ iiber, so geht durch die
inverse Substitution z—! der reprisentirende Halbkreis C von f in den-
jenigen von f’ iiber (§ 7). Es wird also, durch z—!, ein Bogenstiick
l; der im vorigen Paragraphen betrachteten Reihe in dasjenige Stiick
des Halbkreises C’, welches vom Fundamentalpolyeder P abgeschnitten
wird, iibergehen. Es gilt also der Satz: Zwei dquivalente reducirte
Formen gehoren derselben Periode an, wodurch das erste Problem der
Aequivalenz erledigt wird.

Wenn F, F’ dquivalent sind, wird zugleich durch unsere Methode
eine Substitution gefunden, welche wirklich ¥ in F’ iiberfilhrt. Das
zweite Problem der Aequivalenz wird also auf folgendes zuriickgefiihrt:

Alle Substitutionen anzugeben, welche eine Form F in sich selbst
transformiren.

Wir konnen uns wieder selbstverstindiich auf reducirte Formen
beschrinken. Eine Substitution v, welche die reducirte Form f in sich
selbst tiberfithrt, wird auch ihren reprasentirenden Halbkreis C in sich
selbst iiberfithren. Durch 7 muss also die ganze Reihe von Bogen-

stiicken des § 9
ceolgy, e,y 0,0, 0. ..

in sich verschoben werden. Geht dabei I, in I, iiber, so wird noth-
wendig, wie dort gezeigt wurde, die Congruenz s=1 (mod. n) be-
stehen; folglich ist = eine Potenz derjenigen Substitution X welche
i l,., tberfihrt.

Wir haben also das Resultat:

Die unendliche Gruppe von Substitutionen , welche eine Dirichlet sche
Form in sich selbst wberfiihrt, ist eine cyklische Gruppe.

Diese Gruppe wird némlich alle Potenzen von X oder nur die-
jenigen mit geradem Xxponenten umfassen, jenachdem die Form
f = (a, b, ¢) ihrer entgegengesetzten (—a, —b, —¢) nicht #“quivalent
oder dquivalent ist. Im zweiten Falle gehort f einer ambigen Classe
an. (V. Dirichlet, Zahlentheorie, 3. Auflage, § 58).

Greifen wir insbesondere die Hauptform '

(1, 0, — D)
heraus, so lauten die Substitutionen ihrer reproducirenden Gruppe
t, Du
w, t )
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wobei ¢, u irgend welche ganzzahlige Losungen der Pell'schen Gleichnng
2 — _D %‘2 =1

bezeichnen. Unsere Methode lehrt also die fundamentale Ldsung

(T, U) aufzufinden, aus welcher alle anderen mittelst der Formel:

t+uyD =+ (T+ UyDY,

wobei » alle ganzen reellen Zahlen durchliuft, sich ergeben.¥)

II1. Abschnitt.
Hermite’sche Formen.

§ 11.
Definite Formen.

Die bindren quadratischen Formen

(8) axzy + bay, + by ey + cyy,,
bei welchen @, ¢ ganze reelle Zahlen, b eine ganze Zahl aus dem
Bereiche (1, ¢) —— oder (1, &) — und z, y solche unbestimmte Zahlen,
wahrend b,, z,, ¥, deren conjugirte Zahlen bezeichnen, werden im
Folgenden Hermite’sche Formen genannt.**) Den fundamentalen
Begriff der Transformation und Aequivalenz solcher Formen wolle man
aus der Hermite’schen Abhandlung entnehmen.

Ist die Determinante D) = bb, — ac¢ negativ, so heisst die Form
definit, im entgegengesetzten Falle indefinit.

Betrachten wir zuerst den Fall einer definiten Form, bei welcher
wir ¢ und folglich ¢ positiv annehmen konnen.

Die Gleichung
9 azzy + bz 4+ byzy +¢c=0
stellt dann in der £x-Ebene einen émagindren Kreis dar. Durch diesen

Kreis geht ein ganzer Biischel von Kugeln, welcher zwei unendlich
kleine Kugelu oder Grenzpunkic enthalt. Wird

b=m -+ in
gesetzt, so findet man fiir die Coordinaten der Grenzpunkte
V—D
g = — LZ’"} n= g"; Z == i__ a .

Denjenigen Grenzpunkt, welcher im oberen Raume liegt, bezeichnen
wir als den reprasentirenden Punki der Form. Aus der geometrischen

*) Dirichlet a. a. O, § 14,
*¥) Hermite in Crelle’s Journal Bd. 47.

Mathematische Annalen. XXXVIIL

W
[
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Darstellung folgt: Aequivalente definite Hermite'sche Formen haben
dquivalente reprdsentirende Punkie und wmgekehrt.

Dies kann iibrigens, mittelst der Formeln (1), (2) § 2 leicht be-
statigt werden.

Eine definite Form soll als reducirt gelten, wenn ihr reprisentiren-
der Punkt im Fundamentalpolyeder liegt. Dann haben wir nach § 3
sofort den Satz:

Jede definite Hermite sche Form ist einer reducirten Form dquivalent.

Das #ussere Kennzeichen einer reducirten definiten Form (8) be-
steht in den Ungleichungen

a<e, 0<m< g, —g<n<s,

fir b = m - ¢n, woraus man folgert (Hermite a. a. 0.) dass: die
Anzahl reducivter Formen derselben Determinante eine endliche ist.

Das erste Problem der Aequivalenz fiir definite Formen erfordert
jetzt nur noch die Untersuchung der Aequivalenz reducirter Formen.
Die beziiglichen Resultate, welche in ganz elementarer Weise abzuleiten
sind sollen hier aber nicht weiter verfolgt werden.¥)

§ 12.
Indefinite reducirte Formen.
Eine indefinite Hermite'sche Form

[= azzy 4 bzy, + byxyy + cyy,
bestimmt in der £7-Ebene den reellen Kreis

az2y -+ bz + byz, + ¢ = 0.
Ueber diesen Kreis als Aequator beschreiben wir im oberen Raume
eine Halbkugel, deren Gleichung

Er2¥+(m—2Y+e=25

sein wird. Diese bezeichnen wir als die reprisentirende Halbkugel der
Form f. Durch Angebung der Determinante D und der reprisentirenden
Halbkugel wird die Formel f, bis auf einen gleichzeitigen Zeichen-
wechsel ibrer Coefficienten a, b, ¢, bestimmt. Sind zwei indefinite
Formen f, f’ dquivalent, so werden auch ihre repriisentirenden Halb-
kugeln &quivalent sein (Ve § 7). ‘Stellen wir nun folgende Definition
auf: eine indefinite Hermite'sche Form heisst reducirt, falls thre reprisen-
tirende Halbkugel das Fundamentalpolyeder durchsetzt. In ganz analoger
Weise wie die entsprechenden Sitze fiir Dirichlet’sche Formen (§§ 7, 8)
konnen jetzt folgende Sitze bewiesen werden:

%) Ve § 4 und Picard — Annales de I'Ecole Normale Supérieure. T. I,
geme Série p. 19ff,
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Jede indefinite Hermite'sche Form ist eimer reducirten Form
dquivalent.

Bei gegebener positiver Delerminante ist die Anzohl der reducirten
Hermite’'schen Formen eine endliche.

8§ 18.
Perioden reducirter Formen.

Die reprisentirende Halbkugel der indefiniten reducirten Hermite'-
schen Form f mit der Determinante ) wird eine unendliche Anzahl
von Polyedern unserer Raumeintheilung durchsetzen. Auf dieser Halb-
kugel entsteht dadurch ein Netz von Kreisbogenpolygonen, dessen
Seiten den Aequator der Kugel orthogonal schneiden. Dieses Netz
bedeckt einfach und liickenlos die ganze Halbkugel.

Jedes Polygon =; des Netzes kdnnen wir reduciren, d. h, durch
eine passende Substitution von G in ein Polygon =z verwandeln,
dessen Randcurven auf Flichenseiten des Fundamentalpolyeders P
liegen. Diesem ganz bestimmten Polygone =/ entspricht aber eine
reducirte Form der Determinante D und, nach dem letzten Satze des
vorigen Paragraphen, giebt es also nur eine endliche Anzahl solcher
verschiedener reducirter Polygone x;, sagen wir etwa

) Ty . Ty
Die entsprechenden reducirten Formen

filfae  fa

bilden, wie wir sagen wollen, eine Periode reducirter Formen. Es ist
klar, dass alle reducirten Formen derselben Periode unter einander
dquivalent sind.

Zwei Polygone =, , m, unseres Netzes sollen als dguivalent gelten,
falls sie dasselbe reducirte Polygon =, besitzen, weil dann und nur
dann eine Substitution der Gruppe G existirt, welche =z, in =, iiber-
fiihrt. Wenden wir eine solche Substitution auf den ganzen Raum an,
so wird das sphirische Netz in sich selbst iibergehen. Unser Resultat
konnen wir also auch so aussprechen: FEs giebt im sphérischen Netze
nur eine endliche Anzahl von undguivalenten Polygonen.

Wird diese Zahl g genannt, so erkennt man in bekannter Weise*),
dass es moglich ist einen solchen Complex TT von » < u auf einander
folgenden undquivalenten Polygonen des Netzes zu bilden, dass jedes
nach aussen benachbarte Polygon z; mit einem im Complexe TT liegen-
den Polygon #quivalent ist.

¥) Ve Klein’s Vorlesungen Se 310 und Hurwitz Grundlage einer Theorie
der Modulfunctionen § 3,

22¥
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Nun bemerken wir, dass wenn ein Polygon =, des Netzes mit
einem im Complex TT liegenden Polygone n® &quivalent ist, dasselbe
von jedem zu =, benachbarten Polygone gelten muss, Denn dieselbe
Substitution, welche =z, in = tiberfiihrt, wird jedes zu =, benachbarte
Polygon in ein zu z® benachbartes Polygon verwandeln: das Letzte
ist aber, nach Voraussetzung, einem Polygon in TT fquivalent. Daraus
ersieht man leicht, dass jedes Polygon =, des Netzes einem im Com-
plex TT liegenden Polygone dquivalent ist und daher r = p sein muss.
Wir brauchen némlich nur zwischen #, und einem beliebigen Polygon
in TT eine endliche Anzahl von successiven auf einander folgenden
Polygonen einzuschieben und die vorige Bemerkung anzuwenden.

Werden die Polygone von TT mit

a0 z® . g®

bezeichnet, so wird jedes dem Complex TT nach aussen benachbarte
Polygon =; einem Polygon =® Zquivalent sein. Dieses muss aber hart
am Rande von TT liegen, denn sonst wiirde die Substitution, welche
w; in w® {berfithrt, das Polygon von TI, welches auf =; folgt, wieder
in ein Polygon von TT verwandeln, was dem Bildungsgesetze unseres
Complexes TT widerspricht. Daher werden die Randcurven von TT
paarweise einander zugewiesen und die Substitutionen
8;8,...8,

welche jede Randcurve in die ihr zugewiesene iiberfiihren, sind die
erzeugenden Substitutionen derjenigen Untergruppe von G, welche
unser Netz in sich selbst transformirt. Diese Untergruppe fallt mit
der Gruppe zusammen, welche die gegebene Form f in sich selbst
tiberfithrt, oder sie enthilt die letzte Gruppe als ausgezeichnete Unter-
gruppe vom Index zwei. Der zweite Fall tritt dann und nur dann
ein, wenn die gegebene Form f= (a, b, ¢) ihrer entgegengesetzten
(—a, —b, —c) dquivalent ist, was eben durch unsere Methode leicht
erkannt wird. Wir erhalten also folgendes Schlussresultat: Die reprodu-
cirende Gruppe einer indefiniten Hermite'schen Form ist eine automorphe®)
Gruppe. Das Polygon TI, welches wir oben bildeten, ist eben das
Fundamentalpolygon dieser Gruppe oder wur die Hilfte des letzten. *¥)

*) Mit dieser Benennung soll nach Herrn Klein (Vorlesungen etfc. p. 762),

gemeint werden, dass, wenn die Substitutionen (Z’ 3) der Gruppe auf eine
az-+b ;
cz+a
Gruppe mit endlichem Fundamentalbereiche entsteht.

#%) Ist die Determinante D in die Summe zweier Quadrate zerlegbar, so
kann diese Gruppe auf eine Moduluntergruppe zuriickgefiihrt werden (Ve meine
Note in den Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei Maggio 1890).

complexe Variabele z nach der Formel 2" = wirken, eine discontinuirliche
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§ 14.
Erledigung der beiden Probleme der Aequivalenz fiir Hermite'sche
Formen.

Das erste Problem der Aequivalenz fiir Hermite’sche Formen wird
nach § 12 darauf zuriickgefiihrt, die Aequivalenz reducirter Formen zu
untersuchen. Diese Frage konnen wir sofort durch den Satz beant-
worten :

Zwer reducirte dquivalente Hermite’sche Formen gehdren derselben
Periode an.

Nehmen wir an, dass die beiden indefiniten reducirten Formen
fis > aquivalent seien, so wird es eine Substitution der Gruppe G
geben, welche die repriisentirende Halbkugel von f; in diejenige von f,
verwandelt und folglich das Netz, mit welchem wir die Halbkugel
von f; bedeckten, in dasjenige von f, i#berfithrt. Das Polygon des
Netzes von f,, welches im Fundamentalpolyeder P liegt, ist also
mit einem Polygone des Netzes von f, iquivalent: folglich gehort f,
der Periode von f, an.

Mit der Erledigung des ersten Problems der Aequivalenz, wird
das Zweite auf die Auffindung der reproducirenden Gruppe einer inde-
finiten Hermite’schen Form reducirt. Die Losung dieser Aufgabe ent-
halt der vorige Paragraph.

Zum Schlusse sei nur noch bemerkt, dass sowohl fiir Dirichlet’sche
wie fiir Hermite'sche Formen im Bereiche (1, s) dieselben Beweise
Wort fiir Wort iibertragbar sind. Es geniigt daftir die Raumeintheilung
des § 6 zu Grunde zu legen.



