Zur Nicht-Euklidischen Geometrie.

VYon

Ferix Kimiy in Géttingen.

————

Bine Vorlesung fiber Nicht-Euklidische Geometrie, die ich die
letzten boidén Semester hindurch gehalten habe, gab mir die will-
“kommene Gelegenheit, auf jene Gedankenreihen zurtickzugreifen, denen
ich in verschiedenen Arbeiten aus den Jahren 1871—73 Ausdruck
gegeben habe®). Indem ich die neuere Litteratur des Gegenstandes
verglich, bemerkte ich, dass die fundamentalen Auffassungen, von
denen ich damals ausging, immer nur erst theilweises Verstéindniss ge-
funden haben, und dass gewxsse damit zusammenhingende Frage-
‘sﬁéﬁ’ﬁngen ,-liber welche ich mir seit lange bestimmte Ansichten gebildet
habg, ‘noch gar nicht behandelt sind., Mittlerweile: erfahre ich, dass
eine .zusammenhingende Darstellang der Theorie, von einem Siiand-
punktecaus, derr von dem meinigen jedenfalls nicht sehr verschieden
ist, demn#chst von-Hrn. Lindemann in dem zweiten Bande von
Clebsch’s Vorlesungen iiber Geometrie publicirt .werden wird. Um
so lieber kann ich mich nachstehend auf die Besprechung solcher
Punkte beschréinken, in denen ich Neues zu bieten habe, oder deren
Darlegung in einer besonderen Form mir erwiinscht erscheint. In I
reproducire ich zunichst gewisse Ideen, die Clifford im Jahre 1873
darlegte, die aber bisher nur wenig bekannt geworden sind, trotz des

*%j Bs sind dies insbesondere:

... Zwel Arbeiten , idber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie* in den

B&ndem 4 und 6 dieser Amnalen (1871, 1872), :
¥ . meine Programmechrift ,,V‘erglelchende Betrachtungen tiber neuere geome-
ﬁasqhe“foxsehungen“ (Brlangen 1872, bei A. Deichert; dieselbe ist erst vor .
kmﬁéim* “mit Zusitzen und Verbesserungen von meiner Seite versehen, durch -
Hrnf Gimﬁ Fano. in Bd. 17 der Annali di Matematica (1890) in italienischer Ueher-
setzang’ new publicirt worden),

. ein Auf§ats; <5, Ueber den allgemeinen Functionsbegriff und dessen Darstellung
durch eine willkiirliche Curve* in den Berichten der Erlanger physikalisch-

medicinischen Ge%meha.ft von 1873 (wiederabgedruckt in Bd. 22 dieser Anmalen).
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grossen Interesses, welches sich an |dieselben kniipft*). Dieselben
geben mir den Anlass, in II die Frage der ,,Nicht-Euklidischen Raum-
formen*, iiber welche Hr. Killing vor einigen Jahren ein eigenes
Werk publicirte**), aufs Neue aufzunchmen: mein Resultat ist, dass
eine Reihe solcher ,,Raumformen* existirt, welche bisher noch nicht
die verdiente Beachtung gefunden haben. Eben in diesem Nachweise,
sowie in den verschiedenartigen Bemerkungen, die ich mit demselben
weiterhin verkniipfe, diirfte die Hauptbedeutung meiner diesmaligen
Darlegungen enthalten sein. In IIT entwickele ich eine besonders ein-
fache Art, auf Grund rein projectiver Betrachtungen die analytische
Greometrie einzufithren. Im Princip kommt dieselbe selbstverstéindlich
auf die betreffenden Ideen v. Staudt’s (oder auch von Moebius)
zurtick, aber sie ist wesentlich anschauligher, als die mir sonst be-
kannten Darstellungen der Theorie, und diirfte also an ihrem Theile
die Schwierigkeiten vermindern, die immer -noch bei verschiedenen
Mathematikern meinen friiheren hierauf beztiglichen Ausfithrungen ent-
gegenzustehen scheinen***), In IV endlich discutire ich allgemeinere
Fragen: ich erliutere die principielle Bedeutung -derjenigen Auf-
fassungsweise der Nicht-Euklidischen Geometrie, die von der pro-
jectiven Geometrie beginnt, und nehme ausfithrlicher, als ich frither
that, Stellung zum Problem der geometrischen Axiome.

*) Wie ich von Hrn, Lindemann erfahre, wird er in seiner demnichstigen
Publication einen Haupttheil der Clifford’schen Betrachtungen (n#imlich den-
jenigen, der sich auf die Theorie der windschiefen Parallelen und die zugehdrigen
Schiebungen des Raumes bezieht) seinerseits zur Darstellung bringen. Bisher sind
diese Fragen am ausfihrlichsten von Sir R. S. Ball behandelt. Vergl. insbeson-
dere dessen neueste Abhandlung ,,On the theory of the Content* in den Trans-
actions” der R. Irish Academy, vol. 29 (1889), deren besziiglicher Inhalt in das
Schlusscapitel von Gravelins’ , Theoretischer Mechanik starrer Systeme* (Berlin
1889) anfgenommen ist, Usber Clifford’s bez, Originalmittheilutigen vergl: weiter
unten im Texte.

*+)- Leipzig, bei Tenbper 1885 . _
%ﬁ, ; *%n So #nssert sich % B, Hr, Ballin der Einleitung zu seiner oben genannten
= 4133! * .
7 yIn that theory (the Non-Euclidian Geometry) it seems as if we try to replace -
ofir ordinary notion of distance between two points by the logarithm of a certain
gnharmonic ratio, But this'ratio itself involves the notion of distance measured
in the ordinary way., How then can we supersede the old notion of distance
by the Non-Euclidian notion, inasmuch as the very definition of the latter involves
the former“? .
' Und Cayley selbst tussert sich auf p. 605 des zweiten Bandes seiner Collected
Papers (Cambridge 1889), indem er v. Staudt’s Einfihrung der Zahlen bespricht:
»It must however be admitted that, in applying this theory of v. Staudts
kg the theory of distance, there is at least the appearance of arguing iun a cirelet’s

%2
Mathematische Annalen, XXXVII, 36
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Ueber Clifford’s Ideen von 1878.

" Gleich nach Verdffentlichung meiner ersten Abhandlung zur Nicht-
Hklidischen Geometrie hat sich Clifford mit der ihm eigenthiimlichen
Unimittelbarkeit geometrischer Intuition auf das eifrigste den damit
gegebenen Fragestellungen zugewandt. Durchdrungen von der beson-

ere‘% ‘Symmetrie und Eleganz der elliptischen Geometrie, suchte er
&ére;; Eigenart nach geometrischer und mechanischer Seite hin in
h&ﬁoﬂ&ers einfacher Weise zu formuliren. Die Verhandlungen der
Léhdoner Mathematischen Gesellschaft enthalten hieriber nur zwei
vorlsafige Mittheilungen; es sind dies:

1) Preliminary sketch c? biquaternions (Bd. 4, 1873),
2) On the free motion under no forces of & rigid system in am
n-fold homaloid (Bd. 7, 1876),
“a% in Clifford’s gesammelten Abhandlungen (Mathematical Papers,
Lﬁndon , Macmillan 1882) unter Nr. XX und XXVI abgedruckt sind.
Am letztgenannten Orte folgen dann aber noch unter Nr, XLI, XLII :
XLIV drei weitere hierher gehtrige Aufsiitze:

1) Motion of a solid in elliptic space (ans dem Jahre 1874),

2) Further Note on Biquaternions (von 1876),

3 Ow the Theory of screws in a space of constant positive cmatwe :
. _(ebenfalls von 1876).

" Ieh karm “anf- d;e zahlreichen, interessanten Ideen, welche Clifford in
" giesen Ar’ae;ﬁen darlegt, hier leider nur sehr unvollstindig eingehen.
“In der That mdchte ich mich hier auf eine einzelne Stelle der s»preli-
mmary sketch of biguaternions* beschranken, wo Clifford in ~einer
nenen, sogleich darzulegenden Weise parallele Linien des elliptischen,
Raumes definirt und daran folgende Bemerkung kniipft, die ich woxt-

Imh reproducire (ef. ges. Werke; p. 193 oben):
: %, yLhere are %ma.ny points o*F analogy: between the ‘purailels here
efined and thoseof parabolic .geometry. Thus, if a hne meets twg;
e we} Jlines, it makes equal-atigles with them; and.&-series of parallel -
s, xgee&mg a_given, line. mq_ghfum a. xnled smface of -zere curvature.
: ;yeomehy of thal -surfaee:is=the .same as that of a: Fimite paymlle%a»

-

ity 4oliose opposite. sidés ‘dré Yeyurted as identical:-'

e AP

S5 ke die Verhiiltnisse duf” der lstztgenannten Fliche - erschiengd
hiffo ?W besonders ”bemerkenswe:sﬁh‘s “ant. der Versammlung "der British
Aggeemhgn fo:gs the Advanceme,z;ib nf S;{;:Lencze vom-Jahre 1873, die in
Btadﬁexdustg‘iﬁand :hat. er eigens tibét dieselbe . vorgetragen. und mixy
wie Sir K. 8 Ball und anderen Mathématikern, die damals anwesend

waren, wiederticlt' déren - Rigenschaften: persénlich erltiutert. In den
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. bez. Reports ist nur der Titel des Clifford’schen Vortrags wieder-
gegeben®), um so wichtiger ist es mir, hier nachtriiglich Einiges davon
zur Geltung zu bringen. Ich beginne damit, einige zugehorige analy-
tisch-geometrische Formeln in derjenigen Weise zu entwickeln, die
ich “wiederholt in meinen Vorlesungen befolgte**¥): wie Clifford selbst
die bez. Resultate abgeleitet hat, vermag ich im Einzelnen nicht zu
sagen.

Wir betrachten zundéchst die gewdhnliche Interpretation von
# 4 iy auf der Einheitskugel. Bei derselben haben bekanntlich zwei
diametrale Punkte Argumente folgender Form:

o rev, — ¢

(ich werde zwei solche Argumente spiterbin kurzweg ,,dmm&tml“
nennen). Wir betrachten ferner lineare Substitutionen von 4= .'x-}*wy*
Al — al + 6

yi-ta?
bei denen zwei diametrale Elemente festbleiben, die sich also geometriseh
als eine Drehung der Kugel um einen ihret Durchmesser darstellen.
Wie anderwyitig bekannt und beispielsweise auf p. 33, 34 meiner Vor-
lesiingen itber das Tkosaeder” ansgefithrt ist, kann man’ einer soichen
Substitution folgende Gestalt geben:
,__ (d+ie)d — (b —ia)

(2) V= GxrapF@—se’

unter w, b, ¢, d reelle Grossen verstanden. Dabei ist, wenn & 5 ¢ die
reéhtwinkligen Coordinaten eines beliebigen der zwei Kugelpunkte sind,
weldhe bei déer bez. Drebung festbleiben, wenn ferner ¢ den Winjeel
bezeichnety-durch welchen um didsen-Punkt gedreht . wird: . - B

(3) @W@g sm%-—&, il e@@a %g refm g iin iy de g 008 3y s 7
‘ 3 IR o :Mﬁ
@Iﬁé %ug&ra*m%@ 7/’ a2

é&:{» et~ d? ”%arsta;;den. Aus Gyriinden,
s 85, 36 det gé?na.mtm“%ﬂesungsn ausemn&ersetzte, nenpe
jch Substitutionen yon der Form {2) solche vom Quaternionentypus. -
Sei jetzt eine Fliche zweiten Grades gegeben. ;@xr betrachten
xd1eJemgen Collineationen des Raumes, welche nicht nur die Flg,cbe als
‘splohe in sich uberfihren sondern auch jedes-der beiden Systeme auf
dhr. varlaufender .gerader Linien,. — diejenigen- Coﬁxneatlonen also, bei-
,adeﬁen die Nwhtm?é‘mkhdlsahe Maassbestlmmung unv*erandert bleibt,: dm

*} On a surface of zero curvature and finite extent.
**) Vergl, z. B. die Darlegungen in meiner Arbeit: ,,Ueber binZire Fea%e@ )
~mit:dinearen Transformationen in sich*, Math. Ann, Bd. 9, 1875 (insbes. p. 188,189
36"
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man auf die F), griinden kann, und die man also als zugehdrige Nicht-
Euklidische Bewegungen bezeichnen wird. Mégen wir die geradlinigen
Erzeugenden erster Art der Flache durch einen Parameter A, diejenigen
zweiter Art durch einen Parameter g in {iblicher Weise festlegen.
Die allgemeine Collineation der in Rede stehenden Art wird dann be-
kanntlich in der Weise zu geben sein, dass man fiir 4 und g irgend
zwel. lineare Substitutionen anschreibt:
PYA2Y. o - o+ p
yi+d’ Y'u+ o
(vergl. z. B. Ikosaeder p. 179ff). Dabei treten dann von selbst die-
jenigen zwei Arten von Collineationen der F), in sich besonders hervor,
auf welche hier die Aufmerksamkeit gelenkt werden soll. Es sind dies
erstens diejenigen, bei denen p ungesfdert bleibt:

/ ¢ i ’
(3) }"—"%ng, w =u,

zweitens die anderen, bei denen 4 festgehalten wird:

' ' Y e 2
(4) AN=12, u TuFo

- Ieh werde die durch (3) gegebenen Collineationen Schéebungen der
érsten Art nennen, die durch (4) gegebenen Schicbungen der oweiten
Art (Clifford gebraucht statt ,,Schiebung das Wort » Vectorbewegung*
oder anch wohl nur 5 Vector®). Bei einer Schiebung erster Art bleiben,
allgemein zu reden, zwei Erzeugende erster Art der Fliche punkiweise
fest und es sehreitet also jeder Rawmpunkt auf derjenigen geraden Linie

e %

forty die durch ihn so gelegt werdew kamm, dass sie diese beiden Er-
seugenden erster Art” triff¢, d. b. also auf der durch ihn gehenden
geraden Linie derjenigen linearen Congruenz, deren Leitlinien eben
jene zwei Erzengenden sind. Bei einer Schicbung zweiter Art tritt
natiirlich entsprechendes Verhalten gegeniiber zwei Linien der zweiten
Art ein. Jede Schiebung der einen Art ist mit jeder Schiebung der
v afideren Art-vertauschbar (keineswegs aber ‘mit jeder Schiebung der:

=

welbei’ Art). Die allgemeine uns interessirende Collineation unserer

el

e, gﬁheh kann nur in einer Weise in die Aufeinanderfolge eine
»Sehiebuniy der ersten Art und einer Schiebung der zweiten Art auf:

R S P
- JB13R% Werden,
U Wit specialisiren jetat unséve Fliche zweiten Grades dahin, dass

fi?%é? e’ jkselle, nnlltheilige® Fliche sei, d.+h. eine Fliche mit reellar

i

A 3@ e 53'\'\’{«\‘/% - d pid pd SN, y ' Y

~Gleichting dbet ohne reellen Punkf *). Die simmtlicketi -Erzeugendes

e T e . e

- é} Die. hjexj im Texte gebrauchte. Ausdrucksweise scheint mir beqtem, ingo- -
fern %Eﬁmﬁ%r1ﬁﬁ mimagindr® am liebsten nur einer Fliche beilege, -deren
inplexs’ Coefficienten besitat, Um bei den ,reellén Flichen zweiter,

Gleickiing; ¢ox
Ordnung eifré Aékﬁé:féhﬁﬁng“m haben, die von. der Inbetrachtnahme detr unendlidh -
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einer solchen Fliche sind natiirlich imaginiir, aber es‘zeigt sich, dass
das einzelne System dieser Erzeugenden reell ist, indem es zu jecier
imagindren Linie, welche es umfasst, die conjugirt imaginére Linie
hinzu enthilt, Solche zwei conjugirt imaginire Linien wihlen wir
jetst als Directricen einer zugehdrigen Schiebung. Offenbar wird
letztere reell, und wir finden so, zu unserer Fliche gehorig, dreifach
-unendlich mele reelle Schiebungen der einen wie der anderen Art, durch
deren “Combination die Gesammtheit der zugehorigen reellen Nichi-
Euklidischen Bewegungen entsteht. Wir wollen das Gesagte hier ana-
lytisch bestitigen und zugleich fiir die in Rede stehenden reellen
Schiebungen explicite Formeln anfstellen. Der Bequemlichkeit halber
sei unsere Fliche durch folgende Gleichung gegeben:

®) w2+ 2t + xg® 4 2, =0,
die wir zwecks Darstellung der zugehorlgen Erzeugenden in nath-
stehender Weise spalten:

(xr{‘wz) (0, —i%,) + (wg+i2,) (24 ""“’4) = 0.
Wir schreiben dann etwa:

pe _oitim 2y — L2y

(6) Ly 12, Ly~ t2y !
) “=‘ @y - 1%, — ma"l“"%
xs-'t.w‘t . -‘@afg

und haben also z. B. fiir eine Erzeugende erster Art, indem wir noch
re® fiir A getzen, die beiden Gleichungen:

(7} (x1+z'x2) = — re? (x3+i,x4)7

reie (xj——z%) == (g —0,),

In&em wir hier ¢ durch — ¢ ersetzen, erhalten wn' filr die eonjugirt
imégindre G»erade'

T

(xl-—wz) = ﬂ*e"‘?{%—‘—’m

a.
,’Di iwe =,
o

S = @dm)

s

BB cdieses Gléfchungspasr kbnnen wir auch so ordnen:
(@ +12,) = ‘;‘ e (@51 i),

""i 69 (@ — i ;) = (B3 —19%4) 5

5,;-?

. und haben damit einen Specialfall der Glelchungexi (7) selbst, wo das
e durch — ~—e‘¢ ‘ersetzt ist. Die su (7) comugwt zmagmwre Linie

-t

@stmlgso in der, Zl}mt selbst eine Erseugende der ersten Avt. Aber zuglex:ch

f m&it . Ebone unabhingig ist, unterscheide ich neben den ,mulltheiligen®’ reéf:}%g
E}ieﬁ?ﬁ* ,ovale“vnd.,ringformige.
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erfahren wir : - Conjugirt imagindre Erseugende haben diametrale Para-
meter.. Hierauf und auf Formel (2) rubt jetzt die Darstellung der

reellen- Schlebungen Die betreffende Rechnung verliduft folgender-
‘massen:

Wzr haben zuna.chst aus (6)
\,’L EY
5&61‘, wie wir unter Emfuhrung eines Proportlona,htatsfactors 0 sehrelben

ox, = Mb + 1,
0%y = i(—Aip-+1),
exy = A — u,

x, = t(A-4p).

Hier tragen wir nun fir A zunichst allgemein ein:

Vo A6
yd+49’

Wwihrend g unveriindert bleiben soll. Wir bekommen dann nach ger
‘henger Modification des Proportionalitétsfactors ¢:

oz = (ei+Pp-+ (¥i+9),
o wy = —i(ait+pB)p + i(yii0),
oz = (edtp) — (¥i+du,

g = i(ad+p) +ilydd-o)u.

Hre‘#mtga en; wn* 3gtzt fur M», , u, 1 die ihnen proportlonalen Werthe-
aus (8) &, ’"Wi(fb%l in @" tbergehen fnag.' Wir erhalten so zur:

N s

Dar%eﬁung? “&‘éi' #n (5) gehorigen Schiebung erster Art:
@ ‘@) == “(xi‘l"mz)"‘ 0 (@) —ixy)— ﬁ(“’s+2$4)+ 77(-’”% i),
"%, =-——-1,ot(x1 +@wz>+23(x1—-we)+'&ﬂ(xs+@x4}+w (xs"" ﬁf;%
Qg =— yE i)+ B (@, — izy)+ O(ws+i2,)+ “(ws"‘@%)m
= ipfe + i) + i B (@, —im,) — 10 (2 -+ i3 )4 7'&‘(4”3""‘""554)7““*
£ ahders:gerdnet

"»:vfé o t:‘

§
et

‘M*f“*(ﬂf—f?)wﬁ- (76 RIS
Sl a8z + @ pdiCEAL NG R

8 — o =i FNa T (ot 0)eF *mg; 5
Bk Dt (ﬁw} +z{+w&>m

3]
Y TN

1 e - e»rste‘ﬂ :A\T%i%wé W

SEH ggzé% Fa3
A -
- s

] ,»_l:xii;;,% “g;** 3
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Grlemhzeztlg wollen wir den in (9) auftretenden Proportionalititsfactor
‘0" ebenso wie auf der rechten Seite den Factor 2 ‘der Einfachheit
halber weglassen, Wir erhalten so die tibersichtlichen Formeln: -

2 = dz, — cxy + bxg + azy,

x, = ex, +dz,—az,+ bz,

#y = —Dbx, + axy + dag + ¢y,

z, = —agx, — bxy, — cxy + day,

(10)

die wir auch so ordnen kinmen:
x4' == (Zﬂi — awi — bwz - 0563,

kll) x,' === CM% + d&", — 6%’2 + bm&?
: Ty = bz, + day, — a% | c¥y,
Ly = 0%y -+ A%y — b2 A A%y e up iz n

Hier liegt die Bezichung-zur Quaternionentheorie auf der -Hand. Wir
sagen sofort: Beseichmet q die Quaternion:

g = d+ ai + bj + ck,e
so st umsere reelle Schicbung erster Art éwrck die Fo?'mel gegeben:
(12) (o Aia Fin +hey) = ¢ @t ie-Hin ).
Genau so findet man fiir eine Schiebung zweiter Art: -
(13) (32 +J %;'l‘: kay') = (x4+éx1 +J wz‘:l‘kmz%) '

unter ¢ irgend eine Quaternion d’ + ia’ 4 §b" -+ k¢ verstanden. Fiir
die allgemeine reglle lineare Tmmformatma unserer F, in sich .aber

komimt die schime Formel:
(14”)” (/ -j—m -Fm—f—kw;’) q- (w4+@w1+awzi-kws) q

H e %?Q*ﬁ"ﬂ%&@z“ .

w" &‘ “ﬁ’ﬁ%w & . pEmE g - 5
2 @}E, X ,&43 ;;ﬁwg‘m,. it v 7 i}g%wtzs a@%ﬁ%&;«s’g?’g%
e -e.a’ %«4 .wré:: Tt At »;%w* " - '%Z; P ’S@l :P‘ g%z‘}? w‘?«;«nﬁ
3 3 rlich mit 8 g?f.sprechendem i gﬂggﬂn ﬁ‘;‘e , welche vou

Oﬁ*ﬁ‘qﬁi ‘he% Sir R Sﬁ Ball entwickelt werden.
... JEs handelt sich mgzxmehr um die ‘geometrische Deutung der durch
‘(12)% stellten Schxeblmg der ersten Art, Zude Zwecke fiibren wir
Jetat, die zu () gahbrige Nicht-Euklidische (eHiptische . Magsshestimmung

bei “Jetiterer auftretende,

o
N”

“ein. ngd Wahlam&f Ig;ni‘;'achhelt halber dxe

m:;gh mllkhrhche mul iplicative Constante .

x | ff&%s das Krtimmungs-
maass. gleich | wird, MWir definiren prechend als Nxc}aﬁa P

E&klldfsahawﬁn}ﬁemmg%gwr Punkte x, é;g 3&&« Aus

24y - Xp e _:imz}g;%‘{— @g@m .
a:f—{-%%t*%%&&% +ay tay tw?

1" s e a%’é”‘eos ‘
(15) Vork

- £ »«w—-ﬁ,,
T m% &#”A \;“i:
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und. als Winkel zweier Ebenen u, #' durchaus analog:

(16) W = arc cos e b Y 2R,

Vet u? Fudfug - V’W@ )
Es ist wohl tiberfllissig, dass ich die Formeln ( 10) oder (12) auch noch
fiir Ebenencoordinaten anschreibe, Uebrigens denken wir uns in alle
(}iese Formeln jetzt fir a, b, ¢, d die Werthe 3 eingetragen. Wir
@gben dann sofort aus (15), (16): Bei einer Schz'ebung von der Amplitude
@ riickt jeder Punki des Raumes auf der durch shm kindurchgehenden

‘Congruenslinie um das Stiick -‘2’1 fort; ebenso dreht sich Jede Ebene um

die in ikr Tliegende Congruenzlinie um den Winlkel %’L. Die einzelne

Schiebung ist also eine Schraubenbewegung des Raumes, bei welcher
unendlich viele Schraubenaxen existiren: die Linien der zugehdrigen
linearen Congruenz. Dabei unterscheiden sich, wie, leicht zu sehen,
“d:fgf_e‘Sphiebuugen erster und zweiter Art durch den Sinn der Jeweiligen
S’éh}*aubei:bewegung: bezeichnen wir irgend eine Schiebung erster Art
als eine Schiebung rechisherum, so sind alle Schiebungen erster Art
Schiebungen rechtsherum, alle Schicbungen =zweiter Art Schiebuﬁgen
linksherum. Die zugehdrigen Congruenzen sind eben selbst rechts-
herum gewunden, bez. linksherum gewunden.

Mit den so gegebenen Sitzen (die ich mnicht weiter ins Einzelne
augftihre) ist nun die Grundlage fiir Clifford’s seue Parallelentheorie
gageben,. . Was parallele Linien im parabolischen (Euklidischen) Raume
sind, sheht: fost: . bei der Definition paralleler Linien des Nicht-
Buoklidischen Reumgs.worden wir zunichst nur insoweit, eingeschrinkt
sein; -als.wir darauf*achten .miissen, dass die Definition in die gewdhn-
liche Euklidische tibergeht, sobald der Nicht- Euklidische Raum in einen
Euklidischen ausartet. Dieser Bedingung gentigt man selbstverstind-
lich durch die gewthnliche Festsetzung, welche solche Linien des
Nicht-Euvklidischen Raumes parallel nennt, die sich in einem unendlich
Afernen- Punkte (einem Punkte der Fundamentalfliche zweiten Grades)
selinhiden, Aber die so definirten Parallelen kaben, wie: Clifford
{géiéi‘?i‘f’g}rixebt , fast alle dio-éleganten Eigenschaftenm verloren, die deg®
“Hitkfidischien Parallelen” zukommen, - Diese Eigenschaften beruben, nach
Blifford, ‘wesentlich' daranfy dass Euklidische Parallelen vermodge dek:
Sdlber Banmbewegung in sich selbst verschobem -werden kdnnen. Aber
Kiiael ho' Bigenschaft haben im-Nicht-Buklidischen Raume, wie wir
sahiény didLinien der’ gerade besprachénén Congruenzen (der einen wie
deranderén - Art). Ein Bundel Bukldischer Parallelen kann geradezn
aly “Auyarliing einer derartigen Coiigruens angesehen werden. Daher
der Vorschlig: als Nicht-Euklidische- Parallelen solche (windschiefe)

gerade Liniere-eni, boseichnen, welche der gloichers Congruens (der einen
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oder ‘anderen Art) angehoren, d. h. welche dieselben beiden ithisgindires-
Eraeugenden der ersten oder sweiten Art umserer Fundammfwlﬁache*
treffen. Die so definirten (Clifford’schen) Parallelen sind imagindr,
wenn die gewohnlichen Nicht-Euklidischien Parallelen reell sind, nimlich
im hyperbolischen Raume, dafiir sind sie auf Grund der vorausgesehickten
Entwickelungen reell gerade da, wo es die gewdhnlichen Parallelen
nicht sind, nimlich im elliptischen Raume. Sie zerfallen dabei ersicht-
Jich in Parallele der einen oder der anderen Art, d. h. in rechisgewoun-
déne und in linksgewundene Parallelen.

Es ist hier nicht meine Absicht, noch ausfiibrlich die Zweckmissig-
keit der Clifford’schen Definition darzathun, Vielmehr wende ich mich
gleich zur Theorie der besonderen Flichen zweiten Grades, von denen
im' obigen Citate die Rede war. Es handelt sich wm die ringformigen
Fliichen sweiten Grades (Regelfiiichen), welche mit der- Fundamental-
fliiche (B) ein geradliniges Vierseit gemem haben. Die Erzeugénden
erster Art dieser 'Fliche, ebenso wie ihre Erzeugenden zweiter Art,
sind'im Clifford’schen Sinne unter sich parallel; die einen rechts-pa;rallel
die anderen links-parallel. 1n Folge dessen kann die Flache in unserem
elliptischen Raume auf zwei Weisén in sich verschoben werden, einmal
g0, dass die Erzengenden der efnen Art die Bahneurven abgeben, wihrend
die der zweiten Art unter einander vertauscht werden, das andere
Mal umgekehrt. Wir schliessen, dass alle Erzeugenden erster Art mit
den sie treffenden Erzeugenden zweiter Art je denselben Winkel ein-
schliessen (den wir § mennen wollen) und dass die Stilcke, welche auf
zwei Erzeugenden der’ einen Art von zwei Erzeugenden der anderen
Art " ausgeschnitten werden, gleich lang sind. Offenbar konnen wir
die -Figur, welche auf der Fliche von solchen zweimal zwei Erzeugens
denstiicken. umgrinat - wird,:ein. PMaHelggrazmm -nennen; denh~sie bty
obgleick+micht:ebes juaait zde* uiider=-Buldidischon Ebend
die @b‘e‘aﬁﬁehw Elgenﬁckw&&& Mﬁ@é&éﬁaﬁhgﬁe&ennem wir.in
depiligritejeben Wegen cden-Vielishiehdtigeny «dis “sie.in. siuli -zuliisst

Ao

2 @@g}w &omm‘%@%mﬁfg wAber=di¢_ zweiorlei Schiebungen
§id; “wie wir wissem, mit einander: vertauschbar. Hieraus allein folgt
bereits;- wie Clifford -heivorhob, dass-das Krimmungsmaass der Fliche
- Yheieh - Null ist,

‘Alles dieses sind besonders eleganta Eigenschaften der betrachteten
Blgiche -(die im elliptischen Raume in mancher Hinsicht dieselbe Rolle
apiett .wie im gewohnlichen, parabolischen Raume die Ebene). Aus
iinen ‘folgt, worauf Clifford vor allen Dxngen die Aufmerksamkeit
m&hﬁe*n wollte: Die Gesammtﬂaake hat eirien endlichen Flgcheninhals.
In‘ &er Thet 'kann man sie ja in unendlich viélé; unendlich kleine

gramme von der kaeléffnung 2 zerschmtten denken, deren

$ um, stion sofort gelingt und als Gesammtinhalt der Fliche, . Lmdem
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die Gesammtlinge der Krzeugenden der einen wie der anderen Art
== 7 ist, #? . cos & ergiebt. — Dieses Resultat ist darum so bemerkens-
werth, weil es unseren gewdhnlichen Vorstellungen von den Eigen-
scha.ften einer unbegriinzten Mannigfaltigkeit verschwindenden Kriim-
mungsmaasses widerstreitet. Man glaubt (oder glaubte) allgemein, dass
eine solche Mannigfaltigkeit, gleich der Euklidischen Ebene, unend-
liche Ausdehnung besitzen miisse; die Clifford’sche Fliche (so will ich
die in Rede stehende Fldche 'z.weiten Grades fortan mnennen) belehrt

. uns, dass dies keineswegs nothwendig der Fall zu sein braucht. Es
héngt dies offenbar mit dem Umstande zusammen, dass die Clifford’sche
Fliche als ringformige Fliche zweiten Grades mehrfachen Zusammen-
hang besitzt. So sehen wir denn jetzt ein allgemeines Problem vo:
Augen, mit dem wir uns bald ausfiibrlich beschiftigen wollen, das
Problem: alle Zusammenhangsarten anzugeben, welche bei geschlossenen
Mannigfaltigheiten irgendwelchen constanten Kriimmungsmaasses iiber-
hawpt: aufireten kinnen.

IL.

Von den verschiedenen (Euklidischen oder Nicht-Euklidischen)
Raumformen.

XEhe -ich das bezeichnete Problem in seiner Allgemeinheit in Angriff
néhnie, sei es mir gestattet, die Aufmerksamkeit auf einen besonderen
‘dabei- in Betracht kemmenden Punkt zuriickzulenken, der in meinen
erstén. Abhandlungen zur Nicht-Euklidischen Geometrie an zwei Stellen
hesprochen ist (Bd. 4 dieser Annalen, Note zu p. 604; Bd. 6, p. 125). |
Indem ich damals die projective Geometrie als Grundlage der Nicht-
Fuklidischen Geometrie voranstellte, verursachte die Einordnung des

- Euklidischen Raumes und des sogenannten Gauss’schen Raumes (des
allseitig unendlich ausgedehnten Raumes constanter negativer Kriimmung)
keinerlei Schwierigkeit: dieselben entsprechen direct den beiden Fillen
der . von mir so bezeichneten parabvlischen, bez. hyperbolischen Geos
peftie. Anders beim Raume eonstanter positiver Krimmung (dew
=Sﬂgi§3mnn~ten Riemann’schen Raume). Wie Riemann selbst sich die
“hier -in Betracht kommenden Verhiltnisse innerhalb dieses Ranmes
g@dﬁ@ihﬁ hab; ist nach den kurzen Andeutungen, welche er hiertiber
g”xe@g Ys . mcht ganz klar; jedenfalls aber haben Beltrami und, dig
Saﬁ%f%ﬁehen an ihn kniipfenden Mathematiker die Gleometrie des ggg

}WX e‘rgl » Ueber die Hypothese% , welche der Geometrie 2w Grunde hegen
*ms‘besdndera den Satz, der in den Ges, Werken auf p. 266 unten abgedruckt ist. -
Téh h“ﬁl%‘“’é‘? ersﬁversté,ndhch fir wahrscheinlich, dass Riemann dort an den
sph&mehen Ramm gedacht hat, aber seine Worte passen auch, ohne ’imrmhﬁg
zu. sein, auf-dén. e!%a;mxscherr Raum,
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Ezgng‘\:;a Raumes schlechtweg mit derjenigen der Kugel parallelisirt
don Ge us geschlossen, dass die Puukte eines solchen Raumes, gleich
Art dafenpunkten _der Kugel, paarweise zusammengehbren, in der
Pun’kt S alle geoditischen Linien, welche durch den einen der beiden
© hindurchgehen, auch durch den anderen laufen. Ich hatte dem
g?gf niiber darauf aufmerksam zu machen (Bd. 4, 1. ¢.), dass die Kugel
11:;(: t _der einfachste Typus einer zweidimensionalen, geschlossenen
a}’:nlgfaltigkeit constanter positiver Krimmung ist, dass dieser viel-
mehxr durch das vom Mittelpunkte der Kugel auslaufonde Strahlen-
bindel geljefert wird (dessen Strahlen den Kugelpunkien ein-zweideutig
entsprechen). Die elliptische Geometrie, wie ich sie verstehe, deckt
{"leh also micht mit der sonst discutirten aphdrischen Geomstrie*), sondern
ist einfacher. In der elliptischen Geometrie ist die Gruppirang der
geraden Linien und Ebenen des Raumes genau disselbe; wie in der
projectiven Geometrie: zwel Gerade schneiden sich, wenn fiherhaupt,
nur einmal. Die complicirteren Verhaltuisse des sphirischen Raumes
entstehen erst, wenn man den linearen elliptischen Raum durch Pro<
jection auf ein Gebilde zweiten Grades Ubertragh —
Es ist mir kein Zweifel, und ich habe mich darlber bereits in
Bd. 6 1. c. mit aller Deutlichkeit gedussert, dass ich mit den a0 bezeich-
neten A useinandersetzungen einen wirklichen Irrthum der fraheren Der-
stellongen aufgedeckt habe, Meine Anschauungen vom elliptischen
Rsume sind dann_spiter in anderer Weise unabbingig von Herrn
New comb entwickelt. worden®*). Indem b mir vorbehalte, sogleich
noch. . auf. die ausfihrlichen hier ansobliessenden Untersuchungen des
Hm. Killing einzugehen™*), mdchte ich hier vorab die Frage auf-
werfen , wesshalb man zur klaren Erfassung des elliptischen Raumes
ersk .80 opit, gekommen ist, und die,.dazn fshrenden Ueberlegungen
selbst  bewute jmniet nock nichi allgamein., bekanny. scheisent). -Der
sohieddon sghlitisphen und den elliptisehen Baumen raht natiirlich

§¥1523% 3 ¢
= A

.
2P,

£

3

a2 5% es-slliplisdion Banmes hatstwas Ungowdhnliches, Bleiben wir
dets - Eoanfachheif haiber; wveil dia Sache da sm kilrmesten beseichnet

I
) Ioh werde die beiden Namen yelliptisch” und aphiicisch in dem hier
hervortrefenden Sinne auch'in der Folge auseinanderhalten,

#ae): Flementary theoremns relating o the geometry of & space of three dimen-
gions ard of uniform positive curvature in the fourth dimension. Bd. 88 des Journals
fir Mathematik, 1871, ‘

sww) -Leber mwei Raumformen o constanter govitiver Erimmang, Journal,
Bd. 86, 1879, sowie in dem 1885 bei Teubner erschienenen Werke (auf weleh?a
schon .oben Bemg genommen warde): Dis Nicht-Euklidischen Raumformen i

o

_ : scher. Behandlung. ) .
&nukfiﬂ%;s of. z. B. Poincaré im Bulletin de 1s Société Mathématique de France,

B 15 (1887, p. 2038,
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werden kann, bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Es handelt
sich da um den Unterschied der gewdhnlichen einfachen Flichen und
der von Moebius entdeckten Doppelfliichen, bei denen man durch
continuirliches Fortschreiten iliber die Fliche hin von einer Seite auf
die anderc gelangen kann*). Die Existenz dieser Doppelflichen wider-
streitet unserer Gewthnung, welche einseitig von solchen Flichen ab-
gezogen ist, die einen Korper begrinzen und eben darum nothwendig
einfach sind. Dies ist die ganze hier vorliegende Schwierigkeit. In der
That: die elliptische Ebene verhilt sich wie die Ebene der projectiven
Geometrie und diese ist, wie ich schon vor langer Zeit an Bemerkungen
von Schléfli ankniipfend auseinandersetzte®*), eine Doppelfliche,
Die elliptische Geometrie ist einfach desshalb so lange unbeachtet ge-
blieben, weil der Begriff der Doppelfiiche den Geometern nicht geliufig
war, oder, wenn sie ibn in der projectiven Geometrie gebrauchten,
nicht als solcher zum Bewusstsein gekommen war.

Nun einige Bemerkungen zu den Entwickelungen des Hrn. Killing.
Herr Killing hat vornehmlich den Gedanken verfolgt (dem gewiss bei-
gestimmt werden kann), dass der sphirische Raum auch neben dem
elliptischen Raume noch ein besonderes Interesse behilt. Als einen
wirklichen Fortschritt betrachte ich den Killing’schen Beweis, dass bei
den von ihm festgehaltenen Hypothesen (welche ich iibrigens sogleich
noch einer niheren Kritik unterwerfen werde) als Raumformen con-
stantén positiven Kriimmungsmaases keine anderen moglich sind, als
eben der elliptische und «der sphirische Raum (Journal fiir Math.,
Bd. 89, L e.). Clifford und ich sind an diesem Satze vorbeigefiihrt
worden, weil wir unsere Aufmerksamkeit, unserer damaligen, wesent-
lich analytischen Auffassung entsprechend, von-vornherein auch auf
complexe Werthe der Coordinaten gerichtet hatten, Die Abbildung
des elliptischen Strahlenbtindels auf eine um seinen Mittelpunkt herum-
gelegte Kugel erschien mir daher (Ann. Bd. 4, 1. ¢.) nur als specieller
Fall der n-deutigen Abbildung desselben auf irgendwelche Fliiche nter
Ordnung; Clifford stellt in seiner oben besprochenen Arbeit (Preliminary
sketch of biquaternions, Werke p. 189) dem ,linearen*. elliptischen
Ravme ausdriicklich hohere ,,algebraische® Riume entgegen. Diese.
algebraischen Riume werden natiirlich ,,Verzweigungselemente® ent-
halten; d. h, Punkte, welche mit den sonstigen Punkten des Ratmes
nieht: gleichberechtigt sind (in meinem Beispiele sind dies diejenigen

. Vergl, die Mittheilungen von Hrn, Reinhardt in Bd. II von Moebiug’
gesammelten Werken, (Leipzig 1886), pag. 519ff, — Wegen der allgemeinen
Theorié dieser Zusammenhangsfragen siche Dyck in Bd, 32 der Annalen, p. 4721,
(Bedtriige #wr Analysis situs), — Vergl. ibrigens auch die durchaus zutrefenden
Acusserungen vor Hrn. Newcomb in Nr. XII seirer citirten Abhandlung.

¥*) Math. Aun, Bd. 7, p. 550 (1874).
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g:ﬁj]f:en‘)ier F,, in denen Strahlen des elliptischen Strahlenbiindels
omente « Auch im Falle des sphirischen Raumes sind Verzweigungs-
imaginﬁ,r’ algebraisch zu reden, vorhanden; nur sind dieselben alle
auf die B;:c?chm; f%ﬁf%‘éﬁtﬁm ?%ahgﬁ’ o
Hen, Killie e oot aom s chrinkt. Und nun v?rsteh? ich
ollinkisch g . ahin, dass es neben dem eigentlichen
: Pt chen .R.a.ume keinen anderen reellen algebraischen Raum con-
21221 :: éegoj‘:;;ven lliriit;mungsmaas‘?e.s giebt, der frei von Ve.rzw.eign.nga-
dor Analysis e % als eben den sphirischen Raum. Es ist fhes im Sn‘me
s gloichiore t}sll’ us zuh verstehen, welche solche geometn.sehe‘ Gebilde
e S 'l:h ig erachtet, "welchi dureh' stetige Deformation in einan-
s o ge Uilert werden konnen*). er sagen “algo vielleicht besser,
e reeller Raum constanfen posztzqen Kriimmungsmaasses, der

zweigqungselemente enthili, eindeutig entweder avf den elliptischen
Roum oder den sphdrischen Raum muss besogen werden kinnen. —
Erscheint so das Hauptresultat des Hrn, Killing mit meinen An-
schauangen sehr wohl vereinbar, so kann ich demselben in einer
anderen Hinsicht nicht zustimmen:

Hr. Killing bezeichnet den elliptischen Raum als Polarform des
sphirischen (oder, wie er sagt, des Riemann’schen) Raumes. Anlass
dazu ist wohl gewesen, dass im elliptischen Raume, der oben mit-
getheilten. Formel (15) entsprechend, die Gesammtlinge einer geraden
Linie ebenso gleich # ist, wie die Winkelsumme im Ebenenbiischel
des sphiirischen Raumes. Aber die Winkelsumme im Ebenenbtischel
des elliptischen Raumes_ist doch auch gleich , und nicht etwa gleich
27, wie es die Gesammtlinge der geraden Linie des sphiirischen
Raumes ist. Der elliptische Raum ist eben sich selbst durchans
dualistiseh ; er ist seine eigene Polarform. Hrn. Killings Benennung
ist also unzutreffend. Nichts hindert, sich die wirkliche Polarforin
des Riemann’schen Raumes auszudenken. Aber das wird so complicirt
und fremdartig, dass es keinen Zweck bat, hier niher darauf einzugehen,

Beilzufig will ich noch auf einen anderen Untersohied des sphirischen
and des elliptischen Ravmes aufmerksam machen, der nicht ohne
Interesse ist und noch nicht bemerkt zu sein scheint. Bekauntlich ist
durch Hrn. Schering die Theorie des Potentials auf beliebige Nicht-
Buklidische Réume susgedehnt worden™?), Setzen wir das Krimmungs-
macheint also 3. B, ein in sich geschlossener ovaler Fitichentheil irgend
einor Flache hoherer Ordoung als gleichwerthig mit der Kugel, und es ist mib

dem Satze des Textes nicht im ‘Widerspruch, wenn man gegebenenfalls einen solchen
Flichentheil ebensowohl wei-eindeutig den reellen Strahlen eines Strablenbiindels
uordnen kann wie die Kugel selbst. ‘ .
i *%) 'Gﬁt;tin’ger Nachrichten 1870, p. 31 1—821: Die Schwerkraft im Gausalekﬂ?
Roume, ebenda 1873, p. 149f,: Die Schwerkraft in mehrfach ausgedelmien Gasims

ha

schen und “Riemanm schen Riwmen. Vergl, hierzg auch Killing in Bd. 98 doé
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maass des sphirischen Raumes, um mit unseren friiheren Formeln in Ueber-
einstimmung zu sein, gleich Eins, so wird ihm zufolge das Elementar-
potential zweier Massenpunkte @, b, im Falle drei Dimensionen in Betracht
kommen, (eine Annahme, auf die wir uns hier beschrinken wollen):
(17) . V== cotg 7,;.
Sei jetzt o der sphirische Gegenpunkt von a. Riickt b an @ heran, so
wird cotg 7, positiv unendlich, riickt es an o/, so negativ unendlich.
Wir haben, also eine Elementarwirkung, bei welcher jedesmal gleich-
zeitig ‘mit einer anziehenden Masse in @ eine ebenso stark abstossende
Masse'zin 4’ gesetzt ist, Diese Mitwirkung des Gegenpunktes o’ lisst
sich- aych nicht entbehren. Man sieht dies am besten, wenn man
das gesuchte Elementarpotential V als Geschwindigkeitspotential einer
Flissigkeitsbewegung deutet: indem der sphirische Raum endlich ist,
muss bei ibm, sobald eine Quelle gegeben ist, aus welcher Fliissigkeit
ausstrdmt, nothwendig eine andere Stelle gegeben sein, in der Fliissig-
keit wverschwindet. — Meine Bemerkung ist nun, dass die hiermit
skizzirte Theorie nothwendig an der Annahme des sphirischen Raumes
haftet und im elliptischen Raume ihre Bedeutung verliert. In der That
kann Egrmel (17) fiir den elliptischen Raum kein eigentliches Potential
vorstellen. Denn da o und o’ im elliptischen Raume coineidiren, ist
die: duxch (17) vorgestellte Function des Punktes b im elliptischen
Raume nur bis auf das Vorzeichen bestimmt: der Punkt b soll also nach
Fornrel-(17) seitens eines und desselben Punktes gleichzeitig angezogen
und abgestossen werden, oder auch a soll gleichzeitig Quelle und Ver-
schwindungsstelle einer Flissigkeitsbewegung sein. Eine solche Viels
deutigkeit st augenscheinlich mit der-Idee_einer Elementarwirkung
unvertriglich *),

_Gehen wir nun zu der allgemeinen Fragestellung iiber;. die wir
zum Schlusse von Nr. I formulirten. Auch hier werde ich mit einer

Journals fir Mathematik (1884): Die Mechamik in den Nicht-Euklidischen Eawm-
Jformen (cf. insbesondere p. 24—29 daselbst), — Der »Riemann’sche Raum® Schering’s
ish-vwrieder unser spbirischer Raum,

+ ".#).Ich wiirde im Texte auch noch gern auf die Betrachtungen eingegangén

“s¢in, welehe Hr. v. Helmholtz in seinem bekannten Vortrage: Ueber den.Ur:
“Bprumg and die Bedeutung der geometrischen Aziome (1870, abgedruckt in Heft 8
_der-popultiren wissenschaftlichen Vortriige, Braunschweig 1876) dber das Sehet
ifi e Bukfidischen Riumnen entwickelt: Inzwischen finde ich 68 échiver, ‘e:
slben o

R
=

Eiizelnen zu verstehen. Indem wir hier bei Aufstéllung der hyper- .

boliscligns' der elliptiachen, der paraholischen Raumform gleichformig von._der |

obigei Geometrie ausgehen, ist fiir tns von vornherein gegeben + dass allemal
die Geggtze.der Perspective dieselben sein miissen. Krsefzen wir hinterher dex
elliptisehen Ratm durch den sphirischen, ‘o kommt-eine bestimmto Compligation
durch’dag: Apftreten dex Gegenpunkte hinzu.  Yor.dieaps- Gomplication it ‘dber

7

bei Heny voBelmboltz, trotadem er sich Gbrigens: genau. an’ dis Beltrami’schén

Entwickelungbmanschliesst, nirgends die Rede;.yieluichr passt das,, was L. o. p» A7’

-
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kritischen Bemerkung beginnen. In der That hat sich ja Hr. Killing
an den genannten Orten dieselbe Aufgabe gestellt, die uns hier be-
schiftigen soll, nimlich die, alle Nicht-Euklidischen (oder auch Euklidi-
schen) Raumformen aufzuzéhlen. Wir sahen bereits, dass in dieser
Hinsicht der elliptische und der sphérische Raum bei ihm fortgesetzt
neben einander betrachtet werden. Dagegen fehlt bei ihm die Raum-
form verschwindender Kriimmung, die wir in Nr. I kennen lernten:
die Clifford’sche Fliche. Auch hat, so viel ich weiss, keiner der
anderen zahlreichen Mathematiker, die iiber Réume verschwindender
Kriimmung geschrieben haben, der durch die Clifford’sche Fliche
tealisirten Moglichkeit gedacht. Hs ist also, ohne dass man es merkte,
immer eine willkiirliche Voraussetzung eingefithrt worden, die das
Resultat der Ueberlegung unndthig einschréinkte. Ich werde versuchen;
diese Voraussetzung hier zu bezeichnen. Sei es dabei wieder,” der
grosseren Bestimmtheit des Ausdrucks halber, gestattet, nur von zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu reden. Hat eine solche Mannig-
faltigkeit, wie wir voraussetzen, constante Kriimmung und ist sie zugleich
unbegrinzt, so kann jeder einfach berandete, einfach zusammenhingende
Theil derselben auf ihr auf dreifach unendlich viele Weisen verschoben-
werden (ohne je an eine Hemmung zu stossen). Aber darum ist keines-
wegs nothig (was bei den Killing’schen Raumformen zutrifft), dass sich
die Mannigfaltigheit als Ganees auf dreifach unendlich viele Weisen in
sich verschieben lisst. Man vergleiche in dieser Hinsicht die Higen-
schaften der Clifford’schen Fliche. Dieselbe gestattet allerdings zwei
fach unendlich viele Bewegungen in sich selbst, entsprechend den
einfach unendlich vielen Schicbungen der einen, wie der anderen Art;:
durch welche sie in sich iibergeht: bei diesen zweifach unendlich vieles-
Bewegungen bleibt kein Punkt der Fliche fest. Aber num:-versuchs:
man etwa, die Clifford’sche Fliche unter Festhultung eines-ilirer Puilkte;~
gleich einer Euklidischen Ebene, um diesen Punkt i éick -selbst zu-
drehen. So wird man sofort bemerken, dass dies mitht nmibglich ist:-
In der That haben die von einem Punkte der Fliche untet verschie-
denen Azimuthen auslaufenden geoditischen Linfen derselben ganz
verschiedene Linge: die beiden durch dem Punkt hindurchgehenden
geradlinigen Erzeugenden der Fliche haben; wié wir. wissen, die Ge-
sammtlinge , aber in ihrer unmittelbaren Nihe kibnzen -geoditisehe
Linien der Fliche gefunden werden .(wir werden sdivs.-sogleich noch
explicit zeigen), die unbegrinzt oft iiber digHliche -hinlaufen, ohne

Lopd oty
= PR e = T
£ i ;i‘;ﬂﬁﬁi‘ S

gesagt wird, ohne Weiteres auf die Verhiltnisse deg-elliptischen Raumes, ohne -

derum fir den sphirischen Refim untichtig zu ssin” (Bs heisst,dort z. B.: Den

selteamsten Theil des Anblicks'der spharischien “Welb-wirde aber unser eigem®r -
. Hintterkopf bilden, in dem alle ansere Gesichtslinien wiederzusammenlaufen wiideny”

80 “weit sie zwischen anderen Gegenstiinden frei:durch-gehen kﬁnnen,.ete%gs)%f&%’ﬁ .
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sich zu schliessen, und also unendliche Linge haben, Die hiermit
formulirten Bemerkungen sind, denke ich, entscheidend: Man hat,
wndem man das Problem der Roumformen behandelte, bislang die be-
rechiigte Forderung freier Beweglichkeit einfach zusammenhiingender
Raumstiicke durch die weitergehende Annahme ersetet, die Réume als
Glanges seien in sich frei beweglich.

Clifford selbst hat bereits (an der oben citirten Stelle) angedeutet,
awie man sich am leichtesten Einsicht in die speciellen Zusammenhangs-
verhiltnisse seiner Fliche verschafft. Man denke sich nimlich die
Fliche léings zweier von einem Punkte derselben anlaufender Er-
zeugender derselben aufgeschnitten, wodurch sie einfach berandet und
einfach zusammenhéingend wird. Die so geschnittene Fliche kénnen
wir dann offenbar unter Aufrechterhaltung ihrer Maassverhiltnisse aunf
ein Stlick der Euklidischen Ebene abbilden (auf ein Stiick der Euklidi-
schen Ebene abwickeln, um diesen sonst in der Flichentheorie fiblichen
‘Ausdruck anzuwenden); nimlich auf einen Rhombus von der Winkel-
Offnung & und der Seitenliinge m:

7
Fig, 1.
wobei. die gegeniibersichenden Seiten dieses Rhombus so 2u einander ge-
horen wie sie durch eine Parallelverschicbung der Ebene aus einander
hervorgehen (was durch die Doppelpfeile der Figur angedeutet sein
soll). An dieser Figur studiren wir nun mit Leichtigkeit die einzelnen

Fig, 2.

Fragen, die uns interessiren; z B. den Verlauf einer geoditischen. s
Linie tiber die Clifford’sche Fliache hin. Noch bequemer wird diesg:
tibrigens, wenn wir Fig. 1 vermbge ‘der zugehbrigen Parallelverschies «.-
bungen’ (welche die einzelne Kante je in dje gegeniiberliegende iiber-
fiihren) -vervielfiltigen und uns so eine Zerllegung der Ebene in ein -
Rhombennetz verschaffen, wie es durch Figur 2 vorgestellt wird. ; :
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Offenbar gieht yns diese neue Figur ein Bild davon, wie sich die
A'bwmkelung unserer Euklidischen Ebene tber die Clifford’sche Fléche
hin gestaltet: sowie in der Figur unendlich viele Rhomben neben
emaxfder liegen, so wird die Clifford’sche Fliche bei der genannten
A.bwmkelung mit unendlich vielen Blittern itberdeckt, welche glatt in
einander iibergehen, ohne irgendwelche Verzweigungspunkte darzu-
bieten. — Wollen wir also den Verlauf einer geoditischen Linie auf
der Fliche verfolgen, so haben wir nur zuzusehen, wie unser Rhomben-
netz von einer geraden Linie der Ebene durchzogen wird, Ich be-
trachte z. B. die gerade Linie AB der vorstehenden Figur, die von
elnem Eckpunkte (4) auslaufend vier Rhomben durchsetzt, ehe sie
wieder in einen Eckpunkt (B) einmtindet, von dem aus sie sich dann
genau so weiter erstreckt, wie urspriinglich vom Punkte:d: aus. Offen-
bar ist es mur néthig, dieses begriinzte Stiick 4B wuf die Clifford'sche
Fliche zu #ibertragen. Und diess gelingt am leichtesten, indem ‘Wir
die vier Stiicke, mit denen AB die vier Rhomben durchsetzt, durch
geeignete Parallelverschiebung simmtlich in den urspriinglichen Rhombus
zurlickverlegen. Es entsteht so ein gebrochener Linienvug:
12, 28, 34, 41,

dessen Uebertragung-auf die Clifford’sche Fliiche uds keine Schwierig-
keit mehr macht. — Insbesondere kbnnen wir so chne -Weiteres eine
geoditische. Linie finden, welche unendlich oft fther die Clifford’sche
Fliche shinliufb; - ohne sich zu schliessen. Wir werden einfach in
Pigu¥i®:'einé-gerade Linie ziehen, welche von A auslaufend keinen
weitéreh - Fiekpunkt der Figur mehr trifft. — Wir gedenken endlich
eipies letzten Mittels, um die in Frage kommenden Beziehungen noch
lebhafter zu erfassen. Dasselbe besteht darin, dass wir den Rbombus 1
so zu einer Ringfliche zusammenbiegen, dess die zusammengehbrigen
Stellen gegeniiberliegender Kanten zur Deckung komnem =“Zu -dem
Zwecke mmilssen wir uns natlirlich;- da-¢s “sich-um-keine congraente
Abwickelunig handelt; den Rhonibus'-wus einét -debnbiren Membran
gebildet- -denken. Auf die so entstehende Rimgfiliche ist > damn die
ClifforiTsche Fldiche stetig eindoutig besogen und wir kbanen an ibr in
ecinfachster Weise die simmtlichen Zusammenhangsfragen; insbesondere
den Verlauf unserer geoditischen Linien verfolgen. —

Ich habe die verschiedemen Abbildungen der Clifford'schen Fliche
hier so ausfihrlich besprochen, weil uns jef»ztfdié @ei zu Lrunde
liegende geometrische Denkweise zur allgemel’m Er!a?xgung des vor-
gelegten Problems der Buklidischen wund :ﬂaeitta-Efikké:sehen Raum-:
formen dienen soll. Ich beschrinke mich dabei vorab auf zwei

imensionen. N
Dime%sggndie zweidimensionalen Euklidischen Raumformen angeht, 80
ist sofort ersichtlich, dass uns eine solche gegeben sein wird ,:, auch

7
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wenn wir nicht, wie in Figur -1, von einem Rhombus, sondern von
einem belleblgen Parallelogramm der Euklidischen Ebene ausgehen,
dessen Rinder wir durch geeignete Parallelverschiebung zusammen-
geordnet denken. Wir konnen dieses Parallelogramm sogar zu einem
Pazallelstreif ausarten lassen:

/ /

Fig. 8. v

SRREate

%ﬁﬂ@&ﬂﬂ , bei der Zusammenblegung , nicht eine Ringfliche sondern
gine, Cyhnderﬂache ergiebt (auf die wir ihn sogar congruent abgewickelt
dmken kbnnen). Wir haben so zwei neue zweidimensionale Euklidische
Baumformen, die tibrigens gleich der Clifford’schen Mannigfaltigkeit
(die . sie als besonderen Fall emschhessen) durch einseitige Flichen
ggrsmnhcht werden. Wir kénnen noch eine dritte Raumform zuftigen,
die -unter dem Bilde einer Doppelfliiche erscheint. In der That habe
ich an einem anderen Orte*) ausfithrlich gezeigt, dass man eine Rlng-
fliche in der Art stetig deformiren kann, dass sie schliesslich eine
Doppelfiiche beiderseitig iiberzieht; indem wir bei diesem Deformations-
processe die Ringflache fortgesetat in geeigneter Weise als Trigerin
inér. Euklidischen Maasshestimmung ansehen, wird schliesslich die
Bop@&lﬁache zn einer solchen und reprisentirt dann, sobald wir zwischen
ihreni. beiden Selten nicht weiter unterscheiden, eine neue Euklidische
Rwumform, Ezmmt aber haben wir, sage ich, die Gesammitheit der
A Bebmq]zt Icommandm sweidimensionalen . Nwht Euklfd‘waken Roum-
formen erschopft. 7 _
Der Beweis ist nicht einfach und kann hier nur in- allgemeinen
Ziigen angedeutet werden:
_, . Jedenfalls konnen wir uns zuvorderst auf die Aufzihlung ein-
se:..tlger Manmgfalhgkelten der gewollten Art beschrinken: denn etwaige
Qgpgelﬂa.chen kénnen wir immer auf einseitige Flichen reduciren, indem
uns.dieselben doppelt iberdeckt denken und dadurch zwischen ihren
en Jléchenseiten unterscheiden **) Ist erst die Aufzéhlung der ein-
s%;t}gen Flachen beendet, werden wir nachtriiglich tberlegen, ob wir
-‘B’Jen zZu Doppelﬂa.chen zus&mmqnblegen ktnnen, und auf wie viel
:gq%ze Weisen dies. moglich sein mag.
;%% ek, also- eine einseitige. zwe;dlmensmnaie Euklidische Mannig-
”b:thzu sﬂch“en, Wir denken uns dieselbe durch stetig gekriimmte

X

fj‘i@x k““ ‘I’ mxféw *
“#"H meiner Schriff: Ueber Riemanm's Theorie der algebrazschen Fwnctwnm

und Shrér Tntegrale (Leipzig 1882), (p 80, unten).
) Ebsn-Aadurch--etitsteht in “sinfackiter Weise (it %mr darauf zurtickzu-

greifen) gus:.detizelliptischen der sphirische Raum.
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Schnitte, die vielleicht aus dem Unendlich-Weiten*) kommen und
sich im Endlichen jedenfalls nur in einem Punkte schneiden sollen,
in einen einfach zusammenhingenden Bereich verwandelt und diesen,
wie wir es soeben im Beispiele thaten, in die Euklidische Ebene ab-
gewickelt.” In letzterer entsteht dann ein Polygon, welches offenbar
die doppelte Eigenschaft hat:

dass seine Seiten paarweise mit einamder durch Euklidische Be-
wegungen aur Deckung gebracht werden konnen,

und dass die Summe seiner im Endlichen gelegenen Winkel (welche
zusammengenommen die Umgehung jener einen Stelle ausmachen, in
welcher sich die auf der urspriinglichen Mannigfaltigkeit anzubringenden
Schnitte eventuel kreuzen sollten) gleich 2 4st.

Es .wird darauf ankommen, alle solche Polygone der Euklidischen
Ebene aufzuzihlen. Und da zeigt sich denn, dass es keime anderen
Polygone dieser Art giebt, als das Parallelogramm, bez. den Parallel-
streif, oder doch, dass alle anderen krummlinigen Polygone der ge-
suchten Art, die man construiren mag, durch geeignete Verschiebung
der auf der anfinglichen Mannigfaltigkeit zu construirenden Schnitt-
linien auf Parallelogramm oder Parallelstreif zurfickgebracht werden
konnen. o

Endlich ist zu zeigen, dass man von den so gewonnenen ein-
seitigen Euklidischen Mannigfaltigkeiten auf keine andere Weise zu
Doppelmannigfaltigkeiten ilbergehen kann, als auf die soeben an~
deutungsweise -erwihnte. —

‘Wir. /haben jetzt die gleichen Untersuchungen fiir Mannigfaltig-
keiten positiver, bez. negativer constanter Kriimmung durchzuftihren:
Wir werden dies thun, indem wir auf der Kugel und in der hyper-
bolischen Ebene geeignete Polygone construiren, bei demen wir- dann
noch hinterher untersuchen, ob wir -sie etwa zu -Doppelfiichen «zu<
semmen biegen konnen. Das Resultat-ist im Falls der Kugel<#usserst
einfiigh;, indem wir nmlich -bei.ihr.iiberhaupt keine Polygone™finden,
die? en Bedingungen gentigen, was zur Folge hat, dass Kugel
umd elli ptische Ebene die einsigen hier in Betracht kommenden Mannig-
faltigheiten positiver Kriimmung blethen. Ganz anders im Falle des
negativen Kriimmungsmaasses. Hier handelt es sich, was die Con-
struction geeigneter Polygone angeht, um eine ausgedehnte Theorie,
welche aber — selbstverstandlich unter anderen Gesichtspunkten und
sogar mit einer Allgemeinheit, die wir nicht brauchen, — von anderer
Seite ; nimlich ‘seitens der modernen Functionentheorie, fertig behandelt
vorliegt. Ich denke hier zunichst an die Fundamentalpolygone ; welche

%) ‘d.h. aus dem Unendlich-Weiten der fir die Flicke geltenden Maass-
bestimmung.

37*
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Hi: Poincaré construirt, um die simmtlichen eindeutigen Functionen
einer- complexen Veranderlichen zu finden, die durch reelle lineare
Tramsformationen in sick ibergehen®). Die grossere Allgemeinheit der
Poincaré’schen Construction liegt darin, dass bei ihr die Winkel-
bedingung minder eng gefasst ist, als bei uns. Aber auch wenn wir
unsere beschréinktere Fassung einfilhren, erhalten wir immer noch fiir
jedes. Geschlecht p unendlich viele zugehtrige Polygone. Alle diese
Polygone defimiren uns neue Rouwmformen constanten negativen Kriim-
miungsmaasses. In meiner soeben citirten Schrift iiber Riemann’s
Theorie ete. sind denn auch (pag. 81 daselbst) hinreichende Andeutungen
dagiiber gegeben, wie man die so erhaltenen einseitigen Raumformen
gegebenenfalls zu Doppelmannigfaltigkeiten zusammenbiegen kann.

.. Dies also ist die Antwort, welche wir auf unsere Frage nach den
verschiedenen Raumformen im Falle zweier Dimensionen zu ertheilen
haben.. Analoge Ueberlegungen werden wir fiir dreidimensionale Réume
durchfiihren, indem wir geeignete Polyeder construiren. Wir werden
da-im parabolischen Raume das Parallelepiped ete. in Betracht zu
ziechen haben, im hyperbolischen Falle aber die Polyeder, welche
Hr.Poincaré in Band 3 der Acta Mathematica untersucht**). Ich
verzichte darauf, dies hier in’s Einzelne auszufiihren, weil dies ausser-
ordentlich viel Ra.um erfordern wiirde **). Immer Wurde ich wiinschen,
dasy-die Fragestellung von anderer Seite aufgenommen wird, In der
That ist dieselbe ja fiir die Raumlehre, sofern wir diese mit der For-
dertmg freier Beweglichkeit starrer Korper beginnen wollen, fundamental,

' Letatere Forderung ist bekanntlich seinerzeit durch Hrn. v. Helm.
holﬁz vorangestellt wordent). Um hier alle Bemerkungen zusammen
zu haben, die ich -liber das solchergestalt zu.griindende System der
Geometrie zu machen habe, gedenke ich anhangsweise noch der Helm-
holtz’schen Forderung der Monodromie des Raumes. Dieses neue
Postulat verlangt zunichst, dass iiberbaupt volle Umdrehung um einge
Axe moglich sein soll; es werden dadurch z. B. die Riume mit in-
definitem Bogenelemente ausgeschlossen. Dieser Theil des Restulates.
ist._gewiss gerechtfertigt und soll hier unerbrtert bleiben. Aber
E}:@ v. Helmholtz giebt seinem Postulate eine weitergehende Bedeutung;,

5**‘3 B

,E) Vergl etwa Acta Mathematica I (1882): Mémoire sur les groupes,

a-.i

*%Mémom sur les groupes kleindens (1888).

f 2 den Begriff der Doppelmannigfaltigkeit im Falle dreier Dimepgionex
angeﬁb“ 80 v‘ergl die bereits citirte Abhandlung von Hrn. Dyck in Bd. 82 dei
minth: §Axma,lem

B Ueber die thatsdchlichen Grumdlagen der Geomeirie, Bd. 4 d. Verh. d
naturtiistorisch - medicinischen Vereins zu Heidelberg, 1866; Ueber die Thatsachen,
die der Geometrie zu Grunde liegen, Gottinger Nachrichten 1868,

gﬁl
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indem er der Mdglichkeit gedenkt, dass bei voller Umdrehung des
Raumes um eine Axe sich die Abstinde der Punkte von der Axe viel-
leicht nicht ungefindert reproduciren. In der That hat Hr. v. Helm-
boltz fiir den Fall sweier Variabelen am Schlusse seiner Mittheilung
in den Gottinger Nachrichten eine mit drei Parametern ausgestattete
Transformationsgruppe angegeben, welche librigens alle Eigenschaften
einer (Euklidischen oder Nicht-Euklidischen) Bewegungsgruppe hat,
aber die hiermit bezeichnete Moglichkeit realisirt. Wir sehen dies
sofort, indem wir uns die Transformationen der Gruppe etwa folgender-
massen anschreiben:

@ + iy") = dmtine . @ 4 iy) + @ + ib.

Hier sind ¢, a, b die drei Parameter, m und % aber bedeuten zwei
wicht verschwindende Constante. Die Forderung der Monodromie liuft
nun insbesondere auch darauf hinaus, derartige Gruppen aussuschliessen.
Demgegeniiber muss constatirt werden, dass Gruppen der gewollien
Eigenschaft iiberhaupt nur bei zwei Dimensionen existiren (so dass also
fir Rdume von drei und mehr Dimensionen die Forderung der Mono-
dromie in ihrem zweiten, hier allein in Discussion stehenden Theile
gegenstandslos ist). Einen ausfthrlichen Beweis hierfilr giebt Hr. Lie
in den Leipziger Berichten von 1886*). Ich meinerseits mochte hier
auf eine einfache Ueberlegung aufmerksam machen, aus welcher das
Gleiche ohne alle Rechnung folgt. Die Sache ist, dass bei drei und
mehr Dimensionen positive und negative Drehung um eine Axe noth-
wendig gleichberechtigte Operationen sind. Denn man kann in eihem
solchen mehrdimensionalen Raume die Axe, um welche gedreht wird,
. unter Festhaltung eines ihrer Punkte selber drehen, bis sie in um-
gekobrter Richtung in ihre urspriingliche Lage hineinfillt: dann hat
sich Drehung rechts herum vor selbst in Drehung links herum Ver-
wandelt, Wiirden nun etwa bei Drehung rechts heriim”die ’Ab’g‘hﬁﬁaﬁ
der Raumpunkte von der Axe vérgidssert, so milsste - dies aueh’ bel
Drehung links herum, d. h. béi det ‘inveisen Operation, der Fall sein,
was ein Widerspruch ist, '

I1I.

Von der rein projectiven Begriindung der analytischen Geometrie.

Meine Entwickelungen it Band 4 und 6 dieser Annalen, deten
zufolge die projective Geometrie auch in ihrer . analytischen Form vor
Entscheidung ttber die- Frage-des Parallelenaxioms soll anfgestellt
werden konnen, ruben wesentlich auf dem Nachweise v. Staudt’s,
dass man' den Zahlbegriff in die Geometrie auf Grund blosser projec-

_ #) Bemerkungen zu v. Helmholtz’ Arbeit iiber die Thatsachen, welche :der
Geometrie . zu Grande liegen.
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$iver Constructionen einfithren kann, ohne irgend von Maass und
Messen za sprechen. Trotzdem hieriiber in den letzten 20 Jahren
Vieles von verschiedenen Seiten geschrieben ist, scheinen doch noch
immer besondere Schwierigkeiten dem Verstindnisse entgegen zu stehen,
wie ich schon in der Einleitung bemerkte. Vielleicht liegt dies an
der’ Unamschaulichkeit des urspriinglichen v. Staudt’schen Verfahrens,
bei welchem abstracte Definitionen vorangestellt werden und dem Leser
selbst #berlassen bleibt, wie er eine Uebersicht der schliesslich' nothig
werdenden -Operationen gewinnen will. Diese Unanschaulichkeit liegt
aber, hier wie in anderen Theilen der Geometrie, keineswegs im
Wesen-der Sache. Vielmehr gelingt es, wie ich hier zeigen mbchte,
an einer einzigen einfachen Figur gleichzeitiy die Einfithrung der

- Zablen und die Grundsiitze, nach welchen mit denselben zu operiren
ist, deutlich zu machen.

Es wird gut sein, die so bezeichnete Aufgabe von vorneherein
nach verschiedenen Seiten zu umgrinzen. Zielpunkt ist uns der all-
gemeine Nachweis, dabs man durch bestimmte projective Construction
auf jedem Grundgebilde erster Stufe (also, um uns auf die Ebene zu
beschréinken, auf jedem Strahlbiischel und auf jeder geraden Punkt-
reihe der Ebene) eine Werthevertheilung x derart angeben kann, dass
pwischen den z, «" 2weier Grumdgebilde, die projectiv auf einander be-

zogew sind, eime limeare Relation z' == 7;‘2—1-% statt hat. Nun wird

aber die beabsichtigte Scalenconstruction sich wegen ihres projectiven
Chiarakters von einem ersten Grundgebilde sofort auf jedes andere,

mit ihm projectiv verbundene iibertragen. Daher kionnen wir den

beabsichtigten "Nachweis auf die Betrachtung eines einzigen Grund- °

gebildes einschrinken, in der Weise, dass wir zeigen: Wie immer
wir auf einem solchen Grumdgebilde zwei projective Scalen x, x’ con-
struiren mogen, immer stehen dieselben in linearer Abhéngigkeit. Aber
auch diesen Ansatz werden wir noch modificiren. Ein einfacher Ueber-
. Bchlag wird uns lehren, dass bei der von uns auszuftthrenden Scalen-
-construction drei willkiirliche Constante benutzt werden. Kbenso vielé

" wesentliche Constante sind in der Formel 2z’ = —%—_"F'—g- enthalten.

" Wir-kénnen daher insere Fordefung umkebhren und den Nachweis ver-
langen, dass wir su jeder Werthevertheilung x, die wir auf einem festen
-G”mgmdgebﬂde erster Stufe dwrch umsere projective Construction gewinmen

m’b’geh»}ga dwrch Verimderung der Grundelemente wunter Wiederhobun&‘

-

unserer- Construction eine Werthevertheilung z' hineu construiren konnen,

die’_awghr- i irgendwelcher worgegebener linearer Abhéngigkeit

, _detp
x W . steht.

Dieser létzte Beweis soll nun wirklich erbracht werden, indem
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wir als festes Grundgebilde ein Strahlbiischel der Ebene nehmemr (was
den Vortheil bietet, dass uns unabhingig von der Ansicht, die .wir
uns vom Parallelenaxmm bilden mogen, alle seine Elemente zuginglich
sind). Dabei wird es sich, was die Construction irgend welcher Scala
« angeht, selbstverstindlicherweise nur darum handeln kdénnen:. jedem
rationalen Werthe von 2 ein Element unseres Grundgebildes zuzuweisen,
wobei wir den Nachweis verlangen, dass die so entstehenden ,rationalen«
Elemente des Gebildes auf diesem nach der Grosse des zugehdrigen z
geordnet sind und in ihrer Gesammtheit das Gebilde ,iiberall dicht®
iiberdecken. Aber auch die Forderung, die wir betreffs der Formel

2 = 2% + 8

yx -+ 0
werden dieselbe nimlich ausschliesslich unter der Voraussetzung be-
handeln, dass die «, 8, ¢, 0 commensurabel sind; wir geben dem Aus-
druck, indem wir statt der allgemeinen Formel lieber gleich die
folgende hinschreiben:

stellten, werden wir entsprechend einschrénken. Wir

/ ax +b
¥ =¥

in welcher a, b, ¢, d ganee Zahlen bedeuten sollen. Die Determinante
(ad — bc), die selbstverstéindlich nicht verschwinden soll, setzen wir
weiterhin = p. — Die so umgrinzten Constructionen und Beweise
werden dann so durchzufiihren sein, dass wir immer wieder den
v. Staudtschen Satz vom der Vierseitsconstruction gebrauchen, durch
den wir irgend drei in bestimmter Reihenfolge genommenen Elementen
unséeres Grundgebildes jeweils ein viertes, welches wir das harmonische
Element nennen, zuordnen konnen.

Fig. 4.

Die Figur, die ich mir jetzt construirt denke, ist die projective
Verallgemeinerung des gewdhnlichen Parallelogramm-Netzes (Fig. 4).
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Die betreffende Verallgemeinerung bietet sich unmittelbar, sobald man
bemerkt, dass von den in der Figur markirten Punkten

‘ « 02, @y, 0, ay1, 049, ...
je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente 4, von
den ebenfalls angegebenen Punkten

voo b, b4, 0, by, by, ...

je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente B har-
monisch sind. Statt lingerer Erliuterung schalte ich hier das Beispiel
einer so verallgemeinerten Figur ein:

Offenbar kénnen wir bei ihrer Construction vier Punkte, z. B. 0, i,
b1, ¢, "beliebig annehmen; alle weiteren Punkte sind dann eindeutig
‘bestimmt. Wir nennen jetzt den Punkt, in welchem sich die Strahlen *
Ban, Ab, kreuzen, den Punkt (m, n); m und »n sind dabei irgend
zwel (positive oder negative) ganze Zahlen. Man sicht dann in Fig, 4
durch elementargeometrische Ueberlegungen:

Sind m, n; w', w5 ¢ irgend welche ganze Zahlen, so liegen die
Punlte (m, m), (m, w), (m+ o' —m), n+ o(w — m) auf
gerader LEivie.

" Eben denselben Satz werden wir bei Figur 5 durch wiederholte
Anwendung des Satzes vom Vierseit beweisen konmnen,

- “Hiermit haben wir nun alle Hillfsmittel, um fir das von O aus-
laoferde Strahilbtischel der Fig. 5 alle von uns postulirten Entwicke-
lungéti' Zu machen. Offenbar liegen je zwei Punkte (m, n) und
(¢m, om) mit O auf gerader Linie. Eben dieser Linie als eimem Ele-
mente -des bon O auslaufenden Strahlbiischels legen wir jetzt den Zahlen-
werth. @i/, .bei. . Wit erhalten so fiir jeden rationalen Werth von
@ einen Strahb,-und-dass diese nrationalen Strahleh im Biischel ebenso
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auf einander folgen, wie die der Grosse nach geordneten zugehorigen
z, ferner dass sie das Biischel ,jiberall dicht¢ ﬁberdecken, diirfte
durch den blossen Anblick unserer Figur deutlich sein. Nicht minder
ist auf Grund einfacher projectiver Ueberlegungen klar, dass die so
gewonnene Werthevertheilung 2 von drei willklirlichen Parametern
abhingt, dass sie dimlich vollig festgelegt ist, wenn wir die drei
Strahlen 04, OB, 0C, die beliebig ausgewihlt werden diirfen, in
bestimmter Weise angenommen haben. Wir kénnen also gleich zum
zweiten Theile unserer Entwickelung tibergéhen. Wir verlangten zu
zeigen, dass wir zur ersten Scala  fiir die Strahlen unseres Biischels,
unter Festhaltung der einmal gew#hlten Constructionsweise, eine neue
Scala #’ hinzuconstruiren konnen, die mit ihr durch irgendwelche

Formel ' = -%—2—:{—% verbunden ist (unter @, b, ¢, d ganze Zahlen
von nicht verschwindender Determinante verstanden, die wir gleich p
setzten).

Dieser Nachweis ist nun in speciellen Fillen, die ich hier vorab
bespreche, wenn nimlich eine der folgenden drei Formeln vorgelegt ist:

1 z
@' ==, w’==-13—, % e=x-4+1

durch blossen Anblick der Figur 5 zu erbringen (man orientire sich
vielleicht vorab jedesmal an der Figur 4, die unseren GewOhnungen

besser-entgegenkommt). Wollen wir z. B, 2" == -:; construiren, werden
w1r AF:g 5 alé dolche ganz unverindert lassen und nur die ihr bei-
gesetzten Buchstabenreihen @, b vertauschen. Wollen wir &’ = %

haben, so werden wir die Punkte b und die Linien Ab der Figur uns_
geindert lassen, dagegen von den Punkten o (und also den Linien-B4a)-
nur diese belbehalten"'

X “ Ta2py a—m O Uy w‘afl?!?
und:sje mit

O Oey 0eq, 0,041, G,
bézeichneri. Nicht mindef construiren wir die Scala 2" == 2 4 1 durch
gine Figur der von uns betrachteten Art, deren Lage gegen Fig. 5
ohne Weiteres ersichtlich sein diirfte.

Und nun ist das Schone, dass, aus arithmetischen Griinden, wiet
diesen speciellen Féallen der allgemeine von uns zu erbrmgende Nachweis
bereits von selbst mit erledigt ist. In der Th”at ist ‘es ein bekanntes
Theorem der Arithmetik (welches z. B. in der Theorie der Transfor-
mation der elhptlschen Functionen immerzu benutzt wird®)), dass man
jede Substitution:

* Vergl. . B: Dedekind im 83. Bande des Journals fiir Mathematik, p. 28748,
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' ax--b
T =z +da

aus den speciellen Substitutionen:

’ 1 ’
x=-3:-, r ==

%, ' =x41

durch eine endliche Zahl von Wiederholungen, bez. Combinationen
erzeugen kann. Jeder einzelne dieser Schritte bedeutet aber die Er-
S%tzung der urspriinglichen Figur 5 durch eine neue derselben Art;
ax—+b

ﬂ%eselbe Bedeutung hat also die allgemeine Formel z' e

zyw beweisen war.

, was

IV.

Von der principiellen Bedeutung der projectiven Geometrie, nebst all-
gemeinen Bemerkungen iiber die geometrischen Axiome.

In meinen Abhandlungen in Bd. 4 und 6 habe ich nirgends die
Prage beriithrt, in welchem Sinne es psychologisch berechtigt erscheint,
die projective Geometne vor der Geometrie des Maasses zu entwerfen
und geradezu als Grundlage der letzteren zu betrachten. Hierauf diirfte
etwa Folgendes zu antworten sein:

- Wir kénnen zwischen mechanischen und optischen Bigenschaften
- ded Raumes unterscheiden. Erstere finden in der freien Beweglichkeit
sﬁarrex Korper ihren mathematischen Ausdruck, letztere in der Grup-
plrung der den Raum durchziehenden geraden L1n1en (der Lichtstrahlen,
oder derwvom Asige ausgehenden Visirlinien)., Es handelt sich nun
hier nicht um die Frage, wie iiberhaupt unsere Raumvorstellung ent-
stebt (oder im Laufe der Generationen entstanden ist): Niemand wird
wohl zweifeln, dass mechanische und optische Erfahrungen dabei zu-
sammenwirken oder zusammengewirkt haben. Vielmehr handelt es
sich darum, ob man beim methodischen Aufbau der Raumwissenschaft
die Higenschaften der einen oder der. anderen Art voranstellen soll, -
.Qureh Hm. v. Helmholtz sind, wie wir ausfiihrlich. besprachen 5 die;
;_geehamscheu Elgensghaﬂien bevorzugt wordén: meine Arbeiten ZQI%II, ’
4Jass man ebensowohl mit den ophschen Elgenscha,ften begmnen g? E
“Beiderlei Entwickelungen konnen neben einander bestehen, eine Jede
ven ﬂmgn hat ihre besonderen Vorziige. Wenn es fiir den Anfa.nger
 Fas ﬁﬁ«h&l’ sein, mag, mit den sta.rreaa Korpern und ihrer Congruenz zu -
g{e%ﬂngn,@smgmbt uns die pro;[ectme Methode bessere Uebersicht. Icfg;:
m&é};ﬁ sam- dies zu belegen, gqra&&&u auf die. Entwickelungen der,
Nr. T2 &ckverwelsen Alle die Unterscheidungen, die ich dort be-
sprech8: ziwischen dem elliptischen und sphirischen Raumé und den”
anderen Raumfornien, ergeben sich bei:Zugrandelegung der projectiven
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Anscbauung wie von selbst, wihrend es eines hohen Maasses von
Abstraction bediirfen mbchte, um auf dem anderen Wege zu denselben
zu gelangen. —

Zum Schlusse noch einige Worte iiber das Wesen der geometrischen
Axiome tiberhaupt. In der mathematischen Literatur zum Mindesten
scheint mir betreffs derselben fast allgemein eine Ansicht verbreitet®),
welche von derjenigen abweicht, die ich fiir richtig halte, und von der ich
in meinen fritheren hierher gehdrigen Arbeiten Gebrauch gemacht habe,
ohne mir des Widerspruchs gegen andere Meinungen deutlich bewusst zu
sein. Die betreffende Ansicht geht dahin, dass die Axiome die ,,That-
sachen® der riumlichen Anschauung formuliren und zwar so voll-
stindig formuliren, dass es bei geometrischen Betrachtungen unntthig
sein soll, auf die Anschauung als solche zu recurriren, es vielmehr
geniigh, sich auf die Axiome zu berufen. Ich mdchte zunichst jeden-
falls den zweiten Theil dieses Satzes bestreiten. Eine geometrische
Betrachtung rein logisch zu fithren, ohne mir die Figur, anf welche
dieselbe Bezug nimmt, fortgesetzt vor "Augen zu halten, ist jedenfalls
mir unmdglich. Man verwéist in dieser Hinsicht ja wobl auf das Ver-
fahren der analytischen Geometrie. Aber eine bloss rechnende ana-
Iytische Geometrie, welche von den Figuren abstrahirt, kann ich
ebensowenig als eigentliche Geometrie gelten lassen, wie gewisse
Zweige der sogenannten synthefischen Geometrie, die sich nur dadurch
won analytischer Geometrie unterscheiden, dass an Stelle der .alge-
bfaischen -Formelsprache eine andere gesetzt ist. — Doch nun zum
srsten Theile des Satzes! In meinem Aufsatze iiber den allgemeinen
Functionsbegriff, den ich in der Binleitung citirte, habe ich ausfiihrlich
auseinandergesetzt (und hierin stimme ich mit Hrn. Pasch tiberein),
dass ich die rdumliche Anschauung als efwas wesentlich Ungenaves an-
sehe, — mag nun von der abstracten Anschauung die Rede sein, wie
sie uns durch Gewdhnung gelinfig geworden ist, oder von der con-
creten Anschauung, die bei empirischen Beobachtungen zur Geltung
kbmimt. Das Axiom ist mir nun die Forderung, vermdge deren ich
in die ungenaue Anschauwung genaue Aussagen hineinlege. Eine geo-
metrische Betrachtung aber denke ich mir so, dass wir die Figur, um
welche es sich handelt, als solche unablissig vor Augen behalten, und uns
dann in jedem Augenblicke, in welchem es sich um scharfe Beweisftihrung
handelt, auf die Axiome als festes logisches Substrat zurfickbeziehén. —
Der Inhalt der Awiome erscheint bei dieser Auffassung so weit will-

# Ich mochte hier insbesondere auf die Vorlesungen tiber neuere Greomeirie
von M. Pasch verweisen (Leipzig, 1882), insofern die Grundanschauungen, von
denen Hr, Pasch ausgeht, mit meinen eigenen sehr gut dbereinstimmen, ab-
gesehen eben von der im Texte niiher zu erlinternden Differenz hinsichtlich’ dér
Bedeutung der Axiome,



579 Ferix Kreiy, Zur Nicht-Euklidischen Geometrie.

kfirlich, als mit der Ungenauigkeit unserer Raumanschauung ver-
triglich ist. Eben hierin, aber auch nur hierin, ruht fiir mich die
Berechtigung der Nicht- Euklidischen Geometrie (unter Nicht- Eukli-
disther. Geometrie die reale Disciplin und nicht bloss die abstracten
mathematischen Betrachtungen verstanden, zu denen dieselbe Anlass
gegeben hat). Uebrigens ist es von diesem Standpunkte aus selbst-
verstandlich, dass wir unter gleichberechtigten Systemen von Axiomen
jeweils das einfachste bevorzugen und eben darum zumeist mit der
JHuklidischen Geometrie operiven, welche fiir die gewdhnlichen Frage-
ghellimgen die einfacheren Aussagen liefert. — Was aber die Entstehung
dr: Amiome angeht,. so weiss ich dariiber nichts weiter zu sagen, als
dasy” wir die zu ihnen filhrende Abstraction hier wie in anderen Ge-
bieten unwillkiirlich vollziehen. Das, was in der Anschauung oder im
Experimente nur approximativ gegeben ist, das formuliren wir in
exacter Weise, weil wir anderenfalls damit nlchts anzufangen wissen, —
Hiermit ist denn auch die Stellung gegeben, die ich zur Theorie des
Jirationalen einnehme, Sicher liegt die Veranlassung zur Bildung der
Jetfationalzahlen in der scheinbaren Stetigkeit der Raumanschauung,
Ich. kann aber, da ich der Raumanschauung keine Genauigkeit bei-
YTege, ihr auch nicht die Ewistens des Irrationalen entnehmen wollen.
Viélmehr ist mir die Theorie des Irrationalen etwas, was in rein
ﬁrithmetischer Weise zu begrunden oder zn umgrinzen ist, und wag
Wir dann, dank den Axiomen, in die Geometrie hmemtra.gen, um
auch in ihr diejenige Schirfe der Distinctionen zu erreichen, welche
die.; Vorbedingung :der- mathematischen Behandlung ist.

Gottingen, dén 20, Azugusﬁ:l%().




