
Zur Nich~-Euklidischen Geome~rie. 

Von 

~.r.rr KLZm~ in G0~ingen. 

~Eine Vorlesung tiber Nicht-Euklidische Geometrie, die ich die 
~e~n'b~id~en Semester hindurch gehaIten habe, gab mir die wili- 
~ommene Gelegenheit, auf jene Geda~kenreihen zurilekzugreifen, denen 
ieh in versehiedenen Arbeiten aus den Jahren 1871--73 Ausdruck 
gegeben habe~). Indem ieh die neuere Litteratur des Gegenstandes 
vergli~h, bemerkte ieh, dass die fundamentalen Auffassungen, yon 
denen ich damals ausging, immer nut erst theilweises Verst~indniss ge- 
f/niden baben, und dass gewisse damit zusammenh~ingende Frage- 
~ | ~ e n ~  fiber welche ich mir seit lange bestimmte Ansichten gebildet 
~lmb~och ~gar nieht behandel~ sind. Mitflerweile. erfahre ich, dass 
ein~ ~zusa~menb~ingende Darstellung der Theorie, yon einem S~tAmd- 
p~nkte~a~s~ d ~  v ~  dem meinigen jedenfalls nicht sehr versebieden 
ist, d em~s t~  von~Hrn. L indemann  in dem zweiten Bande yon 
C 1 e b s c h' s ~ Vorlesungen fiber Geometrie pubticirt ~werden wird. ~ Um 
so ]ieber kann ieh reich nachstehend auf die Besprechung solcher 
Punkte beschr~inken, in denen ieh Neues zu bieten hahe~ oder deren 
Darlegung in einer besonderen Form mir erwiinseht erscheint, in I 
reprodueire ich zuniichst gewisse Ideen~ die Clifford im Jahre 1873 
darlegte, die aber bisher nur wenig bekannt geworden sind, tro'tz des 
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~*) Es sind dies insbesondere: 
~ 2~wei Arbeiten ,,fiber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie" in tlen 

B~nde~ ~ und 6 dieser Annalen (1871, 1872), 
~ ~ e  Progrsmmschrift ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geome -~ 
~ L ~ s e h u n g e n "  (Erlangen 1872, bei k. Deichert; dieselbe ist erst vor~ 
~ e ~ t ~ t  Zus~izen und Verbesserungen yon meiner Seite versehen, dutch ~" 

H~.  ~ G~ino F~no~ in B d. 17 der Annali di Ms~ematica (1890) in italienischer Ueber- 
~e~u~a~ngr~ p ab!~cir~ worden), 

eir~ ~ 8 , ~  ~,Ueber den allgemeinen F'anctionsbegri~ und dessert Dars~ellung 
durch e~ae w~II~Hche Curve" in den Berichten der Erlanger physik~liseh- 
medicinisctre~t ~ G~e~]~fl~aff~ yon ~ 1873 (wiederabgedruckt in Bd. 22 dieser Ann~len). 
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grossen Interesses, welches sich an Idieselben knilpft*). Dieselben 
geben mir den Anlass, in II die Frage der ,,Nicht-Euklidischen Raum- 
formen", fiber welche Hr. Killing vor einigen Jahren ein eigenes 
Werk publicirte**), aufs Neue aufzunehmen: mein Resultat ist, dass 
eine Reihe solcher ,,Raumformen ~' existirt~ welche bisher noch nicht 
die verdiente Beachtung gefunden haben. Eben in diesem Nachweise, 
sowie in den verschiedenartigen Bemerkungen, die ich mit demselben 
weiterhin verkniipfe, diirfte die Hauptbedeutung meiner diesmaligen 
Darlegungen enthalten sein. In Ill entwickele ich eine besonders ein- 
lathe Art, auf Grund rain projectiver Betrachtungen die analytische 
Geometrie einzufiihren. Im Princip kommt dieselbe selbstverstiindlich 
auf die betreffenden Ideen v. S t a u d t ' s  (oder auch yon M o e b i u s )  
zur~ick, aber sis ist wesentlich anschaul~her~ aIs die mir sonst be- 
kannten Darstellungen der Theorie, und dtirfte also an ihrem Theile 
die Schwierigkeiten vermindern,  die immer -noch  bei verschledenen 
Mathematikern meinen fffiheren hierauf beztfglichen Ausfiihrungen ent- 
gegenzustehen scheinen***). In IV  endlich diseutire ich altgemeinere 
Fragen :  ich erliiutere die principielle Bedeutung derjenigen Auf- 
fassungsweise der Nicht-Euklidischen Geometrie~ die yon der prb- 
jectiven Geometric beginn~ und nehme ausftlhrlicher,  als ich frtiher 
tha t ,  Stellung zum Problem der geometrischen Axiome. 

*) Wie ich yon Hrn. L indemann  erfahre, wird er in seiner demn~chstigen 
Publication einen Haupttheil der Cliiford'schen Betrachttmgen (n~mlich den- 
jenigen, der ~ich auf die Theorie der windschiefen ParaUelen und die zugeh~rigen 
Schiebungen des Raumes bezieht) seinerseits zur Darstellung bringen. Bisher sind 
diese Fragen am ausf~ihrlichsten yon Sir R. S. Ball  behandelt. VergI. insbeson- 
dare dessen neueste Abhandlung ,,On the theory of the" Content" in den Trans- 
action~ ~ tier R. Irish Academy, vol. 29 (1889), deren bezfigliehar Inhalt in das 
Sehluss6apitei yon Grave l ius '  ,,Theoretischer Mechanik starrer Systems" (Berli~ 
1889) ~ufgen0mmen iet. Ueber Cl i f ford ' s  bez. On~g~malmit43i~Iztdgen vergl~ wef~br 
unten. ~ ~exte. 

*~Leipzig, bei. Teub~er t~885 ~. ~ 
~ ~  Se ~ussert inch ~z~B, ~H,r. Bali  in ~der Einleitung zu seiner oben genaunten 

i~- ,,I~ that theory (the Non.Eublidlan Geometry) i~ seems as if we try to replace 
~tr ordinary notion of distance between ~wo points by the logarithm of a certain 
~nharmonic ratio. But this'ratio itself involves the notion of distance measured~ 
i~ the ordinary way. How then san we supersede the old notion of distance 
by the Non-Euclidia~ notion, inasmuch as the very definition of the latter involves 
the former" ~ 

Und C ayl ey selbst ~usser~ sieh ~ufp. 605 des zweiten ]3andes seiner Collected 
Papers (Cambridge 1889), indem er v. Staudt's ~Einftihrung der Zahlen bespricht~. 

,,It must however be admitted that, in applying this theory of v. Staudt'~ 
the theory of distance, there is at least the appearance of arguing in a circle': 

Mttheme, tisehe An~e.leu. XXXVII. 36 
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Ueber 01ifford's Ideen yon 1873. 

Gleich nach VerSffentlichung meifier ersten Abhandlung zur Nich~ 
~I~dischen ~eometrie hat sich C liffo r d miti der ibm elgenthumhchen 
~iimitt~lbarkeit geometrischer Intuition auf das eifrigste den dam~ 
~geli~e#en Fragestellun~en zu~ewand~ Durchdrun~en yon der beson- 

~ ~ . ~  . . . . .  

~ere~ymmetne und Eleganz der elliptischen Geometne, suchte er 
~ Elgenart nach ~eometnscher und mechamscher ~elte hm m 

~; ~ ~ ,  ~, ~ . . . .  

g ~ i & r s  emfacher ~'eise zu formuhren. Die Verhandlungen der 
L ~ o n e r  Mathematischen Gesel|schaft enthalten hieriiber nur zwei 
~I~dfige Mittheilungen; es sind dies: 

1) ~rdiminary sketch ~ biguaternions (Bd. 4, 1873), 
2) On t~e free mot~ion under no forces of a rigid system in a~ 

n.fold homaloid (Bd. 7, 1876), 
~?~ in "(~!ifford's gesammelten Abhandlungen (Mathematical Papers~ 
~ . ~ . 

~6hdon, Macmillan 1882) unter l~tr. XX und XXVI abgedruckt sind. 
Am letztgenannten Orte folgen dann abet noch unter Nr. XLI~ XLtI~: 
~ I V  drei weitere hierher gehSrige Aufs~itze: 

1) JMotion of a solid i~r elliptic space (aus d~em Jahre 1874)~ 
2) ~urther 1Vote on ~i~uaternions (yon 1876), 
3) ~ Oi~ the Theory of screws in a space of constant ~ositive curvature. 

~ ~(eb~nfalls yon 1876). ~ 
~ i ~  ka~.'~a~d.d]e zahlreiehen, inter~ssaaten Ideen, welche Clifford -ia" 

ff~en~b~i~en:darleg~, bier leider nur sehr nnvolls~ndig ein~ehea~ 
In der That m~e~hte ieh~ mieh bier auf eiue einzelne Sielle der ,,pre!i- 

~ !ninary. sker of biquaternions" beschr~ul~en, wo Clifford in *eine~ 
neuen~ sogleich darzulegenden Weise pa/rall~ele Linien des ellipt[sch~e~ ~ 
Raumes definirt und daran folgende Bemerkung kntipft~ die ich wSrt, 
l~h reproducire (cf. ges. Werke; p. 193 oben): 

ats of analogy, between Che ~ara~ds her~ 
~bohe geometry. Thus, ff a !~ae meets two 
~a!.aiigles wi~hthem~hnd~ser~e.s of arallet 
~ f a ~  a xu[ed surface of.zero cur.vaCur~, 

. ~ t h e  ~ a ~ r  a s  thut  o f  ~a;-~i te  ~ a r a ~ o ~  
~dr~ I ~ e y ~ r ~  ~ as  igeatica~:".'~ ~ ~ - ~ 

mff~ ~ ~%z~genannten Flache ersc]a~en~f 
~ns~v~i~ ~ ~er Versammlnn~" der ~ritish ~ 
c emear ~ B.~en~e :vom~Jahre 1873 ~ dmm 
eigens ~tt~i~:~4i~eselbe ~or4~tragen:u~d mir~ 

wie Sir ~ S:~yB ~ und anderen MaChdma~ikern, die damals unwesend 
waren, wied~h~6I~ ~ r er!~utert, in den �9 
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bez. Reports ist nut der Titel des Clifford'sehen Vor~rags wieder-~ 
gegeben*), um so wichtiger ist es mir, hier nachtr~glieh Einiges davon 
zur Geltung zu bringen. Ieh beginne damit, einige zugehSrige analy- 
tisch-geometrische Formeln in derjenigen Weise zu en.twickeln~ die 
ieh "wiederholt in meinen Vorlesungen befolgte**): wie Clifford selbst 
die bez. Resultate abgeleitet hat, vermag ieh im Einzelnen nieht zu 
sagen. 

Wit betrachten zun~ichst die gewShnliche Interpretation yon 
-~-iy auf der Einheitskugeh Bei derselben haben bekannflich zwei 

aru~m'etra~e Punkte Argumente folgender Form: 

(1) re' , r 

(ieh werde zwei solche Argu*mente sp~terhin kurzweg ,,diame~l~"~ 
nen'nen). Wir betraehten ferner lineare Subst~u~ionen yon ~t~ -~@? 

bei denen zwei diametr~le Elemente festblelben, die sieh also geomei~isch 
als eine Drehung der Kugel um einen s Durehmeseer darsbollem 
Wie anderwr bekannt und beispielsweise auf p. 33, ;34 meiner ~Vor- 
]es~lngen iiber das Ikosseder" au~gef~thrt ~st~ kann man emer soichen 
Substitution folgende Gestalt geben: 

z 

u n~e~ ~, b, c~ d reetle Gr~ssen vers~anden. Dabei ist, wenn ~ ~ ~ die 
re~]~inkiigen Co0rdinaten eines beliebigen der zwei Kugelpunkte sind,. 
wet~hd bei der bez. Drehung festbleiben, ~wenn ferner ~ den W.i~e~ 
bezeiehn~durch welehen um di~en.~Puakt geare~ , .w~ :  r ~ r , ~  - 

z~enpe 

". ~S~1~ je~zt eine. Fl~che zwei~n Qrad~ ~ gg_e eben. V ~  ~r be~ac~tbn ~ ~  o ~ o  
diejenigen Collineationen des Raumes, welche nich~ nut die ~l~che als 
~te~e " "h  #~b~flih h j d de~ ~ Sy m sic ren sonder n auc e es" sterne 
" ~ ir ~erad Li . . . .  C Ill' eati a] b ~hr.ver ~ er men,~ d~ejemgen~ o n onen so~ ei ~ 
~d~en~ die Ni~h~Euklidisehe Maassbestimm~mg unyer~nder~ bieibt,~ di~ 

, ~) On a su~fa~e of zero ~urvatu~e and ~ni~ extent. 
~**) Vergl. z. B. die Dsrlegnngen in meiner Arbeit~: .,,Ueb~ binRre F ~  

mi~inearen 2u in sioh". Math. Ann. Bd. 9, I875 (insbes. p , , ~ } ~  

36* 



man auf die/7~ griinden kann, und die man also a]s zugehOrige Nich~- 
Euklidische Bewegungen bezeichnen wird. MSgen wir die geradlinigen 
~rzeugenden erster Art der Fl~che dutch einen Parameter ).~ diejenigen 
zweih~r Art dutch einen Parameter ~ in tiblicher Weise festlegen. 
Die allgemeine Collineation der in Rede stehenden Art wird dann be- 
kannflich in der Weise zu geben sein~ dass man for ~ und ~ irgend 
zwei.Iinedre Substitutionen anschreibt: 

# + ~ .  

(vergt.~ z. B. Ikosaeder p. 179ff.). Dabei treten dann yon selbst die- 
~enigen zwei Arden yon CoIlineationen der F 2 in sich besonders hervor, 
auf welche bier die Aufmerksamkeit ge]enkt werden soll. Es sind dies 
erstens di'ejenigen~ bei denen /~ ungeRffderfi bleibt: 

(3) ~'------ ~ + ~  F 

~ z + ~ ,  9 ~ a ,  

zwei~ens die anderen, bei denen ~ festgehalten wird: 

(4j Z' ~- ~t, V ' =  

Icli~'Werde die durch (3) gegebenen Collineationen Schi~bungen de/r 
"~ste,.~Art aennen, die durch (4) gegebenen ~ehiebungen der~weiten 
Art,S{Clifford ge~brauch~ start ,,8chiebung" das Wort ,Vec*orbewegung" 
ode~a~uh wohl nur ,,Vector"). Bei einer Schiebung erster Ar~ bleiben, 
allgemein zu reden, zwei Erzeugende erster Art der Fl~iche punktweise 
fest~.%ud ~ sehre#et also jeder ~aum~unkt auf derjenigen geraden Zi~ie 
fortr &emh ~ a  so gelegt werden ~ ~ann, class sie diese beiden Er- 
~ge~den erster Art ~ trifft, d. h. also auf der dureh ihn gehenden 
geraden Linie derjenigen linearen Congruenz, deren Lei~linien eben 
jene zwei Erzeugenden sin& Bei einer Schiebung zweiter Art tritt 
na~rlich entsprechendes Verhalten gegentiber zwei Linien der zweiten 
Art ein. Jede Schiebung der einen Art is~ mit jeder Schiebung der 

-~ ~iideren Ar~-vertauschbar (keineswegs aber mit jeder Schiebung der~ 
[lgemeine uns interessirende Co]lipeat~ion unsere~ ~ 
r in einer Weise in die h~ufeinande~falge i~ine~ 

Arf' und e~ner Schiebung tier ~zwei~en Ar~ au~4 

je zt unsure Ft~ehe zweiten (~rades dehm, daSi~ ' 
;heiliger Ftgche sei~, d. ;h. eine Fli~ehe rail r e e ~  
reellen Pank~*). Die s~mmflie~Erzeugc;ad~ 

. ~  Dt~ h~or ~m Texte gebrauch~e~&usdr~cksweme sched~t m~r beq~em, ~nso- 
fern ~ ~ 5 ~ r i b u ~  ,,rmagin~r" am liebsien nur einer Ft~che beilege, :derma 
Q l e ~ o t i i / n ~ , ~ ~  Ooefilexen~en besxtzk Um bei den ,,reell~n ~' Fl~ehen>zweiter.~ 
Ordnung e i ~ ~ i ~ n g  zu haben, die v~a~der Inbe~raehha~]ame de~c uaeadli~k~ 
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einer solchen Flilche sind nattirlich imagingr, aber es~zeig~ sich, ~dims 
das einzelne System dieser Erzeugenden reell ist, indem es zu jeder 
imaginiiren Linie, welche es umfasst~ die conjugir~ imaginiire Li~ie 
hinzu en{hiiI~. Solche zwei conjugir~ imaginiire Lizlien wiihlen wir 
jetz~ als Directricen einer zugeh~rigen Schiebung. ORenbar wird 
legztere reell, und wir finden so, zu unserer Fliiche geh~Jrig~ dr~facl~ 
~unendlich vide reelle Bchiebu~,gen der einen wie der anderen Art, durcl, 
deren Gombination die Gesammtheit der zugehSrigen reddest 2g~eht- 
~uldidischen Bewegungen entsteht. Wir wollen alas Gesagte bier ana- 
ly~iseh bestii~igen und zugleich, ftir die in Redo siehenden reellen 
Schiebungen explici~o Formeln aufstellen. Der Bequemlichkeit hslber 
sei unsere Fliiche durch folgendo Gleiehung gegeben: 
(5) aq~ + x~ + x / +  x / =  O, 
die wir zwecks Darstellung der zugeh~rigen Erzeugenden m na~h- 
stehender Weise spal~en: 

(x~+i~=) (x,-~x~) + (xs+i. ,)  ( .~ - i . , )  ~ o. 
Wir sehreiben dann e{wa: 

a.V ~,+~a,, __ ~ ~,-~;~, 

- xt+ix~ x~+ieo~ 
x~ ix~ = = - -  ..... " -- , x~  --~x~ 

(6) 

und haben also z. B. fttr eine Erzeugende erster Art, indem wit noch 
rd~ ftlr ;~ se~zen, die beiden flleichungen: 

(x, + i~=) = - -  re'~(xa + i'*~), 
(7) ~e~ (x~--~) = (~- ~), 

Indem wir bier i ~.durch---i erse~zen, erhalten wir fiir di# ~o~j~g~ 
fmgginw ~(~:~rgde': 

./ A ~ i e s e s  Gleiehungspaar k~nnen wir sueh so ~rd~en: 
1 (x~ + ix~) .=  V e'~ (xs + ~x,), 

-- k d~ (*, ,-- i x=) = (xs - i ~4); f. 

7 u~d haben dami~ einen SlaeeialfaI1 der Glemhungen (7) selbs~, wo das 

teen,lurch --Tie@ ersetz~ ist. 2)ie ~u (7)'~onjugirt ima#iniire Idnie 

i,~Sa~ ~ der. ~bat sdbst e&e Nr~eugeicde de, erste~ Art. Aber zugleich~.. ..., 

fe~g~.-Ebene u~abhang~g is~, un~erscheide ich neben den ,,nulltheiligen"" 



e i~h rea  wi r : .  Co~jug i r t  i m a g m g r e  Er$eugende haben d iametra le  P a r a -  

me~er.~ Hierauf und auf Formel (2) ruht jetz~ die Darstellung der 
~reellen ~ Scbiebungen. Die betreffende Rechnung verlRuf~ folgender- 
-m~isse~r 

W i t  h a h e n  zun~ichs t  aus  ( 6 ) :  

~ ~ ~ q -  i~a~ : x t - -  i x  2 : x 8 ~ -  i x  4 : x 8 - -  i x  4 - -  ~ : 1 : - -  ~ : ~, 

~_: r~ wm wir unter ~lnftihrung eines ProportionaliIRtsfactors ~) schreiben Y 

Qx2 = i ( - -  z~-t -  1), 
Qx 3 ~ Z - -  ~, 

Hfei~ h'agen ~vir nun ffir ;t zun~chs~ allgemein ein: 

~ e n d  @ unverRnder~ bleiben soll. Wir bekommen dai~n nach ge F 
~]a~Eger Modlilcation des Proporlionalifii~sfactors ~: 

q'~,' = (~z+~)~ + (rz +~),  

P 

~ q'x~'_- i (~z+~)  + ~ / r z + a ) ~ .  
I~!~ l~g~ ~ ~ . ~ .  ~e" tz~ ~flir ;t #, ~, #, 1 d~e ihnen propor~ionalen W~er~I~e - 
~ ' ~ )  ~ . ; ~ o h ~ =  o m r ubergehea fnag. Wit erhalten so z~r~ 
D a l ~ ~ ~  ~ za (5) gehongen Soh~ebuBg erster A t. 
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Gleichzeitig wollen wit den in (9) auftretend~ Pro~on+a~fit~a~t~o~ 
+~" ebens~ wie auf der rechten Seite den Factor 2+'der-Eififacbheit 
halber weglassen. Wit erha~ten so die ~ibersic~Zivhen Formeln:+ 

I x ( - -  dxl - -  cx2 + bx8 + a~4, 

( i o )  = cx, + - -  axs  + 
Ix3"=--bx~ + ax~ + dxs + cx4, 
~x4" = - - a x l  - -  bx2 - -  cxa -b dx4, 

die wit auch so ordnen l~rmen: 

Ix a' ~ dx+ -- ax~ --  bx~ -- cxa~ 

ix3' ~- vx~ "b dxs - -  bxl :"b axa. %+ ~'++~+~+~ +.: . . . .  +~+z++ 

H i e r  liege die Bez iehung+zur  Qua te rn ionen theo r i e  a ~  +der +oHa~+. W~ir 

s a g e n  s o f o r t :  ~e~eich~t q die Quater~io~z: ~, 

so ist unsere redle $chiebung erster Art ~ v h  die ~ m d  gegeb~: 

Genau  so finde~ m a n  s eine S c h i e b u n g  ~ zwei te r  ,,~i~: + 
+ + ' ~ ' " - - . ~ X "  ' 

u n t e r  ~ irgend eIne Quaternion d' 4- ~a" + jb' + kd ve r s t anden .  F~r 
die" a~lgem~r ~ ' ~  lir~e~e :Tra.sfarmatio~ ~serer ~ m s i~  +abet 
kOmm~ die. ~eh~ne Formel: 



55r ~ . =  KL~s. 

und. a]a Winkel zweier Ebenen u, u' durchaus ana log :  

u, ~: § u2 u~ + u~ ~ -+. ".64u4" (16) . W ~ are cos 1/u,~+uJ+~,~+u/�9 V ~-u4 ~ 

Es is~ wohl iiberiiiissig, dass ich die Formeln ( 1 0 )  oder (12) auch noch 
flir Ebenencoordinaten anschreibe. Uebrigens denken  wir uns in alle 
diese Formeln je~z~ ftir a, b, c, d die Wer the  (3)  eingetragen. Wit 

sofo   05), (16). m i  
~p ri~c~ }eder 2unit  des t~aumes auf der d u t c h  ihn  hindurchgehendea 

fort; ebenso d~reht sich jede ~,bene um Congr~e~li~e um das Stiick T 

die in ihr ~iegende Congruenz~inie um den W i ~ d  ~.  Die einzelne 
2 

Schiebung ist also eine Schraubenbewegung des  "Raumes, bei welcher 
unendtich viele Schraubenaxen existiren: die L i n i e n  der zugehSrigen 

~linearen Congruenz. Dabei unterscheiden s ich~ wie, leicht zu sehen t 
-~:e SChiebungen erster und zweiter Art durch d e n  Sinn der jeweiligen 
S~chraube~bewegung: bezeiehnen wir irgend e i n e  Schiebung erster Art 
a]s ~eine Sehiebung re'chtsherum~ so sind a]le Schiebungen ers~er Art 
Schivbungen rechtsherum~ alle Schiebungen z w e i t e r  Art Schiebungen 

~, ~linksherum. Die zugehSrigen Congruenzen s i n d  eben selbst rechts- 
h~Um , ~, gewunden bez. linksherum gewunden. 
.:  ~i t  den so-gegebenen Sgtzen. (die ich nicht~ weiter ins Einzelne 

'~ '4~e~u~,: ,Was p~allele Linien im parabolischen (:Euklidischen)Raumo 
~d,~;:~'t~:t/~ festa:, be~ der Defimhon paral leler  Lamen des Nicht~ 
EukIid~s~dhe~ ~ ~ : ~ e r s  wit zungehst n u r  insoweit  eiageschr~nkt 
sem;-ahw~r dara~ct~ten~milssen, dass die Def in i t ion  m die gewShn- 
liche Euklidische iibergeht, sobald der Nich~-Euklidische Raum in einen 
EukIidischen ausarte~. Dieser Bedingung g e n t i g t - m a n  setbsCverstiiad- 
Iieh durch die gewShnliche Festsetzung, w e l c h e  solche Linien des 
Nieht-Euklidisehen Raumes parallel nennt, die s i c h  in einem unendlich 

~YhewPunkte (einem Punkte der FundamentalflRche zweiten Grades) 
~_~iden.  Aber die so deilnir~en Parallelen l~aben~ wie:Clifford 

~ d i ~ v h e n  P~ralleten'~u~ommen.--Diese Eigonschaf ten  beruhen, naoh 
~ j d ,  wesenflich .da~i~-~. dass Euklidisohe Para l le len  verm'6ge d~: 

~ i ' ~ ~ e ~ g e n s c h a f t  h~;iten zm:.~ieht Euklid~schen Raum , wm w~z 
~ ~ ~ ~  tier gerade besproeh~bn Congruenzen  (tier emen wm 
7:5? ~ , ' ~  ~ ' ' ~  , ~ "~ ~ / ~  . - -  - -  " ' ~  % - -  ~ ~ ~ ) ,  <Era B~indei mkl~scher p~rallelen kann geradeza 
MS ~ h s ~ ,  ~ner derar~igen (~b~ruenz a n g e s e h e n  werden. Daher 
tier Vo~soli:t~g? a~s ~icht.Euklidisahe. ~ara~lele~ so~che (wimfaehiefe) 
~erade Z ~ i ~ ~ ' e ~ i e h ~ e n ~  welche der gleiehe~ "~ngruena (tier . ~  
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Od~ anderen Art) angeh6rea, d. h. wdche diese~ben beXw~e~ i m ~ l i ~ ,  
~r~eagenden der ersten oder #weiten Art unserer Eundame~eflC~tKe, 
t~e~ .  Die so definirten (Clifford'sehen) Paralleten And imagi~i~r i 
wenn die gewShnliehen Nicht-Euklidisctien Parallelen reelI sind, niimlieh 
im hyperbolischen Raume~ dafiir sind sie auf Grund der vorausgesehickten 
Enf, wickelungen reell gerade da, woes die gewShnlichen Parallelen 
nicht sind, niimlich im elliptischen Raume. Sie zerfallen dabei ersieht- 
,lieh in Parallele der einen oder der anderen Art~ d. h. in rechtsgewun- 
d~e-und in 1.inksgewundene Paral[elen. 

Es ist bier nieht meine Absicht, noeh ausffihrlich die Zweckm~issig- 
keit der Clifford'schen Definition darzuthun. Vielmehr wende ieh reich 
gleich zur Theorie der besonderen Fliiehen zweif~n Grades, yon denen 
ira' obigen Citate die Rede war. ~s hvmde~$ sieh r die ~ingfd~migen 
l~dehCa wxeite~ Grades (l~egdfl~che~), we~ehe mi~ der,. E u n d ~ ~ -  
fl~che (5) ein geraa~iniges Vierseit gemei~ habe~. Die Er~eug~nfigh 
erster Art dieser 'Fl~iehe~ ebenso wie ihre Erzeugenden zwei~er ~rt, 
sind~;im Clifford'schen Sinne under aieh parallel; die einen reehCs-parallel, 
die anderen links-parallel. In Folgeflessen kann die Fliiche in unserem 
elliptischen Raume auf zwei Weisan in sich verschoben werden, einmal 
so, dass die Erzeugenden der-ef~eB ~ Xr~ ~lie Bahncurvea abgebe~, ~iihrend 
die der zweiten Art unter 'einsndvr v~r~uscht werden~ das andere 
Mat umgekehrl. Wir schliessen, dass alIe'Erzeugen&n erster Art mit 
den sie treffenden Erzeugenden zwei~er ArC je denselben Winkel ein. 
schliessen (den wir ~ nennen wollen) und dass die SClicke, welche auf 
zwei Erzeugenden der' einen Art yon zwei Erzeugenden der anderen 
Al~ausgesch~itte~r werden, gleich ]ang sind. Offenbar kSnnen wit 
die~Figur, welche auf der Ftiiche yon solchen zweimal.zwei Fazeug~n~ 
denst~eke:~ uu~gr~inzt wird,:ei~ P ~ a r a ~ e ~ m  onennen~ den~ie  h~ .  

~ w ~ e  ~ r  wrsse~, mir ~e/~a~d~vertauschbar. ,tI/eraus allem folgt 
b:ere~wie Clifford ~hertorhob, ~ss~,d~ K r ~ m u n ~ a a s s  ~r  .~'~'che 

�9 ;Alles dieses sind be sonders elegsnte Eigensehaften der betrach~eten 
~ e - ( d i e  im etlip~ischen Raume in.maneher Hinsicht dieselbe Rolle 
~ t t  ~wie im gew~hnliehen) parabolischen Radme die Ebene). Aus 
Rin~n "folg~, worau~ Gli/~ord vor allen Dingen die Aufmerksamkei~ 
~ t i e n  wolt~e. ~ /)ie Gesaff~atfl~e'~ie l~a~ ~eiffwa en~l@hen ~'liiehe~i~ha~L 
~:'~r Th~~ n~an sie ia in uneildlieh vi~lg; unendlich kleizte 
~ ~ f f r g m m e  yon der Winke[Sffnung ~ zersehnitten denken, dere~ 
~ ~ e ~ i  sofort gelingt und als Ges~mmtinhalt der Fl~che., .i~dem 
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die Gesammtl~inge der Erzeugenden der einen wie der anderen Art 
~ ist, ~ .  cos @ ergiebt. - -  Dieses Resultat ist darum so bemerkens- 

werth, weiles unseren gewShnlichen Vorstellungen yon den Eigen- 
sehaften einer unbegfiinzten l~annigfaltigkeit verschwiudenden Krfim- 
~ungsmaasses widerstreitet. Man glaubt (oder glaubte)allgemein, dass 
eine solche Mannigfaltigkeit, gleich der Euklidischen Ebene, ~ne~d- 
~c~e Ausdehnung besRzen m~isse~ die Clifford'sche Fl~iche (so will ich 
d~ie in Red e stehende Fl~iche zweiten Grades fortan nennen) belehrt 

. uns, (lass dies keineswegs nothwendig der Fall zu sein braucht. Es 
h~n~t dies offenbar mit dem Umstande zusammen, dass die Clifford'sch~ 
~ c h e  als ringFSrmige Fl~che zweiten Grades mehffachen Zusammen. 
han~ besitzt. So sehen wit denn jetzt ein alIgemeines Problem vo~ 
Augen~ mit dem wir uns bald ausfiihrlich besch~ftigen wollen, da~ 
Problem: a~e Zusammenhangsarte~ anzugeben, welche bei gesch~ossene~ 
Man~gfaltigkeite~ irgendwelchen constanten ~riimmungsmaasses iiber. 
ha~l)~ : auf~eten b~nnen. 

II. 

Yon den versohiodenen (Euklidischen odor Nioht-Euklidischen) 
Raumformen. 

~Ehe .ich das bezeiehnet~e Problem in seiner AlIgemeinhei~ in Angrifl 
~d]~n~eb sei es mir gestatte~, die Aufmerksamkeit auf einen besonderen 
"dabei~.i~ Be~r~ch~ kommenden Punk~ zuriickzulenken, der in meinen 
erst~Abhandlungen zur Nich~-Euklidischen Geometrie an zwei S~ellen 
~hesp~h~As~ ~Bd~ 4 dieser Annalen~ Note zu p. 604; Bd. 6, p. 125). 
'Indem ich damals die projective Geometric a!s Grundlage der Nich~- 
Euklidisehen Geometrie voranstell~e~ verursachte die Einordnung des 
Euklidischen Raumes und des sogenann~en G a u s s' schen Raumes (des 
~tllseitig unendlich ausgedehnten Raumes cons~anter negativer Kriimmung) 
keinertei Sehwierigkeit: dieselben entsprechen direc~ den beiden F~llen 
der'..~von mir so bezeichneten l~arabolisc~, bez. hy~bo~iachen GeQ~ "~ 
~e~e. Anders beim Raume constanter positiver Krfimmung (dem~ 
~ a n n ~ e n  Rlemann schen Raume). W i e  Riemann~ selbst sich di~ 

~ h ~ i n  ~Betraeh~ kommenden Verh~ltnisse innerhalb dicses ~Ra~am~s 
~ ~  ]~at i 'ist naeh den kurzen Andeutungen, wel~he er h~cr~iber 
~ ~ ) ~ n ~ c h t  g~nz klar; ~jeden~alts aber haben Bel t~ami  u ~ d , ~  
s ~ R c h e n ~ a n  ~hn knupfe~lden Mathematiker die Geom~tne des. 

�9 - . ~ 

~)~Ne~gL , Ueb~,r ~ie II~/~o~he.s~, cache d~r ~eome~rze #~ ~r~n~e ~ege~, 
~ins~e~a~ere den ~a~z, tier in den Ges. Werken aufp. 266 unten abgedruckt ist. 
~d~h'~h~.!~~elb~i~vers~ndlich ffir wahrsoheml~ch, dass Riemann deft an ~de~ 
sphRr~che~R~mm gedaoht hs~, abet seine Wo~e l~asseu auc]a, ohne unri~h4~ 
zu sein, ~~f~p~cl~e~ Raum. 
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naunten  l~aumes schlechtweg mit der~enigen der Kugel parallelkirt 
und d a r a u s  geschlossen, dass die Puukte eines aolchen Raumes t gleich 
den Gegenl~unkten der Kugel, paarweise zusammengehSren, in der 
Ar~, d a s s  alle geod~tischen Liuien, welche dutch den einen der ]~iden 
Punkte hindurchgehen, auch dureh den anderen laufen. Ich hatte dora 
g e g e n i i b e r  darauf aufmerksam zu maehen (Bd. 4, 1. a)~ d~m die Kugel 
nich~ d e r  einfachs~e Typus einer zweidimensionalen, geschlotenen 
Mannigs constanter positiver Krammung ist, dass diuer viel- 
mehr ( l u r c h  das yore Mittelpunk~ der Kugel auslaufende Strahlen- 
biindel ~eliefert  wird (dessert Btrahlen~den Kugelpunkten ein.zweideutig 
e n ~ p r e c h e n ) .  Die e~ip~c,~ Geometric, wie ich sie veretzhe, d~kt 
sich a l s o  nich~ mi~ der eonst discuti~en e ~ h ~  Geometrie*)~ ~ndern 
is~ e i n f a c h e r .  In de~ elliptischen (~eome~rie is~ die G r u p p ~  d~ 
geraden Linien und Ebenen des l~umes genau dieselbe~ wie in tier 
p r o j e c t i v e n  Geome~rie: zwei Gerade echneiden sieh, wenn iiberh~pt~ 
nur e i n m a l .  Die eomplicirteren Verh~ltnisse dea sphLri~en Raumu 
en~stehen erst, wenn man den linearen elliptischen Raum dutch 
jection a u f  ein Gebilde zweiten Grades t l b e ~  - -  

E s  ist~ mir kein Zweifel, mad ich habe mic~ d~a~lber t~t~ifz in 
Bd. 6 1. c .  mi~ sller Deut!ichkei~ ge~usse~t, d~s ich mit den so bezeich- 
neten ~useinandersetzungen ein~u wi~k "ligh~u Ir~hum der frlih~en Dt~ 
s t e l l u n g e n  ~ufgedeck~ babe. Meine An~chauu~en yore elliptischen 
Raume s i~d dann e ~ r  in a~derer Weise unabh~ugig yon Herrn 
1~ e w c o  m b entwickel~worden*'). Indem ieh mir vorbehal~e, sogleiah 
noch �9 auf~ die susftthrlichen bier ~anschliessenden Untersuchungen des 
H~n, K i 1 l i  n g einzugehen~*), mSchte ich hier vorab die Frage auf- 
'wer fe~ ,  we~sshalb man zur klaren Erfassung des elliptischen Raum~ 
e~s~ .~o ~ ) ~ g e k ~ m e ~ n  ~st, und die~dazu f l~uden  U e b e r ~ ~  

-~ -. . . . . . .  - .  - e da am k l i ~  b e ~ e ~ e t  

hervo~.~e~enden Sinne auoh'in ~ler Foige ~u~einauderhsl~a. 
~ ) ~  .7~7leme~a~'y ~eo,terns ~'da~i~g ~0 ~e geomet~ of ts ~ of ~Kvee 

s~ns omd of  ~ifor~ ~ e  ~ . ~ e / n  t~ fourth J~mem/~. B& 88 de~ Jourmd~ 
f~r Mv~k~xe~xxat~k, 1~77. 

. ?TT) ~lT"ebe~" ~wei.~umforme~t ~i~ e o ~ e v  .I~r K~mmmtg, Journal, 
B~.~ 8 ~  X8~9, .eo~ie in dem 188.5 bei Teubner ersebie~enen Werke (auf welehea 
s~hQ~x .~bex~ Bez~8 genommen wurde): D/e .~/ebt.F.~l/d/sehen ~a~mfo~4m/~ 

_,~ t )  -el.. z. B. Poinear6 im Bulletin de Is Soei~t~ M~h~mstique de ~ ,  
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werden kann, bei zweidimensionalen Mannigfal~igkeiten. .Es handelt 
sich ds um den Un~erschied der gew~hnlichen e in faeh~ Fliichen und 
der yon Moeb ius  entdeckten .Do~pe~fl~ehen~ bei denen man dutch 
con~inuirliches Fortschreiten tiber die Fl~che hin yon einer Seite auf 
die andere gelangen kann*). Die Existenz dieser Doppelfl~chen wider- 
s~reitet unserer GewShnung, welche einseitig yon solchen Fl~chen ab- 
gezogen ist, die einen KSrper begr~nzen und eben darum nothwendig 
einfach sind~ Dies ist die ganze bier vorliegende Schwierigkeit. In der 
Tha~: dis elliptische Ebene verh~l~ sich wie die Ebene der projectiven 
69ome~rie und diese ist, wie ich schon vor langer Zeit an Bemerkungen 
~On S chl~f l i  ankn~ipfend ausefnandersetzte**), eine Doppelfl~che. 
Die elliptische Geome~rie ist einfach desshalb so lange unbeachtet ge- 
blieben, weil der Begriff der Doppelfl~che den Geometern nicht gel~ufig 
war, odor, wenn sie ihn in der projectiven Geometrie gebrauchten, 
nicht als solcher zum Bewuss~sein gekommen war. 

l~nn einige Bemerkungen zu den En~wickelungen des Hrn. Ki 11 i n g. 
Herr Killing hat vornehmlich den Gedanken verfolgt (dem gewiss bei- 
ges~immt werden kann), dass der sph~rische Raum auch neben dem 
eIliptischen Raume noch ein besonderes Interesse behalf. Als einen 
wirkliehen Fortschritt betrachte ich den Killing'schen Beweis, dass bei 
den you ibm festgehaltenen Hypothesen (welche ich fibrigens sogleich 
noch einer n~heren Kritik unterwerfen werde) als Raumformen con- 
s~anten positiven Kriimmungsmaases keine anderen mSglich sind, a|s 
eben der ellip%isehe und ,der sph~rische Raum (Journal fiir Math., 
Bd. 89~ 1. c.). C l i f fo rd  und ich sind an diesem Satze vorbeigeffihrt 
wordeu, welt wit :unsere Aufmerksamkei~) unserer damaligen~ wesen~- 
Iich anal ytischen Auffassung entsprechend, yon ~ vornherein auch auf 
complexe Werthe der Coordinaten gerichte~ hatten. Die Abbitdung 
des etliptischen S~rahlenb~lndels auf eine um seinen Mit~telpunkt herum- 
gelegte Kugel erschien mir daher (Ann. Bd. 4, 1. e.) nur als specieller 
Fatl der n-deutigen Abbildung desselbea auf irgendwelche Fl~che nt~r 
Ordnung; Clifford stellt in seiner oben besl~rochenen Arbei~ (Preliminary 
sketch of biquaternions, Werke p. 189) dem ,]mearen ~ etliptischen 
Raume ausdrficklich hShere ,algebraische" R~ume ent~gege~. Diese~ 
~]g'ebraiscken R~iume werden nat~rlich ,,u rtent-  
~ l te~ ,  d. h. Punk~e, welche mit den sonstigen Punk~efi des Raumes 
m ~ :  gleichberech~igt sind (in meinem Beisl~iele sind dies diejenigen 

. ~  ~ dieoMittheilungen yon Hm. Reinhardt~ in Bd. II yon Moebius' 
gesammeltem Werken, (Leipzig 1886)~ - pag. 519ff. ~ Wegen tier aUgemeinen 
TheorY6 ~ie~er Zusammenhangsfragen siehe~D:yek in Bd. ~2 tier Annalen, p. 4~ff. 
(Bei~'~e~ "~r .~a~y~s situs). -- Vergh iibrigens auch die durchaus zu~re~nden 
Aeusset'u~gau yon Hrn~ Newcomb in Nr. Yg[ seiner citirten Abhaudlul~g. 

**) ~[afl~. Atom. Bd. 7, p. 550 (t87~). 
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Punkte d e r  ~'=, in denen Strahlen des ellipt/schen Strah]enb|tudels 
ber~ihren), Auch im Falle des sph~irischen Raumes sine] Verzweigunge- 
elemente, algebraisch zu reden, vorhanden; nur sind dieselben alle 
imagin~r u n d  man kann also van i h ~  abs~ahiren, iz~k~ man sial, 
auf die Betrachtung ree~ler ~Temente beschr~i~. Und nun verstehe ich 
Hrn. K i 11 i n g '  s Resulta~ dahin, dass es neben dem eigentlichen 
elliptischen Raume keinen anderen redlcm algebraisehen Raum eon- 
s~anten~ posit iven Krfimmungsmaasses giebt, der frei yon Verzweigungs- 
elementen wKre, als eben den sphiirischen Raum. Es ist dies im Sinne 
der Ana lys i s  situs zu verstehen, welehe solehe geometrische Gebilde 
als gle ichwerthig  erachtet, welche dutch stetige Deformation in einaw 
der i ibergefl ihr t  werden kSnnen~). Wir sagen al~o vielleicht besser, 
dass eir~ reeller ~aum constanten ~ositiven l ~ r i i m m ~ n g ~ ,  dsr 
~eine Verzweigungselemente enth~lt, eindeutig a~tweder a#f  dm e~p~dem 
~aum oder  den sI~h~rischen :Raum muss b~ogen werdaa ~ - 
Erscheint so das Hauptresu!~at des Hm. Killing mit meinen An- 
schauungen sehr wohl vereinbar~ so kann ich demselben in eine~ 
anderen Hins ich t  nicht zustimmen: 

Hr.  Ki l l ing  bezeichnet den elliptischen Raum als Polar/0em des 
sphRrischen (oder, wie er sagt, des Riemaun'sehen) RBumes. A~IaQ 
dazu ist  w o h l  gewesen, dass im elliptisehen Raume, der oben mit- 
getbeilten Formel (15) entspreehend, die Gesammtl~uge einer geraden 
Linie e b e n s o  gleich ~ ist, wie die Winkelsumme im Ebenenbtischet 
des sph~rischen Raumes. Aber di~ Winkelsumme im Ebenenb|Isehel 
des el l ipt isehen RaumesSst doeh auch gleich ~, und nicht etwa gleieh 
2~, wie es die Gesammtliinge der geraden Linie des sphiizischau 
Raumes is~. Der elliptische Raum ist eben sich selbst durehau~ 
d~alis~isch; er ist seine eigene Polarform. Hrn. Killings Benennung 
is~ also .unzu~reffend. Nichts hindertt sich die wirkliche Polsrfms 
des Riemann'sehen Raumes auszudenken. Abet das wird so eomplielrt 
und f remdar t ig ,  dass es keinen Zweek hat, hier n~her daraaf einzu~hen~ 

BeilRufig will ich noch auf einen anderen Untersehied des s p h i i , ~  
und des elliptischen Raumes aufmerksam machen, der nieht ohne 
Interesse is~ und noch nieht bemerkt zu sein seheint. Bekannflich i~ 
durch Hrn. S e h e ri n g die Theorie des Po~ia~s auf beJiebige Nieht- 
Euklidische R~ume ausgedehnt worden**). Setzen wir du  Krtimmung~ 

*) So  erschem~ also z. B. ein in .ich ge~ohlos~ener ovale~ ~l tent l te i l  irgea4 
einer Flt~che hOherer Ordnung als gleiehwerthig mit der Kugel, und es i~t mR 
dem Satze des Textes nioht ira Widersl~ruch, wenn rosa gegebeneafails einen solehen 
l~l~henthes ebensowohl zwei-eindeutig den reellen Strahlen eine~ Strahlenb~ad~ 
~uordnez~ kann,  wie die Kugel setbst. Die ~I~r ~ ( ~ a ~  

~ r **) G~t~tinge Nachrichten 1870, p. 811--821: 
Rww~ne, eb'end~ 1873, p. t49ff.: ])ie Schwerk/rw~ i~ mdrrfc,~h a~gedelr~ 
schen w~r .~iemann'~he~ ~r Verg4 kier~ &uoh Kil l ing in Bd. 9~ des 
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ma~ssdes sphiirischenRaume's, um mit unseren frtiheren Formeln in Ueber- 
e~nstimmung zu sein, gleich Eins, so wird ihm zufolge das Elementar- 
potential zweier Massenpunkte a, b~ im Falle drei Dimensionen in Betrach~ 
kommen~ (eine Annahme, auf die wir uns hier beschri~nken wollen): 
(17) r==  co g ro . 
Sei jetz~ a" der sphiirische Gegenpunk~ yon a. Riickt b an a heran, so 
wird cotg r,~ positiv unendlich, rtickt es an a', so negativ unendlich. 
Y~ir l~aben~ also eine Elementarwirkung, bei welcher jedesmal gleich- 
zeitig ~mi~ ehaer anziehenden Masse in a eine ebenso stark abstossende 
,Mmae~in K gesetzt ist. Diese Mitwirkung des Gegenpunktes a' lgsst 
ai~-auoh nicht entbehren. Man sieht dies am besten, wenn man 
das gesuch,e Elementarpotential V als Geschwindigkeffspotential einer 
Fliissigkeitsbewegung deu~et: indem der sph~irische Raum endlich ist~ 
muss bei ibm, sobald eine Quel!e gegeben ist, ~us welcher Fliissigkeit 
auss~5~a*~ nothwendig eine andere 8telle gegeben sein, in der Flttssig- 
keit v~er~ehwindet. ~ Meine Bemerkung ist nun, dass die hiermit 
s]dzzirM T~eorie nothwendig an der Annahme des sphi~rischen Raumes 
hafte~ und im elliptischen Raume ihre Bedeutung verliert. In der Thai; 
kan~ !~o'rmel (17) fiir den ellipfdschen Raum kein eigentliches Potential 
vorstellen. Denn da a und a" im elliptischen Raume coincidiren, is~ 
die:~du~ch (17) vorgestellte Function des Punktes b im elliptischen 
R~um~nur bis auf das Vorzeichen best~imm~: der Punkt b sell also nach 
Form~t~(17) seitens eines und desselben Punktes a gleichzeitig angezogea 
und abges~ossen werden, oder a~ch a sell gleichzei~ig Quelle und ~r 
sch~'~du~sstolle einer Ftiissigkeitsbewegung sein. Eine solche Viel- 
deu~igk~t ~st augensehe~lich mi~~ der- Idee~ einm~: :Elemea~arwirkung 
unverfr~gtieh*). 

.Oehen wir nun zu der allgemeinen Frages~ellung oiibe~, die wir 
zum Schlusse yon Nr. I formulirten. Auch hier werde ich mi~ einex 

Journals ffir Mathemai~ik (1884): .Die Mecha~ik in den Nicht-Euklidischer ~aum- 
.forme~ (cf. insbesondere p. 2~--29 daselbs~). -- Der ,,Riemann'sche Raum" Scherin~'s 
i~kie~i~r miser sph~rischer Raam. 
i~ ~*)~ I~eh wtirde im Texte auch noeh gem auf die Betraehtuxtgen eingegang~a 

~s~a,:~.l~ohg~Hr. v. Helmhol~z in seinem bekannten Vor~rage: Ueber d~c:~r~ 
~ : ~ g ~ ' d  ~'e ~ede~ung d~r ~eome~schen A~iome (1870, abgedruckt in Heft 8 
~ 2 r ~ 9 ~ r e n  - wissei~sc~aaftl~chen ~ortrl~ge! Braunschweig 1876) fiber daa S~e~ 
~ E t t l ~ d i s c h e n  Rl~ut~n e~twlck~lt: l~nzwischen finde idh ~ ~eh~r~i', ~I~: 
r  zu versi~eh~en. Iade~m: ~v~r hier bei Aufstellung der layper- 
o ~ i ~ i ~  elhp~ischen, der t~ara!~otisehen Raumform gleichf~rmig voa.A~ 

~ ~ ~ o m e t r i o  ausgeh0n, ist~ fiir ~t~ yon vornher~in g0geben r~ dass aIlema~ 
die ~ ? ~ e ~ l e r  Perspective dieselbea ~ei~ mii~sen. Erse~zen wit hinterhe~..~e~ 
elli~is~,d.Pmum durch den sphgriscben, "so~.ka~am~. eine ~stimmte Complie~i~ia~ 
dareh~ . ~  ~ f ~ e n  dex Gegenptmkte ~ hinzu. ~:~oa.die~:~mplieattot~:~st ~ber 
bei H~:~,~mho~i~z,  tro*zdem er s2ot~ fibrig~s: geaau~a  ~ die Bet:brsmi~seh~a 
-Entwiekett~/~araV~!iesot,~airgends die R o d e ( : ~ 0 h r  ~l~a ~ das,~ w~as L o. ~tb 4v' 
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kritischen Bemerkung beginnen. In der That hat sich ja Hr. K i l l i ng  
an den genannf.en Orten dieselbe Aufgabe gestellt, die uns hier be- 
schidtigen sol, n~mlich die~ ale Nicht-Euklidischen (oder auch Euklidi- 
schen) Raumformen aufzuz~hlen. Wir sahen bereits, dass in dieser 
Hinsicht der elliptische und der sphi~rische Raum bei ihm forfgesetzt 
neben einander betrachtet werden. Dagegen fehI~ bei ihm die Raum- 
form verschwindender Krimmung, die wir in Nr. I kennen lernten: 
die Clifford'sche Fl~che. Auch hat, so viel ich weiss, keiner der 
anderen zahlreichen Mathematiker, die tiber Riiume verschwindender 
Krtmmung geschrieben haben~ der dutch die Clifford'sche Fliche 
~alisirten MSglichkeit gedacht. Es ist also, ohne class man es merkte, 
immer eine willkirliche Yoraussetzung eingef(ihrt worden, die das 
Resultat der Ueberlegung unnSthig einschr~nkte. Ich werde versueh~m~ 
diese Yora~setzung hier zu bezeichnen. Sei es dabei wied~r~'~de~ 
grSsseren Bestimmtheit des Ausdrucks halber, gestattet, nur yon zw:ei. 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu reden. Hat eine solche Man~igo 
faltigkeit, wie wir voraussetzen, cons~ante Krtmmung nnd iat sic zugleich 
unbegr~nzt, so kann jeder einfach berandete~ einfach zusammenh~ngende 
Theil derselben auf ihr auf dreifach unendlich viele Weisen verschoben ~ 
werden (ohne je an eine Hemmung zu st;ossen). Aber dar~m ~st ~d,~ve.s- 
wegs ~thig (was bei den Killing'schen Raumformen zutrifft)~ dass sic~ 
die Mannigfaltigkeit als Ganges auf dreifach u~endlich vide Weisen in 
sich verschieben lgsst. Man vergleiche in dieser ttinsichr die Eigen- 
sehaften der Clifford'schen Fliehe. Dieselbe gestatflet allerdings zwei~ 
fach unendlich viele Bewegungen in sich setbs~, entsprechend elsa 
eintIach unendlich vielen Schiebungen der einen, wie der anderen Arti: 
dutch weIche sie in sich tibergeht: bei diesen zweifach unendLieh ~ 
Bewegungen bleibt kein Punkt der Fli, ehe lest.' Aber n u m : ~ r ~ h ~  
man etwa, die Clifford'sche Ftiche unter Fes~h~i~g e J n e ~ ~ ~  Z~ 
gleich einer Euklidischen Ebene, um diesen Punk~ ~hJ~eIi~i~b~ ~ "  
drehen. So wird man sofor~ bemerken, dasi tlies~ ~'~hr ~5glieli i s ~  
In der That haben die yon einem Punkte der.F!i~ho uu~e~ verschie- 
denen Azimuthen auslaufenden geodiMsehea i~i~en derselben ggnz 
verschiedene L~inge: die beiden durch den Punkt .hiadurchgehenden 
geradlinigen Erzeugenden der Fli~che haben; wi6 wlr~wissen, die Ge- 
sammfl~inge ~, aber in ihrer unmittelbaren ~'~iJa~e ~~r 
Linien tier Fliche gefunden werden-(wir werdeix~Miea~>.s~gleieh noch 
explieit zeigen)~ die unbegrEnz~ uft iibe~: d i ~ ~  .]I~nt.aufen~ ohne 

ges=gt wird, ohne Weiteres auf die,Verh~l~n!V s163 Raumes, ohne" 
daram ffir den sph~risohen Ra~m .unriehtig zu si~:: -~oheisgt>~lo'rt z. B.: Den 
seltsamsIen Theft r AnblicI~#de~ ~i~hRriset~en zW~I~firde ~ber unser eigen~,~- 

. Hi~erkopf bilden, in dem ale fimere @esichtslinien~ede~~u~ammeul~ufen ~ ~ 1  
so "weir ~i~ ~wis~hen andaren ~egenstltndau,f~i~dur~li'~ehen k S n a e n , . e t e ~ " ,  



sich zu schliessen, und also unendliche Liinge haben. Die hiermi~ 
formulirten Bemerkungen sind~ denke ich, entscheidend: ~/la~ ha~ 
indem man das Problem der l~aumformen behandelte, bislang die be- 
rechtigte Eorderung freier ~eweglichkeit einfach zusammenMingender 
~aumstiicke durch die weitergehende Annahme ersetzt~ die l~ume a~s 
~an~es seie~ in sich frei bewegZich. 

Cl i f fo rd  selbst hat bereits (an der oben citirten Stelle) angedeute~ 
~ e  man sich am leichtesten Einsicht in die speciellen Zusammenhangs- 
Terhii!~nisse seiner Fl~iche verschaffl. Man denke sich n~mlich die 
Fl~iche liings zweier yon einem Punk~e derselben anlaufender Er. 
z euge~der derselben aufgeschnitten, wodurch sie einfach berandet und 
eiiffach zusammenh~ingend wird. Die so geschnittene Fl~iche kSnnen 
wir dann offenbar unter Aufrechterhaltung ihrer Maassverhi~ltnisse auf 
ein Stiick der Euklidischen Ebene abbilden (auf ein Stiick der Euklidi- 
schen Ebene abwickeln~ um diesen sonst in der Fl~ichentheorie iiblichen 
Ausdruck anzuwenden); nRmlich auf einen l~hombus yon der WinL~. 
~ffnung ~ und get Seitenl~inge ~: 

(+? 
2g" 

~tg.  1. 

�9 wobe~ die gegeniiberstehenden Seite~ dieses l~hombus so ~u einander ge- 
h6re~ wie sie dureh eine Parallelverschiebung der .Ebene aus einander 
hervorgehe~(was durch die Doppelpfeile der Figur angedeutet sei~ 
soil). An dieser Figur studiren wir nun mit Leichtigkeit die ei.nzelnen 

7 

:Fig. 2. 

Fxagei~ die uns interessiren; z .B.  den Verlauf einer geod~tischen~ 
Linie tiber die Clifford'sche Fl~che bin. Noch bequemer wird diess~:~ 
iibrigens~ wenn wir Fig. 1 vermSge 'der zugehSrigen Parallelverschi~::'_~ 
bungen" (welche die einzelne Kante je in die gegeniiberliegendr fibe~z: 
fiihren~) we~yielfiiltigen und uns so eine Zerlegung der Ebene jn ein ~ 
Rhombenne~z verschaffen~ wie es dutch ]~igur 2 vorges~ell~ wird~ ~ 
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Offenbar giebt uns diese neue Figur ein Bild davon/~ wie sich die 
Abwickelung unserer Euklidischen Ebene Itber die Cli~rd'sche Fliiche 
hin ges~altet: sowie in der Figur unendlich viele Rhomben neben 
einander liegen, so wird die Clitford'sche Fl~che bei der genannten 
A.bwickelung mit unendlich vielen Bl~ttern ilberdeckt, welche glatt in 
emander iibergehen, ohne irgendwelche Verzweigungspunkte darzu- 
bieten. - -  Wollen wir also den Verlauf einer geod~tischen Linie auf 
der Fl~che verfoigen, so haben wit nur zuzusehen~ wie unser Rhomben- 
netz yon einer geraden Linie der Ebene durchzogen wird. Ich be- 
trachte z. B. die gerade Linie A B  der vorstehenden Figur, die yon 
einem ]~ckpunkte (2t) auslaufend vier Rhomben ~dure~etzt, ehe sie 
wieder in einen Eckpunkt (~) einmflndet, yon r aus sie sich dann 
genau so welter erstrecl~t, wie ursprtinglich yore Pumkte~ ~ &ua ~Ot~- 
bar ist es nur n~thig, dieses begrrmzte Stiick A ~  auf die ~ ~ h e  
Fl~che zu tibertragen. Und diess gelingt am teiehtesten, indem 
die vier Stticke, mit denen AB die vier Rhomben durehsetzt, dutch 
geeignete Parallelverschiebung sF~nmtlich in den ursl)ritngliehen Rhombus 
zurtlckverlegen. Es entsteht so ein gebrochener Linienzug: 

12, 28, 84, 41, 
dessen Uebertragung-auf die Clifford'eehe~Ftgehe u ~  keine Sehwierigo 
keit mehr maeht. - -  Insbesondere kSnnen wit so olme :Weiteres eine 
geodtttische~ Linie linden, welehe unendtieh oft ~ber die Clifford'sehe 
Fl~che ~-hinl~uft,; ~o ~)hne sieh zu sehliessem Wir ~verden einfaeh in 
~ g u ~ e m ~ g e r a d e  Linie ziehen, welehe yon A auslaufend keinen 
w ~ i t ~ h  ~Eekpunkt der Figar mehr t r i f l e . -  Wir gedenken endlieh 
e ~  le~tzten Mittels, um die in Frsge kommenden Beziehungen noeh 
tebhafter zu erfassen. Dasselbe besteh~ darin, dass wir den Rhombus 1 
so zu einer .t~,~gfl~c~ zusammenbiegen, dus die zuesnrmeageh~Hgen 
Stellen gegentiberliegender Kanten zur D ~ ~  k ~ ; ~ u Z a ~ d m  
Zwecke mtissen ~ wit unS n a t t l r l i e h ~ e ~  b~g  ~eate 
~bwi~ketun~ hande~:~den ~ ~  u ~ ' ~  ~Z~t ,~dehit~itren ~embmn 
ge'bil~ee~ ,denken. A~f d/e so e n ~ m d e  ~ ~ ~  ~ dam, d/e 
G~f~o~sche Fl~che s~9 ~ b~oge~ and wit kSauen an ihr in 
eim~fe:ehster Weiw die dimmtliehen Zusammenhsngsfragent insbeeondere 
d~e~ Verlauf unserer geodEtisehen Linien verfolgen. --~ 

Ich habe die versehiedenen Abbildungen der 01i~rd~sehen FiChe 
bier so ausfithrlieh besproehen, weft uns jetzt~die dabei zu Grunde 
liegende geometrisehe Denkweise zur atlgemein~ Erledigung dee vor- 
gelegten Problems der EukUdisehen und .~tieht-Euk|i~ehen P~um- 
formen dienen so!l. Ich beschr~nke reich dabei vorab auf zwei 

Dimezisionen. 
Was dis zweidimensionalen Euklidischen Raumformen angeht, e0 

ist sofor~ ersichtlich, dass uns eine s o ,  he gegeben sein wird,~aaeh 
M~thematische ~Lzx~len. ~r~vI& 8'7 



W~nn wir niche, wie in Figur 4, yon einem Rhombus, sondern yon 
e:mem b eliebigen Parallelogramm der Euklidischen Ebene ausgehen, 
dessen R~nder wit durch geeigne~e Parallelverschiebung zusammen- 
g~o~rdnet denlren. Wir kSnnen dieses Parallelogramm sogar zu einem 
~ l e l s ~ r e i f  ausar~n lassen: 

/ / 
:Fig. $. 

~ ~ n ,  bei der Zusammenbiegung, nicht eine Ringfl~iche sondern 
o'~hm(Cylinderfl~che ergieb~ (auf die wit ihn sogar congruen~ abgewickel~ 
d~l~en kSnnen). Wir haben so zwei neue zweidimensionale Euklidische 
l~gmformen , die tibrigens gleich der Clifford'schen Mannigfal~igkei~ 
~ e  :sie :als besonderen Fall einschliessen) durch einseitige Fl~chen 
~rs~n~ch~ werden. Wit k~nnen noeh eine drit~e Raumform zuftigen, 
~ ( u n t e r  dem Bilde einer .Do~vpelfl~iche erscheint. In der Tha~ l~abe 
ieh an eine m anderen Or~e*) ausf~ihrlich gezeig~, class man eine Ring- 
fliiche in der Ar~ s~etig deformiren kann, dass sie schliesslich eine 
Doppelfl~che beiderseitig iiberzieh~; indem wir bei. diesem Deforma~ions- 
p~%cesse die Ring~iche for~gesetz~ in geeJgneter Weise als TrRgerin 
e ~  Euklidischen Maassbestimmung ansehen~ wird schliesslich die 
:-~D~J'~lfl~ch e � 9  zu emer. solchen und repr~sen~ir~ dann ~ sobald wit zwiseh eu 
~l~'~ beiden Sei~en nich~ wei~er dnterscheiden, eine neue Euklidische 

Der Beweis ist nicht einfach und kann bier nut in: alige~inen 
Z~igen angedeu~e~ werden: 

Jedenfalls k~nnen wir uns zuvSrders~ auf die Aufz~blung e~n- 
se~ger Mannigfal~igkeiten der gewollten Art beschr~nken: denn etwaige 
~ ~ f l R c h e n  kSnnen wir immer auf einseitige F1Rchen reducire~ indem 
~ s ~ i e s e ! b e n  doppelt ~iberdeckt denken und dadurch zwiscben ihren 
~en~l~l~iqhensei\t0n unterscheiden**). Ist ers~ die Aufz~hlung der ein. 
~ i ~ e n  Fl~chen beendet , werden~w~r nachtraghch uberlegen, ob w~r 

ihen zus~m~nbieggn kSnnen, und auf wie viel 
ies= mSglick ~:r mag. 
lsei~ig~ zw~imensignale Euklidische Mannig- 
u d ~ e n  ~:s dieselbe dutch stet~g gekrtimmte 

Ue~er ~iemo~r s Theo~e ae~ .~ebraisc~en ~v~ione~ 
�9 . ~ . ig  1 8 8 2 ) ,  ~p. 8 0 ~  unison}. 

: ~'~~~i~r6h~e~t~e'h~ in ~ f ~ e r  Weise ( u ~ r  d~rauf zurttckzu- 
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Sehnitte, die vielleieht aus dem Unendlieh-Weiten*) komme~n un4 
sich im Endlichen jedenfalls nur in einem Punkte schneiden sollen~ 
in einen einfach zusammenh~ingenden Bereieh verwandelt und diesen, 
wie wir es soeben im Beispiele thaten~ in die Euklidische Ebene ab- 
gewickelt." In letzterer entsteht dann ein Polygon, welches offenbar 
die doppelte Eigenschaft hat: 

dass seine Seiten ~aarweise mit einander dutch E~lidiscl~e l~e- 
wegungen #ur Decl~ung gebracht werden k6~nen, 

~ncl dass die Summe seiner im E~ndliehen gelegenen Win~l (welche 
zusammengenommen die Umgebuag jeaer einen Stelle ausmaehen, in 
weleher sieh die auf der ursprfingliehen Mannigfaltigkeit anzubringeaden 
Sehnit~e eventuel kreuzen solltea) #leith 2~ ist. 

Es .wird darauf ankommen, alle sol,he Polygone der Euklidischen 
Ebene aufzuz~hlen. Und da zeigt sich denn, dass es keine made~n' 
Polygone dieser Art giebt~ a]s das Parallelogramm~ bez. den Paral~el- 
streif, oder doch, dass alle anderen krummlinigen Polygone der ge- 
suchten Art, die man construiren mag,. dutch geeignete Yerschiebung 
der auf der anf~ing]ichen Mannigfaltigkeit zu construirenden Schnitt- 
linien auf ParaUelogramm oder Paraliels~reif zur~ckgebraeht werden 
kSnnen. 

Endlich ist zu zeigen, dass man yon den ~so gewonnenen ein- 
seitigen Euklidischen Man~igfaltJgkei~en auf keine andere Weise zu 
Doppelmannigf~_.~tigI~i~en iibergehen kaun, als auf die soeben an- 
deutun~W~se ~erw~hnte. -- 

W~r ~haben jetzt die gleichen Untersuchungen ftir Mannigfsltig- 
keiten positiver, bez. negativer constanter Kriimmung durchzufohren: 
Wir werden dies thun~ indem wir auf der Kugel und in der hyper., 
bol~schen Ebene geeignete Polygone construiren, bei ~leren wi~ dann 
noch hi~terher untersuchen ~ ob w~ ~sie e~wa~zu ~Dol~i~lfl~l~ea~z~ 
s~men~biegen ~]~5~en. Das Rest~a~r~.st im Falle der :Kugel~uss~r~t 
"~ ~ " " ~ rhau t tre~ne I d 

~ ~ e n  Bedingungen gentlgen~ was zur I~olge hat~ dass ~ ' g d  
~nd ell~tische ~be~e die e~n~ige~ taler in .Betracht ~ommendem 21~arenig- 
faltigl~eiten ]positiver Kr~immung bleiben. Ganz anders im Fat[e dos 
negativen Kr~tmmungsmaasses. Bier handelt es sich, was die {~on- 
struction gee]gneter Polygone angeht, um eine ~ausgedehnte ~rheor~e~ 
welche aber ~ selbstverstRndlich unter anderen Gesichtspunkten und- 
sogar mit einer Allgemeinheit, die wir nicht brauchen~ - yon anderer 
Seite ~. n~imlich ~seitens d~er ~noderne~ 2'unct~onen~Izeor~v~ fertig behandelt 
vorliegt. Ich denke hier zun~ichst an die ~ungamenta~po~'ygone ~ welcb:e 

*) d.h. aus dem Unendli~h-Weiten tier f~ir die Fl~che ge.ltenden M~-~ 
bestimm~ang. 

37* 



] ~  P o in c a r ~ construirt, um die s~mmtlichen eindeutigen Functionen 
eine~ ~ complexen Ver~nderlichen zu finden~ die dutch reelle lineare 
Tra~sformationen in sich iibergehen*). Die grSssere Allgemeinheit der 
Poi~card'schen Construction liegt darin, dass be: ihr die Winket- 
befiingung minder eng gefasst :st, als be: uns. Abet auch wenn wir 
unsere beschr~nktere Fassung einftihren, erhalten wir immer noeh ffir 
jedes~ Gesehlecht/~ unendlieh viele zugehSrige Polygone. Alle diese 
PoZygone defmiren uns neue l~aumformen constante~ negativen Kriim- 
m~gsmaasses. In meiner soeben eitirten Schrift fiber Riemann's 
Theorie etc. sind denn aueh (pag. 81 daselbst) hinreichende Andeutungen 
da~iiber gegeben, wie man die so erhaltenen einseitigen Raumformen 
gegebenenfalls zu Doppelmannigfaltigkeiten zusammenbiegen kann. 

:Dies also :st die hntwort, welche wit auf unsere Frage nach den 
versehiedenen Raumformen im Falle zweier Dimensionen zu ertheilen 
habem. Analoge Ueberlegungen werden wit ftir dreidimensipnale Riiume 
d~etaVtthren, indem wit geeignete Polyeder construiren. Wit werden 
de-ira parabolischen Raume das Parallelepiped etc. in Betracht zu 
ziehen haben, im hyperbolischen Falle abet die Polyeder, welche 
Hr~ Po.i n car d in Band 3 der Aeta Mathematiea untersueht*~). Ich 
verziehte darauf, dies hier in's Einzelne auszuffihren, weil dies ausser, 
~denflieh viel Raum erfordern wtirde***). Immer wtirde ich wiinsehen, 
d ~ d i e  Fragestellung yon anderer So:re aufgenommen wird. In der 
T~t~ii~ dieselbe ja ftir die Raumlehre, sofern wir diese mit der For. 
ddrui~ freier Bewegliehkeii starter KSrper beginnen wollen, fundamental. 

~-~etz~ere Forderung ist bekannflieh seinerzeit dutch Hrn. v. H e 1 m- 
ha~O,~ voranges~ellt worden'~). Um bier alle Bemerkungen zusamme~ 
zu haben, die ich-tiber das solchergestal~ zu. grtindende System der 
Geometrie zu machen habe, gedenke ich anhangsweise noch der Helm- 
ho!tz'schen Forderung der J~onodromie des Raumes. Dieses neue~ 
Postulat verlang~ zun~ichst~ dass fiberhaupt volle Umdrehung um eine 
~xe mSglich sein soll; es werden dadurch z. B. die R~iume mi~ in~ 
defmi~em Bogenelemente ausgeschlossen. Dies er Theil des ]~t~ulatea 
~g~ewiss gerechtfertigt nnd soll hier unerSrter~ bleiben. Aber 
~ Helmholiz giebt seinem Postulate eine weiterg~hende Bedeutung~: 

~ *~u e~wa Act~ Mathemar I 11882): Mdmoire ~ les g r o u ~  

~ a ~  den Begriff der Doppelmannigfal~igkeit im Falte dreier Dime~asione~ 
a n ~  ,. ~ Vergl. die bereits cilirte Abhandiung yon ]Elm. Dyck  in Bd. 82 dei 
~ kuna~Iem. ~ 

~)~Te~r ~ie tha~s~ch~iche~ Gru/a~age~ ~er Geome~r@, Bd. 4 d. Yerh. d 
na~urffi~ori~ch-..medicinisehen Vereins zu tteidelberg, 1866; ~reb~r di~ T~atsachen, 
dd~ der Geomet~ g~ ~ e  ~iegen, O~tti~ger Nachriohten 1868. 
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indem er der MSglichkeit gedenk~, dass b'ei voller Umdrehung des 
Raumes um eine Axe sich die Abs~i~nde der Punkte yon der Axe viel- 
leich~ nicht unge~inder~ reproduciren. In der That ha~ Hr. v. Helm- 
holtz fiir de~ _~all zweier Variabden am Schlusse seiner Mittheilung 
in den GSttinger Naohrichten eine mir drei Parametern ausgestat.~ete 
Transformationsgruppe angegeben, welche tibrigens alle Eigenschaften 
einer (Euklidischen oder Nich~-Euklidischen) Bewegungsgruppe hat, 
aber die hiermit bezeichnete MSglichkeit realisir~. Wit sehen dies 
soforl, indem wir uns die Transformationen der GrupI)e etwa folgender- 
massen anschreiben: 

§ iy ' )  . (s  -t" iy)  a -[- ib.  
Hier sind (p, a~ b die drei Parameter, mund  n aber bedeu~en zwei 
nieht verschwindende ConstanCe. 1)ie t~orderung der Monodromie iZia~ 
nun insbesondere auch darauf hinaus~ derartige Grul~pen auszusch~iessca. 
Demgegentiber muss constatir~ werden, dass Gruppen der gewollten 
~zigenschaft iiberhaupt nut bei awei .Dimensionen existirea (so dass also 
ffir R~iume yon drei un'd mehr Dimensionen die Forderung der Mono- 
dromie in ihrem zweiten~ bier allein in Discussion s~ehenden~Th~Ie 
gegens~andslos ist). Einen ausfQhrlichen Beweis hiefffir gieb~ Hr. Lie  
in den Leipziger Berichten yon 1886'). Ich meinerseits mSchte hler 
auf eine einfache Ueberlegung aufmerksam machen~ aus welsher das 
Oleiche ohne alle Rechnung folg~. Die Sache ist~ dass bei drei und 
mehr Dimensionen positive und ~zegative Drehung um eine Axe noth- 
wendig gleichberechtigte 0perationen sind. Denn man kann in einem 
solchen mehrdimensionalen Raume die Axe, um welche gedreh~ wird~ 
un~;er Festhaltung eines ihrer Punk~e selber drehen~ his sie in um- 
gekehrter Rich~ung in ihre urspriingliche Lage hineinf'~ll~- dana ]~a~ 
~ich Drehung rech~s herum yon selbs~ in Drehung links herui~ ~ r -  
wandel~. Wfirden nun e~wa bei Drehung rechts heritm ~di~ "Ab~f i~  
der Raumpunkte yon der Ax~ ~er~5/~s~r~ sO mfiss~e~dies au~l~:)~i 
Dreht~ng links herum~ d. h. l~i~'~e~nve-rsen Operatdon~ der Fall s~in~ 
~ s  ein Widerspruch is~. 

m .  

Von der rein projectiyen :Be ~gl~udung der an&lytischen 9eometrie. 
~[eine Entwicketungen ~i~ ~Band 4 und 6 dieser Annaten~ denen 

zufolge die projective ~ Geometrie ,auch in ihrer~ auslytischen Form vor 
Entseheidung itber die. Frage~~ Parallelenaxioms soll aufgestelt~ 
werden kSnnen,-ruhen w~sentli~h auf dem Nae, hweise v. S~audt 's~ 
dass man ~ den Zahlbegriff i~n die (4eometrie auf Grund 'bl0sser ~rojec~ 

*) Bemerlmngen zu v. Helmhol~z' Arbeit fiber die Thatsachen, welche,i~ie~ 
6'eome~e~zu Grtm~le ]iegen, 



~tiver Cons~ructionen einf'dhren kann, ohne irgend yon Maass und 
Messen zu sprechen. Trotzdem hier(iber in den letzten 20 Jahren 
'Vieles yon verschiedenen Seiten gesehrieben ist, scheinen do~h noch 
immer besondere Sehwierigkeiten dem Versts en~gegen zu stehen, 
wie ich schon in tier Einleitung bemerkte. Vielleicht liegt dies an 
~der" Unanschau~iehkei~ des ursprtinglichen v. Staudt'schen Verfahrens, 
~bei wel~hem abs~racte Definitionen vorangestellt werden und dem Leser 
~etbs~ ~berlassen bleibt~ wie er eine Uebersicht der schliesslich nSthig 
werdendenOperationen gewinnen will. Diese Unanschaulichkeit liegt 
~ber~ bier wie in anderen Theilen der Geome~rie, keineswegs im 
Wesen-der Sache. u gelingt es, wie ieh hier zeigen mSchte, 
~a einer einzigen einfachen Figur gleichzeitig die Einfiihrung der 
Zahlen und die Grundsiitze, nach welchen mit denselben zu operiren 
ist~ deutlioh zu machen. 

Es wird gut sein, die so bezeichnete Aufgabe yon vorneherein 
nach ve~schiedenen Seiten zu umgriinzen. ZieIpunkt ist uns der all- 
gemeine Nachweis, da'ss man durch bestimmtd projective Construction 
auf jedem Grundgebilde erster Stufe (also~ um uns auf die Ebene zu 
beschr~inken, auf jedem Strahlbtischel und auf jeder geraden Punkt- 
~eihe der Ebene) eine Werthevertheilung x derart angeben kan~ dass" 
~wisvhen den x, x' zweier Grundgebilde, die projectiv auf einander be. 

:~oge~ sind, vine ~ineare t~dation x'== a~ + ~ start hat. Nun wird 

abb~ die beabsichtigte Scalenconstruction sigh wegen ihres projectiven 
0iiarakters yon eifiem ersten Grundgebilde sofort auf jedes andere~ 
mlt itim. projec~iv verbundene tibertragen. Daher kSnnen wir den 
beabsichtig~e~ ~Nachweiw auf die Betrachtung eines einzigen Grand- 
gebildes einsehriinken, in der Weise, class wir zeigen: Wie immer 
wit auf e~nem solchen Grundgebilde ~wei projective ~calen x,  x '  con- 
struiren m6gen, immer stehen dieselben in linearer Abh~ingigkeit. _hbe~ 
auch diesefl Ansatz werden wir noch modificiren. Ein einfacher Ueber: 

:ischlag wird uns Iehren, class bei der yon uns auszuftihrende~: Scalen= 
. construction drei willkiirliche Constante benutzt werden. ESenso vieI~ 

wesentliche Constante sind in der Formel ~'---~- ~x+t~ enthal~en. 

W i r ~ n n e ~  daher xlnsere Ford~tmg umkehren und den Nachweis~ver- 
l~v~ ~g~.en, class wit zu jeder Werthevertheilung x, die wit au,,f einem. /,esten 
Gr~un~dgebaTde erster Ztufe dutch unsere ~rojective Construction gewinn 
moyez~, dutch Veranderun~ tier .Grundelemen~e unter Wiederhol~ng~ 
"un~erer: Cons~uction eine Wertheve~thei~ung x" hinzu construiren ~6nnen~ 
~iv~qu.~hr " i~ irgendwelcher vorgegebener ~inearer Abh~ngigke~t 

Dieser I~zte Beweis soll nun wirklieh erl~racht we~.d~n~ indem 
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wit als festes Grundgebilde ein BtrahZbiisd~l der Ebene nehmen-(was 
den Vortheil bie~e~, dass uns unabh~ugig yon der Ansich~ die .wit 
uns yore Parallelenaxiom bilden mSgen, alle seine Elemente zug~nglich 
sind). Dabei wird es sich~ was die Construction irgend welcher Scala 
x angeh~ selbstvers~ndlicherweise nur darum handeln kSnnen :. jedem 
rationalen Wer~he yon x ein Element unseres Grundgebildes zuzuweisen, 
wobei wir den Nachweis verlangen, dass die so ents~ehenden ~rationalen" 
Elemente des Gebildes auf diesem nach der GrSsse des zugehSrigen x 
geordne~ sind und in ihrer Gesammthei~ das Gebilde ,ltberall dicht" 
/Iberdecken. Aber auch die Forderung, die wir betreffs der Formel 

, ~ x + ~  stell~en, werden wir entsprechend einschr~nken. Wit 

werden dieselbe n~mlich ausschliesslich unter der Voraussetzung be- 
handeln~ dass die a, ~, 7, # co~nr~ensurabe~ sind; wit geben dem Aus- 
druck, indem wir stat~ der allgemeinen Formel lieber gleich die 
folgende hinschreiben: 

a x  -~- b n 

X c~urd ' 

in welcher a, b, c, d gan~e Zahlen bedeuten sollen. Die Determinante 
(a d - -  b c), die selbs~verst~ndlich nich~ verschwinden soll, se~zen wir 
wei~erhin ~ 1 o . -  Die so umgriinzten Cons~ructionen und Beweise 
werden dann so durchzufiihren sein~ dass wir immer wieder den 
v. ~taudt'sc~e~ Bat~ yon der trierseitsconstruction gebrauchen, durch 
den wir irgend drei in bestimmter Reihenfolge genommenen Elementen 
uns~res Grundgebildes jeweils ein vier~es, welches wir das har~nonisd~ 
Element nennen, zuordnen kSnnen. 

~ig. ~. 

Die Figur, die ich mir je~z~ cons~ruir~ denke, is~ die projeo~ive 
u des gewShnlichen Parallelogramm-Ne~zes (Fig. 4). 
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Die be~reffende Verallgemeinerung biete~ sich unmit~elbar, sobald man 
bemerI~, .dass yon den in der Figur markir~en Punk~en 

�9 . .  a _ ~  a _ ~  0~ a.t_~ ~ a + ~  . . .  

je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente A, yen 
den ebenfalls angegebenen Punk~en 

O 

~e drei aufe~nanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente B har- 
monisch sind. S~a~ l~ngerer Erl~uterung schal~e ich bier das BeispieY 
e~iae r so veraUgemeiner~en Figur e/n: 

~f 

Pig. 5. 

Offeabar kSnnen wir bei ihrer Construction vier Punk~e, z. B. 0, a+~, 
b+l~ e, ~beliebig annehmen; alle weiteren Puhkte sind dann eindeutig 

"bestlmm~. Wir ~ennen je~z~ den Punk~, in welchem sich die S~rahlen' 
-Bam~ Ab, kreuzen, den Punk~ (m, n); ~ und n sind dabei irgend 
zwei (positive oder negative) ganze Zahlen. Man sieht; dann in Fig. 4 
dutch elementargeometrische Ueberlegungen: 

t t 

Bind m, n; m, n; Q irgend welche gan~e Zahlen, so liegen die 
P unkte (m, n), (m. n'), (m + O(m'-- m), . + O ( n " -  n)) auf 
9er-a&r Zinie. 

Ebo~ donseiben Sa~z werden wit bei Figur 5 dutch wiederhol~e 
AnWendu'ng des Sa~zes yore Viers'ei~ beweisen kSnnen. 

~Hiermi~ haberr wir nun alle H~tfsmittel~ um 'fiir das yon 0 aus- 
l a a f e ~  ~ S~rahlbitschel der Fig. 5 aile yon uns poshflir~en En~wicke- 
ludg~i~'~ mac~en. Offenbar liege~ je zwei Punk~e (m, n) und 
(q~,~q~ mi~ 0 auf gerader Linie. ~ben dieser Linie als einem ~le- 
mente d ~  vo~ 0 auslaufende~ 8trah~sehds lege~ wir jet~t den Zahlen- 
werth..x~Cd]~. ~. .bei. ~ W.ir erhalten so fiir jeden rafionalen Werth yon 
$ einen S~hl,~:~ .u~:~y~s diese .ratio~atens Strahleh im Bitschel ebenso 



Zur Nich~-Eukl/disehen Geomeh-ie. 5b~ 

auf einander folgen, wie die der GrSsse naGh geordne~en zugehSHgen 
x, ferner dass sie des B~ischel ,,iiberall dight" iiberdecken, dllrfte 
durch den blossen Anblick unserer Figur deutlich sein: NiGht minder 
ist auf Grund emfacher projectiver Ueberlegungen klar, dass die so 
gewonnene Werthevertheilung ~ yon drei willk~irlichen Parametern 
abh~ing~, dass sic n~mlich vSllig festgeleg~ ist, wenn wir die drei 
S~rahlen OA, OB, OG, die betiebig ausgew~hl~ werden d~trfen, in 
bestimmter Weise angenommen haben. Wir kSnnen also gleiGh zum 
zweiten Theile unserer Entwickelung ~lberg~hen. Wir verlang~en zu 
zeigen, da~s wir zur ersten Scala �9 ftlr die S~atflen unseres B{ischels, 
unter Festhaltung der einmal gewiihlten Constructionsweise, eine neue 
Scale $ '  hinzuconstruiren k5nnen, die mit ihr durGh irgendwelGhe 

Formel ~' a~-bb verbunden ist (unter a, b, c, d gauze Zshlen 

yon nicht verschwindender De~erminan~e vers~a, den, die wit gle~h 
setzten). 

Dieser Nachweis ist nun in speciellen Fiillen, die ich hier vorab 
bespreche, wenn ni~mlich eine der folgenden drei Formeln vorgeleg~ ist: 

, 1 ~, ~ ~, 

dutch blossen Anblick der Figur 5 zu erbringen (man orientire sich 
vielleicht vorab jedesmal an der Figur 4, die unseren Gew~Shnungen 

besser-e~tgegentmmmt~). WoUen wir z. B. ~ '  ~= --1 construiren, werden 

wir ~ Fi~: :5 ~-e~ ~61che ganz unveri~ndert lessen und nut die ihr bei- 

gesetz~en Buchs~abenreihen a, b vertauschen. Wollen wir ~ = -  

hsben, so werden wit die Punkte b und die Linien A b der Figur u~r 
geilndert lassen, dagegen yon den Punkten a (and also den bini~m=~@) ~ 
nur diese beibehal~en>. 

. .  ~ ~ . zs~  ~ - ~ ,  O,~a. l .~ , a §  

~zeiG~nexi. NiGh~ minde~ eons~ruiren wi t  die SGsls ~r' ~ ~ ~ t dureh 
eine Fig~ur der yon uns betrachte~en Art, deren Lage gegen Fig. 5 
ohne Wei~eres ersiehtlich sein dtiffte. 

Und nun is~ das'S~hSne~ dass, aus arithme~e~ Gr~/~e~, ~d~ 
diesen spedd~en F~Z~e~ get a~lgem6ne yon u~s "~ ~rbr~ng~e ~ad~we~s 
b~re~ts yon sdbs t~ t  erledig~ ist. In der That ist ~es ~ia beksnn~e~ 
Theorem der Ari~hmetik (welches z. B. ia ~ der'Theorie der Tr~nsfar- 
m~tion der ellip~is~hen Fuugfionen imme~ztl bem/~zt wird*)), dass man/ 
jede Substitution: 

*} Vergt. ,z, ~B~ ~ e d e k i n d  im 83. Bande des Journals ~ r  MaEaematik, p , ~ ,  
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, a x e 5  
cx  -l- d 

aus den speciellen Subs~i~u~ionen: 

.,~, 1 , .,~ 9 ,  ~ ~--- x =--, =x q- 1 
x ~ 

du~rch eine e~za~iche Zahl yon Wiederholungen, bez. Combina~ionen 
erzeugen kann. Jeder einzelne dieser Schri~e bedeu~e~ abet die Er- 
s~zaug der ursprfinglichen Figur 5 durch eine neue derselben Art; 

~es~lbe~ Bedeu~ung ha~ also die allgemeine Formel x' ~ c ~ ' a x  § 5 was 
~ beweisen war, 

~a 

Yon der prlmcipiellen Bedeulmng der projectiven Geometrie, nebst allo 
gemeinen Bemerkungen fiber die geometrischen A~iome. 

~ In melnen Abhandlungen in Bd. 4 und 6 habe ich nirgends die. 
Frage beriihr~ in welchem Sinne es psychologisch berech~ig~ erscheint, 
die projective Geome~rie vor der Geometrie des Maasses zu en~werfen 
und geradezu als Grundlage der le~z~eren zu betrach~en. Hierauf diirf~e 
e~va Folgendes zu an~wor~en sein: 

Wit kSnnen zwischen mechanische~ und o~tische~ Eigenschaften 
- ~ s  R~umes unterscheiden. Erstere finden in der fr~ien Beweglichkeit 

s~arre~ KSrper ihren mathematischen Ausdruck~ letztere in der Grup- 
~un~g ~der den Raum durchziehenden geraden Linien (der Lich~strahlen, 
o~tet der~qom ~dge ausget~enden Visirlinien). Es handelt sich n~un 
bier nicht um die Fragv, wie iiberhaupt unsere Raumvorstellung ent- 
s teht (oder im Laufe der Generationen entstanden ist): l~iemand wird 
wohl zweifeln~ dass mechanische und optische Erfahrungen dabei ~ zu- 
sammenwirken oder zusammengewir~t haben. u handelt ~es 
sich datum, ob man beim methodischen Aufbau der Raumwi~ensch~f~ 
die Eigenscha~en der einen oder der~ anderen Art voranstellen solt. 
i~uroh Hrn. v. Helmhol~z sind, ~ie wir ausfiihrlich~ besurachen_ di~ 
mechamschen Eigenschaflen bevorzu~ worden: meme Arbeiten z~z~U~ ~ 
~ass man ebensowoh[ mi~ den op~i~hen_~ ,~Eigenschaf~en. be~ogmnen ~ ~ ~ 
:~B~ ~tm En~w~ckelungen konnen neben emander bes~ehen i eme ~]ede 
~VOn ~ ~n~ ~hat~ ~ ihre besonderen. ~ ~ V~orz'~ge.~ ~ Wenn es ffir den Anf~n.~ ger~ 

. ~  ~ se~msg,  mit den s~arren KSrpern und ihrer Congruenz ~u~: 
~ s~e~b~ uns d~e projec~ve Me,bode bessere U~bersichk Ic~;  
ie~um d ~  zu belegen, g ~ e z u  auf d~e~Entw~ckelungen de~. 

Nr. ] ~rffckverwei~en. Alle die Unterscheidungen, d~e ~ch dort be- 
sprech~:~ ZYwischen dem elliptischen und ~h~rischen i~aume und den ~ 
~nd~ren R a u ~ ~ n  ~ er~eben ~s~ch ~di~Zugrnnde!egung d~ ~rojectivcn 
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Ansc]~auung wie yon selbst, wKhrend es eines hohen Massses yea 
Abstraction bediirfen mSchte~ um auf dem anderen Wege zu denselben 
zu gelangen. 

Zum Schlusse noeh einige Worte iiber das Wesen der geometrischen 
Axiome iiberhaup~. In der ma~hemr Literatur zum Mindesten 
scheint mir betreffs derselben fast allgemein eine Ansicht vexbreitet*)~ 
welche yon derjenigen abweicht, die ich fiir richtig halte, und yon der ich 
in meinen frliheren hierher geh~rigen Arbei~en Gebraueh gemacht habe~ 
chne mir des Widerspruchs gegen andere Meinungen deutlich bewusst zu 
sein. Die betreffende Ansicht geht dahin~ dass die Axiome die ,That- 
sachen" der rEumlichen Anschauung formuliren und zwar so voll- 
st~ndig formuliren~ dass es bei geome~rischen Be~rachtungen unnSthig 
sein soll~ auf die Anschauung als solche zu recurriren~ es vielmeh~ 
gen~tg~, sich auf die Axiome zu berufen. Ich mbchte zun~ehs~ jeden- 
falls den zweiten Theil dieses Satzes bestreiten. Eine geometrisehe 
Betrachtung rein logisch zu ffihren~ olme mir die Figur~ auf welche 
dieselbe Bezug nimmt, fortgesetzt vet "Augen zu halten, ist jedenfalls 
mir unmSglic~h. Man vexweist in dieser Hinsieht ja wohl auf das Ver- 
fahren der analytischen Geometric. Abet eine bless rechnende ana- 
lytisohe Geometrie, welehe yon den Figuren abstrahirt, ksnn ieh 
ebensowen~g sis eigentliehe Geometrie ~ gelten lassen, wie gewisse 
Zw~ge" der sogenannten synthefischen Geometrie, die sich nur dadureh 
~on ~anal~tiseher Geometrie untersct~eiden, dass an Stelle tier ~alge. 
~aisehen ~Formelsprache eine andere gesetzt ist. ~ Doch nun zum 
brsten Theile des Satzes! In meinem Aufsatze fiber den allgemeinen 
Functionsbegriff, den ich in der Einleitung citirte, babe ich ausftihrlich 
auseinandergesetzt (und hierin stimme ich mit Hrn. P asch tiberei~), 
dass ich die r~umliche Al~sehauung als e~as ~ese~ich U~ge~a~s au- 
sehe, - -  mag nun yon der abstraeten Anschauung die Re& sein~ wle 
sie uns dutch GewShnung geI~uflg ge~vorden ist, oder yon  der con- 
ere~n Anschauung~ die bei empirischen Beobachtungen zur Geltung 
~ t .  Das Axiom ist mir nun dir ~'orderceng, vermSge deren ieh 
in ~ie ungenaue Ansehauung ge~a~r ~ussag~ hinr Eine ~ 
metrisehe Betrachtung aber denke ich mir so, dass wir die Figur, um 
welche es sich handelt~ als solche unabl~ssig vor Auge~ behalten, und uns 
dann in jedem Augenblicke, in welchem es sich um scharfe Beweisftihrung 
handelt, auf die Axiome als festes logisches Substrat zurt~ckbezieh~n. 
Der ] ~ h ~  d~r A~omr erscheint bei dieser Auffassung so welt. will- 

*) Ich m~chte bier insbesondere auf die For~es~ge~ ~ber ~e~r G~r162 
von M. Pasch verweisen (Leipzig, 1882), insofem die Grundansehauungen, yon 
aenen Hr. Pasch ausgeht, mit meinen eigenen sehr gut iibereins~immen, a~- 
gesehen eben yon tier im Texte n~her zu erl~uternden Di~erenz hinsiehtlioh ~ ~ r  
Bedeutung tier Axiome. 
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k{irlich, als mi~ der Ungenauigkei~ unserer Raumanschauung ver- 
~r~glich isk Eben hierin, aber auch nur hierin, ruht fitr reich die 
B ereehtigung der Nicht-Euklidischen Geometrie (unter Nich~-Eukli- 
discher-Geometrie die reale Disciplin und nich~ bloss die abstracten 
ma~hematischen Be~rachtungen verstanden, zu denen dieselbe Anlass 
geg~ben hat). Uebrigens ist es yon diesem Standpunkte aus selbst- 
~Wers~ndlieh, dass wit unt~er gleidnberechtigten Systemen yon Axiomen 
~e~eils das einfachste bevorzugen und eben darum zumeist mit der 
~kl id/schen Geometrie operiren, welche f~ir die gewShnlichen Frage- 
~ g e n  die elnfacheren Aussagen liefert. - -  Was aber die/~nistehung 
$~Axzw~ne angeh~,~ so weiss ~ich darliber nichts waiter zu sagen-~ als 
~ss~'wir die zu ihnen f~ihrende A_bs~raction bier wie in anderen Ge- 
bieten unwillk~irlieh vollziehen. Das, was in der Anschauung oder im 
~perimen~e nut approximativ gegeben ist, das formuliren wit in 
exaeter Weise, weft wit anderenfalls damit nichts anzufangen wissea. - -  
.~ermi~ is~ denn ~aueh die Stellung~ gegeben, die ich zur Theorie des 
~rat~onalen eimlehme. Sicher'liegt die treranlassung zur Bitdung der 
: ~ i o n a l z a h l e n  in der scheinbaren Ste~igkeit der Raumanschauung. 
teh kann aber, da ieh der Raumanschauung keine Genauigkeit bei- 
tbge, ihr aueh nieh~ die ~xis~'enz des Irrationalen entnehmen wollen. 
~/~tmehr ist mir die Theorie des Irrationalen etwas, was in rein 
~hmet i seher  Weise zu begriinden oder zu umgr~[uzen ist, und was 
wit dana, dank den: Axiomen, in die Geome~rie hineintragen, um 
s~r in ihr diejenige Sch~rfe der Distinc~ionen zu erreichen, welche 
di~.~oYorb~in~un~o~&~'~ma~hemat/sehen Behandlung ist. 


