
Sull' integrazione 
dell' Equazione differenziale A2n = O. 

(Di EmLio AL~SsI, a Torino.) 

I. 

1. k2ia f una funzione di quante variabili si voglia x, y , . . .  Rappre- 
sentiamo con A-of l'espressione: 

Poniamo inoltre: 

a ' f=A~A~f ,  
Ao f =  as A~ a" f ,  oct. ; 

e in generale con A~n findichiamo la funzione che si oitiene eseguendo n volte, 
sulla fimzione f~ l'operazione rappresentata dal simbolo A-'. 

Una funzione 7 regolare in un certo s~azio~ e che soddisfa alt'equazione 
A TM = O~ si pub, in generale, rappresentare mediante n fanzioni~ regolari hello 
stesso spazio, che soddisfano all'equazione h ~ =  O. ,, 

Questo teorema, che noi dimostreremo per ]e funzioni di ire varfabili~ 
ma che vale per funzioni di quante variabili si voglia~ suggerisce un metodo 
assai semplice, per la soluzione di alcuni problemi relativi all' equazione 
A~*~-----0, e, in particolare, all'equazione A 4 ~ 0 ,  di cui ~ nora l'importanza 
in varie questioni di Fisica matematica, e specialmente nella teoria dell'Ela- 
sticitb.. 

2. Consideriamo it prodotto del]e due funzioni p~ q, delle ~variabili 
x, y, z, e formiamo t'espressione A~(pq). Si ottiene: 

( 'c) p ~ q O p S ~ + .8_~z _~z } . 
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Sia in particolare: 

p = a x + b y + c z + d ,  (a, b, c, d=cos t . ) .  

Si avrh evidentemente: 

( Oq Oq Oq) A' ( p q ) = p A' q .+- 2 a ~--~x .-~- b ~-~ -k- c -~- z • 

Da questa formula si rieava: 

OA'f OA¢q+COa'q  A ' ( p q ) = p A ' q + 4  a - ~ - z x + b - ~ y  Oz ) '  ece. 

E in generale: 

A"(pq)----p A" q + 2 i(a oO-~x + b ~ + c ~ )  h'('-Oq. (1) 

Ora, in luogo di una funzione qualunque come la q~ poniamo una fun- 
zione che soddisfi all'equazione A~( '*-t)--- O. :Per indicate una funzione che 
soddisfa all'equazione A T M - -  O, userem% in general% una lettera dell'alfabeto 
greco, coll'indice n. Seguendo questa notazione porremo: 

q ----- ~,H.  

.Sar~ dunque: 

e, a maggior ragione: 

~,~,1 q~,,_~ = O. 

:Per conseguenza, se nella formula (1)sostituiamo ad i, prima n -  1, poi n,  
otterremo le due equazioni: 

:,) 

= o.  (3)  

L'equazione (3) mostra the moltiplieando una funzione ~,,_,, una tim. 
zion% eio~, the soddisfa all'equazione A ¢(n-') = 0 ~ per una funzione lineare ~v, 
si ottiene una funzione che soddisfa all 'equazione ~X'~=O, e the potremo 
ehiamare ~n. 

Mediante due flmzioni ~n-t, ~,,-.: si otterr~ pure una funzione ~ ,  po- 
nendo: 

~,, = p ~n-, -{-- ~,,-, • (4) 
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Vogliamo ora dimostrare che una funzione ~n, regolare in uno spazio S~ 
si pub sempre rappresentare con una formula di questo tip% essendo ?n-i e 
¢/n_~ flmzioni regolari hello stesso spazio~ e p una funzione lineare. 

Sulla natura dello spazio S faeciamo questa sola restrizione: ehe esista 
almeno una direzione tale che tutte le r e t t ead  essa paraltele incontrino in due 
soli punfi la superficie che lo limita. 

La funzione lineare p ta prenderemo in modo che le rette: 

p = cost. 

soddisfino a questa condizione. Lo stesso dicasi per le altre funzioni lineari, 
che introdurremo nel corso della dimostrazione. 

Si tratta di far vedere ehe, data ]a funzione ?,,~ si pub sempre deter° 
minare la funzione ?,~-l, regolare in S, in modo che sia: 

h ~(~-0 ~n-i ---~ O~ ! 

(p = o. j (5) 

La prima di queste due equazioni possiamo seriverla: 

A ~ A ~(~-~) ?,~-, = 0 ; (6) 

e la second% ricordando la formula (2): 

Poniamo : 

A ~(n-~) ?n-i = ~i A 2(n-i) ?n --~ ai ~ 

Si avranno le due equazioni: 

h 2 rt ~ 0 

(s) 

Alle variabili x, y,  z ,  sostituiamo tre nuove variabili u, v, w; e questa 
sostituzione corrisponda, geometricamente 7 a riferire lo spazio a ire nuovi 
assi ortogonali~ it primo dei quali abbia per coseni di direzione i rapporfi: 

A B C 
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essendo R : ~/Ai + B ~ + ~ .  Con questa sostituzione 1' equazione A 2 r~ : 0 
non cambia. La seconda delle (8) diventa: 

- -  ) l ~  c j |  . 

Per ottenere una funzione che soddisfi a queste due~ eqtmzioni, prendiamo 
da prima la funzione: 

tt  
"l 

j : : R  ~ ,du .  

L'integrazione s'intende fatta lungo una retta v = cost., w = cost., a eomin- 
clare dal punto in cui essa ineontra la superficie ehe limita lo spazio S. La 
funzione r', cos?t ottenut% ~ regolare in questo spazio, e soddisfa all'equa- 
zione : 

8~--V = R~, ; 

d'onde si ricava: 

ossia: 

8 A2r, = 0  ~ 
u 

= f ( v ,  w).  

Prendiamo poi una funzione ~" delle sole variabili v, w, 
ch'essa, e tale che si abbia: 

c poniamo : 
' @  ,, 

La funzione ri cosi ottenuta soddisfa alle due equazioni: 

D'¢l 
A s t i r 0 ,  8 ~ - - 7 = R z ~ '  

e quindi alle (8): ed b regolare nello spazio S. 
Se ora prendiamo una funzione % - t ,  regolare in S ,  

quazione : 

A 2(n-~) ~on-j. = r~ , 

regolare an- 

(9) 

che soddisfi all'e- 
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essa soddisferh alle equazioni (6) e (7), ossia alle (5). La formula (4) ~ cosl 
dimostrata. 

Nel seguito della dimostrazione indicb.eremo, in general% con p(O il pro- 
dotto di i funzioni lineari. Percib chiameremo p(t) la funzione p. E si avr~t: 

% = p ( ' )  %_, + % , .  

Ragionando ora sulla funzione ?,,_, come si ~ ragionato sulla funzione ?,,, 
potremo porre : 

essendo pO)' una nuova funzione lineare. Sark quindi: 

% = p(')ip (')' %_~ + (p(') ~,,_~ + q,,,-,). 

La funzione in parentesi soddisfa atl'equazione A ~('~-~) ~ 0 ,  e potremo 
indicarla con ~',_~. ll prodotto di due funzioni lineari po)p(,)' lo indicheremo 
con p(~). Si avr~ cosi: 

Analogamente, posto %_~ = tom" %-~ + +,,-3, otterremo: 

?,~ : p(~) ?,,-a + ~",,-~, ecc. 

E finalmente: 

Cosl abbiamo rappresentata una funzione che soddisfa all'equazione A'n~= 0, 
mediante una funzione che soddisfa atl'equazione h~----0, ed una ehe soddisfa 
all'equazione A2(~'- ')=0, tutte regolari hello spazio 8. 

Per semplicitb, indicheremo con 0n-, la funzione ~'~2~ J . Dovendo poi in- 
trodurre altre funzioni ?~, ehiameremo ?', quella che comparisee nella formula 
precedente. Si avr?~: 

In modo analogo si troverebbe: 

6n-i = p(,,-2) ~l" + 0~--2, 

0, = p(t) ?~,,-~] + 0,. 
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Sommando tutte queste equazioni, e serivendo, per uniformit~ di nota- 
zion% ~tn~ in luogo di a,, si ottiene la formula: 

?,, = p(~--0 ~', + p(,~-:) ~," -l- • " • +P( ' )  c?~,,-,l-}- ~,,], (10) 

colla quale it teorema enunciate in principle resta dimostrato. Esso infatti 
esprime, nello spazio S, la funzione regolare ~,, mediante le n funzioni ?'~, 
qf ' , , . . .  ~0,~nl~ regolari aneh'esse, e ehe soddisfano all'equazione A'-~--0. 

Come risulta dalla dimostrazione, il teorema sussiste per funzioni di 
quante variabili si voglia. 

3. La formula (10) vale anche per un altro ripe di funzioni p. 
Consideriamo infatti it prodotto delle due flmzioni p,  ~n-~, essendo era: 

p = r'- - -  R ' ,  (r  ~ ----- x" + y~ + z:, R = cost.). 

~ d 
Poich~ x ~ + y + z ~ = r -~-~r' sar~ evidentemente : 

~ - - ~  
A ~ (p ~n-,) = p A' 50,~_.i -4- 6 ?,~_, + 4 r ~ ,  

a ,  (p  r~- , )  =_P a ,  ~,,_, + 2o a :  ~,,_, + 8 r - -  ~r  
, eee. ; 

e in generale: 

h~ (p ~o~_,) = p  A:i ~ - t  + A i r  0 A~i-,) ~,_, ~- Bi A~(~--t) 

0re Ai, Bi~ sono costanti positive. Se in luogo di i poniamo, prima n - - I ~  
pot n~ oiterremo le due formule: 

~a~'~-.)%-, +BA~(,~_~) % , (A--=A.~-. B-~B~_,), I i~(n-,) (p ,~_,)  = A r D r (1 1) 

) 
Come nel case precedente, si tratta di dimostrare ehe data la funzione ~,~ 

si pub sempre trovare una funzione ?,~_i, regolare in S, e ehe soddisfa alle 
due equazioni: 

A ~(n-~) ~on-~ --~ 0 ,  ) 

A~(n_,) (p ~,~_,-  (?,~)= 0" ! (12) 

In quest0 case faromo la seguente restrizione sulla natura dello spazio S, 
e sulla posizione dell' origine delle coordinate: che eio~ questo punto appar- 
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tenga allo spazio S, e ehe ogni retta useente da esso, ineontri in un sol punto 
la superfieie ehe limita quello spazio. 

Se queste condizioni non sono soddisfatte, potranno esistere delte fun- 
zioni ~ ,  ehe non sono rappresentabili per mezzo di n funziorli ~,, regolari 
hello spazio S: come vedremo in seguito, trattando un case partieolare. 

Le equazioni (12) possono seriversi: 

a ~ A ~('~-*) ~n-j = 0 ,  (13) 

r ~ a~-¢)~ r %- '  + AB A~(n_~ ) ~n-, = ~-1 A:(n_0 q2n, (per ]a (11)). (14) 

Posto : 

- ( 1 5 )  1 A~(n_~ )~n_ ,~__~ ,~  ~ - = k  
A 

A ~(n-'~) ?n- ,  ~--- r, 

si avranno le due equazioni: 

=' 0). 06)  a ~ , r = O ,  r-~-7-r + k r , = ~ , ,  ( a - ~ , =  

Ma queste due equazioni sono soddisfatte, se poniamo: 

,f 
0 

e la funzione r,, cost ottenuta, ~ finita e continua in tutto lo spazio in eui 
~ tale la ~,. 

Trovata la funzione :,, dall'equazione (15)potremo sempre ricavare una 
funzione regolare ~n-,, ehe so4disfer~ alle equazioni (13) e (14), e quindi 
alle (12). 

Anche in questo eas% dunque, data la funzione ~n, si pub sempre porre: 

essendo ~,~-,, Pn-,, funzioni regolari nello spazio S. 
I1 seguito della dimostrazione non differisee dal caso preoedente. Indi- 

cando in generale con p(~) il prodotto di i funzioni del tipo r*--R*, si 
otterr& una formula identica alla (10). 

Le costanti R che compariscono nelle p, si potranno prendere ad ar- 
bitrio. 
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II. 

4. Daremo alcune applicazioni del teorema dimostrato. 
In primo tuogo, proponiamoci di stabilire l'integrate generale dell'equa- 

zione : 

A' ¢ = 0 (*). 

8opra una porzione ~ del piano z-----0, si abbia: 

a q, a ~- q, aa ,i, 
• = k ( , ,  y), T T = ~ ( z ,  y), a z~=>(* '  y)' T7  =~(x' y)' 

ore le quattro funzioni k~ k~ ~, u delle variabili x, y~ si suppongono da~e. 
Supporremo inoltre the queste funzioni sieno regolari hell'area z 7 e the dctle 
funzioni k e k sieno regolari anche le derivate prime e seconde. 

Ricordiamo come "eiene espresso 1' integrale generale dell'equazione ± ~  = 0 .  
8e r: u~ sono due funzioni delle variabili eomplesse: 

~ , = x  + i r c o s ~ ,  ~ = y + i r s e n ~ ,  

reali per i valori reali di queste variabili, e regolari per i valori di :ced y 
-interni a r, esso g dato dalla formula (**): 

2,¢ z 2,T z 

f ~ ~ I f  f _ _ " d "  (17) 1 a g de -~(~,, ~).,.o~,. + de ~,(¢~, ~,)<,: ,.., 
~--- 2 7: z . ,/z' - -  ~" . - -  

U 0 0 O 

la quale rappresenta una funzione finita e continua, insieme alle sue derivate, 
nello spazio oecupa~o da un citindro simmetrico rispetto al piano z =  0~ 
avente per base : ,  e per altezza 2R~ essendo R il minimo raggio di eonver- 
genza dei suddetti elementi. Per i punti di ~ risulta: 

~9 
- -  r (x, y), 7z  --= "(z, y). 

Cib premess% veniamo all'equazione A 4 ,I)= 0. 

(*) D'ora in avanti tralascieromo gl'indici 1, 2 , . . . ,  eoi quali fin qui abbiamo con- 
teassegnate le funzioni ehe soddisfano alle equazioni A~--~-0, A t e 0 ,  ace. 

(~*) Questa formula~ ehe 6 una eonseguenza di quella del PolssoN, si trova nella Nora 
det prof. VoLTEaa*, Eserc~zi di fisica matemallca. Rivista di Matematiea, vol. IV, a. 189 t. 
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Potremo rappresentare la funzione (I), mediante due flmzioni ~, 4, ehe 
soddisfano all'equazione A~= O~ ponendo: 

,i, = z ~ + ~; (Is)  

d'onde si ricava: 

30 37 9+ ..... z + ~ , +  , 

~ z,.. ----- z ~-~  + 2 -7~-~ + ~:~ . ,  

3~--~ = z -~7~ + 3 ~ - ~ +  3z~" 

Sulla porzione ~ del piano z ~ O, sar~ dunque: 

~-+-~z  ~ ,  

3' ? 3~ + 3 ~-~- + .-~-~-z~ --~.  

l (19) 

(2o) 

(~) 
(21) 

(22) 

Si tratta di determinare la funzione z ~-+-q, in modo the nei punti di 
siano soddisfatte queste condizioni. 

Percib osserviamo the si ha identieamente: 

Z 

¢ (x, y, z) -----f 3 ¢ -~z d Z .+- (P (x, y, 0); 
0 

ossia, per la formula (18): 

Posto: 

z 

f( o). * (x, y, z)-~ Z Fz + ~ + Fz ! z + ~ (x, y, 
0 

~? U, ~ +  = V ,  

Annali di Matematica, Serie III, tomo It. 
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si avr~t: 
z 

(I) (x, y, z) = j ( z  U q- V) d z + ~ (x, y, 0). 
0 

(23) 

La funzione ~(x, y, 0), nell'area ~, 5 data dalla prima delle (¢¢). Ve- 
diamo ora di determinare le funzioni U, If. Esse soddisfano, come la ~ e 
la ~, all'equazione A ~ = O .  Dalle (~) rieaveremo facilmente, pet' i punti di ~ 
i ~'alori che assumono esse~ e le loro derivate rispetto a z. 

Intanto la (20) ci d~t: 

v =  ).. (24) 

Poniamo, per brevith: 

V ~ ~ ~2 

L'equazione h ~  = 0 potrb~ allora scriversi: 

Dunque, nei punti di ,~, si avr~ per la (19): 

~'~ - v ~ k. 

Dal confronto di questa formula colla (21) si rieava: 

07 1 
- -  - -  ~ (~ ÷ v ~ k)  Dz 

e :  

ossia : 

1 v ~ k) V = ~ ( ~ +  , (25) 

~ V  1 
- -  = ~ (~. - v '  k).  ?z (26) 
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Finalmente dalla formula (20) si deduce: 

az  

ossi% poich~ a '~ = O~ A 2 ~ =. 0 : 

a'~ 4- ------ V~ ). a z' a z' 

e questa, combinata eolla (22), d~: 

z ~ - -  

ovvero : 

a U =  1 (v + V* ),). (27) 
~z 2 

Riunendo le formute (24), (25), (26), (27), abbiamo dunque, per la por- 
zione ~ del piano z-----0: 

1 v~ U = ~ ( ~ +  k), V = ) , ,  

~U 1 ~V 1 
a Z = ~ (~ + v'- ~,), a ,  = ~ (~ - v'- k). 

Si avranno quindi le due formule, analoghe alla (17): 

2 ~  z 2 ~  z 

U = ~ d ~  + V '  k )  J z '  r------~ - -  ' 4 ~ ~ q z '  - -  r i 
o o 0 o 

z 

t d ~  ?. r d r  . (~t__ V, , 
V - -  4 ~ z • q z '  - -  r '  

0 0 0 0 

le quali varranno per lo spazio occupato da un certo cilindro S, simmetrico 
rispetto al piano z = O, avente per base ~. In queste formule si deve inten- 
der% che al posto delle variabili reali x, y,  helle funzioni ~,  t*, ~,  V s ~ ,  v ' k ,  

si sieno introdotte le variabili complesse ~,, ~,. 
Sostituendo ora queste espressioni delle fanzioni U, V, nella formula (23), 

e ponendo in questa k(x ,  y) in luogo di q,(x, y ,  0), otterremo l'integral¢ 
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generale eereato, sotto la forma: 

P = 
2 2  z 2.~ z 

0 0 0 0 0 

r d r  l +  
CZ ~ ~ r ~ , 

2 ,~  z 2 n  z 

+'2 do ~/z'--r~ + d t~--V'k) rdr d 
5 ~ o o .z~ 

z + k (x, y). 

La funzione rappresentata da questa formula, sar~ finita e continua in- 
sterne alle sue derivate, in tutti i punti del cilindro S. bIa potr~ venir pro- 
lungata anehe fuori di esso, prendendo un'area piana z', compresa in quel 
eilindro, come base di un altro cilindro S'; e eosl proseguendo fin dove sar~ 
possibile. 

Si verifica senza difficolth che l a  funzione ~, cosl espressa, soddisfa effet- 
tivamente a tutte ]e condizioni riehieste. 

Con un proeedimento analogo a quello esposto si possono trovare gl'in- 
tegrali generali delle equazioni A 6 • = 0, A 8 (I)= 0,  eee. 

5. Un'altra applicazione del teorema che abbiamo dimostrato si pre- 
senta nella rieerea di quegl'integrali particolari dell'equazione h~n_._--_0, the 
devono soddisfare a certe eondizioni ai limiti. 

Consideriamo, come primo &empio, il seguente problema: 
, Determinare hello spazio limitato da un circolo di raggio R~ una fun- 

zlone regolare qJ~ che soddisfi all'equazione A~n= O, dati al contorno i va- 
lori Uo, u~, u:,.. .~ u~_,, della funzione stessa, e delle sue derivate d'ordine 
1, 2,. . .~ n ~ 1, rispetto alla normale interna. ,  

Premettiamo la seguente osservazione. Se la fimzione ~ soddisfa all'equa- 
zione A*~--~ O, si ha pure: 

A* ru~ = 0 ~  

e quindi aneora: 

A, (,.~ 0'--2-?'~ A~ r r --  = ¢ i = ° ,  o o o  

E in generale, per qualunque valore di m: 
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Veniamo ora alla funzione ~. La rappresenteremo con n funzioni ~, ~', 
,, ~r,~_i~ regolari entro il eircolo di raggio R,  e the soddisfano all'equa- 

zione A s =  0~ mediante la formula: 

h=,,-1 (r ~ = z: q-  y')  
= ~ (r: - R'j~ ¢ <  (29) 

- (~o ---- ~) 
Le condizioni al eontorno potremo scriverle: 

[9'+] = ( i = l  2, n - - l )  

La prima di queste formul% supponendo l'origine delle coordinate situata 
nel eentro del cerchi% d~t evidentemente: 

? , . = R  ~ Uo  ; 

e poich5 la funzione ,~ ?a regolare entro il cerchio, e soddisfa all'equazione 
A s ---0,  sar~ per una nora formul% nel punto di coordinate r~ 0~ misurando 
l'angolo ~ da una retta fissa: 

2,~ 

~ (R, - -  ~'-) uo d ~ (30)  
--  ~-~ R' "4- r '  -- 2 R r cos (:~ -- 0) ' 

o 

ore Uo ~ il valore della funzione ~, nel punto del contorno corrispondente 
all'angolo ~. 

Ora supponiamo che tenendo eonto delle eondizioni al eontorno, espresse 
dalle i formule : 

9+ = - - u , , . . . ,  [ar~-'J,.=R - - u , , ,  

si sieno determinate l e i  funzioni: 
' . . ~ l i - i  

Dico che tenendo conto della eondizione espressa della formula: 

[ ~ 1  = 
a ri J,.=R -- u~, 

si pub determinare la funzione ~ I .  
Percib in quest'ultima formula poniamo, al posto di q~ la sua espressione 

data dalta (29). Avremo: 

[ h=~-i ~ R,) h ~'~'1 = - - u ' .  
a=o g;z (r' - -  j,.=a 
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La somma che eomparisee nel primo membro seomponiamola in tre parti. 
Consideriamo, in primo luogo, i termini per i quali h b maggiore di i. Essi, 
facendo r = R,  si annulleranno, giaeehb la funzione (r ~ -  R~) h ~h~, derivata 
i volte rispetto ad r ,  conterrg aneora il fattore r ' - - - R  ~. 

Consideriamo pot il termine, per il quale h--~i ,  ossia: 

ai R,)i ~i, 

Da questo si otterdt l'unico termine: 

ehe seriveremo per brevith: 

A i  ~i.]=R, (A t  = i I 2 i Ri).  

Finalmente i termini per i quali h b minore di i, facendo r =: R, da- 
ranno luogo a ctei termini nulli, e ad un eerto numero di termini del ripe: 

~thl g 8,~ 

eve le C sono costanti ehe naseono dal porre r--= R,  helle derivate rispetto 
a d  r delle funzioni (r ~ -  R*) h. 

Avremo dunque la formula: 

Ai?' i~- f 'XC Or"~ J,-=R - - u i ,  ( h < / ) :  

e non ci oceupiamo di cereare quale sono preeisamente i termini che com- 
pariseono nella somma del primo membro. Net cast particolari questa ricerc% 
come vedremo meglio con un esempio, non pub presentare alcuna diffieolt~. 

Se in luogo delle costanti C~ introdueiamo le costanti B R m, potremo 
scrivere : 

a,~ ~thl 1 = 
A~ ~til + "* B r ~ O r~" 'J,.=R - - u i ,  

Ma, rieordando la formula (28), si vede ehe ta funzione ehiusa in pa- 
rentesi soddisfa all'equazione A ' = 0 .  E poich~ net punti del eontorno essa 
diventa uguale a - - u i ,  sarg nd  punto di coordinate r ,  e: 

8~ ?thl 1 [ (r~ - -  R') u~ 
A~ ?w + y, B rrn 

--~r m . . . .  2 - ~ . . R ~ + r " ~ 2 R r c o s ( ~ - - O )  d ~ '  
o 
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d'onde si ricava: 

--A-5 ~ R~+ 
o 

(r ~ - -  R ~) ui 
r~ - -  ~ R r cos  (~ - -  O) 

d ~. -[- Z B r m 0"  ?thJ t. (h < 0 

ossia : 

e inoltre: 

~ r ~ R  ~ UO 

e quindi nel punto (r ~): 
2n  

1 f (R ~ - -  r~) uo 
~o ~ ~---~ R, + ~.~ - -  ~ R r cos (~ - -  O) 

o 

[ 2 R ~' -]-" -~. ],.=R -~-- - -  U , , 

1 ~ ? ]  ~ ~ u ,  ; 
2 R ~'-}- R r ~r ,-=R 

e per eonseguenza, nel punto (r ~): 
'2~: 

s R t - ~  ÷ .R'+~'--2R,'eos(~--0) d~. 
o 

In questa formula porrem% at posto di ~ l'espressione trovata sopra: 
poi sosfituiremo nella (31), a e e (, le loro espressioni. 

d~;  

Sadt: 

Questa formula risolve il problema: essa infatti ei d~ la funzione ~'*~, 
espressa mediante un integrale definito, the contiene quantit~ note, e le fun- 
zioni ?'h! (h ~ i ) ,  ehe abbiamo supposto gi~ determinate. La prima di esse, 
cio~ la ~ ~ data dalla formula (30). 

6. Come applicazione di questo proeedimento, consideriamo un caso 
particolare, che ~ poi it pi~ notevole: 

,, Si vuol determinare la funzione T, regolare entro il cerchio di raggio Ro 
e ~he soddisfa all'equazione A 4 ~ ~-O, quando si conosca per ogni punto del 
contorno il vatore uo della funzione, e i l  valore u~ delia sua derivata rispetto 
alla normale interna. ,, 

Porremo : 

~--~ + ( r ~ - R 9  ~', (~----  A'~'---- 0). (31) 
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Si otterr~ cosl la formula finale (*): 

1 f (R ~ -  r~) ~ uo 

o 

2ft: 

1 f (R ~ ÷ r  ' ~ ) (R- rcos0 )u i  
@ ~  i R ~ + r ' Z - - ~ R r c o s ( : ~ - - 0 ) } ~  

0 

colla quale il problema ~ risoluto. 

IIL 

7. In questo capitolo ci occuperemo di un problema analogo a quello 
risoluto nel paragrafo precedente, considerando ora 1o spazio limitato non pifi 
da un sol circolo, ma da due circoli concentrici, che chiameremo C, C', di 
raggi R, R' (R > R). 

:~ noto che hello stesso spazio si determina facilmente, la funzione ar- 
moniea ~ che assume sopra i due circoli C, C'~ due date successioni di va'- 
lori a~ a' quando queste si possono rappresentare mediante serie di :FouRIER. 
Si ottiene allora la funzione ~ espressa, in coordinate polari r~ ~, da una 
formula del tipo: 

~ ~ :¢ + ~o log r -f- ~ l(~m,'m + gm r -m) cos m ,  + 

+ (fl~n r ~ +/3'm r-m) sen m ~) I '  

ore le ~ e le ~ sono costanti~ la cui determinazione risulta dal confronto di 
questa serie, per r ~ R, ed r ~  R', eolle serie ~ o-'. 

Supponiamo ora che nello spazio compreso ira i due circoli, si voglia 
determinare la funzione (I), regolare insieme alle sue derivate, e che soddisfa 
all'equazione A4~I)~ 0, quando per ogni punto di C, e di C'~ si conosca il 

(*) Questa formul~ + stat~ ottenuLa, con alLro metodo, dal prof. G. L&URI(3ELL&, 

Integrazione dell'equazione A ~ (A ~ u) = 0 in un campo di forma circolare. Atti della R. Acc. 
delle Scienze di Torino, vol. XXXL Nel me~odo che ho qui seguito, mi son valso della 
Not~ del prof. VOLTERa.~', Sulla Nota del prof. Lauricelb~ ecc. Idem. 
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valore della funzione e della sua derivata rispetto alia normale interna v, nel- 
l' ipotesi che queste quattro successioni di valori soddisfino a quelle condizioni, 
le quali permettono di rappresentarle mediante serie di Foum~R (*). 

Sieno : 
co 

O , . = , = A  + ~ ( A m  c o s t a l - I - B i n  senm0) ,  
1 

oo r t 
(Pr=R' = A' + ~ (Am cos ra ~ -{-- B m sen m 5), 

1 

le quattro serie suddette. 
¥ed iamo se la funzione ¢I~ 

I 
(A",~ cos m ~? + B"~ sen m ~), 

co 'it 
(A'"m cos m -{- B m sen m ~), 

1 

si pub, in generale, porre sotto la forma: 

(p ~ r ~ ~ + ~, 

essendo le funzioni ~0, ~ date dalle formule: 

~ = . -[- v.o log r + ~ I (a.m r" + .',,~ r-~) eos m ~ + 

+ ( ~ m r m + 2 ~ . ~ r  - ) s e n m a ,  

co I tt = ~' + "'o log r + ~v (v. ~ r m + ."m r -~)  cos m 0 + 
1 

+ + sen m o I' 
ore le . e le 3 sono costanti da determinarsi. 

Si otterr~: 

= ~ + .~ log r + ~' r * + ~'o r ~ log r + 

oo t , ~i ttt 

+ (/Sin r m -]- ~'m r -m + /~" ,n  r m+'2 + / 3 ' " m  r --m+~) sen m O t" 

(32) 

(33) 

(*') II metodo the seguo 6 quello ~ cui accenna il VENSKE, ZU• Integration der Glei- 
ehung h h u ~ O, ecc., Nachrichtea di Gottinga, a. 1891. Egli perb i;rascura i termini '% log r, 
c¢' log r, che compariscono helle funzioni ~, 4: e Crascura anche il termine r l o g r  ( a cos0 + 
+ b sea 0). Qaindi l 'espressione che egli d£ per la funzione (I) non b generale. 

Annali di Matematica, Serie HI, tomo IL 3 
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Derivando rispetto ad r ,  si ricava: 

Se 

quindi 

e per 

O a, 1 ' (r -t- 2 r log' r) --1- . . . . .  ~ o - + 2 ~ ' r  + ~ o  
~ r  ~" 

- t -~  [m~,~r"~- ' - -m~' , . r '" - '  + ( m + 2 ) ~ " , n r ' ~ ' - t -  

+ ( - - m + 2 )  "' r - " + q  a m COSta l - - l -  

+ [m ~,. r m-'-  m y,,, r-"-' + (m + 2) ~ ',,, r " '  + 

+ (-- m + 2) ~".,  r -m+'] sen mO I • 

in queste due formule poniamo, al posto di r ,  prima R, poi B', e 

le eonfrontiamo colle (32) ricordando che per r =  R si ha 0 r - -  ~ '  

) ~-5.----- -~; , otterremo i seguenti sistemi di equazioni lineari~ 

tra le costanti da determinarsi: 

a + ~o log R --1-- ~' R ~ -t- a'o R * log R = A, 

~- -l- ~o log R' -t- ~' R '~ -t- ~'o R ''~ log R' = A', 

1 i t  aoN-t -J .  2 R ~ - J o ( R - ~ - 2  R l o g R ) = A  , 

1 
ao ~ -I- ~'. 2 R' -t- do (R' + 2 R' log R') =-  - -  A"', 

~,. R m + ~',. R -m 4-  ~",. R m+~ + ~'",. R - 'n~  = A,~, 

~ R'" + ~'.~ R '-'~ + ~,",,~ R"+" + ~'"m R ' - ' '  ~ = A'm, 

m ~ R ~ - '  - -  m ~'~ R -'n-'  + (m + 2) ~"~ R m+~ + 

-{- (--  m + 2) e"'m R -m+' = A"m 

m ~m R 'm-' - -  m ~'m R '-m-' + (m + 2) ~"m R',,+, + 

+ (__m + 2) e'".~ R ' -m+,=- -  A". , ,  

ed un terzo sistema (S~)~, analogo a quest'ultimo, in eui 
e le B~, in luogo delle e,,, e delle Am. 

Dal primo di questi sistemi si potranno ottenere i 
eostanti : 

\ 

I (s,) 

(re=l, 2,...) (s,) 

compariseono le /~,n 

valori delle quattro 

(34) 
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e dagli altri due i valori delle costanti: 

~ln ~t ~rrt4 ~ 05nt~n 

pureh~ i determinanti: 

'" ) 
6¢ m~ 

> 

~"'m, ) (35) 

D O  = 

1 logR R ~ R ~logR 

1 IogR'  R '2 R '~logR' 

1 
0 --g 2 R  R + 2 R l o g R  

1 
0 R----r 2R '  R ' +  2 R ' I o g R '  

(36) 

D m  

R ''~ R -m R m+' R- m+, 

R ''~ R '--m R "m+~ R'-"+:  

m R '" -' - -  m R- '~- '  (m + 2) R "~+' ( - -  m + 2) R --m+' 

mR'm-,  _ _ m R - m - ,  (m-l-2)  R'm+~ ( - - m + 2 )  R'-m+~ 

(37) 

non siano nulli. Ma osserviamo ehe il determinante D, g appunto uguale a 0. 
Se  infatti nel determinante Dm facciamo m = 1, esso verr~ ad avere la prima 
e l'ultima eolonna uguali, e per conseguenza dovr~, annullarsi. 

Cib significa ehe le quattro equazioni in cui compariseono le incognite ai, 
a,~ ~-i , ~-, , e quelle analoghe in cui compariscono/3~ fl~'~ fl~"~ ~, ~ sono~ 
in general% incompatibili tra loro. 

Dunque una funzione ~I), la quale debba soddisfare alle condizioni del 
problema, non pub~ in generale, venir rappresentata da un'espressione del 
tlpo r ~  + ~ essendo le funzioni ~, ~, date dalle formule (33). 

Tuttavia troveremo facilmente l' espressione generale della funzione (I). 
Percib eonsideriamo la funzione: 

(a ~. -}- b y) log r, (a, b = cost. i) 

che soddisfa all'equazione h a = 0. Se supponiamo di misurare l'angolo 0 dal- 
l'asse x, potremo scriverla: 

r log r (a cos 0 -F b sen 0). 

:Poniamo ora : 

q) = r* ~ -b ~ -[- r log r (a cos 0 -t- b sen 0). 
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Esprimendo le funzioni c~, ~ colle formule (33), e chiamando ora ~ 
le costanti a~ + ~("~ ~ + fl("~ otterremo: 

¢ = ~-+-~01ogr + ~'r-" + £ ' r ~ l o g r  + 

+ (~, r + ~', r - '  + ~," r 3 + a r log r) cos 0 + (~, -4- ~', r - '  + /3 ,"  r ~ + 

4- 

, 1-31$ - ] f ' 

Per determinate le costanti (34), e Io costanti (35) per m = 2~ 3 , . . . ,  
aw'emo ancora i sistemi di equazioni (S,), (S~), (S~) Avremo poi le equa- 
zioni: 

(3s) 

~., R' + ~ ' ,  R '-~ + ~," R '3 + a R' log R' ~ -  A,', 

~, - -  ~.', R --~ + 3 ~(' R ~ + a (1 + log R) = A (', 

~, - -  ~,.',/~'-~" + 3 ~," R"  + a (1 + log R') : ~ A,'". 

I! per determinare le costanti oh~ ~l', ~i ~ a, e quattro analoghe per le eostanti 
/3~, fl,', ill"7 b. Dunque i determinanti Do, e D,~ per m = 2 ,  3 , . . . ,  sono 
ancora dati dalle formule (36) e (37), mentre per il determinante Di si avrh: 

D t  

R R - '  R 3 R log R 

R'  R '-~ R '3 R ' l o g R '  

1 - - R  -~ 3 R  ~ l o g R + l  

1 - - R '  '~ 3 R  '~ l o g R ' + l  

Si tratta di dimostrare the questi determinanti sono sempre dtfferenti da 0. 
Consideriamo da primo il determinante Do. 

D O  

0 

Dagli elementi della 
nelta prima colonna resta 

1 log R R * 

1 log R'  R '2 

1 
0 -~ 2 R  

1 
2 R '  

R' 

seconda linea 
soltanto 

R ~ tog R 

R '~ log R '  

R + 2 R l o g R  

R' + 2 R'Iog R' 

togliano qaelli della prima, Atlora 
il primo elemento, e il determinante si ri- 
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duce ad essere del 3 ° ordine. AI tempo stesso moltipliehiamo gli elementi 
della terza linea per R ,  e quella della quarta per R'. 0tterr'emo: 

I logR'--logR R '~-I~: R '~logR'-R'logR 
R R ' D o =  ~ 1 2 R  ~ R ' + 2 R  ~ l o g R  

1 2 R': R '~ + 2 R '~ log R '  

Sviluppiamo ora il determinante rispetto alia prima colonna. Si ottien% fatte 
le riduzioni: 

R R '  Do = 4 R '~ R ~ (log R '  - -  log R)" -- (R '~ - -  R~) " , 

ossia : 

Do = ( l o g  ~ f  R':--R+'' 
4 R R '  - - (  2R-R -~ ) " 

Perch~ Do potesse annullarsi dovrebbe essere: 

R' R ''2 - -  R ~ 
I o g ~ - =  ~RR,  (*)' 

~ p 

o ponendo -~ --= x : 

x 2-_.1 (39) 
logx= ~x 

Ma questa equazione, the ~ soddisfatta, per x ~ 1, non pub esserlo per aleun 
valore di x, differente dall'unith. Cib pub vedersi osservando che la derivata 

del primo membro, ossia 1_, ~ sempre 
x 

X'-~ - 1 che ~ E infatti si ha :  
2 x ~ 

minore della derivaia del seeondo, 

1 )~ 1 
1 - - ~  > 0 ,  l + x  2 

Resta dunque eseluso che l'equazione 
serlo da un altro valore di x. 

x+: 4- 1 '2 1 < x~ "}- 1 
----~>0, x ~ > x '  ~ '2x' 

(39), soddisfatta da x--~ 1, possa es- 

R'  R I 2 -  R 2 
(*) La  soIuzione 1 ~,------ Oo 1¢ 2 R R'  

quindi log" R > o. 

r imane esclusa, dovendo essere / ~ ' > R ,  e 
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II determinante Do ~ dunque differente da 0. 
Consideriamo ora il determinante Dl. S+ si moltiplicano gli e]ementi della 

terza ]inea per R, e si sottraggono da essi quelli della prima, e analoga- 
mente si moltiplieano quelli della quarta per R', e se ne sottraggono quelli 
della seconda, si ottiene: 

! 
- -  R 3 R l o g  R 

! 
R' - R '~ R ' ] o g R '  1~' 

R R ' D ~  = 
2 

0 2 R s R 
R 

0 ~ 2 R '~ R'  
R' 

e sviluppando rispetto agli eiementi della prima colonna: 

R R' D , =  1~ 

1 
R '3 R' log R' 

R' 

2 
- -~-  21~ ~ R 

9 
- - ~  2 R  '~ R' 

- - R '  

1 
- -  R ~ R l o g  R 
R 

: 2 2 R  ~ R 
R 

2 R  3 R' 
t~' 

Chiamiamo questi due determinanti h,, A',. Nel determinante hi molti- 
plico la prima linea per 2 R:, la seconda per R 7 la terza per R': poi divido 
per 2 la prima e la seconda colonna. Ottengo allora: 

1 R 4  2 R  ' ~ l o g R '  

- -  1 B'* R ''~ 

e sviluppando rispetto agli elementi della prima colonna si trova: 

2 h ~ . ~ l ( R 2 - - R ' O - [ . 2 1 o g R ' ( R ~ + R ' ~ l  IR2--R '~} .  

Per ealcolare h'~ osserviamo ehe esso pub ottenersi da A, ponendo R in 
luogo di R', R' in luogo di R, e poi seambiando tra loro la seeonda e la 
terza linea, ossia mutando il segno del determinante. Sara. dunque: 

A', = ~1(1~ ''~ - -  RO + 21og R(R'* + R~)I I R ~ - -  R'~ l . 
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Ma R R' D, ~- R 5, - -  R' 5', : per eonseguenza : 

R' 

Affineh~ D~ potesse annullarsi, dovrebbe essere: 

R' 
( R ~ - R'* ) + ( R~ -t - R',) log -~- = 0 ,  

R~ 
ossia, posto ~ = x: 

x ~ - -  1 
log x = x~ , x > 1) + 1 

cib che ~ assurdo, come si pub verificare, osservando che per x ~---1, le fun- 
x ~ -  1 

zioni log x,  x~ + 1 sono ambedue uguali a 0, e per x >  1 la derivata della 

prima ~ sempre maggiore della derivata della seconda. Dunque il determi- 
nante D~ ~ differente da O. 

Consideriamo ora il determinante Din, per un valore qualunque di m 
maggiore di 1. Si ha: 

R 'm R'-m 

m -R m - I  - - i~n  R m-I  

m R  ~m-I - -  m R ' - m - '  

Rmf.. R-m+~ 

R'm+~ R'-m.~ 

(m + 2) R m+' (-- m + 2) R-"~ '  

(m + 2) R',,+, ( -  m + 2) R'-"+' 

Moltiplico gli elementi della terza linea per R~ quelli della quarta per R' ,  
e sottraggo da essi rispettivamente quelli della prima e della seeonda molti- 
plicati per m. Otterrb: 

/t'* R-m 
R'~n R'-,n 

R R ' D m =  
0 - - 2 m R  -m 

0 - - 2 m R  ' -m 

R 'm+~ R'-m+~ 

2 R .~,~ 2 (--  m ÷  1) R -'.+~ 

2 R'-,+~ 2 ( _  m ..[_ 1) R'-m,~ 

Ora moltiplico gli elementi delle linee rispettivamente per 2 m R  ra, 
2 m R 'm, - - R  ~n, - - R m ;  poi divido per 2 m gli elemenfi della prima e della 
seconda colonna, per 2 quelli della 3 ~ e della 4 ~. II determinante verrh ad 
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esser 

o v e :  

1 ( R R , y , ~ :  e si a v r ~ :  moltiplicato per ~- 

1 ( R  R')  :'~ ~' D,~  = ¥ 

R "~m 1 m R "-m+~ 

R 'zm 1 m R '~m~ 

0 1 ~ R "~m~~ 

0 1 - -  R '2m+~ 

Sviluppando rispetto agli elementi 

m R'-' 

( m -  1) R ~ 

(m - -  1) R '~ 

della prima colonna otterrb: 

t_ (R R') ~'~+' Dm = R ::n ~,,~ - -  R '~'' a ' ,~ ,  
4 

e A',~ si ottiene 

1 

A,~ = 1 

1 

seambiando, in 

m R r'm+2 m R '°" 

- R " " + "  ( m  - 1) R ~ 

- R '~'+~ ( m - - 1 )  R '~ 

Am, R con R ' ,  e mutando il segno. 
Sviluppando A,~ rispetto alla prima colonna, si ricava: 

h , .  = - -  (m - -  1) R ~ R '~ ( R  ~'" - -  R ' " " )  - -  m ~ R '~''~ +' n L- 

+ m (m - -  1) R ' ' ' '+~ . R ~ + m R ~'''+~ . R'";  

ossia: 

Quindi sara: 

Am = - R'- R'~ ( R "  : - -  R ~") - -  m ~ R '~"'+~ (R'~ - -  R"). 

5 ' m = - -  R ~ R'~(R'2m _ R ~ m ) - - m  ~ R~,n+~(R '~ - -  R'~). 

E per la formula (40): 

1 ( R  R ' )  "~m+l D m =  - -  R ~ '~ ~" - R ( R  - - R ~ m ) ( R ~ " ' - - R " 2 " ' )  - 
4 

_ m ~ ( R  '2 _ _  R ~) (R'~m+ ~ R".m _ _  R~m+~ R ' ~ m ) ,  

o v v e r o :  

1 ( R  R ' )  ~''+' D m  = R ~ R '~ ( R  '~" - -  R~" )  ~ - -  mS R ~'" R ~" ( R  '~ - -  R~) ~. 
4 

Perch~ Dm potesse annullarsi~ dovrebbe essere: 

R ~ R'2-(R '~m - -  R~,,,) ~ = m ~ ( R  R')  TM (R  ~ - -  R~) ~. 

( t '  ') 



delt 'Equazione differenziate z ~ " =  O. ~5 

ed estraendo la radiee quadrata: 

R R' (R '~'~ - -  R ''~) = rn (R R')" (R "~ - -  R') ( * ) ,  

e dividendo per (R R')m+~: 

R' e finalmente, ponendo ~ ~ x :  

x ' ~ - - x m  = m ( x - - 1 )  • (42) 

Questa equazione dovrebbe esser soddisfatta per un valore di m mag- 
giere dell'unith, e per un valore di x~ anch'esso maggiore dell'unith. 

Per dimostrare che cib non pub essere, supporremo di attribuire ad m 
un valore determinato 7 e mostreremo che facendo variare x oltre l' unith, il 
primo membro dell'equazione g sempre maggiore del seeondo. 

Poieh~ per x-----1 si annullano ambedue i membri, qualunque sia m, 
baster~ prorate che col creseere di x ,  la derivata del primo membro ~ sempre 
maggiore della derivata del second% ossia che: 

o ( ÷ 1 )  
m x " - '  + ~ > m  1 ~ , 

ovvero, moltiplieando per x,  e dividendo per m: 

1 1 
x" + ~ > x + x 

od anehe: 

1 (:c,._ ~ 1) x(x?-~- 1)> ~ - , 

e dMdendo per la quantitY, positiva x "~.-~ ~ 1: 

1 

ossia: 
x "~+~ ~ 1 

ta qual'ulfima disuguag|ianza i~ evidentemente soddisfatta, essendo x~> t .  

(~) Essendo R r ~ R ,  l'~ltra soluzione rimane esclusu. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IL 
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Ne coneludiamo the per r e > l ,  nessun valore di x,  ossia di ~ ,  pub 

soddisfare l'equazione (42), eiot~ la (41). Dunque i determinanti D,~, per 
m = 2, 3 , . . . ,  sono tutti differenti da 0. 

Ma si ~ dimostrato the anche i determinanti /)0 e D~ sono diffe- 
renti da 0. Per conseguenza potremo ora asserire the le eostanti the com- 
pariscono nel secondo membro della formula (38), si possono tutte deferral- 
hare in modo the, sopra i circoli C e C', la funzione (I) the essa rappresenta, 
e la sua derivata rispetto alia normale interna, prendano i valori voluti. 

Cib signifiea e h e l a  formula (38), supponendo le funzioni ~, $ rappre- 
sentate dalle formule (33), d~ l'espressione generale delle funzioni (I) the sod- 
disfano alle condizioni del problema. 

Risulta ancora, dalle cose dette, e he la funzione: 

r log r (a cos 0 + b sen e), 

nello spazio limitato da due circoli coneentriei~ non pub esser rappresentata 
da un'espressione come r ~ - + - ~ .  Possiamo anzi dire~ in un certo sense, che 
essa h l 'uniea funzione, regolare in un tale spazio, ehe soddisfa all'equazione 
A~= -= 0, tale che al contorno i suoi valori, e quelli della sua derivata ri- 
spetto alia normale interna, si possono rappresentare con serie di FOCRIER, 
e che pure non pub esser posta sotto quella forma. 

Per chiarir meglio questo punto, proponiamoci di determlnare due fun- 
zioni ~0, ~, le quali soddisfino alle equazioni: 

r ~ io -{-- ¢ / =  r log r (a cos ~ + b sen 0. (43) 

,x~ T---- 0 , A~, = 0. 

Si dovr~ trovare the due tall funzioni non sono esprimibili colle formule (33). 
Ricordiamo la formula ehe d~ il a ~, espresso colle coordinate polari r~ o. 

Si ha: 
A t =  ~2 1 ~ 1 ~ 

q- 7 ~r  q- ,.~ ~ 0 ~ (44) 

Applicando questa formula all'equazione (43), si ottiene: 

~ $ ) 2 (a cos ~ -4- b sen ~), 4 7 = 7 

ossia: 

(r ~) = 1 (a cos • -{- b sen ~); 
Or  2 r  
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dalla quale, integrand% si r ieava: 

1 
r ¢~ =- ~- log r (a cos ~ T b sen ~) -[-f(~), 

ore f ~ una funzion¢ da determinarsi. Divido per r ,  e trovo: 

f (45) 1 log r (a cos ~ -1- b sen 6) + r "  

La funzione y deve soddisfare all 'equazione A2-----0. Dovr~ dunque aversi: 

ed eseguendo il A s per mezzo della formula (44): 

1 ( a e o s O + b s e n O ) + ~ -  f-t-dO.} 0. 

Avremo dunque~ per determinare la f~ l 'equazione differenziale: 

d~ f 
f + ~ = a cos o + b sen e. (46) 

Poniamo: 
0 f =  ~- (a sen 0 - -  b cos ~) -[- g, (47) 

ove la g ~ una nuova funzione della variabile ~. Si r icava:  

d ~ g D~f 0 (a sen ~ - -  b cos ~) + ~-~ ; 0-- ~ = a cos ~ -{- b sen a - -  

e sommando questa equazione eolla preeedente:  

d" f d ~ g f + ~ = a cos 0 @ b sen ~ -[- g 4- d 0 - - ~ "  

Dovrb. quindi essere~ per la (46): 

d 2 g 07 g + ~--~ = 

equazione il zui integrale generale possiamo scriverlo: 

1 (C COS ~ -~- C' 0)~ g -[- ~- sen 

o v e  c e 6' sono eostanti. Sar~ dunque~ sostituendo nella (47): 

f=y l  l e (a cos ~ -[- b sen ~) + c cos ~ -[-- c' sen ~[ ;  
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e ponendo questa espressione della f nella formula (45): 

= ~1 llogr(acoso_}_bsen~)+e(asen~_ bcos~)@ccos~-~c' sen ~i. 

Dalla (43) potremo era ricavare la #, ehe sarh data dalla formula: 

~ -  Ilogr(acos~+bsen~)--O(asen~--bcos~)--ccos~--c'sen~I. 

Queste funzioni, come si era preveduto, non si possono rappresentare per 
mezzo delle formule (33), a caasa delle funzioni, non uniformi: 

O sen 0 0 cos 0 
r 1" 

che in esse eompariscono. 
Tuttavia il problema proposto si ~ potuto risolvere in tutta la sua gene- 

ralit~t: la funzione (I) ~ sempre rappresentata datla formula: 

(i) = r ~ ~ -}- ~ + r log r (a cos 0 + b sen 0). 

IV. 

8. Una funzione T, di due variabili x~ y~ regolare in un eerto campo, 
e che soddisfa all'equazione: 

si pub sempre esprimere colla formula: 
h=n- -1  

=0 

eve le funzioni ~, ~'7 ~",. . .  ~flh-tl, soddisfano all'equazionc AS== 0, e sono 
regolari in quello stesso campo; e p(h) ~ il prodotto di h funzioni lineari. 
(Vedi § 2.) 

La formula (30) permette di determinare la funzione T, hello spazio in- 
definite S, limitato da una retta : ,  dati su questa i valori della funzione 
stessa, e delle sue derivate d'ordine 1, 2 , . . .  n - - 1 ,  rispetto alla normale 
interna, the ehiameremo aneora: 

Uo~ S t ~ , . .  U i , . . .  Un_ t. 

Possiamo assumere, come asse delle y, la retta ~, e, posta in un sue 
punto qualunque l'origine delle coordinate, prendere come direzione positiva 
dett'asse delle x quella rivolta verso 5'. 
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Sarh allora : 

~'~:.o = Uo, [0 xl]~=o = ui (i = 1, 2 , . . .  n - -  I). 

Ponendo in generale: 

otterremo la funzione qs rappresentata dalla formula: 

q ~ = ~  + xfo' + x ~ "  + . . .  + x,*-, ?'~ ,~. 

La determinazione della funzione tF si fa con un procedimento analogo 
a que]lo seguito nel caso dello spazio limitato da un eontorno eireolare. 

Cerchiamo t'espressione della derivata d~ordine i ,  rispetto ad x, della 
funzione T,  per x = O ,  ed uguagliamola ad u~. Avremo evidentemente una 
formula del tipo: 

in cut: 
P ~ = i ! ,  h < i .  

Le C sono costanti. La somma ~ estesa a un certo numero di termini~ 
ehe dipende da n, e da i. 

Ora la funzione chiusa in parentesi soddisfa all'equazione A * = 0. Dunque, 
applieando una nora formula, si avrh in un punto (x y) dello spazio S: 

Orn ~th] 1 [" x u~ d 

(1 

ore r ~ la distanza di un punto qualunque della tetra , ,  del punto ( x y )  
di S, ui il valore della funzione relativo a quel punto di a. 

Si suppongono soddisfatte dalle quantitk ui, date sulla reiia , ,  quelle 
condizioni colle quali l ' integrale che eomparisee nella formula precedent% ha 
un signifieato: si suppone cio~ che nel punto all'infinito della tetra le quan- 
titb, ui divengano infinitesime del 2 ° ordine (*). 

Possiamo scrivere : 

I ( *X ~;ti ~m ¢gth] ) 
t j-yd:--: C lox , 

(f 

(~) E d'or,~ in avanti queste eondizioni, net east analoghi, le supporremo sempre sod- 
disfatte, anehe senz~ dirlo esplieitamente. 
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e questa formula, analoga a quella trovata per il caso di un contorno cir- 
colare, risolve il problem% giaceh~ db~ una qualunque-delle funzioni: 

¢ i i  i ~ ~ ~ . . .  ~ 

espressa mediante le preeedenti. 
In particolare, per la prima si ha:  

e per la seconda: 

1 (XUOd~ ; 
? ~ - - 2  r ~ 

o 

o 

che pub scriversi, sostituendo a ~ il suo valore: 

1 ~ x u ~ - -  1 - - 2  uo 

. r 2 

Se dunque si vuol determinate hello spazio S, la fimzione T, finita e. 
continua in quello spazio, e che soddisfa a]la equazione A~--, 0, dati sulla 
retta ~ i valori uo, ul~ della fanzione stess% e della sua derivata rispetto alla 
normale interna~ porremo: 

I valori di ~ e di ~' sono dati dalle formule precedenti. Otteniamo eosi: 

0 

9. Una funzione ~t;~ regolare in uno spazio qualunque S ,  e che sod- 
disfa all'equazlone A ~ - 0 ,  ~ pure determinata in tutti i suoi punti~ quando 
al contorno si conoscano i valori di T e di h ~ T.  Questo problema si riduce 

determinare sueeessivamente~ hello spazio S~ due funzioni che soddisfano 
alla equazione ~ .  O~ dati i loro valori al eontorno. 

Nel caso di uno spazio racehiuso da un contorno cireolar% o limitato 
da una retta indefinit% rappresenteremo la funzione T mediante due fun* 
zioni armoniche ~ ~'~ che si potranno determinare indipendentemente una 
dall'altra. 
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Ricordiamo chese  0 b una funzione regelare hello spazio S, e the sod- 
disfa all'equazione A ~ ~ 0 ,  esiste una sola funzione 0', pure regolare in S i 
che soddisfi alte due equazioni: 

O' SO' a ~ O' = O, + r ~ = O, (r = V x ~ + y'~) ( 4 9 )  

ed b quella data dalla formula: 

0' ~-~ -I ( 0 d r  ece. (~:). (50) 
r 

o 

Cib posto, supponiamo che il contorno da cut b limitato lo spazio S sia 
una circonferenza di raggio R, nel cut centro si trovi l'origine delle coordi- 
nate. Con,~erdt porre: 

Si ricava: 

AI contorno sia: 

e quindi: 

A ~ W ~ 4  ~ ' + r ~ r  ] 

T ' = U ,  A s T - - v ~  

, + r O ~  ' I 

Sar~ nel punto di S di coordinate r, ~: 

27~ 

D r == 8 ~ :  ' . R _{_ r2 _ 2 R r c o s  (:¢ - -  o)) 
0 

d a,~ 

(*) Sl suppongono soddisfatte te condizioni, analoghe a quelle paste net Cap. L § 3. 
Si suppone cio~ che hell'inferno di S esista un punto tale che ogni retta uscente da esso 
ineontri il contorno in sol punto. Da questa propriet£ deve g0dere l'origine delle coor- 
dinate. 
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ore  l a v  si r iferisce al pun to  di coord ina te  R~ ~ E quindi  con 
ana loga  alia (50):  

~" 2. t 

87:r R ~ + r ~ - -  2 R r cos (:¢ - -  ~,) d ~.. 
o o 

una  fo rmula  

Si ha  poi al con to rno :  

e per  conseguenza  nel pun to  ( r ,  ~) di S :  

1 f (R 2 - -  r ~) u 
- - - - ~  / ~ + r  ~ - 2 R r c o s ( ~ - o ~ )  

o 

d ~ °  

A v r e m o  dunque  la fo rmula :  

r 2re 

~V = (r '  - -  R -~) 8 r: ~----. + r ~ - -  ~ R r cos (~ - ~) 
o 0 

d ~ +  

2,'g 

+ R~ + r:  - -  9~ R r cos (~ - -  ~ 
o 

che  pub anche  ser ivers i :  

2,,'; ~" 

27: [ 4r  R ~ + r ~ ' - - ~ R r c o s ( : ¢ - - ~ )  d r +  
o o 

-4-R~ ÷ r ~  ~ R r c o s ( ~ _ o )  ) d~ .  

Poss i amo esegui re  l ' in tegraz ione  t ra  0 ed r .  O t t e r r emo  allora:  

2 7= [ [ - - - 4 ~ - ' (  r~ + R cos (~ - -  co) log R~ + r~ - -  2 R r cos (~ - -  o)) 

o 

- -  2 sen (~ ~) [ a r c '  r - -  R cos (:~ - -  ~) ~: 

+ R  ~ + r  ~ - 2 R r c o s ( z c - o ) ) u  d a .  
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10. Se lo spazio S in cut si vuol determinare ia fanzione qs, ~ quello 
limitato della retta x ~ 0, porremo: 

~-----~+x~', 
da cut si rieava: 

~ x "  

Sar~ dunque, su queUa retta, detti u,  v i valori ehe ivi assumono W e h ~ qs: 

0~' 1 
? ~ u ,  ~-~x ~ ~ v ,  

e in un punto qualunque dello spazio S: 

~ - - ~  -~-d~ 7 ~ ~]ogr.  v d r ,  
T T 

ore r ~ la distanza dal punto di S che si eonsidera, al punto della retta r 
a cut si riferiseono i valori u,  v di T e AS T.  Per conseguenza: 

~ , ~ _ 1  x l o g r .  v r. 
7~ 

7" 

11. Problemi analoghi si possono risolvere nello spazio a tre dimen- 
sioni. 

Una funzione regolare T~ che soddisfa all'equazione h~n~--0, dati i va- 
lori della funzione stess% e delle sue derivate d'ordine 1 ~ 2 , . . .  n - -  1~ rispetto 
alla normale intern% sulla superfieie di una sfera di raggio / ~  col centro 
netl'origine delle coordinate, si potrh determinare in tutti i punti della sfera, 
facendo uso della formula (18)~ ore porremo: 

p(h)~(r~--R~)h~ (i-----0~ 1 , . . . , n - -  1), 
essendo ora: 

r ~ = x'  + y-" -f- z ~. 
Porremo inveee: 

p(a) _ xa, 

seque i  valori sono dati sul piano x----0. 
I1 problema di determinare una funzione ~ ,  regolare hello spazio limi- 

taro da una superfieie qualunqu% sulla quale si conoscano i vaIori di W e di 
h~ qs  e che deve soddisfare all'equazione h 4 qs ~ 0, si riduee alla determina- 
zione suceessiva di due funzioni, regolari in quello spazi% e ehe soddisfano 
all'equazione A ~  0, eonoseendosi i loro valori alla superfieie. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IL 5 
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:Nel easo partieolare che i valori di W e di a ~ T sieno dati sulla super- 
fieie di una sfera di raggio R,  faremo uso della formula: 

-z = ~ + (r~ - R~) f ,  ( ~  ~ = ~ ~' = 0). 

Porremo finalmente: 

T----~ ~ x ~', 

quando la superficie ~ il piano x = 0. E le funzioni ~, ~', in questi due casi si 
potranno determinare indipendentemente una dall'altra. 

. 

12. Faremo ora vedere come il prineipio di rappresentare una fun- 
zione che soddisfa all' equazione h4---_ O, mediante due funzioni che so~tdi- 
sfano all'equazione h ~ =  0, possa esser utilmente applieato allo studio di al- 
cuni problemi di ElasticitY, nei quali l'equazione A4=  0 ~ appunto quella ehe 
ha maggior importanza. 

Le componenti ~, s, ~, dello spostament% per i punti di un solido ela- 
stico, isotropro, solleeitato da sole forze agenti alla sua superfieie, soddisfano 
alle tre equazioni differenziali: 

1 80 

A ~  ~ ---~0~ 
' l--2m ~y 

i 80 
-----0~ A'Z~-Jr 1 - - ~ m  ~z 

m = coef. e di contraz? 
(51) 

da cui si rieava faeilmente: 

A ~ 8 = O ,  

A 4 ~ 0 ,  A ~ = 0 ,  A ~ = 0 .  

Le tre funzioni 6, ~, ~, si possono rappresentare, in varii modi, me- 
diante quattro sole funzioni, ehe soddisfano alFequazione h2_____ O. 
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Sia, da primo, ? ttna funzione the soddisfi alle due equazioni: 

A ~ p = 0  

D? I & 
2 ? + 4 r - ~ r  = i -- 2-~--m 

(52) 

Una tale funzione esiste in generale, come gig abbiamo avuto occasione di re- 
dere. (Confr. eq. (16), § 3.) 

Poniamo allora: 

~ ---- (r~- - -  R*) -~-T Jr- ), , 

~ = (,'~ - R O  ~Sf+ ~ ,  

¢ = (r' -- R') - ~  . 

\ 

R - - - -  cost. i (53) 

r' = x~ + y~ + z:. 1 
t 

/ 

Da queste equazioni, tenendo 

A t v~---~-~y 

presenti le (52), si ricava: 

1 ~) + A~ ), , 
1 -- '2m 

1 - - 2 m  ~ 

1 O) q- A ~ ~. 
I --- 2m 

Dunque, per le (51), dovrh essere: 

/,~ A~ o. (54) 

Dalle equazioni (53) si deduce ancora, derivando la prima rispetto ad x, 
la seconda nspetto ad y, la terza rispetto a z, e sommando: 

~ = 2 r - ~ 7 - +  ~-~x + ~--~+ ~ ;  

e confrontando questa colla seconda delle (51): 

(i -- 2 m) ? + (3-- 4 m) r ~-r- + g -~-+ + =0,  (55) 

equazione che lega le quattro funzioni ~, X, /~, ~. 
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Le formule (53), (54) e (55), permettono di determinare in modo assai 
sempliee la deformazione d i u n a  sfera, data la deformazione della sua super- 
ficie (*). 

13. Ora invece poniamo: 

~=~~-~ +~' i a~ o~ 
~=zT~ +~, 

¢ = z ~-~ + ~ ,  

(56) 

ove le funzioni ~, )., /~, ~ non sono pih quelle del caso precedente. La fun- 
zione ~ soddisfi ora alle due equazioni: 

h " ?  = 0 1 

? __ 1 (Confr. ~ eolle eq. i (9) del § 1.) I (57) 
~z ~(i--2m) ° 

Bark evidentemente, per le formule (56) e (57): 

A ~ ~ - -  

A~Iq 

1 0 0  

1 - - 2 m  0 x  

1 00 

A ~ ~ --= 

e quindi, per le (51): 

A * ) , = 0 ,  

Si ha inoltre dalle (56): 

e per la seconda delle (57): 

/ 

1 - - 2 m ~ y  

1 ~0 
1 - - 2 m  ~ z  

- -  f f  A" ),, 

- -  W) 

i ~ ~/~ = 0 ,  ~ = 0 .  

- - - -  K~-+ ~- + T~ + az; 

G = 3 _  4 • 

(*) AL~iNS~, Sulla deformazione della sfera elastica. Memorie del l 'Acc.  R,. dellc 
Scienze di Torino, ser. If, vol. XLVII .  
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Di queste formule ei varremo per determinare la deformazione dello 
spazio S, limitato dal piano z = 0 ~  che diremo a~ e corrispondente ai valori 
positivi di z, quand% per ogni puuto (x' y' 0) del piano z si conoscono le 
componenti ~', v, ~, dello spostamento (*). 

Percib, in luogo delle funzioni ),, ~, ~ eonverr~, introdurre le funzioni 
u, v, w, ponendo : 

A '~ ~ w = 0,  A ~ u = O ,  v = O ,  

~z ~z ~z 

Allora le formule (56) diventeranno: 

~ ~---- Z --~" 

z 

e la (58): 

~u 

~v 

~v 

(59) 

In particolare quest'ultima equazione vardt per i punti del piano % nei 
quali, dunque, la derivata, rispetto alla normale z~ della funzione ~, ~ uguale 

;~ ~ IJ" Ma queste due funzioni devono a quella della funzione 4 ~ W ~ y  ~ ~ . 

esser regolari nello spazio S, e soddisfare all'equazione A*= 0. ~e segue ehe 
non potranno differire se non per una costante che possiamo supporre nulla~ 
giacch~ helle formule (56) compariscono soltanto le derivate della funzione ~. 

Si avr~, per conseguenza: 

(~u ~v ~u,) (60) 

(*) II problema della deformazione del solido limitato da an piano indefinito, date su 
questo piano le componenti dello spostamento, o della tensione, ~ stato risoluto per la 
prima vol~a dat prof. C~aVT~, Ricerche intorno all'equilibrio dei corpi elastici isotropi. 
R.. Aecademia dei Lineei, set. IH, vol. XII[. 
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Ora sul piano a si hanno le formule: 

~u ~v ~w 
n ' ~ n ' ~ n 

(n ~ z = norm. a int.a). 

E poieh~ le funzioni u, v, w, ehe supponiamo regolari nello spazio S, sod- 
disfano a]t'equazione h"-= 0, avremo, per una nora formula, ill un punto 
qualunque (x y z) di S, tralaseiando una eostante ehe non ha influenza: 

f£do, 

1 ( < d ~, (r = ~,'(x - -  x') ~ + (y y')" + z ~) v ~ '2--~. r 
0 

- - d a ;  w ~ 2 ~  r 
O ~ 

e sostituendo nella formula (60): 

,~= ~=e ~|'(~--x')~' +(u-y')<,,.~ + ~ '  d ~ ,  
0 

ehe pub scriversi, pih semplieemente: 

ore k' rappresenta lo spostamento del punto (x'y '  0), ~ l 'angolo che la sua 
direzione fa colla direzione r. 

Cosl abbiamo determinate le quattro fuuzioni the eompariscono nelle 
formule (56); e il problema ~ risoluto. 

VI. 

14. Supponiamo ehe sul piano ~, inveee degli spostamenti ~', r/, ~ 
si eonoseano le componenti F ,  G, H della tensione. 

Le set tensioni interne, che chiameremo: 

T~,~, Try ,  T = ,  

Tv., T ~ ,  T~y, 
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soddisfano alle tre equazioni differenziali: 

T ~  + 0 T~ v + ~ T ~  
x ~---7 ~ = O, 

~ T v .  a ~x.+Ty~ ~ ~-"~Jv+ ~ = O, ( T .  v = Tvx,  ece.) 

T:: T.y + ~ = 0 ,  
~y  

che rappresentano le condizioni di equilibrio: e alle altre sei: 

~ T 
~ T A~ Ty~ = 2 M _ _ ~ z  ' A ~ T : ~ =  2 M ~ ,  

~ T 
~ T A ~" T ~  = 2 M ~ Z ~ x '  A ~ Try = 2 M ~ y~ , 

A" T : .  = 2 M 3 z ~ ' 

ore : 

T =  T,.. + Tvv + T** , M =  .2 (1 + m)" 

La funzione T ~ legata alia dilatazione 0 dalla formula: 

E 
T I --2m 

(E = modulo di elasticiti~.) 

e quindi soddisfa come 0 all'equazione: 

A ~ = O. 

Poniamo: 

OT \ 

OT 

~ T  
T~---- M z--~-~z + ~ / 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 
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Si Heava : 

3 ~ T 
h' T~ v = 2 M oz Oy + h~ ~' 

~ T 

Dovr~ dunque essere, per le formule (62): 

A~>.=0,  h ~ , ~ 0 ,  h ~ v = 0 .  

Introduciamo le funzioni u, v, w, regolari nello spazio S, definite dalle 
cquazioni : 

A 2 u ~ 0 ,  / ~ v : 0 ,  A ~ w = 0 .  

u 0 v ~ w 
. . . . .  (65) 

:Dz = ; ~  ~z =W, Dz 

Sul piano , sarh, per le (64) e (65): 

u ~v 
,, = T~.+, = 1~u, 

~z  ~z 
~W 
~ ~ TZZ. 
dz 

Ma nei punti di questo piano le tensioni 1½x, T,v, T. . ,  non sono altro ehe 
le componenti della tensione esterna, cambiate di segno: e la direzione z 
coincide colla direzione della normale interna n. Potremo dunque scrivere, per 
i punti di o: 

Ou ~v ~w 
d n = -- F ~ -~-~ = -- G ~ ~7?n ---- -- H. 

Ne segue che in un punt0 qua]unque (xy z) di S si avrh, tralaseiando delle 
costanti che non hanno influenza: 

/ ' j °  /- 1 F d ~ ,  v =  i '~ r d~ '  w = - -  do (66) 
u = -  ~--~ 7 -7  ' 

c; o" a 

ove, al solito, r rappresenta la distanza dal punto (x y z) di S, al punto (x' y' 0) 
di z, a cui si riferiscono ]e componenti F ,  G, H ,  della tensione. 

- ~ T Dw 
Consideriamo ora I'ultima delle equazioni (61): Ponendo M : - - ~  + ~z'  
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in luogo di T,~, potremo seriverla: 

( Ow) (3Tzx OTzy~ O'T 0 M T +  = - -  -5 - - M z  d 
-7; ~ ~ ~ ~ v ) z - -~ " 

Sul piano z = 0,  sar~ dunque: 

0 (MT+7_~z)= OF 
n 

Ma, nel primo membr% la funzione in parentesi soddisfa all'equazione A'~--O. 
Sara, per conseguenza nel punto (x y z) di S: 

M T + O W  1 f l [ O F  OG) 
(7 

nella qual formula abbiamo tralaseiata la eostante ehe vi eomparirebbe, giaeeh~ 
supponiamo chela  dilatazione 0, e quindi la funzione I', si annulli all'infinito. 

Risolvendo rispetto a T, otteniamo: 

T =  ~W -~x + Oy] t; 
f f  

e sostituendo a w il suo valor% dato dall'ultima delle (66): 

T---- ~=----~ ~- ~-~-l-~-~ + r~ ) 
G 

Cosl conoseiamo tutte e quattro le funzloni che compariseono nelle for- 
mule (64), e quindi aneora le tre tensioni interne Tzx~ T~.y, Tz~, ossia le 
componenti della tensione che agisce sugli elementi dei piani paralleli a ~. 

E , otterremo, per un Moltiplieando la funzione T per il fattore 1 -  2 m 

punto qualunque di S~ la dilatazione 0. 
15. La formula (67) si presta alla rieerca dei valori the assume la 

funzione T sul piano z = 0. Osserviamo infatti che l'integrale the eompa- 
risce nel suo secondo membro, ha un valore ben determinato in tutti punti 
dello spazio, e non subisce discontinuitk quando il punto attraversa il piano a. 

w Tz, = - -  H. Per eonseguenza la formula con- Si ha inoltre, sul piano Q-: ~--~----- 

siderata varr~ anche per i punti di questo piano. E sara, detta T'  la funzione T 
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per z = O: 

- - ~  H + ~  7 ?--d~ + ~  d ~ ,  (6S) 
o 

Dye s'intende ehe r vale V ( x -  x ' ) ' - } - ( y -  y')~. 
(lib post% ei sar~ facile determinare una funzione k, ehe dovremo tra 

poeo introdurre nel nostro ealeol% la quale soddisfi alle due equazioni: 

Ok 
A~k O~ dz  

e inoltre sia flnita e continua in tutto lo spazio S~ e si annulli all'infinito. 
Sar~ infatti, nei punti del piano % dieendo ~' la dilatazione 0~ per z = 0: 

On 

e quindi in un punto quahnque di S:  

k = r d z .  (69) 
o 

Il valore di ~', eonoscendosi gih quello di T', lo ricaveremo immediata- 
mente dalla formula (63), che el dh: 

~, = l--2m T'. 

E 

16. Yediamo ora di ottenere ]a eomponente ~, v, ~ dello spostamento. 
Ricordiamo che esse soddisfano alle equazioni: 

1 ~0 

1 D0 
A2~ + l__2moy~O,  

1 De 
' ~  + 1--  ~m~z = 0 .  

Poniamo : 

~(1 -- ~ , d ) [ ~  + ~ ' 

~(1-~,~) z ~ + ~  , 

2 ( 1 - 2 . , )  z ~  + z  , 

(70) 

(71) 
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essendo k la funzione considerata al par. precedente. Il problema ~ ridotto 
a determinare ]e tre funzioni ~, ~ Z. 

~k 
Dalle (71)si  ricava, poich~ ~--~=0: 

1 ) 
A , i =  ~(1--~m) 20x-i -m~ ' 

: i (  ) 
i( ) 1 2 + z ' , ~  E • 

A ~ =  ~ ( l - - 2 m  U~z 

Dunqu% per le formule (7Q), dovr~ essere: 

a, ~ ~ = 0 ,  A 2 ,.;, = O~ ~ Z = 0.  

Rieordiamo le formule ehe fornisee la teoria dell'elastieit~ per esprimere 
le tensioni T~.~, T~u, T ~  mediante gli spostamenti ~ ~, ~. Esse sono le 
seguenti: 

i i~ ~I T:y =E 2(i + ~) E:+E~, 

T~=E~(i+mi E-~ + i_ ~m 
Sostituendo ~t ~, ~, ~, le loro espressioni date da]]e formule (71), e po- 

(I +m)(i--2m)=A, si ricava: nendo per semplicit~i ---~ 

A T ,  o~ = 2 z o--~z -- ] - (k --}- Z) -1-0~ 

~' ~ ~ ~ q' (72) A T ~ y - - - - 2 z o y o z -  t- ( k + x ) - l - -  ~ ,  

A T ~ =  2 Z O z , ~ z  -l- 2 ~ z - -  2 ra O. 

L'ultima di quest% sostituendo 0 a 0/¢ potr~ scrive,~si: 

0 ~ k ~z~Z=A--~ T~'--(l--m)O--Z~z" 
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Sul piamo ~ sara dunque: 

~_ZZ = A H _ ( 1  -- m)8 ; 
~z 2 

e in un punto qualunque di S, ponendo la condizione che all'infinito lo spo- 
stamento 6, e quindi la funzione Z, debba annullarsi: 

l "1 

La funzione X ~ cos~ determinata. 
Nella prima e nella seconda delle formule (72) compariscono le derivate 

della funzione k + Z rispetto ad x ed y. Dalle equazioni (69) e 73), posto 

A 8' per brevit~ y H - - m  = U, si rieava: 

l f l  k+z=  ;ud:. (74) 

Consideriamo la funzione: 

± ([ Vd (75) ? l = 2 = J r  Ox ~' 
t7 

Dico cbe si ha: 

~0 i ~x 

Infatti sul piano ~ sara, per le formule (74) e {75): 

~z ~z 

e quindi : 

~ z  ~t ~ z  ~x 

:Ma le funzioni ?, e ~ (k + Z) sono regolari nello spazio S, soddisfano ~x 
aU'equazione A'==-0, e si annullano all'infinito. Sara. dunque in tutto S: 
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sara: 

Analogamente, se poniamo: 

1  l Uda 
;-Gy ' 

+ 

La U ~ espressa mediante le quantit~ H, e ~' ossia 1 -  ~ m T'. La T'  
E 

data dalla formula (68), e le sue derivate rispetto ad x ed y,  analogamente 
a quanto si b veduto per la funzione k + Z, si otterranno derivando, rispetto 
ad x ed y, la quantit~ F, G, H, che compariscono sotto il segno d' inte- 
grazione. 

Cost dunque eonoseiamo le funzioni %, ~ ,  in tutti i punti di S, eom- 
preso il piano ~ ore le indicheremo con ~',  ~,'. 

Allora la prima e la seeonda dello (72), per i punti di q daranno: 

p 

~n 

~ A G- -~ ' .  ~n 

E in un punto qualunque di S, supponendo ~ e ~ nulle all'infinito, sarh: 

1 f~ (AF- -~ ' , )d~ ,  
0 

G 

Cosl conosciamo tutte le funzioni the compariscono nelle formule (71), 
e il problema ~ risoluto. 

¥ I I .  

17. Termineremo questo studio, con un problema relativo alla defor- 
mazione dei cilindri, nel quale si presenta l'occasione di applieare alcuni dei 
resultati ottenuti. 
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Un caso gi~ considerato ~ quello d'un cilindro sol!eeitato da tensioni 
agenti soltanto alle bast (*). Ora faremo vedere che un easo molto pib. ge- 
nerale si pub ridurre al precedente: il caso eio~ ehe anche la superfieie late- 
rate sia soggetta a tensione, purchg ta tensione sia la medesima, in direzione 
e grandezza, in tutti i punti di una stessa generatrice, potendo del resto va- 
flare in un modo qualunque, da una generatrice all'altra~ salvo ad esser sod- 
disfatte certe condizioni, come vedremo. 

Prendiamo l'asse del eilindro come asse delle z; e un suo punto qua- 
ltmque come origine delle eoot'dinate. 

Siano ~, q)~ due funzioni delle sole variabili x, y, che soddisfano atte 
equazioni: 

A ~0~ h 4@~0. 

Consideriamo il sistema di tensioni interne: 

T ~  =: g-~,  g-~,  T~---- m % 
(76) 

Si verifiea faeilmente ehe te equazioni (61) e (62) sono soddisfatte: 
d'onde risu]ta che le tensioni (76) corrispondono ad una deformazione possi- 
bile del cilindro. 

Le componenti F, G, H, della tensione, che agendo sugli elementi della 
sua superfieie esterna, producQno questa deformazione, si otterranno dalle 
note formule : 

__ t7' = T ~  cos ~ -Jr- T~y cos/3 -t- Tx~ cos 7, 

- -  G - -  Ty~ cos ~ -}- Try cos ¢ + T y .  cos 7, 

- -  H - -  T . ~  cos ~ -l- T~y cos f~ -i- T ~ .  cos ~,, 

ore ~., 2, 7, rappresentano gli angoli della normale interna alla supei'ficie, 
eogli assi eoordinati. 

Sulla superfieie laterale si avr~, sostituendo alle tensioni interne i loro 

('*) Vedi, p. es, BETTI, Teoria dell'elasticitd. Nuovo Cimento, set. II, vol. VII', e segg. 
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valori : 

F ~ - -  ~ cos a~ 
J 

~.~ a ~ ~ ( 
G == ~ x D-----~ cos ~ - -  ~ - ~  cos  ~, { 

-2-' c o s  a - -  - -  o O S  ~ ,  0y ~x: ; 

(77) 

Sulla base b,, rivolta verso la direzione positiva dell'asse delle z, dette F',, 
G',, /-T,, la eomponenti della tensione, sara.: 

F ' ~ =  ~ ,  G'~ , H ' ~ = m m 4 , ;  (78) 

e sulla base b2: 

F'..  = ~ ,  ~ = - ~ ,  H , = - - m a , , .  (79)  

In questo case particolare di solleeitazion% la tensione, che agisce sulla 
superficie laterale del citindro, ~ la stessa in tutti i punti di una stessa ge- 
neratrie% come si vede dalle formule (77)~ rieordando che le funzioni ~, (I) 
contengono te sole variabili x~ y. 

18. 0ra  supponiamo che sulla superfieie laterale del cilindro siano date 
le eomponenti F, G, H, della ~ensione, uguali in Sutti i punti di una stessa 
generatriee: e vediamo se ~ possibile determinate le funzioni ~, ¢,  in mode 
ehe siano soddisfatte le equazioni (77) ehe si riferiseono ~ alla superfieie late- 
rale. Delle tensioni atte bast non ne %eniamo eonto. 

Sia k l'intersezione della superficie laterale del cilindro, con un piano 
paratMo al piano (xy). I coseni degli angoli ~, ~, che la tangente t al 
contorno k, in un sue punto qualunqu% fa cogli assi della x e della y, sono 
dati dalle formule: 

cos ~ = cos ~ ,  cos co = -  - -  cos ~. (80)  

Quindi le formule (77) potremo scriverle: 

~t~! ~+~ ~=F, 

,~zeos.~ + ~ cos ~ = H ;  
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ossia: 

Ot 
0 ( 0 4 )  0 (04~ 

Sul contorno k prendiamo un punto 0 come origine, e poniamo la con- 
dizione che in 0 la funzione ~ si annull], e si annulli pure la funzione % 
insieme alle sue derivate prime. Sar~ in un punto qualunque M di k: 

M 

~ I H d  k, (81) 
0 

M M 

f 04 G d k ,  = o-% = ~ F d k; (82) 
o o 

04 04 
e le funzioni ?~ 0 x ~ 0 y ' eosl ottenute, avranno un sol valore in tutti i punti 

del eontorno, pureh~ le quantit~ F ,  G, H, soddisfino alle equazioni: 

k k k 

Supponiamo the queste eondizioni siano verifieate. 
Dalle formule (82) si ricava: 

M M 

- - = c o s ~  G d k + c o s ~  F d k ,  
0 n  . 

o o 

M (84) 

y f ) - 7 = c ° s ~  G d k - - c o s ~  F d k .  
o o 

Da quest'ultima formula otterremo con una nuova integrazione il valore 
della funzione ,I)nel punto M di k. Pereib chiameremo ora M: un punto 
qualunque dell' intervallo O M. Sar~ allora in M 7 giaeeh~ si ~ supposto che 
le derivate prime di (I) in 0 si annutlino: 

M M'  M'  

0 0 0 

e la funzione (I, avrh un sot valore in ogni punto di k 7 purchb sia verifi- 
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cata l'equazione : 
M' M' 

k 0 0 

Questa formula, come ora dimostreremo, equivale all'altra : 

f (y F -- x G) d k ~ 0, 
k 

ore x, y, sono le coordinate del punto M', a cui si riferiscono le tensioni F~. G. 
Si ha infatti~ identicamente : 

M" .1,1' 

x G d k =  d[ 

dome, ricordando le formule: 

e posto per brevit?~ : 

si rieava : 

0 0 

M' M' 

0 0 

d y ~ cos ~ d/6 
d x := --  cos/3 d k, 

~ 21/t 

o o 

ii1' M' 

0 0 

Integrando ora su tutto il contorno k, si avr~ in virttl della equazion (86): 

f ( y F - - x G ) d k = - - f d W .  

Ma quando si percorre il contorno k, le quantit~ che compariscono in IV 
riprendon% al punto di partenza, il "valore iniziale. Sarh dunque: 

f d W=O, 
I v  

A n n a l i  d i  i l l a t ema t i ca ,  S e r i e  I I I ,  t o m o  II .  7 
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e finalmente : 

f(v - -  x (;) - -  (87) F d 0. 

come volevamo dimostrare. 
Ammesso che le quantit~ date F, G, H, soddisfino a queste condizioni, 

conosceremo, in virttl delle formule (81), (85) e (84), per ogni punto di k, 

il valore di % di ~ e di ~ .  Ma la funzione io soddisfa all'equazione A'-~ ~---0, 

e la funzione ~ soddisfa all'equazione h 4 • ~ 0. Per eonseguenza queste due 
funzioni delle variabili x, y, saranno determinate in tutto l 'arco racehiuso 
dal contorno k, e quindi in tutto ]o spazio oeeupato dal cilindro. E le equa- 
zioni (77), da cui siamo partiti, saranno verifieate su tutta la sua superfieie 
laterale. 

Se il eilindro ~ cavo, il contorno k sar~ formato da due linee ehiuse~ 
una interna all'altra. In questo caso dovremo, per ciascuna di queste linee, 
prendere un punto come origine~ e supporre che in esso si annullino le fun- 
zioni ~o e ~P, e le derivate prime di quest'ultima. Quanto alla direzione posi- 
tiva del eoniorno, cio~ delle sue tangenti, ~ sempre determinata senza ambi-' 
guitk dalle formule (80). 

Afllnch~ poi, in ogni punto del contorn% otteniamo per le funzioni 

~., 4,  ~--~n' un sol valore, ~ necessario che le equazioni (83) e (87) siano sod- 

disfatte t,anto sulla linea esterna che sulla interna. 
19. Ed ora veniamo alla questione accennata in prineipio. Supponiamo 

di conoscer% per tutti i punti della superfieie del cilindro, le componenti del]a 
tensione, e sieno: 

F ,  G, H~ sulla sup. laterale ] 

/;',, G,, H,,  sulla base b, 

F~, G~, H2, sulla base b~. ., 

(88) 

Si suppone, al solito, che le quantit~ F, G, H, mantengano lo stesso valore 
in tutti i punti di una stessa generat,riee, e soddisfino a]le condizioni espresse 
da]le formule (83) e (87). 

Se col procedimento indicato sopra, sapremo determinare le funzioni ~, % 
dalle variabili x, y, che sulla superficie laterale soddisfano alle equazioni (77), 
otterremo dalle formule (76) le tensioni interne eorrispondenti alla deforma- 
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zione prodotta dalle tensioni: 

F ,  G ~ H ,  sulla sup. laterale 1 

F'~, G'~, H'~, sulla base b, i 
F'~, G'.~, H '~  sulla base b~. 

(89) 

essendo queste ultime, relative alle basi, date dalle formule (78) e (79). 
Scomponiamo allora ]a deformazione prodotta dalle tensioni (88)~ helle 

due deformazioni prodotte, la prima dalle tensioni (89), e la seconda dalle 
tensioni : 

0, 0, 0, sulla sup. laterale 

F ~ - - F ' , ,  Gt ~ G' , ,  H , - -  H , ,  sulla base b~ 

F~ - -  F ' ,  , G~ - -  G'~ , H,  : H'~ , sulla base b~. 

Determinate le funzioni ~, ¢, il problema ~ ridotto a considerare questa 
seconda deformazione, prodotta da tensioni ehe agiscono sulIe sole basi: cib 
che volevamo dimostrare. 

La difficolt~ prineipale di questo procedimento consiste nell'integrare la 
equazione ~* ¢ ~ 0 ,  hell 'area racchiusa dal contorno k, quando su di esso 
si conoscono i valori delle funzioni ¢, e della sua derivata rispetto alla nor- 
male interna. 

Questo problema si sa risolvere per diverse forme del contorno (*). Nel 
case del cerehio, si ottiene la funzione ¢ espressa per mezzo d'integrali de- 
finiti (H - -  6). 

(*) Vedi le due Note del L~vI-CxvlTA : Sull,~ Integrazione dell'Equazione A~ A~ = O. 
&tti della R. A.c. delle Scienze, vol. XXXIII, a. 1898. -- Sopra una trasformazione in 
s~ stesssa della Equazione A ~ ~ = O, Atti del g. Ist. Veneto, Tomo IX, Serie VII, 1897-98. 
Nella prima di ques~e, sono indicate alcune delle Note e Memorie relative al problema 
in questione. 


