Sull’ integrazione
dell’ Equazione differenziale a»=o.

(D¢ Emiuio Anmawst, @ Torino.,)

1. Sia f una funzione di quante variabili si voglia z, y,... Rappre-
sentiamo con A*f 'espressione:

3270 aef
5o + 7 S
Poniamo inoltre:
Atf=A%A? f1
ASf=AA*Af, ecc.;
e in generale con A®* findichiamo la funzione che si ottiene eseguendo n volte,
sulla funzione f, I'operazione rappresentata dal simbolo A®

« Una funzione, regolare in un certo spazio, e che soddisfu all'equazione
A™ = 0, si pud, in generale, rappresentare mediante n funzioni, regolari nello
stesso spazio, che soddisfano all’equazione A* = 0. »

Questo teorema, che noi dimostreremo per le funzioni di tre variabili,
ma che vale per funzioni di quante variabili si voglia, suggerisce un metodo
assai semplice, per la soluzione di aleuni problemi relativi ‘all’ equazione
A" =0, e, in particolare, all’equazione A'=0, di cui & nota I'importanza
in varie questioni di Fisica matematica, e specialmente nella teoria dell’Ela-
sticita.

2. Consideriamo il prodotto delle due funzioni p, ¢, delle variabilj
z, ¥, 2, e formiamo Pespressione A?(pq). Si ottiene:

* (o) m= p A? A? fpog  9pog ?_?_).
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Sia-in particolare:
p=axt+by+cz+d, (a,b, ¢, d=-cost).

Si avrd evidentemente:

A’(pq)—pA’q+2(a g+b aj)
Da questa formula si ricava:
A‘(pq>=pA‘q+4( “‘-’+b“q+ 7=L) ece.
E in generale:
AP =p &g +2i(a g +b o) ationg, M

Ora, in luogo di una funzione qualunque come la ¢, poniamo una fun-
zione che soddisfi all’equazione A*7-% = 0. Per indicare una funzione che
soddisfa all’equazione A*» =0, useremo, in generale, una lettera dell’alfabeto
greco, coll’indice n. Seguendo questa notazione porremo :

g = ¢n-1.
Sard dunque:
Adn-1) Py = 0;
e, a maggior ragione:
A gy =0,

Per conseguenza, se nella formula (1) sostituiamo ad 4, prima » — 1, poi n,
otterremo le due equazioni'

8 (pgn-) = (4 5+ B g o O &t (A= 2(n—1) 0, e00) (2)

A (p gu-i) = 0. ©)

L’ equazione (3) mostra che moltiplicando una funzione g¢,_,, una fun-
zione, ciod, che soddisfa all’equazione A*»-!) =0, per una funzione lineare p,
si ottiene una funzione che soddisfa all’equazione A** =0, e che potremo

chiamare ¢,.
Mediante due funzioni ¢, $n-., si otterrd pure una funzione ¢,, po-

nendo:
$n == P Pn—y + Y-y (4)
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Vogliamo ora dimostrare ehe una funzione ¢,, regolare in uno spazio S,
si pud sempre rappresentare con una formula di questo tipo, essendo ¢, e
Yn-, funzioni regolari nello stesso spazio, e p una funzione lineare.

Sulla natura dello spazio S facciamo questa sola restrizione: che esista
almeno una direzione tale che tutte le rette ad essa parallele incontrino in due
soli punti la superficie che lo limita.

La funzione lineare p la prenderemo in modo che le rette:

p = cost.

soddisfino a questa condizione. Lo stesso dicasi per le altre funzioni lineari,
che introdurremo nel corso della dimostrazione.

Si tratta di far vedere che, data la funzione ¢y, si pud sempre deter-
minare la funzione ¢,_,, regolare in S, in modo che sia:

Adn-1) Py == 0) )
2(n—1) e 5 (5)
A* (P gnes — ) = 0.
La prima di queste due equazioni possiamo scriverla:
A? Az(n -2) Pn—i == 0 ; (6)

e la seconda, ricordando la formula (2):
(A L+ Bt c-a?i) A1) g | — AYn) g G
x Y 2
Poniamo:
Ao, =g, AN-tg, =1,
Si avranno le due equazioni:
A7, =0, )

(A£+Bé%+0%)n=m. S (®)

Alle variabili z, y, 2, sostituiamo tre nuove variabili %, v, w; e questa
sostituzione corrisponda, geometricamente, a riferire lo spazio a tre nuovi
assi ortogonali, il primo dei quali abbia per coseni di direzione i rapporti:

4 B ¢
RE’R’E’
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essendo R=VA® + B* + C*. Con questa sostituzione I'equazione A?r, =
non cambia. La seconda delle (8) diventa:

d T

du

———Rﬁg.

Per ottenere una funzione che soddisfi a queste due equazioni, prendiamo
da prima la funzione:
H

r'=RJ7,d .

L’ inlegrazione s’intende fatta lungo una retta v = cost., 1w = cost.,, a comin-
clare dal punto in cui essa incontra la superficie che limita lo spazio S. La
funzione t', cosi ottenuta, & regolare in questo spazio, e soddisfa all’equa-
zione :

n 7

o
= R fo
du b
d’onde si ricava:
g .
— At =10
Ju !

osfia:
At = f(v, w)

Prendiamo poi una funzione " delle sole variabili v, w, regolare an-
ch’essa, e tale che si abbia:

N = f (v, w);
¢ poniamo:
=1 J 7.
La funzione z, cost ottenuta soddisfa alle due equazioni:
97
2 — —— —— I
A, =0, au_Rd,, 9

e quindi alle (8): ed & regolare nello spazio S.
Se ora prendiamo una funzione ¢,.,, regolare in S, che soddisfi all’e-
quazione:

2(n-2 —
A )’n-i—’-'x;
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essa soddisferd alle equazioni (6) e (7), ossia alle (5). La formula (4) & cosi
dimostrata.

Nel seguito della dimostrazione indickeremo, in generale, con p!¥ il pro-
dotto di ¢ funzioni lineari. Percid chiameremo p{) la funzione p. E si avra:
9n =P gui A g1

Ragionando ora sulla funzione ¢,-, come si & ragionato sulla funzione ¢,,
potremo porre:
Py == p{‘)’ Pr—z - Yn-1,

essendo p*)' una nuova funzione lineare. Sard quindi:

gn =P PV guos 4= (P1 dn-s + o).

La funzione in parentesi soddisfa all’equazione A*"-% =0, e potremo
indicarla con ¢',—,. 11 prodotto di due funzioni lineari p{) p{)" lo indicheremo
con p®. Si avra cosi:

Pn ==p(2) Pn--2 '{‘ Sb,n—i .
Analogamente, posto ¢, = pW" gn-s + Pn-s, otterremo:

on =P gn_s+ ¢ 0y, ece.

E finalmente:

g =p" ) g g3,
Cosi abbiamo rappresentata una funzione che soddisfa all’equazione A** -= 0,
mediante una funzione che soddisfa all’equazione A?==0, ed una che soddisfa
allequazione A¥#-1 =10, tutte regolari nello spazio S.

Per semplicith indicheremo con 6,_, la funzione ¢§-f'. Dovendo poi in-
trodurre altre funzioni g,, chiameremo ¢', quella che comparisce nella formula
precedente. Si avra:

Son mp(“—-i) (P”- + eﬂ.—l R

In modo analogo si troverebbe:
Opy = p(”‘” ?1” “+bn-zy
Gnme == P(n"” ?‘/// + On-sy

.

92 — p(‘) q;{‘”"‘lj + 9‘ R
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Sommando tutte queste equazioni, e serivendo, per uniformitd di nota-
zione, ¢,'* in luogo di 4, si ottiene la formula:

n == pln-1) ¢y + pln-2 o) - + p) =11 gl (10)

colla quale il teorema enunciato in principio resta dimostrato. Esso infatti
esprime, nello spazio S, la funzione regolare ¢,, mediante le n funzioni ¢',,
9"1y... 9'*, regolari anch’esse, e che soddisfano all’equazione A*=0.
Come risulta dalla dimostrazione, il teorema sussiste per funzioni di
quanie variabili si voglia.
3. La formula (10) vale anche per un altro tipo di funzioni p.
Consideriamo infatti il prodotto delle due funzioni p, ¢.-,, essendo ora:

p=1r—R (=04 y*-4 2%, R=-cost.).
Poiché « 2 + v 2 +2 L 2 s sard evidentemente :
0z 0y 02 or )

0 (Pu—-

Az(p?’nma)""‘pA Pn-- 1‘[“6?1&-— 447

A (pon—y) =pAiop-, +20A%¢,., 87 aAB@" ", ece. ;

e in generale:
O ANI-1) g,
Au(p?"—i)_pA 1?" i + A r “——'a'_gL"i’B A%E-1) Pn—1,
ove A;, B, sono costanti positive. Se in luogo di ¢ poniamo, prima n-—1,
poi n, otterremo le due formule:

Az(n--a)(pcpn_,) = A ‘Zﬁ.fa_?fﬂ”_’ +BA2(n z)?n b (A == A, " B = Bn 1),

(11)
A (P ¢ns) = 0.

Come nel caso precedente, si tratta di dimostrare che data la funzione ¢,,
si pud sempre trovare una funzione ¢,.,, regolare in S, e che soddisfa alle
due equazioni:

A= g, =0, )
A (p gy — gu) = 0. )

In questo caso faremo la seguente restrizione sulla natura dello spazio S,
e sulla posizione dell’ origine delle coordinate: che ciod questo punto appar-

(12)
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tenga allo spazio S, e ehe ogni retta uscente da esso, incontri in un seol punto
la superficie che limita quello spazio.

Se queste condizioni non sono soddisfatte, potranno esistere delle fun-
zioni ¢,, che non sono rappresentabili per mezzo di n funzioni ¢,, regolari
nello spazio S: come vedremo in seguito, trattando un caso particolare.

Le equazioni (12) possono scriversi:

A? A2n—2) On-t = 0, (13)

N~2) @,
, B_A.._’a__.__:‘?' + % A¥—8) g, — 2}_ A0 g, (per la (11)).  (14)
Posto:
%Ae(n-—z) Pr—y == 0y, §"=k7 (15)

A¥n-2) Pn-1 == Ty,

si avranno le due equazioni:
A? )T == O’ 7‘%{;"{”‘]"?;501, (A? G',=-“—‘O). (16)

Ma queste due equazioni sono soddisfatte, se poniamo:
-
1
— k-4 ‘e
= o dr;
0

e la funzione r,, cosl ottenuta, & finita e continua in tutto lo spazio in cui
& tale la o,.

Trovata la funzione z,, dall’equazione (15) potremo sempre ricavare una
funzione regolare ¢,_,, che soddisferd alle equazioni (13) e (14), e quindi
alle (12).

Anche in questo caso, dunque, data la funzione ¢., si pud sempre porre:

P =D §n-1 + Pn-1,

essendo gn—1, $n_,, funzioni regolari nello spazio S.

Il seguito della dimostrazione non differisce dal caso precedente. Indi-
cando in generale con p'9 il prodotto di ¢ funzioni del tipo »*— R®, si
otterrd una formula identica alla (10).

Le costanti R che compariscono nelle p, si potranno prendere ad ar-
bitrio.
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1L

4. Daremo alcune applicazioni del teorema dimostrato.
In primo luogo, proponiamoci di stabilire l'integrale generale dell’equa-
zione :

A =0 (¥
Sopra una porzione o del piano 2 =0, si abbia:

o R 08 &
C =k, y), ‘5‘2‘:1(‘”1 Y, %—‘z?=("<xa ¥, “3‘2—3=”(x7"’./)7

ove le quattro funzioni %, A, g, » delle variabili z, y, si suppongono date.
Supporremo inoltre che queste funzioni sieno regolari nell’area o, e che delle
funzioni %k e 2 sieno regolari anche le derivate prime e seconde.

Ricordiamo come viene espresso I integrale generale dell’equazione A®¢ =0,
Se 7, v, sono due funzioni delle variabili complesse:

Gy=a 4 1ircosd, EL,=y-Firsend,

reali per i valori reali di queste variabiliy e regolari per 1 valori di z ed y
-interni a 7, esso & dato dalla formula (**):

> 2 z

1 d o . rdr 1 , rdr
?=§~—§T§fd9f?(€” 52) —!“2—;;"’({9]2)(5” g2>_\/z?—__, (17)
v ] v

™ \/z? — g2 —
0
la quale rappresenta una funzione finita e continua, insieme alle sue derivate,
nello spazio occupato da un cilindro simmetrico rispetto al piano 2 ==0,

avente per base o, e per altezza 2 B, essendo R il minimo raggio di conver-
genza dei suddetti elementi. Per i punti di o risulta:

d 4

g=r7(@, ) F==v(, Y

Cid premesso, veniamo all’equazione A*® =0.

{*) D'ora in avanti fralascieremo glindici 1, 2,..., coi guali fin qui abbiamo con-
trassegnate le funzioni che soddisfano alle equazionl A?=0, At==0, ecc.

{(**) Questa formula, che & una conseguenza di quella del Porssox, si trova nella Nota
del prof. VoLTERRA, Esercizi di fisica matematica. Rivista di Matematica, vol. 1V, a. 180 L
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Potremo rappresentare la funzione ®, mediante due funzioni ¢, ¢, che

soddisfano all’equazione A® = 0, ponendo:

C=z¢+¢;
d’onde si ricava:
0o Btp 0y
TF T T T
o0t d . 524,
Gt ¢ 8z9+ +3z‘3’
ke 0%y
P Bz3+ aze—l—@z""
Sulla porzione o del piano z==0, sard dunque:
y=t, \
?~4- é
99 ¢ _ (=)
T + bt \
8 2§
3 —6—3-= . !

(18)

(19)
(20)

(21)

(22)

Si tratta di determinare la funzione 2z ¢ - ¢, in modo che nei punti di ¢

siano soddisfatte queste condizioni.
Percid osserviamo che si ha identicamente:

e (2, ¥, 2) "‘j""‘dz“{"q)(x: Y, 0);

ossia, per la formula (18):

0@, 9 ) =[ (e 52+ ¢+ 5E) a2 +4 @ 3, 0)

0
Posto:

0 2¢
=0 etgi=7,

Annali di Malematica, Serie III, tomo II
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sl avra:
z

@@Mh@=RzU+VWz+¢myﬂh (23)

0

La funzione ¢ (z, y, 0), nell’area o, & data dalla prima delle (). Ve-
diamo ora di determinare le funzioni U, V. Esse soddisfano, come la ¢ ¢
la ¢, all’equazione A®*=0. Dalle («) ricaveremo facilmente, per i punti di o,
1 valori che assumono esse, e le loro derivate rispetto a 2.

Intanto la (20) ci da:

V=1 (24)
Poniamo, per brevitd:

e O 07

ax®
L’equazione A®¢ =0 potra allora scriversi:
0%y .
R

Dunque, nei punti di =, si avrad per la (19):

Dal confronto di questa formula colla (21) si ricava:

@D

g 1
Te=g+vh,

0 0* 1
e LR
ossia:
U=1G+vh, (25)
oV 1
i) (5*‘ — v k). (26)
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Finalmente dalla formula (20) si deduce:

ave .
Vz?"i" ;z(p:V')\)

ossia, poiche A’¢ =0, A*¢ =0:

0t¢ , 03¢ ..
e T TV

e questa, combinata colla (22), da:

0* 1 \
Fe g TV,
ovvero:

Tttt @)

ot

!.\.

Riunendo le formule (24), (25), (26), (27), abbiamo dunque, per la por-
zione ¢ del piano z2=0:

—

= s (u+ V' E), == A,

dU 1 o OV 1 2
=5 =g 0TV —=5k—VEh)

L\Z)

Si avranno quindi le due formule, analoghe alla (17):

U—l“zﬁ9(+v@JiLA~ ﬁﬁb+vn

fd&j \/;d_ry ir "dﬁf({x——vz k) J;déﬁ ’

le quali varranno per lo spazio occupato da un certo cilindro S, simmetrico
rispetto al piano z =0, avente per base . In queste formule si deve inten-
dere, che al posto delle variabili reali , y, nelle funzioni 2, g, », v*3, V*&,
si sieno introdotte le variabili complesse &, &..

Sostituendo ora queste espressioni delle funzioni U, V', nella formula (23),
e ponendo in questa % (z, y) in luogo di ¢ (z, ¥, 0, otterremo I'integrale

rdr
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generale cercato, sotto la forma:

v p Vot — 2 \/22 — g2 )

‘I’=f;ﬂzjé%f;9vﬁy+v”k) rdr +f;9f(u+vg)\) rdr 14
o 0 Y

2 2

+2§;f¢£e}"; rdr +ﬁsf(g—vek) rdr }dz—{—k(x,y).
0 0

. &4? - —
g 5 \/~ s \/z2 72

La funzione rappresentata da questa formula, sard finita e continua in-
sieme alle sue derivate, in tutti i punti del cilindro S. Ma potrad venir pro-
lungata anche fuori di esso, prendendo un’area piana o', compresa in quel
cilindro, come base di un altro cilindro S'; e cosi proseguendo fin dove sard
possibile.

Si verifica senza difficoltd che la funzione @, cosi espressa, soddisfa effet-
tivamente a tutte le condizioni richieste.

Con un procedimento analogo a quello esposto si possono trovare gl'in-
tegrali generali delle equazioni A®*® =0, A*® =0, ecc.

5. Un’altra applicazione del teorema che abbiamo dimostrato si pre-
senta nella ricerca di quegl’integrali particolari dell’equazione A** =0, che
devono soddisfare a certe condizioni ai limiti.

Consideriamo, come primo esempio, il seguente problema:

« Determinare nello spazio limitato da un circolo di raggio B, una fun-
zione regolare §, che soddisfi all’equazione A™ =0, dati al contorno i va-
lori W, ey Usy..., tn-y, della funzione stessa, e delle sue derivate d’ordine
1, 2,..., n—1, rispetto alla normale interna. »

Premettiamo la seguente osservazione. Se la funzione ¢ soddisfa all’equa-

zione A®¢=0, si ha pure:
A? (?‘ éf):(),

or

e quindi ancora:

A? (1-2%:;(’1:)=A23r ;}("%" qa)%m(), ecc.

E in generale, per qualunque valore di m:

om
a3 = 0. (28)
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Veniamo ora alla funzione ¢. La rappresenteremo con #» funzioni ¢, ¢,
¢",..., 9™+, regolari entro il circolo di raggio B, e che soddisfano all’equa-
zione A =0, mediante la formula:

Tr=n—1 (7-? — + yz)
g= 3 (°—BjoM (29)
h=0 ((Po = 50)
Le condizioni al contorno potremo scriverle:
0! . .
$r=p =t {g‘%})_skz”“h (=1, 2,... n —1)

La prima di queste formule, supponendo 'origine delle coordinate situata
nel centro del cerchio, da evidentemente:

9?'.=R — 'uo ;
e poicht la funzione ¢ & regolare entro il cerchio, e soddisfa all’equazione

A?==0, sary, per una nota formula, nel punto di coordinate r, §, misurando
angolo ¢ da una retta fissa:

27
1 (R — ) uo
?= §5fliﬂ+r2—2R1'cos(a——G)d“’
0

(30)

ove u, & il valore della funzione ¢, nel punto del contorno corrispondente
all’angolo «.

Ora supponiamo che tenendo conto delle condizioni al contorno, espresse
dalle < formule:

o -1y
gb,._____Rzu,,, l-—a—,—")‘zﬁz—'—u,,..., —a—?m—}‘sz—*ui-l,
si sieno determinate le ¢ funzioni:

! {-1
Py Preeey O
Dico che tenendo conto della condizione espressa della formula:
0t Y
[WJ,-:R == — Ui,
si pud determinare la funzione ¢'.

Percid in quest’ultima formula poniamo, al posto di la sua espressione
q ’ )

data dalla (29). Avremo:
‘h=n—1 p§i .
{ S (7‘2 — Rz)h ?'h‘] E—

= ort =R
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La somma che comparisce nel primo membro scomponiamola in tre parti.
Consideriamo, in primo luogo, i termini per i quali % & maggiore di 7. Essi,
facendo » = R, si annulleranno, giacché la funzione (r* — R)* ¢'*', derivata
¢ volte rispetto ad r, conterrd ancora il fattore »*— K=

Consideriamo poi il termine, per il quale % =1, ossia:

,ga_;’_i (?-2 — R?)i ?'1”‘

Da questo si otterrd l'unico termine:

o " ;
[t = R, ot
che scriveremo per brevith:

Aigily, (Ai=il2 R,

Finalmente i termini per i quali 2 & minore di ¢, facendo » = R, da-
ranno luogo a dei termini nulli, e ad un certo numero di termini del tipo:

n
pin o I

0 ym

ove le C sono costanti che nascono dal porre » = R, nelle derivate rispetto
‘ad # delle funzioni (r® — R¥)".
Avremo dunque la formula:

- i gm (P[h] .
lA" #U+2050 },.ZR ==, (h<i):

e non ci occupiamo di cercare quale sono precisamente i termini che com-
pariscono nella somma del primo membro. Nei casi particolari questa ricerca,
come vedremo meglio con un esempio, non pud presentare alcuna difficolta.

Se in luogo delle costanti C, introduciamo le costanti B E™, potremo
serivere:

H

Ul . om (P[h]
[Az({’ t + ~B7’m W]).:R == Ui,
Ma, ricordando la formula (28), si vede che la funzione chiusa in pa-
rentesi soddisfa all’equazione A*=0. E poiche nei punti del contorno essa
diventa uguale a — w;, sard nel punto di coordinate r, 6:

(r? — R¥) u;

amcplhl —1—[26 [
2w )Ryt — 2 Brecos (a—6)
0

0 rm

Aig't' 4+ Bym doa,
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d’onde si ricava:
2

'; 1 1 (1/'2 _.R2) W aﬂl (‘P thl .
) RO .
¢ A532WJ‘33+?‘2——2chos(a_ )’ZU+2B e (k<i)
0

Questa formula risolve il problema: essa infatti ci da la funzione ¢'#,
espressa mediante un integrale definito, che contiene quantitd note, e le fun-
zioni ¢'*' (h <C7), che abbiamo supposto gid determinate. La prima di esse,
ciot la ¢ & data dalla formula (30).

6. Come applicazione di questo procedimento, consideriamc un caso
particolare, che & poi il pili notevole:

« Si vuol determinare la funzione ¥, regolare entro il cerchio di raggio R,
e che soddisfa all'equazione A*Y =0, quando si conosca per ogni punto del
contorno il valore w, della funzione, e il valore u, della sua derivata rispetto
alla normale interna. »

Porremo:

p=9+ 0 —R)¢, A¢=Aa%¢=0) (81)
Sara:
Pr=R == Uy,
e quindi nel punto {(r6):

arn

17 (B — r®) uo
P Wij-{«a?-——EaRfcos(oc—!))
e inoltre:
b, 09 .
I:ZR? +§~7-'])'=R—_—ul,
ossia:
? R or "
e per conseguenza, nel punto (r6):
:_____Iw{_z:z? “1- - (R* — %) u;
¢ = 2RZR9T Qn_[R?—Jrr*“ﬂchos(oc—-O) d .
0

In questa formula porremo, al posto di ¢, I’espressione trovata sopra:
poi sostituiremo nella (31), a ¢ e ¢/, le loro espressioni.



16 Almansi: Sull’integrazione

Si otterra cosi la formula finale (*):

(B* — %% ue
v = 4TRfRz+r~—2R1cos(a—0) “+
2
1 (R? 4+ %) (R — r cos 0) u; da
?

+2wRO ﬁ2+7'2—2R7'cos(a—6)}9

colla quale il problema & risoluto.

111

7. In questo capitolo ¢i occuperemo di un problema analogo a quello
risoluto nel paragrafo precedente, considerando ora lo spazio limitato non pilt
da un sol circolo, ma da due circoli concentrici, che chiameremo C, (', di
raggi B, R (R > R).

) noto che mnello stesso spazm si determina facilmente, la funzione ar-
monica ¢, che assume sopra i due circoli C, €', due date successioni di va-
lori ¢, ¢’ quando queste si possono rappresentare mediante serie di Fouries.
Si ottiene allora la funzione ¢ espressa, in coordinate polari », 6, da una
formula del tipo:

¢ =0 a, logr+ (i 17~ &'y ) cOS M O

+ B ™ -+ Bm ™) sen m 9); s

ove le « e le 8 sono costanti, la cui determinazione risulta dal confronto di
questa serie, per r=E, ed + = R’, colle serie o, o'

Supponiamo ora che nello spazio compreso tra i due circoli, si voglia
determinare la funzione ®, regolare insieme alle sue derivate, e che soddisfa
all'equazione A*® = 0, quando per ogni punto di C, e di C’, si conosca il

(*) Questa formula ¢ stata ottenuta, con altro metodo, dal prof. G. LAURIcELLA,
Integrazione dellequazione A% {A%u) == 0 in un campo di forma circolare. Atti della R. Acc.
delle Scienze' di Torino, vol. XXXI. Nel metodo che ho qui seguito, mi son valso della
Nota del prof. VoLTerRA, Sulla Nota del prof. Lauricelly, ecc. Idem.
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valore della funzione e della sua derivata rispetto alla normale interna », nel-
I’ipotesi che queste quattro successioni di valori soddisfino a quelle condizioni,
le quali permettono di rappresentarle mediante serie di Fourimr (*).

Sieno:

D,.p = A +§“(Am cosm b+ B, senmb),
1

Pop=A4" + E(A'm cosm b+ B, senm6),

. ’ (32)

["8“7] L= A" 4 X (A"mcosmb + B’y senm6),
= 1

3 @ L 0% 7 r
[57],.:3,5 A"+ % (A"meosm - By senmb),

le quattro serie suddette.
Vediamo se la funzione © si pud, in generale, porre sotto la forma:

=19+,
essendo le funzioni ¢, ¢ date dalle formule:

P == "l" oy IOg s + }:} j (d.;rn ym + d'n'L 7‘"m) cosm4 +

+ (B #™ - B ™) sSEN M O g_,

. (33)
p=0o +aslogr4 Y 3 (e 7™ 4 &y ¥=") cOS M 6 +
i

4 (B m 1™+ B r=") sen m 6)2 ’

ove le « e le B sono costanti da determinarsi.
Si otterra:

O=ua -+ a,logr o 7t 4oy rtlogr 4
oo
F X (em P a7 A+ @ A 0 g 1) cOS M 6 -
1

F B 1™ Bt ™ Bt 4 B ) senm 0 -

(*) I metodo che segno & quello a cui accenna il VeNskE, Zur Inlegration der Glei-
chung A A = 0, ecc., Nachrichten di Gottinga, a. 1891, Egli pero traseura i termini «y logr,
o' log 7, che compariscono nelle funzioni ¢, ¢: e trascura anche il termine » logr (a cos0 -+
+ b sen9). Quindi Pespressione che egli da per la funzione ® non & generale.

Annali d&i Matematica, Serie III, tomo IL 3
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Derivando rispetto ad », si ricava:

%T—:=a0%+2a'1‘+a'0(1'+27’10g")‘)—}—

o0
B [ o 77— 2]
1

4+ (—m 4+ 2)a" =™ +] cos m 6 +
+ [m B Pt — 0 By - (- 2) B et

F(—m 4 2)B ] senmo |-

Se in queste due formule poniamo, al posto di #, prima R, poi E', e

quindi le confrontiamo colle (32) (1'icordand0 che per » =R si ha %—?: %45,
e per r = R/, %%): — %(—f) » otterremo 1 seguenti sistemi di equazioni lineari,
tra le costanti da determinaysi:

at o logB+o R oy, R log R = A, \

oo log B+ o« R* oy B?log R = A4,

ao% + o 2R4as (B-+2 Rlog R)y— A", (81

wogpt @ 2B 4y (B + 2R log R) = — 4,

tm B o'y B 6"y B4t 0" B0t = A,y \
am B'™ +a'm R'-m 4 o, R'm+? 4 o' B~ = A,
m apy Bt — m oy R=7-1 4 (m + 2) "y Bt 4
+ (—m+ )"y Bt = A"y
Moy, B0 — oy B 4 (m - 2) o'y Bt 4
F(—m+2) "y Rt =— 4"y,

(m=1,2,...) } (S)

ed un terzo sistema (S;), analogo a quest’ultimo, in cui compariscono le S,
e le Bn, in luogo delle «, e delle A,.

Dal primo di questi sistemi si potranno ottenere i valori delle quattro
costanti:

@y @, oy @ (34)
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e dagh altri due 1 valori delle costanti:

r n rrr
Imy %my % omy & my )

' " e \ 35)
Bm; ;877&) ){3 my 46 ™y ) (
purché i determinanti:
1 logRB R* RelogR
1 logR R* R“®logR
D=1 ¢ _11%- 2R R+2RlgR |» (36)
0 = 2R R+2RIgR
Rm -m Rm+2 R- m+2
R’m R' -7 Rm+2 R”’ m+e

m Bmt —m RB-m-t (4 2) R+ (— m -} 2) R-mt
mBm-t —mR-m-t (g 2) Rm+t (—m - 2) R-mut

non siano nulli. Ma osserviamo che il determinante D, & appunto uguale a 0.
Se. infatti nel determinante D, facciamo m =1, esso verrd ad avere la prima
e l'ultima colonna uguali, e per conseguenza dovrd annullarsi.

Cid significa che le quattro equazioni in cui compariscono le incognite a,,
a'yy, o'y ", e quelle analoghe in cui compariseono 8,, B/, B.”, 8,”", sono,
in generale, incompatibili tra loro.

Dunque una funzione @, la quale debba soddisfare alle condizioni del
problema, non pud, in generale, venir rappresentata da un’espressione del
tipo r2¢ + ¢, essendo le funzioni ¢, ¢, date dalle formule (33).

Tuttavia troveremo facilmente I’ espressione generale della funzione @.
Percid consideriamo la funzione:

(@z+dy)logr, (a, b= costl)

che soddisfa all’equazione A*==0. Se supponiamo di misurare I'angolo ¢ dal-
Passe «, potremo scriverla:

r log 7 (a cos 6 -} b sen 6).
Poniamo ora:

D =7rto+ ¢ -7 log»(acosd - bsend).
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Esprimendo le funzioni ¢, ¢ colle formule (33), e chiamando ora «,, 8,
le costanti a, - «,"", B, + 8,, otterremo:

b=oa-talogr-+arta rtlogr -+ \
(o' vt/ v arlogr)cos s+ (B, F Bt 4B -
[sd
+brlog r)sen § 4 Qjan ¥+ alpm v a1 g 7 ) cos MO - (38)
2

- (B B B 7t b o) sen m 9] j

Per determinare le costanti (34), e le costanti (35) per m =2,3,...,
avremo ancora 1 sistemi di equazioni (8,), {S:), (8;) Avremo poi le equa-
zioni:

e BR+a R*t4a” R+ aRlogR=A”
o B o R +a'B*}FaRlogR =4,
a,—a B*+3a/ B*t+a(l+4log R)= A4,
o, —o, R*+3a" R*4a(l4log R)=—A4,"
per determinare le costanti e, 2", «,", @, e quattro analoghe per le costanti,

B,y 8, 8, b. Dunque i determinanti D,, e D,, per m =2, 3,..., sono

ancora dati dalle formule (36) e (37), mentre per il determinante D, si avra:
R R R RlogR
R R+ R* R'log R
1 —R* 3R logR+1
1 — R 3R® logR +1
Si tratta di dimostrare che questi determinanti sono sempre differenti da 0.
Consideriamo da primo il determinante D,.
1 logR R RlogR |
1 logR R* R*®logR

D, —

Do=|0o = 2R R+2RlgR
1

0 2R R +2RlgR

i
Dagli elementi della seconda linea togliano quelli della prima. Allora
nella prima colonna resta soltanto il primo elemento, e il determinante si ri-
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duce ad essere del 3° ordine. Al tempo stesso moltiplichiamo gli elementi
della terza linea per R, e quella della quarta per R'. Otterremo:

| log R —log R R*—R* R*log R — Rtlog R
| 1 2 R* R*12 Rlog R
] 1 2 R R*++2Rlog R’

Sviluppiamo ora il determinante rispetto alla prima colonna. Si ottiene, fatte
le riduzioni:

R R D, =4 R* R*(log R' —log Ry — (R"— R*¥,

D» R')2 B'? — R*¢
——— =\log % —\"ss—] -
IRE ° R ( 2L R )
Perche D, potesse annullarsi dovrebbe essere:

R R*P—R*
ez =5zrw

RR D=

ossia

o ponendo E—«x‘
p R‘ ’
w1

logz = o

(39)

Ma questa equazione, che & soddisfatta, per 2= 1, non pud esserlo per alcun
valore di z, differente dall’'unith. Cid pud vedersi osservando che la derivata

. N . .
del primo membro, ossia =» & sempre minore della derivata del secondo,

che @& i +1 E infatti st ha:

z?

:::~i—1

T

(1_510-) , 142 —2>0,

Resta dunque escluso che I'equazione (39), soddisfatta da =1, possa es-
serlo da un altro valore di z.

+1. 2
— > —<
R

4 /2 R?
B B - rimane esclusa, dovendo essere R'>R, e

(*) La soluzione log— === S EE

quindi log —R— > 0.
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o

Il determinante D, & dunque differente da 0.

Consideriamo ora il determinante D,. Se si moltiplicano gli elementi della
terza linea per R, e si sottraggono da essi quelli della prima, e analoga-
mente si moltiplicano quelli della quarta per B', e se ne sottraggono quelli

della seconda, si ottiene:

1
R = R RlgR !
R 4 R RlgR
RR D, = ) i
0 —5 2R R
1
0 —2 2R R
E :
e sviluppando rispetto agli elementi della prima colonna:
L r Rigr .+ B RlgR
, 2 L2
2 5 , L2 ,
—p 2Rt R | 2R B |

Chiamiamo questi due determinanti A,, A’,. Nel determinante A, molti-
plico la prima linea per 2 R, la seconda per E, la ierza per R': poi divido
per 2 la prima e la seconda colonna. Ottengo allora:
|1 R* 2R:log &
| —1 R B

—1 R R

e sviluppando rispetto agli elementi della prima colonna si trova:

Iill\9

3

Al R F <

&

6= (B — B + 2log R (B B} | B — R,

Per calcolare A’, osserviamo che esso pud ottenersi da A, ponendo R in
luogo di R', R in luogo di R, e poi scambiando tra loro la seconda e la
terza linea, ossia mutando il segno del determinante. Sara dunque:

A= %3(1{2 — E*)+2log R(B* + B)| | B* — R*.
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Ma RE D,=RA,— R'A',: per conseguenza:

RED,=4|(R'~ B + (B + B*)log 3 || k' — B
Affinché D, potesse annullarsi, dovrebbe essere:
(B — R*) + (Bt 4 B log 2 —0,
ossia, posto ﬁ =z
Iegm:g—:-;, z>1)

cid che & assurdo, come si pud verificare, osservando che per x =1, le fun-

2_ . » 2
zioni log w,f—zﬁ—i sono ambedue uguali a 0, e per £>1 la derivaia della

prima & sempre maggiore della derivata della seconda. Dunque il determi-
nante D, & differente da O.

Consideriamo ora il determinante D,,, per un valore qualunque di m
maggiore di 1. Si ha:

B B-m  pme R-™t ‘
B R-m  Rm™ Rmes

m Bm=t —m B ™t (m-2) Bt (—m + 2) R-me

m Rm-t — g B-m-t (- 2) Bt (— m - 2) B-m+t

Dm =

Moltiplico gli elementi della terza linea per R, quelli della quarta per R',
e sottraggo da essi rispettivamente quelli della prima e della seconda molti-
plicati per m. Otterrod:

Rm R—m Jim+s R L2

Rm Ri—m Rim+2 R’——m+2

i 0 —2mRB-™ 2Rm* 2(—m 1) R—m+
0 —2mR-m 2Rme 2(—m 1) B-me

RR’sz

Ora moltiplico gli elementi delle linee rispettivamente per 2m RBm,
2m B™, — RBm, — R™; poi divido per 2m gli elementi della prima e della
seconda colonna, per 2 quelli della 3* e della 4* 11 determinante verrd ad
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esser moltiplicato per }I(R R'ym: e si avra:

R?m 1 m R'Zm+?. m Rz

R 1 m Jemet R

0 1 —Rme (m—1)R
0 1 — R+t (m—1) R®

1 e _
(B Ry™+t Dy =

Sviluppando rispetto agli elementi della prima colonna otterrd:

1 ’ /543 '
I (R R )2m+1 Dm — R?m Am . R A -
ove:
1 m R+ g R®
Ay = 1 — Reme? (H’l — 1) R
1 _ R’em_;.z (7?@ — 1) R’z

e A',, si ottiene scambiando, in A,, B con R', e mutando il segno.

Sviluppando A,, rispetto alla prima colonna, si ricava:
Ap = —(m — 1) B* B (R* — R'*") —m® R*"+* 4
4 m (m— 1) R*+* | R® |- m RPm+? | B

ossia
A = — B B (R — B — m? B'*m+2 (R* — RY).

Quindi sard:
Alm — R? R’z (R’Bm —_— REm) —m? R2m+2 (R/e — Rz)

E per la formula (40):
%: (R R’)'bn+1 D, = — R? R® (R'zm — Rzm) (R2m — R’?m) —
— it (R’z — Re) (R'2n1+2 Rew — Rrm+2 R’Qm) ,

ovvero.

i_ (R R’)?m«H Dm = R*? R’2 (R'i’m — Rmz)‘% — mt R¥ R (R’z . Rz}ﬂ'

Perché D, potesse annullarsi, dovrebbe essere:
R R’z-(R’zm —_— Rim)z I—_——. (R R’)em (R 2 _ R2)2-

(+)
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ed estraendo la radice quadrata:
B R: (R?zm — R?m) = (R R’)m (R'z _ Re) (*)7
e dividendo per (B Rym+:
R'\* [(R\m R R
& - -»GE-5) *D
Rl
e finalmente, ponendo ="
1
mm — wm = W (x — ;) . (4:2)

Questa equazione dovrebbe esser soddisfatta per un valore di m mag-

giore dell’'unitd, e per un valore di z, anch’esso maggiore dell’ unit.

Per dimostrare che ¢id non pud essere, supporremo di attribuire ad m
un valore determinato, e mostreremo che facendo variare x oltre 1’ unita, il

b

primo membro dell’equazione & sempre maggiore del secondo.

Poichd per z =1 si annullano ambedue i membri, qualunque sia m,
basterd provare che col crescere di x, la derivata del primo membro & sempre

maggiore della derivata del secondo, ossia che:

m

_ 1
man-t+ > m (14 1)

ovvero, moltiplicando per z, e dividendo per m:

" +:—$-1>5c+i—;a
od anche:
Ban—t—1)> = @ —1),

e dividendo per la quantitd positiva z™-*—1:

1
Tz > —:;?;'z s
ossia:
LMkt > 1 ,

la qual'ultima disuguaglianza & evidentemente soddisfatta, essendo z>>1.

(*) Essendo R'> R, I'altra soluzione rimane esclusa.

Annali di Matematica, Serie III, tomo IL
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Ne concludiamo che per m >-1, nessun valore di z, ossia di 7 pud
soddisfare I'equazione (42), ciot la (41). Dunque i determinanti Dy, per
m =2, 3,..., sono tatti differenti da O.

Ma si & dimostrato che anche i1 determinanti D, e D, sono diffe-
renti da 0. Per conseguenza potremo ora asserire che le costanti che com-
pariscono nel secondo membro della formula (38), si possono tutte determi-
nare in modo che, sopra i circoli C e (', la funzione ® che essa rappresenta,
e la sua derivata rispetto alla normale interna, prendano i valori voluti.

Cid significa che la formula (38), supponendo le funzioni ¢, ¢ rappre-
sentate dalle formule (33), dA 'espressione generale delle funzioni @ che sod-
disfano alle condizioni del problema.

Risulta ancora, dalle cose dette, che la funzione:
r log 7 (@ cos 6 - bsen §),

nello spazio limitato da due circoli concentrici, non pud esser rappresentata
da un’espressione come r?¢ - . Possiamo anzi dire, in un certo senso, che
essa & l'unica funzione, regolare in un tale spazio, che soddisfa all’equazione
A* =0, tale che al contorno i suoi valori, e quelli della sua derivata ri-
spetto alla normale interna, si possono rappresentare con serie di Fourme,
e che pure non pud esser posta sotto quella forma.

Per chiarir meglio questo punto, proponiamoeci di determinare due fun-
zioni ¢, ¢, le quali soddisfino alle equazioni:

¢+ ¢ =1rlogr(acosf - bsenb) (43)
Atg=0, A*¢=0.

Si dovra trovare che due tali funzioni non sono esprimibili colle formule (33).
Ricordiamo la formula che da il A%, espresso colle coordinate polari r, 6.
Si ha:
2 190 1 0%
N=snmTrm Tasm (44)
Applicando questa formula all’equazione (43), si ottiene:

L09)_ 2
4(qa—|—7 ?7)— ;—(acos@+bsen@),

ossia:

d(ro) 1 .
5y -———r(acose—}—bsene),
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dalla quale, integrando, si ricava:

ro== ;—log r (@ cos 6 -+ b sen 6) -+ f(6),

ove f & una funzione da determinarsi. Divido per r, e trovo:

log

»

“(a cos 6 + bsen 6) + ! (45)

L !
Cpmz ,r.

La funzione ¢ deve soddisfare all’equazione A* =10. Dovra dunque aversi:
1 log r fi
B P4 4 Ii—o:
A 32 p (¢ cos§+bsent) 4 i 0;

ed eseguendo il A® per mezzo della formula (44):

d

Avremo dunque, per determinare la f, 'equazione differenziale:

_;;(acose+bsena)+;]j;(f+‘ﬁ_ef)_—.-.0.

af
f+m=acos9+bsen9. (46)

Poniamo:

:Z—(asen@~—-bcos9)-|—g, (47)

ove la g & una nuova funzione della variabile 6. Si ricava:
%:acos@—i—bsené’— g-(a sen § — b cos §) + g%‘g;
e sommando questa equazione colla precedente:
f-%%=acos@+bsen6+g+%.
Dovra quindi essere, per la (46):
g+ j—-}i =0,

equazione il cui integrale generale possiamo scriverlo:

g+ %(ccos@—%—c’sen@),
ove ¢ e ¢ sono costanti. Sard dunque, sostituendo nella (47):

f=% {0 (@ cosd + bsen )+ ccos 6 ¢ sen§|;
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e ponendo questa espressione della f nella formula (45):
¢ = 51—; {log r (@ cos 0 - bsen 8) + 6 (asen 8 — b cos 6) ¢ cos § - ¢ sen 4}
Dalla (43) potremo ora ricavare la ¢, che sard data dalla formula:
¢== g— {log 7 (@ cos § + bsen §) — 6 (asen § — b cos §) — ¢ cos 6 — ¢’ sen 6.

Queste funzioni, come si era preveduto, non si possono rappresentare per
mezzo delle formule (33), a causa delle funzioni, non uniformi:

fBsenf Oeosh
¥ ’ kol

2

che in esse compariscono.
Tuttavia il problema proposto si & potuto risolvere in tutta la sua gene-
ralith: la funzione ® & sempre rappresentata dalla formula:

b=r*¢- ¢+ rlogr(acosf+ bsend).

Iv.

8. Una funzione ¥, di due variabili z, y, regolare in un certo campo,
e che soddisfa all'equazione:

Ay =0,
si pud sempre esprimere colla formula:
h=n—1
v =g g, 49
Th—11

ove le funzioni ¢, ¢/, ¢”,... ¢'*-*', soddisfano all’ equazione A* =0, e sono
regolari in quello stesso campo; e p™® & il prodotto di % funzioni lineari.
(Vedi § 2.)

La formula (30) permette di determinare la funzione ¥, nello spazio in-
definito S, limitato da upa retta o, dati su questa i valori della funzione
stessa, ¢ delle sue derivate d’ordine 1, 2,... n—1, rispetto alla normale
interna, che chiameremo ancora:

Woy Uyyers Uiyers Upy.

Possiamo assumere, come asse delle y, la retta s, e, posta in un suo
punto qualunque Y'origine delle coordinate, prendere come direzione positiva
dell’asse delle # quella rivolta verso S.
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Sara allora:
foiw .
Voo = Uy, ot |, = (=1, 2,... n—1)
Ponendo in generale:
Pl = i |

otterremo la funzione ¥ rappresentata dalla formula:

\ym?+x?'+x2?ll+... __I_xn__gq)lnw”.

La determinazione della funzione ¥ si fa con un procedimento analogo
a quello seguito nel caso dello spazio limitato da un contorno circolare.

Cerchiamo !’ espressione della derivata d’ordine ¢, rispetto ad z, della
funzione ¥, per x =0, ed uguagliamola ad %;. Avremo evidentemente una
formula del tipo:

L) am [nl
[P SERR Y Jx_,):ue,
n cul:

Pi=i!, h<i.

Le O sono costanti. La somma & estesa a un certo numero di termini,
che dipende da n, e da <.

Ora la funzione chiusa in parentesi soddisfa all’equazione A? == 0. Dunque,
applicando una nota formula, si avrd in un punto (x y) dello spazio S:

gth)
P ?l“"}_EO a ml ’wm ZG',
ove r & la distanza di un punto qualunque della retta s, del punto (zy)
di S, u; il valore della funzione relativo a quel punto di o.

Si suppongono soddisfatte dalle quantitd u;, date sulla retta o, quelle
condizioni colle quali ’integrale che comparisce nella formula precedente, ha
un significato: si suppone ciod che nel punto all'infinito della retta le quan-
tith u; divengano infinitesime del 2° ordine (¥).

Possiamo serivere:

glit = 1 ’ 1 ’ A

T{W.
¢

i Yan {h} B
Trde—30 1t (h<i),

¥

(*) E d’ora in avanti queste condizioni, nei casi analoghi, le supporremo sempre sod-
disfatte, anche senza dirlo esplicitamente.
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¢ questa formula, analoga a quella trovata per il caso di un contorno cir-
colare, risolve il problema, giacché da una qualunque. delle funzioni:

¢y ¢y ¢geer 98,0l gintl,

espressa mediante le precedenti.
In particolare, per la prima si ha:

1 {rxu
?::;} r? d
i

e per la seconda:

che pud scriversi, sostituendo a ¢ il suo valore:

1 1—2
’ 1‘8 m“!_( - 1"2) d

.
r2

Se dunque si vuol determinare nello spazio S, la funzione W, finita e,
continua in quello spazio, e che soddisfa alla equazione A*=0, dati sulla
retta ¢ 1 valori u,, u,, della funzione stessa, e della sua derivata rispetto alla
normale interna, porremo:

V=09 4x9¢.

I valori di ¢ e di ¢' sono dati dalle formule precedenti. Otteniamo cosi:

‘P=%Jf;( uo—i—u)do.

9. Una funzione ¥, regolare in uno spazxo qua]unque S, e che sod-
disfa a]l’equazmne A*=0, & pure determinata in tutti i suoi puntl, quando
al contorno si conoscano i valori di ¥ e di A*W. Questo problema si riduce

a determinare successivamente, nello spazio S, due funzioni che soddisfano
alla equazione A*= 0, dati i loro valori al contorno.

Nel caso di uno spazio racchiuso da un contorno circolare, o limitato
da una retta indefinita, rappresenteremo la funzione ¥ mediante due fun-
zioni armoniche ¢, ¢, che si potranno determinare indipendentemente una
dall’altra.



dell’ Equazione differenziale A*™ = 0. 31

Ricordiamo che se 4 & una funzione regolare nello spazio S, e che sod-

disfa all’equazione A®==0, esiste una sola funzione ¢, pure regolare in §;
che soddisfi alle due equazioni:

w0 =0, 0415 —0,  =VTFP (49)

ed & quella data dalla formula:

¥

,*1_' < app (F
6= J‘6’d7 ece. (). (50)

Y

Cid posto, supponiamo che il contorno da cui & limitato lo spazio S sia
una circonferenza di raggio R, nel cui centro si trovi I'origine delle coordi-
nate. Converrd porre:

Y —g+ (00— By
Si ricava:

L AN

Al contorno sia:

e quindi:

Sard nel punto di S di coordinate r, w:

2n
) 0¢ 1 (R? —rH)v
g FTra=

8w . R+r2~2chos(a——m)dm'
0

(*) S1 suppongono soddisfatte le condizioni, analoghe a quelle poste nel Cap. I § 3.
Si suppone cioé che nell’interno di § esista un punto tale che ogni retta uscente da esso

incontri il contorno in sol punto. Da questa proprietd deve godere I’origine delle coor-
dinate.
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ove la v si riferisce al punto di coordinate R, «. E quindi con una formula
analoga alla (50):

' (R?—r¥) v

1
? = 5w ! d1 fR2+7'2—-—211)700S(0(——0))
0 0

Si ha poi al contorno:
=1

e per conseguenza nel punto (r, w) di S

1 —rHu da
ij2+1‘~-—2chos(oc——o))

Avremo dunque la formula:

~(?2—R)“‘fd’fR°+r2(R2-r2)@ det

8w —2R¥'COS{O€—~®)

—ru
+ ,»fR2+r~w2chos(oc——w\d

che pud anche seriversi:

1 r? — R? (R? — %) v .
J‘ [ 4r fR2+r~-—-2R?‘cos(oc-—w)d7+

(B2 — ) u
+R2+ 7'2-2chos(<x——-w)]da'

Possiamo eseguire 'integrazione tra O ed r. Otterremo allora:

W——-«-—f [[Rh;r ng+ R(ccs(amw)log R2+72—2§;“’05(“‘”°’)

— 2gen (@ — w) {arctag R:;fo(i(a o) )—}- g-— (a-ww)}){v—g—

R? — g2 d
+~R2+r2-2chos(x——m)u” @
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10. Se lo spazio S in cui si vuol determinare la funzione ¥, & quello
limitato della retta x =0, porremo:

Y=9¢+z9,
da cuil si ricava:
99
- IR &
AV =2 7
Sard dunque, su quella retta, detti %, v i valori che ivi assumono ¥ e A*W:
09 1
7=, Fo=3

e in un punto qualunque dello spazio S:

?=l ff’iﬁdf, so’—-__—T—ch%]ogr.vdr,

™
T T

ove » & la distanza dal punto di S che si considera, al punto della retta -
a cui si riferiscono i valori #, v di ¥ e A*W¥. Per conseguenza:

1 1 %
ngfx(é-logr.v—{—ﬁ)dr.

11. Problemi analoghi si possono risolvere nello spazio a tre dimen-
sioni.

Una funzione regolare ¥, che soddisfa all’equazione A*» =0, dati i va-
lori della funzione stessa, e delle sue derivate d’ordine 1, 2,...n— 1, rispetto
alla normale interna, sulla superficie di una sfera di raggio R, col centro
nell’origine delle coordinate, si potrd determinare in tutti i punti della sfera,
facendo uso della formula (18), ove porremo:

pW =@t — R,  (i=0,1,...,n—1),
essendo ora:
7t = g* 4yt 2%,
Porremo invece:
pH = ah,
se quei valori sono dati sul piano x =0.

Il problema di determinare una funzione ¥, regolare nello spazio limi-
tato da una superficie qualunque, sulla quale si conoscano i valori di ¥ e di
A*¥, e che deve soddisfare all'equazione A*Y =0, si riduce alla determina-
zione successiva di due funzioni, regolari in quello spazio, e che soddisfano
all’equazione A?= 0, conoscendosi i loro valori alla superficie.

Annali di Matematica, Serie I, tomo IL b
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Nel caso particolare che i valori di ¥ e di A®¥ sieno dati sulla super-
ficie di una sfera di raggio R, faremo uso della formula:

Y=g+ (t—R)Y, @p—a'g—0).

Porremo finalmente:
V=042 ¢,

quando la superficie & il piano =20. E le funzioni ¢,¢’, in questi due casi si
potranno determinare indipendentemente una dall’altra.

V.

12. Faremo ora vedere come il principio di rappresentare una fun-
zione che soddisfa all’ equazione A*=0, mediante due funzioni che soddi-
sfano all'equazione A®= 0, possa esser utilmente applicato allo studio di al-
cuni problemi di Elasticith, nei quali I'equazione A*= 0 & appunto quella che
ha maggior importanza.

Le componenti &, 5, ¢, dello spostamento, per i punti di un solido ela-~
stico, isotropro, sollecitato da sole forze agenti alla sua superficie, soddisfano
alle tre equazioni differenziali:

1 00
D s Pl ;
1 3h L LA
. 28 = coef.® di contraz.®
e o PR, /
da cul si ricava facilmente:
A9 =0,

A(

gy

=0, Aty=0, A¢=0.

Le tre funzioni £, », ¢, si possono rappresentare, in varii modi, me-
diante quattro sole funzioni, che soddisfano all’equazione A?=0.
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Sia, da primo, ¢ una funzione che soddisfi alle due equazioni:
A*p=20

e 1
2ot dr o =— i

8. %2)

Una tale funzione esiste in generale, come gia abbiamo avuto occasione di ve-
dere. (Confr. eq. (16), § 3.)
Poniamo allora:

2 2 8
£=(rv“‘R)'g’§vP‘+)‘,

(" — BY) gio_ tu, B = cost. 4 53)
¥ rte=x* 4 y* | 2% \
TR SLAIN !
Da queste equazioni, tenendo presenti le (52), si ricava:
wrm (o s b,
A? n=—a% (—-—- — me)—{-azp,
RPN
Dunque, per le (51), dovrd essere:
A*r=0, A'up=0, Av=0. (54)

Dalle equazioni (53) si deduce ancora, derivando la prima rispetto ad z,
la seconda rispetto ad y, la terza rispetto a 2z, e sommando:
N 09 /Y g av .
A PR PR PR P

e confrontando questa colla seconda delle (51):

o 09, 1(On | dp  OvY __ -
(1—zm)f+(3—4m)7W+§(ﬂ+w+%)_o, (55)

equazione che lega le quattro funzioni ¢, i, p, v.
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Le formule (53), (54) e (55), permettono di determinare in modo assai
semplice la deformazione di una sfera, data la deformazione della sua super-

ficte (*).
13. Ora invece poniamo:
f=2 2% 1, \2
n=2=2 %P T iy (56)
t=23% 1, 5

ove le funzioni ¢, 2, 1z, v non sono pm quelle del caso precedente. La fun-
zione ¢ soddisfi ora alle due equazioni:

Ao =0
8o 1 (Confr.* colle eq.i (9) del § 1.) (67)
7z  2(1—a2m)
Sard evidentemente, per le formule (56) e (57):
A .
ATE = — < rRE
1 00
A== Ty T
1 0 2
Ne=—13n3s T4

e quindi, per le (51):
Ar=0, Ap=0, A°v=0.
Si ha inoltre dalle (56):
08  om 0L 09 , O)  Om , Ov,
5x+3y+8z 0z +5—;+~—
e per la seconda delle (57):

o

R ra +az) (G=3‘:m' (53)

(¥) Aumansi, Sulla deformazione della sfera elastica. Memorie dell’Ace. R. delle
Scienze di Torino, ser. II, vol. XLVIL
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Di queste formule ci varremo per determinare la deformazione dello
spazio S, limitato dal piano 2==0, che diremo o, e corrispondente ai valori

positivi di #z, quando, per ogni puuto (# ¢ 0) del piano o si conoscono le
comporenti &, y, ¢, dello spostamento (¥).
Percid, in luogo delle funzioni %, p, v, converrd introdurre le funzioni
“, v, w, ponendo:
Au=0, Av=0, ANw=0,
0 u dv 0w

_a--—z—z)\, —a—gzl},’ "g—z-:ll.

Allora le formule (56) diventeranno:

09, 0w )
s z3x+8z’

0 x
=gl tgs 59)
.09, 0v.
C=f T T

e la (58):
09 0 (0w | 0v | Ow)
%“%ﬂ%+ﬁ+ﬁ

In particolare quest'ultima equazione varrd per i punti del piano o, nei
quali, dunque, la derivata, rispetto alla normale z, della funzione ¢, & uguale
(% + g—%+ %) Ma queste due funzioni_ devono
esser regolari nello spazio S, e soddisfare all’equazione A? = 0. Ne segue che
non potranno differire se non per una costante che possiamo supporre nulla,
giacch® nelle formule (56) compariscono soltanto le derivate della funzione ¢.

81 avrd per conseguenza:

a quella della funzione 4

-

ou oo . 0w
e (0% 4 0Y L OWH 0
G(8x+8y+ﬁz) (60)

(*) Il problema della deformazione del solido limitato da un piano indefinito, date su
(questo piano le componenti dello spostamento, o della tensione, & stato risoluto per la
prima volta dal prof. Cerruri, Ricerche inforno allequilibrio dei corpi elastici isolrope.
R. Accademia dei Lincei, ser. III, vol. XIiL
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Ora sul piano s si hanno le formule:
0u dv ;0w

! ! a 3 a
— == = = 7 == g == norm.” 1nt.*).
on ax BRI P ( )

E poiché le funzioni u, v, w, che supponiamo regolari nello spazio S, sod-
disfano all’ equazione A®=0, avremo, per una nota formula, in un punto

ualunque (z y 3) di S, tralasciando una costante che non ha influenza:
q q Yy )
1 AA’ ! o
—A(Zae, e—Ve—or+u—y)+o)

e sostituendo nella formula (60):

LIS VN LETIPR

3 ?

O o e—
! 2w

€

che pud seriversi, pitt semplicemente:

G (Ecosa
?=_2 2
= 7

o

do,

ove k' rappresenta lo spostamento del punto (2" 4 0), « I’angolo che la sua
direzione fa colla direzione r.
Cosi abbiamo determinate le quattro fuuzioni che compariscono nelle

N .

formule (56); e il problema & risoluto.

VI

14, Supponiamo che sul piano o, invece degli spostamenti &', 4, ¢,
si conoscano le componenti F', G, H della tensione.
Le sei tensioni interne, che chiameremo:

Txm, Tyy? T%!
ng) TMM Ta"’?/?
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soddisfano alle tre equazioni differenziali:

¢ Txx 0 Tx/ g TCM— \

+ 0y o0z 0, Z
0 Tyx 8 T@/y + 0 Tyz — 0: (Tmy p— Ty:b‘7 ecc-) (61)
0 Tew 0 Tz? 0 Tas \

che rappresentano le condizioni di equilibrio: e alle altre sei:

em o ®T T
ATwm-——ZM—a——e-a ATyz_QMayaz
0 T X
A?Tyy~«2Ma AT,M—2Ma 9 (62)
o2 T 02T x
AT =2 M, A Toy =2 M =0 77
ove:
1
T=wa+Tyy+Tzz, M="‘m
La funzione T' & legata alla dilatazione ¢ dalla formula:
T— —Z 5 (E=modio di clasticita) (63)

e quindi soddisfa come ¢ all’equazione:

Poniamo:

e | ﬁ
Toy=M2 y-i—m i (64)
|
/
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A 1:$ R 2ll4 a A ;\)

ATy =2M T

e
AET:,z::' iw—g—zg—'—f“‘A?V.

Dovra dunque essere, per le formule (62):
ANr=0, Ap=0, A*v=0.

Introduciamo le funzioni #, v, w, regolari nello spazio S, definite dalle
equazioni :
ANu=0, Av=0, AVw=
0u 0w dw

ALY S S L (65)

Sul piano ¢ sara, per le (64) e (65):

ou gv .
T = e gy = T

— =T
d 23
Ma nei punti di questo piano le tensioni 15, T.y, T.s, non sono altro che
le componenti della tensione esterna, cambiate di segno: e la direzione s
coincide colla direzione della normale interna n. Potremo dunque scrivere, per
i punti di o:

ou _

dn

v

I m=T G

Ne segue che in un punto qualunque (xy z) di S si avra, tralasciando delle
costanti che non hanno influenza:

1 F 1 /@ H
P gwf‘%,vgwu—J7d% w=~f?dm (66)

ove, al solito, » rappresenta la distanza dal punto (x y 2) di S, al punto (2" y' 0)

di o, a cui si riferiscono le componenti ¥, G, H, della tensione.

Consideriamo ora 'ultima delle equazioni (61): Ponendo M s %T—{-— g:
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in luogo di T, potremo scriverla:

0 0w 0 Trx Bsz ot T
”a_z(MT““ 75)“':“( PRRIET, )_Mzd_z“"

Sul piano z =0, sard dunque:
0 0w oF , 0G
on (MT""%'):(W + a_y)

Ma, nel primo membro, la funzione in parentesi soddisfa all'equazione A®*= 0.
Sard, per conseguenza nel punto (2y ) di S:

0w 1 (1(0F ,0G
Mr+52 = (L (G5 e

nella qual formula abbiamo tralasciata la costante che vi comparirebbe, giacch®
supponiamo che la dilatazione 9, e quindi la funzione 7', si annulli all’infinito.
Risolvendo rispetto a 7', otteniamo:

1 0w 1 (1(0F , 0G .
T—3|—75%+73 ;(‘a“;+za—§)d°§’ (67)

e sostituendo a w il suo valore, dato dall'ultima delle (66):
1 1(0F 6 0G , zH
T= mf;(‘a‘;ﬁ;‘*?)d“
Cosi conosciamo tutte e quattro le funzioni che compariscono nelle for-

mule (64), e quindi ancora le tre tensioni interne Tz, T.y, T, ossia le
componenti della tensione che agisce sugli elementi dei piani paralleli a o.

Moltiplicando la funzione T' per il fattore T __im, otterremo, per un
punto qualunque di S, la dilatazione 6.

15. La formula (67) si presta alla ricerca dei valori che assume la
funzione T' sul piano ;= 0. Osserviamo infatti che l'integrale che compa-
risce nel suo secondo membro, ha un valore ben determinato in tutti punti
dello spazio, e non subisce discontinuitd quando il punto attraversa il piano a.

Si ha inoltre, sul piano o: g-;-o = T',; = — H. Per conseguenza la formula con-

siderata varra anche per i punti di questo piano. E sard, detta T" la funzione T

Annali di Matematica, Serie III, tomo IL 6
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per 2 =0: )
Pl w

g

ove ¢'intende che » vale Y (z — &7 +(y — y') .
Cid posto, ci sara facile determinare una funzione k%, che dovremo tra
poco introdurre nel nostro calcolo, la quale soddisfi alle due equazioni:
0k
Ak=0, 2=
e inoltre sia finita e continua in tutto lo spazie S, e si annulli all’infinito.
Sara infatti, nei punti del piano ¢, dicendo ¢’ la dilatazione 6, per 2=0:
ok

on =0
e quindi in un punto qualunque di S:
I
b= f Y do. (69)

Il valore di 4, conoscendosi gia quello di 7", lo ricaveremo immediata-
mente dalla formula (63), che ci da:
1—2m

E
16. Vediamo ora di ottenere la componente £, », ¢ dello spostamento.
Ricordiamo che esse soddisfano alle equazioni:

6 = T.

. 1 098

SRR T

. 1 26 06 , 9 | D&
MmO (Q‘ﬁﬂLa‘ﬁ@"g) ‘ (70)
. 1 3¢

I - P

Poniamo:

f=— = |eas o)

~ s 7y ) o)
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essendo % la funzione considerata al par. precedente. Il problema & ridotto
a determinare le tre funzioni ¢, ¢, x.

Dalle (71) si ricava, poiche %—7—;=9:

2P ___...._.1 Ca._?.
AE__2(1—2m)(25x+A2?)’
. 1 56
ﬁn——-g—-—'-—*—-—(l_2m)(2é~g/—}—z§23b)>
.y 1 230, L\
AZ_—2(1~2m)(29“z‘+A X)

Dunque, per le formule (70), dovrd essere:
Ato=0, A =0, Ay =0.
Ricordiamo le formule che fornisce la teoria dell’elasticity, per esprimere
le tensioni T, Ty, Tss, mediante gli spostamenti £, », ¢. Esse sono le
seguenti:

_ 1 @& ot
. 1 on , 00
Ty =8 5 rmlrs + 53
1 2¢ m
T“=E2(1+m)é_z+1—-2m6g'

Sostituendo a &, », ¢, le loro espressioni date dalle formule (71), e po-
nendo per semplicitd -———QE—(l +m)(1 — 2 m)= A, si ricava:
_ o, 0k , 0 K \
ATer =22 s+~ (b + 0+ 5,
o . Ok O ¢
A’I’zy-_zﬁ,a_--—ﬂz+ay(k+x)+5—;, (12)
g kg lk g0
AT, =253 922+262+28z 2mé.

L’ultima di queste, sostituendo ¢ a g-—if, potrd seriversi:

by A ok
E S T —(l—m)o—s5-
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Sul piamo o sard dunque:

0 4
e in un punto qualunque di S, ponendo la condizione che all'infinito lo spo-
stamento &, e quindi la funzione y, debba annullarsi:
1 [1(4 ( :
x_ﬁj;(ngﬂ—g-m{e)da. (73)

a

La funzione y & cosi determinata.
Nella prima e nella seconda delle formule (72) compariscono le derivate
della funzione % - y rispetto ad # ed y. Dalle equazioni (69) e 73), posto

per brevita g H—m§ =T, si ricava:

1 1
k+x=§;f; Udo. (74)
Consideriamo la funzione:
1 (10U
?1=2*;'c"’—_-a-;d0'. (75)
Dico che si ha:
0k +0
T 0w
Infatti sul piano o sard, per le formule (74) e (75):
[ _ 0 U
g'"z“(k+X)—U7 5’;?1*5}"
e quindi:
o 00k+y).
72" "0z 0w
Ma le funzioni ¢, e B(ka—;— X sono regolari nello spazio S, soddisfane
all’equazione A*=0, e si annullano all’infinito. Sard dunque in tutto S:

Akt

! 0x
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Analogamente, se poniamo:

l:vll_‘

'Uds
Sdbr

8(k+x)
"0y

sara:

La U & espressa mediante le quantith H, e ¢ ossia ! --E2m T. La T' &

data dalla formula (68), e le sue derivate rispetto ad = ed y, analogamente
a quanto si & veduto per la funzione % 4 y, si otterranno derivando, rispetto
ad z ed y, la quantith F', G, H, che compariscono sotto il segno d' inte-
grazione.

Cosl dunque conosciamo le funzioni ¢,, ¢,, in tutti i punti di S, com-
preso il piano o, ove le indicheremo con ¢/, ¢,

Allora la prima e la seconda delle (72), per i punti di o daranno:

5—- =AF—
0 '

5—‘4} = A G — P2 .

E in un punto qualunque di S, supponendo ¢ e ¢ nulle all'infinito, sara:

1
¢ = 27vj (AF—?i)d"a

—-Q-J;_ (4G —gydo.

Cosl conosciamo tutte le funzioni che compariscono nelle formule (71),
e il problema & risoluto.

VIL

17. Termineremo questo studio, con un problema relativo alla defor-
mazione dei cilindri, nel quale si presenta I'occasione di applicare alcuni dei
resultati ottenuti.
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Un caso gid considerato & quello d’un ecilindro sollecitato da tensioni
agenti soltanto alle basi (*). Ora faremo vedere che un caso molto pili ge-
nerale si pud ridurre al precedente: il caso ciod che anche la superficie late-
rale sia soggetta a tensione, purchd la tensione sia la medesima, in direzione
e grandezza, in tutti i punti di una stessa generatrice, potendo del resto va-
riare in un modo qualunque, da una generatrice all’altra, salvo ad esser sod-
disfatte certe condizioni, come vedremo.

Prendiamo 'asse del cilindro come asse delle 2, e un suo punto qua-
lunque come origine delle coordinate.

Siano ¢, ®, due funzioni delle sole variabili #, y, che soddisfano alle
equazioni:

Alp=0, A*D=0.

Consideriamo il sistema di tensioni interne:

, 2 ¢ @

7“‘”:“%?’ Tyy=755> Teu=mniae, ;
(76)

. __a(P _——5? o e )

Iyz—- a—'x) Tzw-— a—y’ Twy— ax ay

Si verifica facilmente che le equazioni (61) e (62) sono soddisfatte:

d’onde risulta che le tensioni (76) corrispondono ad una deformazione possi-
bile del cilindro.

Le componenti F, &, H, della tensione, che agendo sugli elementi della
sua superficie esterna, producono questa deformazione, si otterranno dalle
note formule:

- F = Tyy 008 o -+ Ty cos B+ Ty cos y,
— G =Tyscosa- Tyy cos 3 + Ty, cos y,
— H="T.5cos 0+ Ty cos -+ T;; cos y,
ove «, B, 7, rappresentano gli angoli della normale interna alla superficie,

cogli assi coordinati.
Sulla superficie laterale si avrd, sostituendo alle tensioni interne i loro

(¥) Vedi, p. es, Berry, Teoria dellelasticita. Nuovo Cimento, ser. II, vol. VII, e segg.
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valori :
F=— Zq)o , O cos \
a 3 COS o Tax ay ﬁ’ J
PR ek )
G = meﬁs o — é_;;é‘ GOo8 183 & (77)
¢ 09
H= 5y 005 %jcosﬁ /

Sulla base b4,, rivolta verso la direzione positiva dell’asse delle 2, dette F',,
G'., H,, la componenti della tensione, sara:

’ a * 8(0 —

Fi——g“%’ G,=51, H =mao; (18)
e sulla base b,:

, a 1 a L

Fli=jfrr Gi=—3l Hi=—mao. (79)

In questo caso particolare di sollecitazione, la tensione, che agisce sulla
superficie laterale del cilindro, & la stessa in tutti i punti di una stessa ge-
neratrice, come si vede dalle formule (77), ricordande che le funzioni ¢, ®
contengono le sole variabili z, y.

18. Ora supponiamo che sulla superficie laterale del cilindro siano date
le componenti ¥, G, H, della tensione, uguali in futti i punti di una stessa
generatrice: e vediamo se & possibile determinare le funzioni ¢, ®, in modo
che siano soddisfatte le equazioni (77) che si riferiscono- alla superficie late-
rale. Delle tensioni alle basi non ne teniamo conto.

Sia k Vintersezione della superficie laterale del cilindro, con un piano
parallelo al piano (x ). 1 coseni degli angoli ¢, w, che la tangente ¢ al
contorno £, in un suo punto qualunque; fa cogli assi della 2 e¢ della ¥, sono
dati dalle formule:

cose =083, CO8w==— COSa. (80)

Quindi le formule (77) potremo scriverle:
;—(a—-—q)) 0os ¢ + 5?- (?—E) cos =1,
0 {0¢ ae
5“(8 )cm a+a (8 )GOSm_— G,

%eos‘e—ka_—;cosm::ﬂ;
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ossia:
b
5~ o
o (0d 0 (0@ 7
97(55)“‘;’ 3t(9y) '

Sul contorno % prendiamo un punto O come origine, e poniamo la con-
dizione che in O la funzione ¢ si annulli, e si annulli pure la funzione 9,
insieme alle sue derivate prime. Sard in un punto qualunque M di &:

9=f2dh (81)

6 M ° a ® M
P )
5}z!Gdh 5§=!Fdh (82)

e le funzioni ¢, g—(:—: , gi;, cosl ottenute, avranno un sol valore in tutti i punti

del contorno, purché le quantita F', @, IT, soddisfino alle equazioni:

1de=0,l[Gdk=0, fHdkmO. (83)
k k k

Supponiamo che queste condizioni siano verificate.
Dalle formule (82) si ricava:

M M
gi:;:cos“J Gdk—}-cos,@dek,
oM oM (84)
o -
b—t=cosﬁj Gdk-—cosa | FdEk.
0 0

Da quest’ultima formula otterremo con una nuova integrazione il valore
della funzione @ nel punto M di k. Percid chiameremo ora M’ un punto
qualunque dell’ intervallo O M. Sara allora in M, giacché si & supposto che
le derivate prime di @ in O si annullino:

o w

¢=0f§cosﬁ6f Gdk—cowjﬁ’dkidk; (85)

e la funzione ¢ avrd un sol valore in ogni punto di %, purche sia verifi-
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cata I'equazione :
74 n
f%oosﬁjGdk~—comdek§dk=O. (86)
k 0 0

Questa formula, come ora dimostreremo, equivale all’altra :

[y 7 —e@ar=o,
%
ove z, 4, sono le coordinate del punto M', a cui si riferiscono le tensioni F, G.
Si ha infatti, identicamente :
M w

dek:d[y fl’f’dk}—oly[ﬁ'dk,
b b

a M
2 Gdk— (z{x ((_;dﬂ— do [ Gdk;
0 0
donde, ricordando le formule:
dy==cosadk,
dx=—cosBdk,

e posto per brevitd :
w

M.
y|Fdk—z| Gdk=W,
Jrie=)
si ricava:
A M
F—2@dk=dW— §eos@[9dk — oS a chlkidk
0 0
Integrando ora su tutto il contorno k, si avra, in virth della equazion (86):
f(yF-.xG)dkx[d w.
: ,

i

Ma quando si percorre il contorno %, le quantiia che compariscono in W
riprendono, al punto di partenza, il valore iniziale. Sard dunque:

de:-.,o,
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e finalmente :
[wF—scra=o. (87)
4

come volevamo dimostrare.
Ammesso che le quantita date F', G, H, soddisfino a queste condizioni,
conosceremo, in virth delle formule (81), (85) e (84), per ogni punto di %,

il valore di ¢, di ® e di g—(-;Ma la funzione ¢ soddisfa all’equazione A®¢ = 0,

e la funzione @ soddisfa all’equazione A*®==0. Per conseguenza queste due
funzioni delle variabili #, y, saranno determinate in tutto 1'arco racchiuso
dal contorno %, e quindi in tutto lo spazio occupato dal cilindro. E le equa-
zioni (77), da cui siamo partiti, saranno verificate su tutta la sua superficie
laterale.

Se il cilindro & cavo, il contorno k sard formato da due linee chiuse,
una interna all’altra. In questo caso dovremo, per ciascuna di queste linee,
prendere un punto come origine, e supporre che in esso si annullino le fun-
zioni ¢ e P, e le derivate prime di quest'ultima. Quanto alla direzione posi-
tiva del contorno, ciod delle sue tangenti, & sempre determinata senza ambi-
guita dalle formule (80).

Affinché poi, in ogni punto del contorno, otteniamo per le funzioni

4, D, g_j:’ un sol valore, & necessario che le equazioni (83) e (87) siano sod-

disfatte tanto sulla linea esterna che sulla interna.

19. Ed ora veniamo alla questione accennata in principio. Supponiamo
di conoscere, per tutti i punti della superficie del cilindro, le componenti della
tensione, e sieno:

F, G, H, sulla sup. laterale
F, G, H, sulla base 5, (88)
F,, @,, H,, sulla base b,.

Si suppone, al solito, che le quantita F', G, H, mantengano lo stesso valore
in tutti 1 punti di una stessa generatrice, e soddisfino alle condizioni espresse
dalle formule (83) e (87).

Se col procedimento indicato sopra, sapremo determinare le funzioni ¢, @,
dalle variabili #, y, che sulla superficie laterale soddisfano alle equazioni (77),
otterremo dalle formule (76) le tensioni interne corrispondenti alla deforma-
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zione prodotta dalle tensioni:

F, &, H, sullasup. laterale )
F,, G, H, sula base b,
¥, @, H, sulla base b,. \
essendo queste ultime, relative alle basi, date dalle formule (78) e (79).
Scomponiamo allora la deformazione prodotta dalle tensioni (88), nelle

due deformazioni prodotte, la prima dalle tensioni (89), e la seconda dalle
tensioni :

(89)

0, 0, 0, sulla sup. laterale
¥ —F, G —G,, H —H, sula base b,
Fg_‘Frg, Gg‘—“G'Q, .H-g'——'_ng, Sll]la baSG bz-

Determinate le funzioni ¢, @, il problema & ridotto a considerare questa
seconda deformazione, prodotta da tensioni che agiscono sulle sole basi: cid
che volevamo dimostrare.

La difficolta principale di questo procedimento consiste nell'integrare la
equazione A*® =0, néll'area racchiusa dal contorno %, quando su di esso
si conoscono i valori delle funzioni @, e della sua derivata rispetto alla nor-
male interna.

Questo problema si sa risolvere per diverse formie del contorno (*). Nel
caso del cerchio, si ottiene la funzione ® espressa per mezzo d’integrali de-
finiti (IT — 6).

(*) Vedi le due Note del Lrvi-Civira: Sulle Integrazione dell’Equazione A2A2=0.
Atti della R. Ac. delle Scienze, vol. XXXIII, a. 1898. — Sopra una trasformazione in
sé stesssa della Equazione A% A% = 0, Atti del R. Ist. Veneto, Tomo IX, Serie VII, 1897-98.
Nella prima di queste, sono indicate alcune delle Note e Memorie relative al problema
in questione.



