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13.
NovaTheoremata de functioniim Abelianarum cuiusque
ordinis valoribus quibus pro complemeritis argumento-

rum atque indieum dimidiis itiduuntur·
(Auct. F. Richelot, prof. math. ordin. in univ. Regiom.)

Jrostquam ad instar funetionum ellipticarum, ab illustrissimis Jacobi et Abel
inventarum, ille vir celeberrimus inversis integralium Abelianorum funetionibus,
quae plures variabiles involvunt, introductis analyseos fines amplius protulit, quae
in theoria ellipticarum soluta vident, eor m similia problemata de bis funetio-
nibus naturae multo sublimioris ac lere inauditae Geometris tractanda se offerunt,
Quae disquisitiones de funetionibus Abelianis sive ultraellipticis novis qupdam-
modo analyseos fundamentis superstruenda videntur. Qui enim per Theorema
Abelianum, quippe quod pro unico aditu aperto ad huius theoriae fundamenta
habent, calc lo integrali adhibito penetrare velint in haec mysteria recondita,
ii maximi calculi impedimenta sibi obvenire videbunt. Quae quomodocunque
se habeant, in hac dissertatione unum e numero illorum problematum per cal-
culum algebraicum haud ineleg ntem, calc lo integrali advocato, tractavimus.
Nimirum hie agitur de hoc problemate: Si e£=±l et brevitatis gratia ponitur:

d% = — (% — mx) (js — οΐ2) · · · · (^ — ̂ n-f2) ^
ubi differentiae:

positivis valoribus gaudent, argumenta

definiantur per aequationes has:

f'' + *y +f.** e*jy) +····+/'" — = 2 M j

/ ' e*ydy ι Γ * e a / r fy ι
1(Δγ\ U/ V(Jy) l ··"

/ £+....-
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282 '£· Richelotf de ftinctionibus Abelianis.

atque introducantur functiones ^(u, u', «",.··· ti01"1'), MW»W/>M"> .... ti*"-^)
etc ..... atque G (u, u1, u", . ... M*""1') his aequationibus deterrainatae :

*! («,«', «",.... tf"^) = («!— yOC*!— yO ···· (»i— y»)»
λ2 («, «', u", . . . . «t"-«) = («2— yi)(«a— y») — (»»2— y»),

jta-n — y2) · · · · (»i2„+2 — y„)»
<?(«, «', M", .... ti'"-1))

_ fVt __Φ— y ^(«-
ubi Φ^Γ denotat functioneni rationalem ipsius z integrem, et a quantitatem
constantem. ^ l a m ^ si valores argumentorum u, u'y u", .... t*(*~1) pro

respective transeunt in M, flf, M", .... M^^i}
9 quaeruntur et functionum :

λ, (M— u, M'— u1, M11— u11, .... ΛΤ <"-1> — t*'»-1)) ,
λ2(Μ— u, M1— u', M"— u11, ....

— w, M'— u1, M"— u11, ....
G (M—u, M1— u1, M1— u11, .... M(n·-^ — t^-1)),

per ipsas quantitates γ^, y2 9 · · · · yn expressiones, nee non valores ipsorum:

In his disquisitionibus versante me, illustrissimus Jacobi, ingenio augustis-
simo ductus, quas ipsa functiones Abe anas plures variabiles involventes olim
in Analysin introduxerat, e novis unius tantum variabilis functionibus theore-
matis Abeliani ope algebraice adnotavit componi (id quod in diario ab illu-
strissimo Liouville edito dec. 1843 pag. 505 invenis), ita ut in bas simpliciores
functiones, quippe in quas ceterae reducantur, ante omnes inquirendum esse
videalur; tarnen quin hanc elaborationem Geometris communicarem, haud du-
bitavi, et per se eorum attentione haud prorsus indignam, et ut singularem
theorematis Abeliani applicationem.
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lo. Richelotj de functionibus Abeliams. 283

1.
Initium, ut problematis natura melius perspiciatur, a casu simplicissimo

facere velimus f t = l , ubi functio λιι congruit cum ipso sin2am(w,x), atque
expressiones ipsorum:

sin am (K— ti), sin am £ K,
determinandae sunt. Quem ad valorem notissimum eruendum, solvere placet
hoc generalius problema algebraicum:

Si differentiae: #i2—fn19 iw3 — w2, m4—m3, positivis valoribus gaudent.
in expressione secundi ordinis:

l. c(z — w?3) (z — m4) -j- (« — »»i) (% — mj
quantitas c ita est determinanda, ut ipsa fiat quadratum formae:

ipsaque quantitas #Ί quaerenda est.
Quem ad finem in aequatione (2.) ipsiusque differentiali secundum ipsum

% sumto, si substituitur: z = Xi prodeunt formulae:
C\Xi — IW3)(Χι —— WI4) -p \Xi ·"· Wli) (d?i — H12) = 0·)

et inde, ipso c eliminato, aequatio ad ipsum XL determinandum
Q l \ l — i \ i
^^ 1 _ ==: j ,

quae docet alterum ipsius x^ valorem
* · ^sV^[(m4"~"m|)(in4—ma)] — m4^[(ma—mi)(w3 — 0*1)]
4. Λ/ι —- ,/rY**» M

in intervallo m^ . . . . w2, et alterum:
5 ^" — msV[(m4~mi)(m

1 —in intervallo i9i3 . . . . tn4 contineri. Quantitas /c in priori casu valore:
6 /c/ _. /[(ms~mj(m4— ma)]~/[(ma— ina)(w4— mt)]

T m4— tw3 '
in posteriorique valore:

7 /^// _ /[(m3— m t)(m4— ma• t V ̂  - """ · "· " — -r

induitur.
lara vero aequationis quadraticae:

(«r — m2)( r — mx) = 0,
36*
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284 i%. Richclot, de functionibus Abelianis.

radices sint y\ et Yi, Ha ut habeantur aequationes:
i —»O (yi— »s), = — ΟΙ— Ο (yi— «O»

quibus logarithmice differentiatis , prodeunt formulae differentiales :
i_ dC_ __ l , l ____ 1_ __ l
£'«ΟΊ ΟΊ — »O ' ΟΊ — »»») r j — >»s y ,— m4 '

• ' "l_ d£_ _1 l ι __i__ _ l ___ l '
C'dYl~ Yl — m, "r F,— m, Γ, -ms Γ,-τ-»»4·

Inde docemur quantitatem C, radicibus ^ et Fx respective ab mt usque ad
j'i et ab wj2 usque ad a?i continuo progredientibus , ipsam a nihilo usque ad c'
conlinuo crescere, nee non brevitatis gratia posito :

Jz ==. — (sr — ̂ (ίδ — »»2)(ar— »ι3)(ίε — »ι4)
simul haberi:

aeque ac , dum radices y^ ; et ΥΊ respective ab wi3 et /H^ usque ad x'i continuo
pergant, ipsam C ab infinito usque £^d c" continuo decrescere, simulque fore:

9 ' '

Aequatio vero identica:

has suppeditat:

ί (#ί4 — #Ι2)(#Ι4— »O = (C-f-l)(yi — #*4
(m,-mj(m3-n

fa — toafa — mJ = '(ϋ+1)(>·ι —«ιΟίΓ,—mO,
unde prodeunt formulae:

Aequatione (10.) et aequatione utraque priori (11.) logarithmice differentiatis,
emanant hae formulae:

mt)(x—mJ' dC d
a— F, '

dC dyt
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/o. Richelotj de functionibus Abelianis. 285

lquarum prima et secunda per 7 - r, - -^ multiplicatis,^ r r — — * '
lprima et tertia per - -- rr -- 7^ multiplicatis.r r (s— m s)(m s— m4)/(7 r '

additioneque facta, prodit haec denique aequatio:
_ __ dC

VC{C(z— m4)(*— #

In altera huius aequationis parte loco ipsius yC introducantur valores e for-
mulis (8.) et (9.), atque in utraque integratio instituatur, quo facto habentur
formulae :

1/(7(2i~ma)(2i~OT<)
f7' _ <r, ι fYt _ U.' _ 2

·7 (ϊ^ΙΤΤ^Τ/ (^-rj/^rj -- /(-

illa pro prioribus, haec pro posterioribus limitibus antea propositis valens. Inter
limites utriusque aequationis y19 YI constat aequatio algebraica (12.), nee non
]fC determinatur ope formulae (13.)·

Aequationis (14.) utroque termino secundum descendentes ipsius z po-
testates evoluto prodeunt hae:

= o , + y . = _2apctangyC,' ! 6 r

fy>y*dy >^
Iflj

nee non generalior:
fy' ®ydy . Y> Φγ dy

J (*-f)T
VC(z—

_ 2

..
ubi Φ« funclionem ipsius «r rationalem integram^ α quantitateM constantem
quamlibet denotat, ^e ηόιί denbtatio uditata pro eo fflciente evolutionis ad-
hibita est.
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286 ^· Richclotj de functiombus Äbelianis.

Exempli gratia posito:

/•y' <*/ _ 2lf /· >
y ytr(i_r)(i_x»r)] — -£*» y
f

V)rfy _ 0 F , f Yl x ä(sinamacosamaJama)yrfy __ Q ™
_ ] — ̂ W' y (l-x« sin»ama.)v'(l-)(l-x' r)]~" W

ex antecedentibus sequunlur formulae notissimae:
,„ , cos am«

du

— «) — JB(ÄT) = »2 sin am w sin am (K— M),
-i i /l-xisinamMsinam(Ä-M)sinam«sinam(Ä:-a)\

— (l — ) sin am sin am (Ä — «)
+ (i_x;; sin ama sin &m(K^

ubi ponitur:

2.
Easdem disquisiliones de Abclmnh integralibus instituentibus nobis, pri-

raum problema simile algebraicum speciale solvere, atque deinde ad analyticum
generalius aggredi placet. lam vero methodus illud solvendi, in articulo ante-
cedenti adhibita, quae hie ad aequationem quadraticam dueit, in simili problemate
ad integralia ultraellipttea pertinente, aequationem sublimioris gradus provocat,
quam ad «ystemata eeqiiaiionum niinoriö gradus reducere convenit. Quam ob
causam extemplo alia via ad systemata haec ipsa perveuke malim eamque in
casu iam exposito simplicissirno persequi.
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ίο. Richelotj de funcilonibus Abelianis. 287

Posito :
Λ ~ tw* — z o w* ,» — mt . f f i*— — iw« ->17. — 2 - — t?2 — § - L _ rf -J -- 1 —r rf ,l l > 7 *m4 — &

18. j/(c+l){i>2(m4— art) -(m, -a?!)}« u, y*.(tfi4 - r/i3) t? = F,
aequatio identica:

in hanc abit:
19. (m4-»i1)(fii4-iii2)(rt-i?;)(r2-i7;) = t/2- F2.

Inde coniicis, quia V est functio par, et F functio impar ipsius v, illa secundi,
haec primi gradus, fore:

20. l7+F=c1(» + i?1)( +ifc), 17-F= ^(r-^Xr-^),
igiturque formulis (18.) advocatis:

= >/(l+c) {t?2 («14-^) - («5-̂ 1)} ,
= i/<? {m4 — w3} t?.

Ibi posito r2 === oo , i?2 = l , prodeunt formulae :
91 Vc(™*— w-s) _ - 99 y(14-c)(m4— ms) _
^ X . - j - V I · /C » . ι - - V I *

nee non posito: tr = ??J, ν2 = ηΙ post faciles reductiones:
m 4 —m s m^_mft

23.
4 _ 1 = ___,

m r — OT-OT 7
//fo """"" *C/1 "·" '

E formulis (18.)^ (19.) et (20.)? posito » = i , sequilur, valorem ipsius
i/2— F2 pro 0=1 fore:

unde valor ipsius cx, quem, quia quantitates η\ et ??* unitate minores sint,
positivum esse formula (22.) docet, deducitur :

quo in formulis (21.) et (22.) substituto, habentur formulae:
24· -

Quia igitur summa ί?!-}-^? nec non differentia:

· »* -m,
positivis valoribus gaudent, etiam differentia ^ — »/2, simnl cum ipso ^ positive
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288 Λ&· Richelot> de functionibus Abeltanis.

sit necesse est. Itaque ponere licet:

11

Formulae (23.) vero docent, valorem a^ pro superiori signo ipsius τ?2 in- inter-
vallo tw3— #i4 contineri, pro inferiori in intervallo mL — r/i2, nee non fore:

-1

quae formulae cum formulis (4·)? C^Oi (6·)? (7·) optime congruunt.
Si expressionem :

c (z — ni4) (5? — wi3) -f (ar — w2) (ar — ΙΛΑ)
brevitatis gratia per (4,3), similiterque per (3,2), (2,1), (1,4), (4,2), (3,1)
designas expressiones similes, quarum prior termhms respective est:

c(z — tw3)(« — »12)9

similem calculum in bis quinque ceteris formis instituere superfluum esset.
Substitutionis enim linearis ope huius:

Z z — n
= P -- ^' z—- m 7

ubi quantitas tn bis respective satisfacit conditionibus :

forraae respective (3,2), (2,1), (1,4) ad formam fundamentalem (4,3) revo-
cantur. Nimirum hac substitutione habetur, si h quilibet numerorum l, 2, 3, 4,
est, et ponitur:

m—mh

dZ __ p(n—m) __ (Z—/?)2

dz (z— m)2 /»(n— m) '
Inde concluditur argumento s? ab »i usque ad —σο, et ab c» usque ad m
continuo pergente, argumentum Z ab oo usque ad / > > . p t ab p usque ad _ <x>
continuo decrescere. Hinc palet, si fuer :

fore :
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tS. Richelot, de functionibus Abellanis. 289

si fuerit:

fore:
£

atque si fuerit:
iw2 > nt

fore:

Unde sequitur formas (3,2), (2,1), (1,4), in novis signis forma (4,3) indui. —
Formae denique (4, 2) et (3, 1) realem problematis solutionem non ad-

mittunt, quippe quae, si quanlitas c realis est, duplici factore gaudere nequeunt,
Aequatio enim formae:

(4,2) = 0
exempli gratia unam singulam habet radicera aut in intervallo tw3 — HI* aut in
intervallo m2 — »ι3, prout quantitas c positivo vel negative valore gaudet.

3.
Problema algebraicum simile, ad integralia Abeliana primi ordinis per-

tinens ita pronuntiatur.
Si differentiae quantitatum realium wt , m2 , ... m6

positivae sunt, quantitates c, a, xl^ x2 ita sunt determinandae, ut expressio
biquadratica :

26. c(z — «)2(^
formam :

iaduat.
Expressione (26.) cum ipsius differentiali pro z = x^ et z = x* eva-

nescente, habentur formulae:
2 _ l ι l ι l | l l l

2 = l ι i , i , i l l

Posteriori a priori subtracta, divisioneque per (#2 — a^) facta, haec prodit, signo
suinmatorio adhibito, formula:

= J, ( l . \ __ i ____ i
) t V^i— ιηΛ)(^2— ιηΑ)/ (JTI— m^Xm,— m§) (ΛΊ— me)(jr2—mt),— α(Λ·2— α)
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/&» Richelot, de functionibus Abelianls.

quae, quantitate a ope formularum (27.) eliminata, hanc suppeditat aequationem :

28. |i* (_J_) -- i --- ί— j (^ (-J— ) -- 1 --- JLJ
' l ΝΛ:1 - WA' #! - »»4 #1 — tfV l j \J72 - m// #2 - m5 ^2 - ™J

(07 1— m5)(j;2~-m5) ( j r t— m e j r 2 — me

lam vero ex aequatione proposita:
29. c(z — a)2 (z — »Ο («r — m^) -\- (z — aw4) (z — »O (z — m2) (z —

eHianat formula:

cuius ope ipso #2 ex aequatione (28.) eliminato, aequatio sedecimi gradus ad
ipsum a?| determiuandum oritur. HaeQ in octo aequationes quadraticas discer-
pitur hoc modo. Po^tur:

m, — z t? -
me

ubi A est quilibet quatuor numerorum l , 2, 3, 4. Inde prodeunt formulae pro
qualibel quantitate y valentes:

y —

nee non aequatio (29.) in hanc abit:
(m6-mO(™6-m2)(^ V2- V\
ubi ponitur:

«) — (i»s— a)}(mQ — m$)v — V.
Inde eodem modo ac antea coniicitur, fore:

' ff-f F == ^(^4-^)^+772)^+773)^+^),
Γ— F = 0! (t?— 770(0— 772)^—773) (r— 774),

nee non brevitatis gratia posito:

Inde, posito t?2 = l, i?2 = oo, t?2 = o, prodeunt formulae:

"i.
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iS. Richelot, de functionibus Abelianis. #91

porro

o/> / N , N36. («,-*,) (*,-*,) =

37. ^-a = - .
5)i?1^1^3^4 (l | l , Jl· , _ ! )
- - Τ 7 T > '

OQ x s t
Oc). \ΪΪΙι)—-Χ±) \flfc§—«^*;

posito vero t)2 = ^, hae form\dae:
« t —

39

Ex aequationibus (33.) et (34.) sequitur fore:

sive ope formularum (30.) posterioris:
cj = (m6 — m^(m% — wi2)(m6 — m3)(m6 — m4).

lam vero formula (34.), quia quantitates ^ unitatie minores sunt, docet quan
titatem CA semper positivam esse, qtiae c m fta siftf, erit:

40. ^ == i/[(»»6 — m^(m^ — m2)(m6 — m3)(m6— m4)],
quo valore in formulis (33.) et (34.) substituto, habentur formulae:

in quibus simul cum formulis (35.)? · . · · (3&) prohlenaatia propositi solutio
co aelur. lade praeter determinatioBem quantitaton a, 4Ί, a?2, funciones
a — a, (fs — A't)(a — xz) multis i» formis exprimere liecst, quarum principales hie
proponantur. Priori enim per P(»), posteriori per <p(z) denotata, e forraulis
(31.) et (32.) prodeunt hae: ,

37 ̂
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292 *3· Richelot, de funciiombtis bellanis.

ubi per C19 C2, C3, C4 designantur respective summae unionum, binionum,
ternionum, quaternionumque quantitatum i;19 %, τ?39 ??4 sine repetitione. Deinde,
si per *z et #2 duas quaslibet quatuor quantitatum m19 m2, w3, m4, hiscum
cohaerentes ipsarum 77^, 77*, η\, η\ duas per /?J et \ nee non productum:

(s — ̂ X*
denotamus, ex identicis aequationibus :

_ Pb,
~ -

aequationibus (39.) advocatis has nanciscimur functionum P z et φ ζ formas:

-ψ(-ΐ) U, — »,· /s, ·

lam igitur quantitas a determinatur ut radix aequalionis:
43. (z — mi)C1-\-(s; — m6)C3 ±= 0,

sive huius:

atque a?M ^2 ut radices aequationis quadraticae:
45. (z — fw5)2 + («—«i6) (* - m6) C2 + (z- nie)2C4 = 0,

vel huius:
46. y(i)_J-y,(_i).|. i™·-".;- . _^J_ .|_ ^m«-6»)1 . _^2_ = o.

Adnotare adhuc placet, valores φΛ0 φ&2 etiam ut valores quantitatum incogni-
tarum systematis singularis duarum aequationum linearium dari. Si enim per
CL et Ci denotantur ceterae duae quantitatum quatuor «ιη y/i2, m3, wi4, ex-
ceptis ii et A2, atque per γ\, γ\ iiscum cohaerentes quatuor quantitatum
^* » *?2 ^ ^ϊ 9 ^*9 °Pe fornmlae ex aequationibus (39.) prodeuntis :

e formulis identicis (42.) emanant hae aequationes:
y g j ^6 — ^1 <jp*i y^ j __ ^»e
Fc, K-*i)(^,-*i)

_ ^6 — ̂ 2 y*» y2 | m e~c2
" (m.—ijie,-*,) *PV/*i Μ^β-^Χ^-
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13. Richelot> de functionibus Abelianis.

, | | l <p , ι l qp#2
— l -j- . Γ r A * F'O 9

293

Fe, — ' e,-*,
(JPC2 _

Ί "l

quibus apte collatis, ob formulam identicam:

—»»A =

prodit systema harum aequationum:

t(i ,.4-i
1 ~t~ 7»ϊ~ΖΙΑ"Τ = 0,

_ n

Inde formularum (39.) secunda adhibita, sequitur si habeantur aequationes:

47.

fore:

48.

ubi ponitur:

Id quod facilis calculus comprobat.

4.
lam in naturam quantitatum c, a, x^ &2 pro diversis quantitatum /;n

%» %9 ^4 valoribus inquirere placet. Formularum (39.) prior docet, quanti-
tatem a realem, atque formulae (41.), ipsum c adeo positiyum esse. Inde iam
coniicis, radices duplices x^ &i aequationis:

47. c(z— (if(z— m6)(«— w5) -(-(#— m^)(z— m3)(z— m^)(z— mt} =
imaginariis valoribus nisi coniugatis gaudere non posse. Si enim haberetur
xl = m -j- n i, quia aequatio realibus coefficientibus gaudet, a?2=:m — n t po-
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294 13* Richelot, de functionibus Abelianis.

natur, necesse esset. Deinde patet valores ipsorum XL et x2 in ullo inter-
vallorum horum:

— oo ---- m^ , m2 . . . . m3 > m^ ---- m5 , m . . . . <χ> ,
contineri non posse , quippe pro eiusmodi valore ipsius % prior aequationis (29.)
terminus, semper positivum valorem induens, evanescere nequit. Quantitatis
denique a valor in nullo interva orum horum:

mL . . . . m2 , m? ---- «ι4 ,
contineri potest. Si enim exempli gratia prior casus locum haberet, ita ut
differentiae:

a — «i!, f% — a
positivae essent, prior terminus aequationis (29.) pro z — a negativo, posterior
vero positivo valore indueretur, id quod fieri nequit.

Quae considei'ationes ceteris articuli praecedentis formulis optime com-
proba tur ιίΐ diversi>, quas faoere licet de quaiititatibus r\h suppositionibus. Quas
ut inveniamus, adnotetur, differentias

^ ϊ — η\·> η\— Ή, ηΙ—η\
ob ipsorum iw19 m2^ m3^ m^ naturam positivas esse, formulis (30.) comprobari.
Deinde e formularum (41.) secunda conditio inter quantitates r\h necessaria,

(ΐ+%)(ΐ+%)(ΐ+%)(Ηί4)-(ί-ΐι)(ΐ-%)(ΐ^ > o,
emanat, quae quum, simul ^ cum — %, η2 cum — η2, % cum — %, η4

cum — 7/4 commutatis, constare nequeat, harum quantitatum quod attinet ad signa,
nonnisi octo suppositiones constitui po se patet. Octo expressiones diversae
functionis cpz inde Orientes tales erunt, ut, ipsarum producto posito = 0, aequatio
sedecimi gradus emergat, quam, in articulo 3. memoratam, hoc modo in octo
aequationes quadraticas resolutam videas.

Animadvertendum est, et ut in naturam octo classium peaetrare liceat,
et quia in problemate analytico postea adhibetur, expressiones :

m — a, m6 — a, m^ — a, m3 — a, m^ — a, m^ — a,
respective simul euni expressionibus :

( l l l l V
ίΤ^ϊΓ^ϊΓ^ϊΙ/'· ~

nee non expressiones:

respective aimul cum expressionibw:
1^ %%^^4i %%

vd »egativ s esse, Id ofuod hoaaii do demoasiratui?, ut in expres-
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15. Richelotj de fimctionibus Abdianis. 295

sionibus (39.) quantitatis ifii]h faetor quilibet

transformetur, prout Λ^κ est, in formas:

•,4(l+*l) vel
•'*\ ~ ηκ/ .

quae, cum respective (—j vel (—) unitate minores sint, respective simul

cum i]h vel ηκ positivis negativisve valoribus gaudent. Quibus propositionibus
adiulus, in quibusnam intervallis pro octo diversis de quantitatibus % supposi-
tionibus, valores quantitatum a, a?19 x^, contineantur concludis. Id quod ex
hac tabula desumere licet.

Casus primus;
e—m

a continetur in intervallo m2 — r/i3,
a? i - - - - r/tjt *— tft2 ,

Casus secundus:

ubi superiora vel inferiora signa simul eligenda sunt, ita ut differentia
(l-j-%)(l -j-ffr) (lΊ"%)(l4"%) ~*- (l — ̂ i)(l — %)(l"^^(l —~^4) posito valore
induatur;

a continetur in intervallo i% ,·.., ex? jpro ^uperioribij? 3igms,
α - - - - - — PP/:,.. m4 pro inferipriJ>u signis,

Casus tertius:

me— ii
β cohtihetur in intervallo iw2 . . . . tw3,

Casus quartus:
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296 i8· Richclot, de functionibus Abclianis.

ubi superiora vel inferiore signa simul ponenda, ita ut differentia:
(i+%)(H^)(i+%)(i^^

positiva sit;
a continetur in intervallo t»5 . . . . oo pro superioribus signis,
α - - - - - — oo .... mL pro inferioribus signis,

Casus quintus:

e — a e

α continetur in intervallo m2 . . .
a?! - - - - - r/i3 . . .
•2/2 "" ™* "" — — Hlg . . .

Casus sextus:

« continetur in intervallo »i4 . . . . r/i6

Casus septimus:

α continetur in intervallo w2 ---- «i3,
et #2 continentur utrumque in uno trium intervallorum m^ . . . . iw2, tn3 . . . . ι/ι4,
— 9n69 aut gaudent valoribus imaginariis coniugatis.

Casus octavus:

n continetur in intervallo ms . . . . me,
Φ ι — — — — — nig . . . . #j
#2 - - - - - a .. . . m6.

Sufficiat casum ultimum accuratius exponere, ubi α ut radix aequationis (43.)9

cuius prior terminus pro z = mB negativo, et pro z — m§ positivo valore in-
duitur, in intervallo «1$ ...... m& contineatur necesse est; nee non o?i et x2 ut
radices aequationis (45.) , cuius prior terminus pro # = ffi5 et * = *w6 positivis
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lo. Richelot , de functionibus Abelianis. $97

valoribus gaudet, nee non pro z=^a valore hoc induitur negativoi

respective in intervallis ms .... a et α .... 1% iacent.
In antecedentibus completa continetur solutio problematis , expressio

nem formae:

quam hie rursus per [6,5] denotare placet, in formam:

redigendi. Quinque expressionis fundamentalis formas, quae, simili denotatiane
adhibita , erunt :

[5,4], [4,3], [3,2], [2,1], [1,6],
singulas similiter tractare licet, quippe quae similem redactionem admittunt.
Eandem vero ope substitutioiiis :

z =
ubi quantitas r/ι respective relationibus :

m0 > m ^:m5, m^ > m ̂  wi4 9 m4 > //i ^> w3 , r/i3 > wi
m2 > m ̂ > //^

saiisfacit, nee non habetur: /?(n — m)>0, effici posse patet, quae illas re-
speciive formas ad formam [6,5] pro argumento Z revocat. . ,

Contra formas [6, 4] cum quinque ipsi cognatis :
[.%3], [4,2], [3,1], [2,6], [1,5]

atque [6, 3] cum duabus [5, 2] , [4, 1] , quippe in quibus problemata similia
reali solutione carent, omittere placet. Si enim quantitates c et a reales sijnt,
aequatio:

[β, 4] = () in intervallis wi3 — w4 , vel w?4 — m5 ,
et aequatio [6, 3] = l) in intervallis #?3 — m4, vel m2 — ni3,

prout valor ipsius c positivus est vel negativus , impari numero radicum realium
gaudent. Id quod cum forma (c-\-l)(z — x^(% — &>i)~ congruere nequit. Idem
de formis his Cognatis mqtatis mutandis observatur.

'5· ^
lam ad partem analyticam harum de integralibus functionibusque Ahelianis

primi ordinis disqui?Hionum , transeuntes , ponamus aeqimtionem eiusdem formiae
generalem: s

l . C(z — Af (z — ?O (z — wi5) + (*-*- w4) (z — m^)(z — *%) (z — m^ = 0
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 38
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208 /3% Michelut, de functiombus Abetianis.

radices quatuor yu y2, IV, F2, hebere, ita ut aequatio valeat identica:
2. C(z — Af (z — «t«) (sr — ;jt&>f (* — ̂ 4) (* — MS) (z — w2) (# — m t)

= (C-j- i)(*-yi)(*-r*)(*- FOC*- F2).
Sint quantitates ^, έ?29 JB0 /£2, tales unitates positivae vel negativae, ut ha
beantur formulae ex aequatione (1.) ortae:

3.

ubi brevitatis gratia ponitur:
— (z — m^(z — m^(z

lam secundum theorema AMianum inter quatuor quantitates yt , y> , Fj , F2 9

quas duabus aequationibus algebraicis inter se coniungi patet, plures constant
aequationes transcendentes. Eas hoc loco sequenti methodo evolvere placet.
Aequatio (2.) has suppeditat forraulas:
4. (Λ-ιιιΟ (A ~m2) (A -m3) (A -m.} = (€*-[- 1 ) (4-yO (^ -y2) (-4 - Ft) ( A - F2),
5. (m6-^1)(m6-^2)(m6— /W3)(m -m4) = (O-f l·) (mti-}*1)(m -y2)(m0-- FiX^v- F2),
6. (m^m^m^m^m^m^m^m^ = (C-\- 1 ) (m5— yi)(w5— ̂ 2)(»ι5- F1)(m5- F>),
7. CT(m,-^)2(mx-m6)(»ix-^5) =(C+lXmjr--y-1Xmx--y2)(m --F1X«»,--F2),
designante # indices l, 25 3, 4. Eadem aequatione (2.) identica secundum z
differentiata , et deinde z = A posito> formula (4.) advocata, prodit haec:
8 . 1 . ι i , i ι · i '_ i . i ι 1 _ i _ J _ _
°' J— m , ' J— m a"TJ— m s ' ^ — m4~^4— / ,τ^— /, ΓΖ^Τ, rJ— r./
lam vefo e logarithmica differentiatione aequationum (4.), (5.), (6.), (2.)
quantitatibus C, A, ^, j,? YI-> ^2? ut variabilibus assumtis, formulae (8.)
ope, prodeunt hae formulae differentiales :

IV.

11.

i-K
dC

.i+c
(2-J)(

»·— r· »»·— y. »•-'j'· "»e—^'
</7l , rfr, μ rfri - </r2

m&— >Ί ms — Ι"ι ' m »— 7j ' »»e—iV
2— «»,)(«— ms){(2— A)dC— 2CdA\

a—
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f S . Rickelot , de functiombus Abetianis. 299

quarum postrema brevitatis gratia posito:

in haue abit

13. Sl7

Summa aequationum (9.) et (13.) per (

- (10.) et (13.) per -,— l

_ _ _ _ _ (H.) e t (13.) per m _j)(m _„, }yc

iultiplicata, triumque horum productorum additione facta ob aequationem iden-
f*f»m ·

m
ticam :

l , __ l
m ' — -

emanat haec denique formula:
2rf.arc lang 17~~

meJ t^ -m
__ j ___ * __

Cis-riM^-^X^-ro.)^^
quae, quatuor formulis (3.) adhibitis, integrationeque instituta inde a valoribus
respective :

rjo v,o vo v.o voLl > y ι ·> * ι -> y 2 ^ * * *
qui simul cum C°, J°, cohaerentes quantitatum

V, yi, FM ya, Fa, C, ^,
valores, aequatioei (2.) satisfacientes sunt, suppeditat hanc relationem, pro
quolibet ipsius % valore comprobatam:

u

Utroque termino per z* multiplicato, in eVolutione secunduni descendentes
ipsius z p0testates feota, coefficientem potestatig url sumere, earaque, ut fieri

38*
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300 t&· Richelotf de functivmbus AbcUanis.

solet, denolare placet; quo facto habetur altera relatio:

| fYiEty«dr . Y>ety*dy . 'E,y* dy
t/

2

tang> r° " arc tang ) - i ·
Inde deducis has aequationes:

y edy
= °'

1 7 . ̂ - = 0 ,/, i'(^r)y
1 8. sfy^~2- = 2 (arc tang )/61() - arc tang j/6') ,

r"
19. s y - = (m1+«i2+m3 -f m,+ w5-f m )(arc tangy'C"- arc tang^C)

y ° vc \~~

8l. ^/·τ **ZJfe- = [ 2^f .,(arctangt7"-arctangt/)1
·/„ («— r)/(4r) L(«— s)/(-Ja)v 6 s Ίζ-ι
y

+ y(—ja) ^arc tang - ~ arc tang °)
ubi Φ^· functionem rationalem integram ipsius y denotat, atque brevitatis gratia
formula summatoria:

22. Sefy = e.f
et denotationes :

adhibentur.

lam restat relatiohes algebraicas inter quantitates yi , Fi 9 y2 9 ^2 9 de-
terminare. Sf quantitates yt et y2 una c^r signis ^ et e2 ut datas, atque
eeteras ΎΙ\·&-> Yz B ?eum JB19 >·ΕΊ,\ C et -4 t determinandas consideras , e
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i3. Richelet) de funbtionibus Abeltanis. 301

formulis (2.) et (3.) producis hanc, pro quolibet ipsius v valore,

23. n -
ΟΙ—

unde has derivas:

24 T/c = _ i i ___ *ti^yt). Λ
1 7ι— / 2 Μ7ι — ™ 6 ) ( / ι — iws) (y2 — f»e)(ya — m 5 ) / '

25 j[ = e i >

quibus adhibitis, e formulis (5.)., (6.), (7.) formulae hae prodeunt:

26.

. — Λ o }

:(iw5-riXfW5-F2) :

e j , _
T —

in quibus loco quantitatum y l 9 y\, Yt, F2 etiam valores initiales yj, yj,
Y\> -^2 substituere licet. Ad computationem signorum ^ et E2 adhibeantur
formulae ex (3.) et (23.) sponte prodeuntes:

ι— m β)
fi—m*)(yi—™*) (y»~me)(r*—ms) ' '

Adiiciatur vero adhuc alia expressio functionis |/C(t; — A) e formulis (5.)
et (7.) deducta, omnesque quatuor quaBtitates yl9 y2? YD YZ continens. Inde
enim, si # et λ quilibet numerorum l, 2, 3, 4 sunt, per β(κ) et e(^ positiva
vel negativa denotatur unitas, atque brevitatis gratia ponitur:

fz = (z — mj(z — i
σ

prodeunt formulae:
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302 *#* Richelet, de functiombus Abelianis.

nec non inde haee:
28. iC(v — A}
«) v-mi ι e<*

»e — m*) (m 5 — wx)' m* — m^ ' ^(me —

Pro casu fundamental! hie eum assumere placet, ubi quantitates yL et y2

respective in intervallis mL . . . . m2 et tn3 . . . . m4 continentur. Quo posito
aequatio (2.) docet ipsutn C positivo valofe gaudere, quippe quod si esset ne-
gativum, prior eiusdem aequationis terminus pro z = y^ evanescere non posset.
Hinc sequitur quantitatem Υλ in intervallo mL . . . . m> 9 et quantitatem Y2 in inter-
vallo #?3 ---- t/i4 contineri. Deinde patel, si quantitas 1̂ in intervallo ml ---- m2

iacet, sive si habetur aeqnatio: ^(1) 0(2) = — l , fore: e^^—E^ e> :=/£>,
eodem modo , si habetur: e(3> e(4) = — 1 9 fore : e1 = E1, e2 — — E^*
Contra si quantitas A nec in intervallo mL . . . . m2 , nec in intervallo //i3 . . . . m4

continetur , sive si habetur e(1) c(2) = l , e(3) e(4) = l erit : ei = EL, e2 = E2.
Inverse e signis eM ^2, JBi, JB2, signa e(1), «(2), e(3), e(4), determinari possunt.

Deinde denotatis minori quantitatum y^ et Yl per ι;υ,
maiori - - - - - - p e r fx .
minori quantitatum y2 et I7^ per f2 ,
maiori - - - - - « p e r t>3.

nec non signis et, E^ e2, E2 iis correspondentibus per:
*0 9 €i 9 62 ^ % *

habetur hoc lemma:

„Si quatuor radices t^, v19 v2, v3 aequationis:

29. C(a;— J)2(«— m )(i2r— m^)-\-(z— m^(z— m2}(z— m3)(c— m4) = 0,

ex ordine scriptae tales simt, ut differentiae :
VU — M!, m2 — v^ v2~- m3, w4 — 1;3 ,

positivis valoribus gaudeant, aequationis eiusdem fortnae:

30. C°(ar— J)2( r- ̂ mG)(sr— m5) + (5r— m4)(^— m3)(s— m2)(sr— iwj = 0

radices quatuor t;^ , v % t;£ , f J , si C° quantitas positiva ipso C minor est,
tales erunt, ut differentiae:

et ipsae positivae sink"
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/o. Richelot; de functlambus Abelianis* 303

D e m o n s t r a t i o . Aequationis prior terminus:
pro z = ml positivo valore,

z = v() negativo valore,
z=vi negativo valore,

- z = wi2 positivo valore ,
z = ι/ι3 positivo valore ,
$;=i;2 negativo valore,
% = f3 negativo valore ,

-* -s: = r/i4 positivo valore
gaudet, unde sequitur q. e. d.

Adiicere placet, posito:
Π Z = (« — V0)(« — VI)( — V 2 ) ( — ^3)9
/7iji2r = (« — t;J)(*— ν;)(«-ν;)(*-«;;),

pro quolibet ipsius (7;° valore positivo, ipsam C haud superante^
quantitates: /7J(^J) et /7,I(t;J) negativas et
quantitates: /i,'(i;J) et //JI(vJ) positivas esse,

Inde deducitur hoc theorema:
„Quantitate (7° a nihilo, usque ad valorem Ctalem, ut radices aequationis:

C(z— A)\z — «IB)(* — ι»β) + (* — «i4)(*— «t3)(« — »i2)(* — «»j) = 0,
f ( ), VA , in intervallo r^ . . . . m^ atque f2 et t>3 in intervallo ^/i3 . . . . i/t4 iaceant,
continuo crescente, simul radices aequationis:

C" (2 — -4)2 (sr — »ig) (* — r/i6) -f (» — 1»4) (* — 1/*3) (ar — 1»2) (β — r/i,) = ,
ab »h usque ad v0 crescendo,
ab r/»2 - - fi decrescendo,
ab m3 - - v2 crescendo,
ab r/i4 - - f 3 decrescendo,

continuo progrediuntur."
Demonst ra t io . Ipso C° ut variabili, et % loco radicis aequationis (30.)

assumtis habetur per differentiationem :
de» = , co _ /?;^
^ V1 T /(s_J4)2^_me)^_mj·

lam igitur , ex antecedentibus sequitur, valores ipsorum :

positivos finitos, nee non ipsorum:

'
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304 4&· Richelot, de functianibus Abelianis.

negatives finitos mauere, quoad quantitas positiva C a quantitate C() haud su-
peretur. Unde sequitur q. e. d.

Quia expressiones quatuor:
dC* dC° dC°

dum quanlitates C° a nihilo usque ad (7 pergit, signum non mutant, et hanc
ob rem, nee evanescere possurtt, nee in infinitum abire, valor C talis sit necesse
est, ut ab omnibus expressionis :

maximis et minimis positivis superetur, si quantitas .4 constantem valorem
obtinet. At adeo, nihil impedit, quo minus, eadem quantitate simul cum C°
apte se Variante, considerationes antecedentes de radicum quatuor continuilate
valeant. Assum ntur enim hunc ad finem quantitativ variabilis O} valores su-
premi , ipsi variabiles et ita decrescentes , ut superent nullum maximorum mini-
morumve positivorum, quae functio:

_ (z — m^)(z — m9)(z — m2}(z — m, )
(z-A)*(z-~ m6)(z— m 6)

pro singulo quoque ipsius A valore, inter duos eiusdem littiites iacenle, asse-
quitur. Adiiciendum est generaliter signa *0, ^, ε2, ε3 , quantitatibus continuo
progredientibus v^, v°^ v\, v\^ mane^e; nisi quantitas A per valorem ullum
harum radicum permigrat. Id quod e formulis (3.) sponte prodit, nee nisi pro
C — 0 sive pro v°0 = m^ t>^=m2 , <ul = m3, t;^ = m4, fieri potest. —

Quae cum ita sint, in aequationibus (16.), (17.), (18.)^ (19.)^ (20),
(21.) inferiores integralium limites apte commutari possunt cum ipsis:

unde emanent hae aequationes:

[ Γ *' r fy \ Γ^J Y ( J ) T/ . . -0~ '

/"'e_fiZ<2L 4. /'"'.liZ^L· _L Γ*y )/(^r) ty y.(^7) ."TV
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i§. Riebe l'ot> de functiombus Abdianis. 305

Γ "° **®y*y ι Γ1 « jMEyfo. ι . Γ v* *2(«~>W7) (^7)/(^) i^
arcarc

ubi secundum formulam (28.) expressio }fC(z — A) determinalur aequatione:

J( fm*\ Ld) Ί/( gmt } z -W* J έΡ) Ί// ffms _ \ ^-m^
F V / r m e / i r V(we— m1)(m5—m1)/in1—ms ' r \(me—m3)(m5—ms)/ 11*3—11*,)"

Ad formulas in articulo p^ec dettti expositas in ftmctiones, quas vocaiit,
Abelianas primi ordinis transfei'endas, e s caistis pirt) princrp llbus hebere placet,
ubi est ' " ' • f ' ; · ' 1 : " ^ ' " < : ' ; r " :" *'1 '- s : -

€0 =s? ̂  ?Λ * ·· ,«2 == £3 ^ ;

in quos ob earundem functionum periodicitatetn ceteros revocare licet. Quo posito
habentur aequationes :

^ = e& = BQ — ̂  ' ίο) _ eV^ *2^e3.
Adiicere placet, duos priores casus articuli (4.) in bis suppositionibus modo
propositis ipsos contineri, ita ut in priori illorum casiium poni possit:

t;(J i=±= VL =± Xl , ' V2 = V3 == X2 , -4 == CC , C=C,

e() = 6A = 1"^ €2^±±= «3 = -|- l ,
atque in posteriori, prout supeHora vel inferiora signa ibi valent:

enm
e(D, ^ Ϊ €C3)^ ^

q ibus signa: ^ *
* ^ €1 V Φ*·9 €3

aequalia sunt, congruunt respecUve curn csiignis Jpsorum :
____ <*o · _ . _ Ί /»ο /»Ί //η i '" t \ . Λ . . . . . tn 'ΛΊ *η * ι " *r/t ,, . . .

id quod in art. 4. demonstravimus; Qttae cim ita sint^ emanant haec duo
theoremata. a j·. , t _ ^ ofc*

" " '' !> . ~;Thefcriema L ; , ^':'} ί1"' Λ - · - -
„Si, posito: ;
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306 13· Richelot, de functionibus belianis.

„ubi a et a' quantitates constantes quaelibet sunt, litnites superiores vt} et v·,
„ consideranlur ut functiones argumentorum u et u', et brevitatis gratia haec
„denotalio adhibetur

„ipso A quemlibet numerorum l, 2, 3, 4, 5, 6 denotante, nee non ponitur:
"° *0 u"y* dy, fv* «. a"y* dy _
- + J

„ubi a" et a qaantitates constantes quaelibet, et Φ γ functio rationalis ipsius γ
„iutegra est, si deinde argumenta w et «', pro f0^=xni et vz=mt transeunt
„in valores M et M', ita ut habeantnr aequationes:

/"-«„q
J S(

J
t.afydy

, M') = Ο,
„hae formulae memorabiles habentur, ex antecedentibus sponte prodeuntes:

λ0 (M, M') . AU (Jf-u, Λί'-Μ') (m6— m^mt— m^(ms— W3)(»w6— w4)
: λ5 (w, «0 . λ5 (Λί-Μ, Λί'-Μ') ; (m&— r«i)(»i5— «ij)^— «i3)(i j— »u)
•λ C« «M i f M « Λ/ ' «^ = - j* ο ̂ ^ρ·) ̂ »-»i) f » ̂ «iX«.— »«H* (»,—«»»)(».-».).*,(«,« ).A,(Jf-«, -tt) « i („»._„.,(«._„„) (»..-ι/,χ·».-«,)/ ^l^-i»,)»
. , . . ι ( «.y(^t>.) ____ *.V(^.) l1 t

' T l(ms— v0)(«te— v0) (ms— vt)(me— t/a)) K— v,)1'

3rptnnn-arctang ^^, λβ(Μ)Μ')λβ (M-u, M'-«

^(«,ίΐΟ + ̂ Μ"--»,̂ -«') — G(M,M<) =
_f J^arctang^(^^-">.)(^s)] _. Φ« arc tang1(α-ζ)ι/(-/ί2) 6 V(— Λζ)! Jirl y(-^/a) β

„ubi ponitnr:

».-m,
.)(>»8-'»t)(m.^s)^ng-OT;)T ί //Λ,(Μ,»ΟΛ.(Μ-«,Μ^«0 ,
(«,«')A.(Af.i», '-aO) * ' > ,(».-«»ι)(«»·-»ι) ^
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ίο. Richel&t* de functiambus Abelianis. 307

Theoreme IL
„lisdem denotationibus adhibitis, nee non brevitatis gratia positoi

e-m, r w,-i»s/ r i»e-i»4

„ubi signa «0, ^ eonditioni ν(1)>^( — 1) salisfaeiunt: habentur relationes
„ memorabiles :

y [λ, (iM,

nrp tnT1 ff= arc lang

„ubi ponitur:

*(*)='

• ί ; : v . ' · ! ) - · . .
Ceteros casus §i.4. .similiter ad f rmulas in articulo praecedenti expo-

sitas, quamquam in promptu est, alio itemen loco ufta cum simili interprdtatione

Si ia utroque tbeoremate antecedente loco quantitatum a, a', a" poni-
tur yV»6, atque loeo f nctionils '
ubi ΦΑ(^) et ^Of) 'iRSJiiip ̂  functiones rationales integrae sunt, illa ordinis
tertii, haec ordinis 'secundi, pri) t if re Ipsius m in infinitum abeunle, haee

39*
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308 1&· Richelotj de funclianibus Abeliania.

de tribus functionum Abelianarum primi ordinis generibus theoremata
emanant.

Theorema III.
„Si denotatio introducitur haec:

(r—

/* "°««yrfy ι /* '2li21<>ly ^ ) t/ y
„atque limites f(J, t'a ^considerantur ut functiones argumentorum w, «ιχ tales, ut
„generaliter ponatur:

ι (mx — v0) (mx — f2) = λχ (ti, 14') ,

Γ* *.y (a^
„ubi per # quilibet numerorum l, 2, .... 5, et per Φι(χ), Φ2(>") functio-
„nes integrae rationales illa tertii, haec secundi ordinis designantur, habentur
„ aequationes :

A5(w, ti') λ5 (Jf— ti, Jf/— u') = (mb—

• JE(ti> ·«') -f ( — w, '-r «0 - E (M, M')

' J^r) τ —
G (u, U'} -f ff( Jf ̂  „, <- «0 -«(A, Jf ') = + arc lang (/(- 1 ) x «)

~ .2
„ uii quantitates .' ! f , "Μ','χζ determinantur. aequatiohiinis :' ' '

..(«'χ)λι(Λί — «,'M'— «
- -
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13. Richelot, de functtenibus Abelianis. 309

Theorema IV.
„lisdem denotationibus adhibitis, nee non brevitatis gratia posito:

„ubi signa «u, «2 conditioni

„satisfaciunt, valores functionum A(w,w')? («>«'), 6r(tf,«'), pro « =
dantur bis formulis:

= ^{(ms — mx) (m5 — βι2) (m —

_ . ι
2

„ubi ponitur:

2/(z-m.)
,,ita ut exempli gratia, si quantitas 2 quantilatem ms superat, habeatur

Z

z—m.

Θ. ;
Ια sequentibus easdem clisquisiliones de integralibus atque functionibus

Abelianis generalis cuiuslibet ordinis instituturi, rursus initium ifacere velimus
a problematis algebraici solutione. Quod problema generale hoc est:

Si quantitates datae «ι19 m2, ... . sm2n+2 tales sunt, ut difFerentiae m2 — ML,
w3 — tw2, . . . . »i2n+2 -^-^211+11 positivis valoTifcus g ndeant, quantitates
P9la, al9 a^ . . . . αη^Λ :ita sunt delerminandae, ut expressio:

l . c (z — af (z — arf . . . . (z — απ_2)2 («r — »i2^2) («r — m2ll+ 0
-f- '(i — w2n) (ar — m2n-1) . . . . (ar — m^ ,
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310 t&· Richel&1 de functionibus AbeUanis.

funetionis integrae determinfctidne

quadratum fiat.
Quod ad solvendum brevitatis gratia introducantur signa haec:

φ (z) = (z — x)(z — x
ita ut habeatur aequatio identica:

4.
In cuius utroque termino earundem ipsius z potestatum coefflcientes comparando,
2 n prodeunt aequationes inter 2ffc quantit^tes :

Unde doceuiur problema propositHm esse determinatum. Et ade facillime de-
14-c :

raonstratur^ quantitat0m »Ύ> " aeque ac amnes fenctionum y(«) et p (25) coeffi-c
cientes per radfcep aequntionls 22't"~1ti gradus rationaliter exprimi, cuius coeffi-
cientes functiones nationales quantitatum mlt) r/i2, — w2n+2 sunt; ita ut quantitates
a, i , ____ nrt_2 radices aequationis simili natura gaudentis (n — l )!22n""1ti gradus, et
quantitates χ, ΧΊ, . . . . χ^η^% radices fiant aequationis similis ».22n"1ti gradus.

Ni irum in sequtttione (4.) p^sili® «^»^9. wM A q awlibet deaotat U-
merorum l, 2, . . . . 2w, prodeunt 2 Λ aequationes formal:

5.

unde ceteras 2 n — l coefficientes ralionaliter exprimere licet per —t£. Ex
2 n aequationibus Tero, ex aequationibus (5.) emanantibus, formae:

6· /( C )<P(m^ = ±^(«Η«+2— ̂ Λ)(^2,+1— W)3C?(^A)D

per eliHHBirtionem, seit potfus advocato theortmate if tf^iriio iffiastrissimi
functio: r *

e^ Au, ipsius vatoirilwis,, ρτφ, totidem; ίρφβ ^ vuloribus, determinativ^ et quan-

titatis y (-^) et cefer^fum 3i»~l eo ffl ietitium expressioi^s, 2w radicalia
i -,4-_> ' ·

involventes, prodeunt. lara ipsius ~^- expressio inde deducta, radicalium signa
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15. Richelot, de functionilms Alelianis. 311

quomodocunque assumeiido, nonnisi J?*^1 Valoren diversos induens, aequationis
a2"""1!! gradus radix est, cuius aequationis coeffieientes radicalia non involvunt.
Simili natura ceterae co fficientes gaudent, et aded, quippe qu e rationaliter

\ _L /»
per -JH. exprim nttir^ t functiones rationales f dlcis eiusdem flliu» eqttatidttis

a2"""1!! gradus determinantur.

Solutione problematis propositi, quae ex antecedentibus deducitur, for-
mulas perlongas atque impeditas suppeditante, e quibus de ipsius natura iudi-
cium repeti nequit, eas in alias elegantiores transmutare iuvat, quas sequenti
brevi methodo adipiscimur.

Denotationibus:
7 ^'gn+l — Z _ 2

— '2— z
introductis, pro quolibet quantitatis y valore form lae habentur:

9 'lft \"-·*.«-p* j / \---vfcfi-t-l j)
. mk—y =* · -r—j ,

10. l — ifh*=·.- _m ·

Ibi loco ipsius γ quantitatem α et omnes quantitates m substituendo, functio-
nes (>(%)·) φ (%) et aequalio (4.) in has formas transmutantur:

.2-gi)^—(lfJttn+l-'II1)}..».{(»ittn+2-Oii~2)V>— (ΐ>»2η+1·<Ιη·2)}

12. y(«) =
a>^2^(yy^n+i-^i)^

ubi brevitatis gratia p nitur:

2~a)t;2-(^2n+1^}{(i%n4.2-ai)^2--(m2n+1--- 1)}.

}/( l -f C) {(«l2n+2-^) ̂

.... {(^2Λ

ψ(ν) = (v -j- ijt) (t; -f %). . . . (v
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312 13- Richelot, de functionibus Abelianis.

Hinc facile concluditur functiones U: et F bis formis gaudere :
in ' rt << ν(Ή^(— v) v — f vfr)— Ψ(10. U = c-i - - -- r, r — «i -

Quantitas constans CM simul cum ipso c atque valoribus (>(ί»2η+ϊ), ρ(»ι2π+ι),
(»(OTA)·» <ρ(ίη2«+2)' φ(^ΐπ+ϊ)ι φ («»Λ) determinatur ponendo in utroque formu-
larum (11.) termino:

, v1 =='!,. t;2 = °c, V=-, v2 = 7j^.

Inde enim prodeunt form lae:

ct
2

1ib.

17i ^ .

Ift18.

19.

ΟΛ20.

2l. y («2.+0 = (—

4ΛΟ / \ / 4\n23. φ(»Λ) = (-1)

Form lae (16.) et (IT.), advocata formula (10.), suppeditant hunc ipsius c\
valorem :

c\ = (?»2n+2 — mi)(ffl!b,+a^- «z2)....(iM2n42— wj.) = f(m2n+2)
nee non formula (17.) docet, quia quantitates ^2 unitate minores sunt, ipsum <r,
esse positivum; quibus collatis hae denique emanant form lae elegantes, ad
determinationem ipsius c atque functionum psr et 9» utiles:

24. ct

ofi j(4 ι ̂ _26. y(t + c) -
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IS. Richelot) de functionibus Abclianis. 313

27.

^
_/ ty-i(«»a.+2—_ 1

OA ,./^ Λ _ O30. )- 2.

31. y (ι^+1) = (-1)" 2 .

32.

lam formulas (29.) et (32.) ex aequatione (4.) adhuc alio modo deducere
placet, nimirum systema peculiare aequationum linearium resolvendo. Aequatio
enim (6.) inde deducta, denotatione (7.) adhibita, in hanc abit:

33. ρ (mA) = + V (1±£) . y(OTA)
^ V Λ/ — F V C /

ubi radicalium ^Λ signa talia assumantur , ut pro omnibus ipsius A valoribus
aut superius aut inferius signum valeat.

Sint n quantitates e numero 2 n quantitatum
JW1 9 ^25 · · · · Win 9

ex arbitrio electae:
bL , δ2 , . . . . ί η ,

ceteraeque:
^19 ^2? . . . . C„ 9

atque denotentur generaliter expressiones :

per /?x et y i 9 ubi numerorum l, 2, . . . . n quilibet designantur per ^ et λ.
lam si in aequationibus identicis:

. — .·«-»^ P(z) ~ ,
ubi ponitur:

35. F(sr) = (*-*!)(*- *i).... («-*„),
substituitur, %^=c^ formulae (33.) ope prodeunt aequationes:

Creile's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 40
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314 J3. Richeloty de functionibus Abelianis.

y(ci) * n m2n+2—Q y(ftx) 1__— <&* -%—-. -— 7—.
A px fW-2tt—2 — Ox

quarum differentia, formula (10.) et sequentibus, quae inde derivantur

*W2«-+2 — Αχ l — V\ ' ^Z — Αχ /?* —yj '

adhibitis, suppeditatur haec aequatio, pro λ±=1, λ = 2, λ—η valens:
l

0 = l-f-S* -r-^-

Quae cum ita sint, posito generaliter brevitatis gratia:

determinationem ipsius φύχ reductam invenis ad resolutionem huius aequatio-
num linearium system tis:

+ — + — ' 1

° = 1+ „ J .f l g l+v J _ j ? > 8 r 2 + - . . . +

37.- 0= 1 +
:j-
Αι * Λ ' rf

1+^3^-^+···· +
·«-
P«

* ' κ * ' n

°=l-l·—14*·*» + —r^«k+. . . .+
Quae hoc modo instituitur. E systeraate ipso sponte prodit expressionem :

evanescere , pro : sr = ^ , ar
abire , pro : % — — ^ , #
ideiiticam esse cum expressione:

j/2 , ---- sr = γη , atque in infinitum
— /?2 , . . . . z = — /?„ , unde concludis ipsam

Utraque ipsius forma in fractiones simplices genuinas dissoluta, numeratores
denominatoris %-\- x comparando nanciscimur formulam:
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15. Richelot, de fnnctionibus Abelianis. 315

quae numeratore denominatoreque per:

multiplicatis, denotationeque
χ («) = (ar— *) (*_/

adhibita in hanc abit:

Si loco ipsius # hie ponitur ex ordine: l, 2, ---- n, atque expressiones inde
prodeuntes inter se et cum unitate additione coniunguntur, habetur haec formula:

lam vero expressione:

in fractiones simplices resoluta, ac deinde posito «=1, palet fore:

qua aequatione cum formulis (38.) et (39.) collata, emanat valor ipsius z quaesilus :

Inde, revocato ipsius zx valore (36.), ope formulae e (10.) derivatae:
1~$L _ _ m2n+2 — bx

ft-ft — bx-bh '

deducitur valor ipsius <pbx cum ipso (32.) congruens
4l. φ(ν = (-ι

lam e formulis (33.) et (36.) sequitur haec:

424x!·
quae in aequatione identica:

^ -
P (6.) —

introducta, formula (40.) advocata, hanc suppeditat:

40
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316 iS· Richelot; de functionibus Abelianis.

Expressione vero hac:
ψ (z)—y/(—z)

in fractiones simplices resoluta, positoque #=1, prodit aequatio identica:

cuius ope formula (43.) in hanc abit:

-φ(— l)'

Hanc ob rem , si radicalia /5A , /?2 * · · · · /9Λ , y , y2 , ---- y» quae cum radi-
calibus ^19 r/2, . . . . %» congruunt, talia sunt, ut diflferentia ψ (1) — ψ( — 0
positive valore gaudeat, in aequationibus (44.) et (33.) inferius signum eligen-
dum est, unde emanant formulae cum ipsis (25.), (26.) et (29.) congruentes.

Quia ad functionis ρ (a?) determinationem n, functionis φ (z) autem w-fl
ipsarum valores pro datis ipsius z valoribus sufficiunt, e systemate formul -
rum (27.), . . . . (32.) permultas harum functionum formas componere licet.
Quarum nonnisi principales hie pioponere placet.

E formulis (11.)^ (13.)i (14.), (15.) sponte prodeunt hae forraae:

quae ope formularum (7.), (24.), (25.), (22.) in has abeunt:
45. ?(*) =

+i^)^^^^
46. φ (z) =

ubi uniones, biniones, terniones etc. elementorum :

% 9 % 9 ---- ^2,0

sine repetitione respective denotantur

Ci ) Ca 5 1̂ 3 9

Deinde ex aequationibus identicis (34.) 5 formulis (29.) et (32.) adhibitis has
earundem functionum formas derivamus:
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Richelot, de functionibm Abdiams. 317

47

Quibus collatis patet quanlitates a, u^^ #2 , .... #„_2 dari ut radices aequatio-
nis (n — l)ti gradus hac forma indutae:

Um^-z} ( J**,*-*} = Q
T ( F W2„+2 - Z* Ύ \ f l»2n+2 — a?

sive etiam hac:

nee non quantitates o?, x2, — #V2 ut radices aequationis wti gradus, quae hac forma:

t / / j j /—^ —l -{"V71—V 2"+1——l = o,
sive hac:

t//(I)-j-t//(—1)4~(—l)nJS*Ε^ΤΤ^ * ~tlT === '̂
gaudet.

7.
lam transeamus ad naturam radicura:

#> #1 9 · · · · #«—2 9

propius investigandam. Primum ex 2 n aequationibus fornjae (6?) statim con-
cluditur, et ipsum c et functionum ρ(^) et φ(ζ} coefficientes omnes reales
esse, quippe quod etiam formulis (45.) et (46.) comprobatur. Hanc ob cau-
sam nulla radicum a, «19 ««-29 imaginaria esse potest, nisi alteram seeum
fert sibi coniugatam; eademque natura gaudebunt radices: x> x^ &W-2·

Formula (26.) vero docet quantitatem c adeo esse positivam, id quod
etiam directe ex aequationibus formae (6.) concluditur. Quam ob causam, nee
ulla radicum:

in ullo intervallorum:

continetur, quippe in quorum intervallorum aliquo versante z, aequationis (4.)
prior terminus positivo valore gaudet, hancque ob causafri evafies ere nequit;
nee ulla quantitatum: ;

flf · Of\ ·) 1 » . . . . (im·) *
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318 Richclot, de functionibus Abelianis.

*2η+2 '

in ullo reliquorum intervallorura:
m ± . . . . tft2, m^ .... 1714, . . . . #*2n-f i · ·

iacebit; in eiusmodi enim loco versante sr, prior aequationis (4.) pars negativo,
posterior positivo valore indueretur, id quod absurdum est.

Radicalia deinde:

ob formulam (26.), conditioni:

satisfaciant necesse est, unde sequitur, tantum 22"""1 systemata diversa signorum
horum radicalium assumi posse, totidemque inde prodire et quantitatis c et
functionura ρ (s), φ(#) expressiones diversas, de quibus in articulo praece-
denti sermo fuit. — Formulae denique (27.), .... (32.), quia fractio (—) ,
si habetur ^<λ, unitatem haud aequat, docent expressiones binas:

atque ^ + % + · · · · + %n 9
, l , . 1

49.
-- 1/1 Ifc

(- D"-1

50.

^«+2) atque l,

(-17
^" JL J
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simul positivo vel negativo valore gaudere. Inde ducimur ad hanc distributio-
nem 22""1 casuum, quorum supra mentionem fecimtis; nimirum si valores pro-
ductorum singulorum

51. . 1^2, T^, . . . . tym-ltybo ·

quomodocunque vel positivi vel negativi assumuntur, inde 2n casus diversi pro-
deunt ; si deinde in his singulis casibus . signa valorum productorum :

52. *7i%9 %%·» · · · · I7i%„-i
quomodocunque assumuntur, pro singulis 2"""1 suppositiones emanant.

E numero 2n casuum tales secernere placet, in quibus radices
Oo. Χ) 3?2 , . . . . #*2/t— 2 }

non modo semper reales sunt, sed adhuc singulae in singulis n horum n-)- l
intervallorum:

54. ml ---- m2 , m3 ---- m* , . . . . m2n+1 ---- m2n+2 ,
continentur, qui casus numero w^-1 e serie (50.) facile desumuntur. Pro-
ducta enim seriei (51.) vel omnia negatives valores habent, in quo casu primo
radices (53.) singulae continentur in singulis n primis intervallorum (54); vel
omnia uno excepto negativis valoribus gaudent, unde n reliqui casus prodeunt
tales, ut, generaliter in #to casu, ubi productum ifex-styu-a illud unum positi-
vum est, radices (53.) singulae in n intervallis (54.), intervallo #i2x_3 ---- ^2x«2

excepto, contineantur. Adiiciatur in casu primo quantitatum a, 0M #2, — «„-2
numerum parem vel imparem contineri in quocunque intervallo

2 ---- 2 + 1 ,

prout productum ^ -I^ +I negativo vel positivo valore gaudeat, idemque fieri
in casu ^to, excepto intervallo M2*-2 . . . . m*K-i , in quo par vel impar numerus
earundem quantitatum iacebit prout productum :

. 7?2*-.3%*-l

positivo vel negativo valore gaudebit.
Maiori tarnen attentione digna videtur regula simplex, secundum quam

iudicare licet de signis quantitatum:

quae cum signis ipsarum:
p (»h), ρ(«ι4), . . . .

convenire, e serie (49.), nee non cum signis quantitatum:

ex considerationibus huius articuli sppnte patet. Quam regulam in sequentibus
adhibebimus. Nimirum ex eadem serie (49.) concludere licet, signa illarum
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320 13· Richelotj de functionibus Abelianis.

quantitatum in primo casu congruere cum signis quantitatum :
(-O-^i, (-Dn-2%, · · · - (-irS^i* .

in secundo casu, cum signis quantitatum:(-ir1^ (-i)»-*,,,. . . . . (_i)«-^2 _n .
in tertio casu cum signis quantitatum:

(-ir\M (-ir2*, (-ir2^, .... c-ir^ita-ii .
nee non generaliter in #to casu signa binarum quantitatum:

*(»2*-au3), C-l)"-*+ +1«fer-^»
inter se congruere, aeque ac signa quantitatum binarum:

ubi littera χ designatur numerus quilibet integer unitate maior-, numerum w-j-1
haud superans, atque per h quilibet numerorum:

0, l, 2, .... * — 2,
nee non per H quilibet numerorum :

0, l, 2, .... (n — χ)
denotatur.

Haec de natura radicum duplicium aequationis formae:
c {(*-0)(*-tf A) .... (z- n^}1 (#-m2n+2)(sr-m2„+1) -f (z-md(*-md .... (*-ι»2ιι) = 0

atque de quantitatibus c, «> «M ---- 0„_2 attulisse sufficiat. Qua forma bre-
vitatis gratia denotata per:

(2n+2,2n-|-l) = 0,
similique denotatione, si in priori aequationis termino factores (z — ̂ 2^+2) atque
(z — #t2n+1) cum aliis duobus quibuslibet e numero 2w factorum:

(z — 1%), (% — m2), . . . . (* — ιιι2Λ),
commutantur, adhibita, (2»-j-l) formas:
(2n+l ,2n) = 0, (2» ,2n— 1)*=0, . . . . (2, 1) = 0, ( I ,2n-f2) = 0,

quae et ipsae similibus suppositionibus ad n reales radiees duplices ducunt , ope
substitutionis :

1 n n~*Ju = l? . -- .r m — z^.
ubi quantitas m respective conditionibus :

w2„+2>m^>w2/l+M w2^1>wi^w2n+2.l . . . . r/i2 > m ̂  »i! ,
satisfacit, nee non habettir:

p.(n — m).> 0,
ad illam formam (2n-|-2, 2n -f 1) = 0, pro arg mento Z revocare licet. Ce-
terarum vero omnium formanim naluram indagare hie non placet, quippe quae
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realem problematis algebraici solutionem band admittuat. Facile epim demonstra*-
tur, has formas , pro realibus ipsius c et coefficientium functionis ρ (ζ) valoribus,
radicibus binis inter se aequalibus neutiquam gaudere posse.

8.
Probleraatis algebraici solutio in anteced&ntibus exposita ut adhibeatur

in theoria integralium Abelianorwn (n — l)ti ordinis, generaliores quasdam de
bis integralibus, quas adhuc pro theorematis Abeliani applicationibus habere licet,
propositiones hie peculiari methodo deducere velimus ex aequatione identica:

55. CiP(zW(z
ubi ponitur:

'MI) (z — «i») . . . . (« — m^) =/>(*) ,

ita ut quantitates: t

57. yn y25 .... y„, F19 F2, . . . . F„ ,
radices sint aequationis 2wti gradus:

58. C(P(sr))2(«-r/i2n4.2)(sr-»i2n+1) + A^) = Ο. ί .
Deinde per signa

el , e2 , . . . . en , E^ E2, . . . . En, i
tales positivae vel negativae denotentur unitates ut , littera ^ designante quem
libet numerorum l, 2, . . . . n, generales habeantur formulae:

ubi brevitatis gratia ponitur:

Ex aequatione (55.) tria placet derivare systemata formularum. Primum enim
ibi posito: z= ^ z = m2n+2, I^t±±:m2„4.1, ubi littera μ quemlibet numero-
rum l, 2, ____ w — l denotat, prodeunt formulae nnmerp w-fl hae:

60.
61.
62,
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322 "· Richelot, de functionibus Abelianis.

Deinde utriusque ipsius termini logarithraos, ipso % ut variabili assumto, dif-
ferentiando, positoque 3: = ̂ , emanant hae n—l aequationes:

63bd· -ν^ Αμ-ΥνΓ
EJiusdem denique aequationis et aequationum (60.), (61·)? (62.) utramque partem
logarithmice differentiando, quantitatibus C, Al, -42, . . . . A„_^ yn y2, . . . . y„,
ΪΊ, y2> ··· · i^n pro variabilibus assumtis, si adhibetur aequatio (63.) , nan-
ciscimur has »-f 2 formulas differentiales :

)'(g-"«*«.+i)'\ _ ^ v,C rf^' ! rfyv; — J^T - z* \^^v -h - — y;
65b5·

67.

rfc

Inde, eliminatione ipsius 7-—U facta, duciraur ad has n-f-1 aequationes:

rflog(l- C^PxY(x-™*n+u (z-m2n+1

68.

dyv_.

--. -r r^

dY,,

quibus ex ordine tnultiplicatis per expressiones :
l _

i— m2n+2)(J,— m2n+i) '
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Richelot, de functionibus Abellams. 323

z— W2/1+2

l/ (7

quorum factorum summa secundum theorema notissimum transit in expressionem :
l__

y C P (Z) (Z — fl»2n+2) (Z —

additioneque instituta, prodit aequatio differentialis :

yC P(z)(z — ifi2n+2) (2 — m2

,
I W 2 « l ' yCZ-

nee non post facilem reductionem , si in singulis secundae partis terminis e sin-
gulis aequationibus (59.) valores ipsius yC subs tuuntur, respective integratione
facta inde a valoribus

Γ*ο 4° 4° A* v° v° v° V° V° V°Ο , ^Λλ , -Λ2 , . . . . -ΛΠ_Α , J ι ί J 2 5 · · · · /η 9 - * ι 9 - * · ι 5 ' · · · Χ / θ

qui valores initiales quantitatum variabilium '

C, ^12 5 -4*5 · · · · -»n— l? ^Ίί Χ29 * · · · X TJ ί ·*11 - * 2 ϊ · · · · ^ n

sunt, usque ad hos valores finales, haec elegans formula obtinetur:

69 , * . * \i, j Γ
i K\ yy

2 arc

— arclang

ubi ponitur:

In hac formula eontinentur multae aliae quae per evolulionem secundum descen-
dentes ipsius z potestates inde derivantur, nimirum haec:

70. i

ubi littera μ quilibet numerorum 0, l, 2, . . . . n — l denotatur, atque haec
pro qualibet quantitate a valens, ubi denotatio pro co fficiente evolutionis usi-
tata adhibetur, nee non Φ(«0 desjgnat funetioaem integram ipsius z quamlibet:

41*

/>>ΕνΥ?άΥ __
T/ V l ~~ '
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324 /#· Richelot, de functionibus Abelianis.

7 1 , ι v y \ __~ ~

-^
Aequationis (55.) forma talis est, ut n relationes algebraicae inter 2 n

ipsius radices valeant, unde palet, n valores Yi, Y2, . . . . Yn algebraice eos-
que ut radices aequationis nii gradus determinari ex quantitatibus y19 y2^ · · · · Yn·
Quam determinationem , una cum computatione signorum EI , E2 , . . . . JSn ,
atque quantitatum in formulis integralibus involutarum C et P(«), hoc modo
instituere placet.

E formulis (59.) sequitur haec:

72.

unde cum ex aequatione (55.) posito z = mh , derivetur haec :
73. O(P(/%))2(^2n+

deducuntur hae relationes:

74.

. j · l H- Lsv gy ̂ ν) Γ
~Μ 1 («l2«+2 —yr) (n*2n+l —JVJ ̂ '/y '

atque, quanfitatibus #19 2, .... #„ ut supra denotationeque (35.) introductis,
haec aequationis, radicibus !Fn F2, Fn gaudentis, forma:

7* iJ-ίτν ey /(^>v) ) 2 , " " /Λ(6Χ) (ι D. i*T" \<£·ν "f ~— ( -)-*iLx ^Lv l yi · . ·
' i (fW'2/!+2—J^f)(iW2ii+l—Yv)^yv^ l i ^F* Ute (

= 0.
Signa JE,, 1?2, .... JBn deinde computantur ope formulae ex aequationibus
(59.) et (72.) derivatae:

76. E, = ̂ +2-Γχ)(«2η+1_ F,)«(r„)i

lam adhucaliam formam functioiiis ^C.P% proponere placet, ex omni-
bus radicibus aequationis (55.) oompositam atque in formula (71.) substituendam.
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/£. Richelot, de ftmctionibus Abelianis. 325

Nimirum valore ipsius 1-j-C ope formulae (61.) determinato, atque
in aequatione (73.) substituto, emanat haec

77. i/C Pf «IA) = +r v Λ/ — y(^2nH_2

unde loco ipsius mh quantitatibus ^ ,^25 ---- # n > atque loeo signorum +1 re-
spective signis: e^\ e&>, ---- e™ introductis , haec deducitur formula:

78.
l \

9.
Casum ubi n quantitates datae:

reales sunt et continentur respective in n intervallis:
79. mt ---- #i2, m3 ---- m4, . . . .

pro fundamental! hie habere placet, quippe in quo quantitatem C positive valore
gaudere, nee non quantitates:

F V Υl <) * 2 9 · · · · Λ η ·)

reales esse atque in iisdem, singulas in singulis, intervallis contineri, ex aequa-
tione (55.) exteraplo concluditur.

Huius enim aequationis pars prior, si quantitas C negativa esset, loco
ipsius z valore radicis, quae in quolibet intervallorum (79.) continetur, sub-
stituto, ut aggregatum duorum terminorum negativorum evanescere non posset,
eademque parte priori pro z = m^^ et pro z = m2y positivis valoribus gau-
dente, radix yv in intervallo //i2v-i ---- m*r iacens, alteram in eodem intervallo
secum ferat necesse est.

Deinde patet, quamcunque e numero quantitatum:
•̂ 1 5 -«2 9 · · · · -"n-1 9

quae in quolibet intervallorum (79.) contineatur, etiam inter radices duas in
eodem intervallo iacentes contineri. Sit enim hoc intervallum m^-i · · · · m2y,
atque radicum y„, Yr minor vv^ maior Ty. lam si quaecunque quantitatum A
in intervallo m2y-1 .... vv vel in intervallo Tv . . . . m2v contineretur, etiam
radix alia aequationis (55.) in eodem intervallo versaretur, et hanc ob rem haec
ut tertia in intervallo w2y-1 .... r/i2y iaceret , id quod fieri nequit. Inde adhuc
sequitur, binas quantitates:

i) et P(vy)
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326 ί&· Richelotj de functionlbus Abelianis.

generaliter siraul positives vel negatives esse, eademque natura binas quantitates
P(r/i2y) et P(T„)

gaudere.
Quae cum ita sint, habetur haec propositio:

Si radices aequationis:

= 0
ex ordine scriptae:

1̂ , 1 1 , V 2 9 T 2 5 . . . . f n , Tn ,

binae in singulis intervallis:
ml . . . . m2 , H»3 . . . . H»4 , . . . . M2n-l ---- ^2n i

continentur, radices aequationis similis formae:
&(*-Αΐη*-ΑΌ*····(*-Α^

= 0,
ex ordine scriptae:

t;0 T° v° T° u° T°V l 1 Χ ΐ 9 V2 5 * 2 ^ · · · · V n9 Χη

tales functiones quantitatum C% ^IJ, ^1®, ---- A* sunt, ut quantitatibus -4J,
AI, .... -4£__i in certis quibusdam intervallis respective usque ad valores:

AI, A2) . . . . An^i
continue progredientibus , nee non ipso C° simul a nihilo usque ad valorem C
apte crescente, ipsae continue pergant:

v\ ab 0»! usque ad v^
.LJ ab #ι2 usque ad AI
υ l ab tw3 usque ad v2

Y° ab w4 usque ad Ϊ52 9

Y£ ab #i2rt usque ad Ϊ*,
nee generaliter signa expressionum formae:

interea commutantur, nisi quantitatum A aliqua per aliquem valorum:

transmigrat.
Hac propositione, cuius demonstralione facili, quippe quani in casu spe-

ciali n = 2 antea exposuimus, hie supersedemus, docemur quantitates:
Jill9 Hl,, . . . . W2rt
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13. Richclot, de functionibus Abelianis. 327

in aequationibus integralibus (70.) et (71.) pro valoribus variabilium initialibus
v° V° VQ
J l l Λ l 5 · · · · *n

assumi posse, ideoque expressionem:

80.

(ubi signa ev et JE„ ad vv et Ty respective pertinentia denotantur per sy et &y

evanescere pro:

atque pro μ= η transire in expressionem:

81. ·-

nee non integralium aggregatum hoc:

congruere cum expressione, ope formulae (72.) composita:

83. _2f «^arct^j^ ̂ ^
1(*-α)/(-Λ) e ( /M«) If V

tange

Si contra formulam (78.) in aequatione (71.) substituere velimus, loco quan
tilatum, e numero 'In quantitatum:

n*!, m2, . . . . «i2n,
arbitrarie electarum, bt , &2t) ---- bn , positis

Wln IW3, . . . . «I2n-l9
simul signa:

^1*9 * 2̂ 9 · · · · ^n 9
ex antecedentibus congruere debent cum signis:

^1 9 ^2 l · · · · « 5

unde sequitur, expressionem (81.) adhuc commutari posse cum hac:

atque posito:
^Ρ(*)= '"

//gg(
ί \

ipsam (83.) cum hac:
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328 15, Richel ts de futtctionibus Abelianis.

Of Φ(»)
-2l75i^)7i=; arc

+ 2 t arc lang «"-J^+*«^;^ .1 V(— Ja) ° /(—Ja)

10.
Disquisitiones denique antecedentes de integralibus Abelianis (n — l)ti

ordinis adhibere restat ad functiones Abelianas eiusdem ordinis. Ubi ut casum
principalera , ad quem ceteri ob earundem functionum periodicitatem revocantur,
ponamus hunc:

quippe qui cum casu primo problematis specialis in articulo 6. exposito con-
venit. Cum vero ibi signa quantitatum:

f Ο*2η-ΐ),

congruentium cum ipsis:
?(^2n-l)i

eadem fuerint ac ipsorum:
%n^l,

sequitur signa quantitatum:
tyliU %n-l9 %«-29 %n-39

aequalia esse ipsis:
— «-, +Ό +«^ -«-i» · · · · (-i)n^^ r (-irA« , .... (~ΐΓ2«ι, (-ΙΓ^Ι.
Quae cum ita se habeant, ex articulis (9.), (8.), (7.), (6.) prodeunt haec de
func onibus Abelianis theoremata:

Theorema V.
„Introducantur brevitatis gratia ha denotationes :

„atque definiantur argumenta tiy w', ti", ..... ui*1-1) bis aequationibus :
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15. Ric fielet, de func onibus Abelianis. 329

„ubi α, a'y . . . . a*""""1* quantitates quaelibet sunt. lam horum integralium
„limitibus:

f jL, t>2, . . . . t>„,

„tanquam functionibus argumentorum :
ff, ff', . . . . tt(n-1}

„ consideratis , ponatur generaliter:
π(ι»Α) = ^(n,«',....«*"-1'),

„nee non:

= 20(1,«', .... «<«-).v > > /

„Quibus statutis, si argumenta u, u', ---- ti(n-1) pro:
^i = «w2, v2==m^ . . . . vn == «2, , '

„respective valores M, M1, ---- M"""1 induunt, habentur formulae hae:
-η, M!- n', . . . . JP"-1)— ti^))

: λΑ (ii , ι ,̂ , . . . «(«-υ) . λΑ (M— ti, Jf'— ti', . . . . ΛΡ— f

: l

- — — - -

„ubi A quilibet est numerorum l, 2, . . . . In; atque
(«, u', .... ti<*-*>) + G(M—ti, M1— u1, .... <-*> - ϋ(η-1)) — G (M, M!,.... Μ<η~»)

+ ^ > ^1*-» l /-^(«)
«,nbi, posito:

F(*) = (it — «lOC« — m3)
„expressio ^C.P(z) determinatur formula:

V r~l(f«,ttV...*^ M

Creile's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4, 42
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330 *<** Richelot, de fnnctionibus Abetianis.

Theorema VI.

„lisdem denotationibus , ac in theoremate L, adhibitis, atque posito:

SMiIL5^ .... (»+ (-1 )-
2„+2— m2n / \ ' " r »n^+2— m2n_2' \ ' v

*— "»»"-
,.+»- m

„ubi signa f, , c2, . . . . tn conditioni:

satisfaciunt , habeutur formulae.memorafcile :
1') 2 (r/»2n+2 - «i2n+1)"

„ubi ponitur:
ψ (> rf -±i) _ ψ (- I/̂ I^L

^ r V i — mii+a7 x r x — m<in

Si itt uteoque theoremate fonitur a = tf =& T/#hn#i<) atque loco functio-
nis Φ (ίτ) - yel expressio : ^m2n+2 . (z — α) ΦΑ («) vel ]/f%„*2 · Φ2 («) 9 ubi Φι (ζ)
pt Φ2(5τ) functiones ifttegras denc ant, quaruto posterioris gradusf numerum n
haud superat, dum prioris gradus numerum (2n — l aequat, pro valore ipsius
#*2«+2 infinite magno, prodeunt theiftremata duo de tribus functionum Abelia-
narum (n— l)ti ordinis generibus jprincipalibus. (

Theorema VII. ?

v* . . ·. · · . . , - . - ,
• (r— -
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-»-.

m1v-\

„integralium limites un v2,.... vn argumentorum: t*, w',.... i£n~v tales functiones
„sunt, ut brevitatis gratia posito:

r** ( \* · \i> · * · · · *w y '""" ' · l Ίΐ\ν ' l/1 y \ */l« """" C/o y · ... ι 7/vv - v.» J ·Λ \ x ^ · · · · « ·̂ y ^ X *./ \ X ·*/ V Λ «/ 7

„ubi κ denotat quemlibet numerorum l, 2, 2w — l, habeantur hae formulae:

λΑ(ι/, < . . . . it*-»).i,h(M— u, M1— n1, .... IW»-» — u^

„ quantitatibus M, ΛΓ, ---- JlfC1-1) eos argumentorum valores designantibus,
„quibus ipsa pro:

*Ί = »*2, f2 = m4, . . . . vn = «i2n,
„gaudent; nee non hae aequationes memorabiles:
E (u, u1,.... «(η-1}) + JE(M-t/, M '- w', .... J/M(-1

6?(ti, «',.... «(Λ-υ) + G (M— u, M '-«',.... M^"-1)-«^-«) - G(M, M', . . . . M ̂

..ubi functio χ (z) determinatur formula:
/(«) =

-m2n+2)F(s)j.., /_ t, /A2y.1(M)(<',....«f('!
y- (i) , N^-Wtev-^F'iwtex-i) r

42*
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T h e o r e m a VIII.
„lisdem denolationibus adhibitis nee non brevitatis gratia introducta

funetione:

)=(*—*n1(Wto+r-**2nft C^+^-l/C^n+l-^^··'·^!·^1)" «l

X O-K y(ro2i.+r^2i,-l)X*-- «„-l l̂

„ubi signa «^ £2? · · · · e„ conditioni

„satisfaciunt, habentur aequationes notatu dignae:

«) — E(M, M't....

—

', .... M^) = + ̂ L· arc tang/(a),

„ubi functio χ(ζ) determinatur formula:
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