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0 Preliminars

Introduim els conceptes necessaris per al desenvolupament dels temes que tractarem en el
segiients capitols.

Definici6 0.1 (Cos). Un cos és una tupla (K, +,-,0,1) on

e K és un conjunt d’elements els quals anomenarem escalars;

e + i-s6n operacions binaries internes en K que anomenarem, respectivament, suma i
producte. Aquestes operacions compleixen les propietats associativa, commutativa i
distributiva del producte respecte la suma;

e 0 € K és I'element neutre per a la suma;

e 1 € K és I’element neutre per al producte;

o Tot element de K és invertible per a la suma. Als inversos per a la suma els anomenarem
oposats;

o Tot element de K, a excepci6 del 0, és invertible per al producte.

Se’'n dedueix de la definici6 que (K, +,0) i (K — {0},-,1) sén grups abelians. Quan se
sobreentenguen les operacions suma i producte, aixi com els seus neutres, utilitzarem
tinicament K per a referir-nos al cos (K, +,-,0,1).

Exemple 0.1. Els conjunts Q,R i C de nombres racionals, reals i complexos, respectivament,
amb les operacions habituals de suma i producte sén cossos. Per contra, els conjunts N i
Z, de nombres naturals i enters, respectivament, amb les operacions habituals de suma i
producte no sén cossos.

Associada a tot cos tenim la nocié de caracteristica.

Definicié 0.2 (Caracteristica d'un cos). Siga (K,+,-,0,1) un cos.  Anomenem
caracteristica del cos K, denotada car(K), al menor natural no nul n € N de forma que,
en sumar 1 amb ell mateix n vegades, s’obté com a resultat 0. En aquest cas, escriurem
car(K) = n. En cas de no existir aquest natural, direm que el cos K té caracteristica zero i
escriurem car(K) = 0.

Exemple 0.2.

i. Per a un nombre primer p € I, el cos Z, té caracteristica p;
ii. Els cossos Q, R i C tenen caracteristica 0.



Proposicié 0.1. Siga K un cos no trivial amb car(K) # 2, aleshores K # {0,1}, és a dir,
K conté més elements que 0 7 1.

Demostracio. Considerem ’element 1 + 1. Anem a comprovar que 1 + 1 és un element
diferent a 1 i a 0. Suposem per reduccié a l’absurd que aquest no fora el cas.

Si 14+ 1 =1, aleshores restant 1 a ambdues bandes tindriem que 1 = 0. Notem que si
z € K es tindria que x = 1z = 0z = 0. Llavors arribariem a contradiccio, ja que el cos seria
trivial. Per altra banda, si 1+ 1 = 0, aleshores arribariem a contradicci6 ja que el cos tindria
caracteristica 2.

Per tant, I’element 1 4+ 1 € K — {0, 1}. O

0.1 Matrius sobre un cos

A continuaci6é presentem una série de definicions basiques sobre matrius.

Definicié 0.3. Donats m,n € N, una matriu A d’m files i n columnes sobre un cos K és
una aplicacié de la forma A: {1,--- ,m} x {1,...,n} — K que es representa com una taula
amb mn entrades de la segiient forma

11 12 e A1n

21 Q22 e Q2n
A p—

am1 QOm2 - Omp

on, peratot 1 <i<mil<j<mn,estéquel'element A(i,j) = a;; pertany a K. En
aquest cas direm que la matriu A té tamany m,n. Les matrius també solen representar-se
de forma compacta com a A = («;;), on se sobreentén el rang de variacié dels indexs i i j.
Direm que les matrius A i B sén iguals si tenen el mateix tamany i per a cada parell d’indexs
i,7, les entrades en la posici6 (i, j) coincideixen.

Denotem per M,,,, (K) al conjunt de totes les matrius de tamany m,n sobre K. Si m = n,
direm que la matriu és quadrada i en aquest cas escriurem M,,(K) en compte de M,,, (K).
Les matrius quadrades son aquelles que tenen el mateix nombre de files i columnes.

Direm que una matriu A = (ay;) es

« diagonal, si per tot parell d’indexs ¢ # j es té que «;; = 0;
» triangular superior, si per a tot parell d’indexs 7 < j es té que «;; = 0;
 triangular inferior, si per a tot parell d’indexs i > j es té que a;; = 0.

Anomenem pivot de la fila ¢ d’'una matriu A al primer element no nul d’aquesta fila.
Direm que la matriu A és esglaonada per files si

1. les files nules d’A estan baix del tot
2. els pivots de tota fila no nula valen 1 i



3. el pivot de cada fila no nula esta a la dreta dels pivots de les files anteriors.
Direm que la matriu A és esglaonada reduida per files si és esglaonada per files i, a més,

4. les entrades a sobre de cada pivot sén igual a 0.

Exemple 0.3. Considerem les segiients matrius sobre Q

019 -1

123 10 10
A=11 2 3|, B:[ 1 C=1{01 of|, D=10 4
1 2 3 0013 00 00

La matriu A és una matriu quadrada, la matriu B és una matriu esglaonada i triangular
superior, la matriu C és una matriu quadrada esglaonada reduida i la matriu D és una matriu
diagonal.

0.2 Operacions amb matrius

Acabem aquest capitol amb algunes operacions basiques sobre matrius que emprarem en
capitols posteriors.

Definicié 0.4 (Matriu transposada). Siga A = (a;;) una matriu en M, (K). Definim la
matriu transposada d’A, i la denotem per A', a la matriu en M,,,,,(K) donada per

At = (Ozji).

Podem considerar 'operador de transposicié com 1’aplicacio

A —s At

Notem que (-)to ()' = idnt, ., (K)- Es a dir, la transposada de la transposada és la matriu
original. A més, si D € M,,(K) és una matriu diagonal, aleshores D' = D.

Recordem la definicié de matriu identitat.

Definicié 0.5 (Matriu identitat). Si n és un natural en N, definim la matriu identitat de
tamany n sobre K, i la denotem per I,,, com la matriu en M, (K) donada per I, = (¢;5), on ¢
és l'aplicacid

v AL, npx{l,---,n} — K

(i.) L osii=g
’ 0 sii#j.



Es a dir, I, és una matriu quadrada de tamany n conformada per una diagonal d’uns

01 0
In: .
0 0 1

A continuacié introduim el producte de matrius i recordem les seues propietats basiques.

Definicié 0.6 (Producte de matrius). Siguen A € M,,,(K) i B € M,,,(K) matrius sobre
K amb el mateix nombre de columnes i files, respectivament. Aleshores, si A = (oy;) i
B = (Bjk), definim el producte d’A per B, i el denotem per AB, com la matriu en M,,,(K)
donada per

n
AB = Z Oéz'jﬁjk

=1

Notem que, en 'anterior matriu tenim una entrada per a cada parell (i, k). El producte de
matrius, per tant, és una operacié del tipus

My (K) X Mpp(K)  —  Mypp(K)
(A,B) — AB '

El producte de matrius és una operacié associativa, pero no necessariament commutativa.

Si A és una matriu quadrada en M, (K) i k € N, definim la poténcia k-éssima d’A, i la
denotem per A¥ per recurréncia com segueix

A =,
ARl —  AAR per a k > 0.
Proposicié 0.2. Siga A € M,,,,(K), aleshores
WA =A=Al,.
En particular, I¥ = 1,,, per a tot k € N.

La transposada del producte és el producte de les transposades en ordre invers.

Proposicié 0.3. Siguen A € M,,,,,(K) i B € M,,,,(K), aleshores

(AB)t = BFA.



Definicié 0.7 (Matriu invertible). Siga A una matriu quadrada en M, (K). Direm que A és
invertible si existeix una matriu B € M,,(K) per a la qual

AB=BA =1,.
De les anteriors equacions podem deduir la unicitat de la matriu B, ja que si existira una
altra matriu B’ € M,,(K) per a la qual
AB' =B'A=1,,
aleshores trobariem la segiient cadena d’igualtats
B =Bl, = B(AB') = (BA)B' =1,B' = B'.

Per tant, a la matriu B la denotem per A~! i 'anomenem matriu inversa d’A. Notem que
(A~H=1 = A,

Denotem per GL,(K) al conjunt de totes les matrius quadrades de tamany n sobre K
invertibles, és a dir

GL,(K) = {A € M, (K) | A és invertible}.

El producte de matrius invertibles és una matriu invertible i la transposada d’una matriu
invertible és una matriu invertible.

Proposicié 0.4. Siguen A € GL,(K) 7 B € GL,(K), aleshores

i. AB € GL,(K) i, a més, (AB)~L = B-1A~L;
ii. At € GL,(K) 4, a més, (AH)~1 = (A=1)E,



1 Sistemes d’equacions

En aquest capitol estudiem les propietats basiques dels sistemes d’equacions sobre un cos.

Definicié 1.1 (Sistema d’equacions). Donats m,n € N, un sistema S d’m equacions
amb n incognites sobre un cos K és un conjunt d’m equacions del tipus

oy + o apre + -+ amr, = A
a1 + aers + o+ T, = P

! . | (S)
1Tl + pery + 0+ QppTy = Bm

on, els elements a;;, amb 1 <47 <m i1l < j < n, s’Tanomenen coeficients del sistema i
pertanyen a K, els elements 3;, amb 1 < ¢ < m, s’anomenen termes independents del
sistema i pertanyen a K i els elements z;, amb 1 < j < n, sén variables desconegudes
anomenades incognites.

Direm que el sistema S és homogeni, si tots els termes independents sén igual a 0.

Direm que els sistemes S i 7 sén iguals si tenen el mateix nombre d’equacions i d’incognites
i, a més, per a cada parella d’indexs i, j, els coeficients en la posicié (i, j) coincideixen i, per
a cada index i, amb 1 < 7 < n, els termes independents en la posici6 i coincideixen.

Direm que el sistema d’equacions S té solucié si existeix una tupla (ai,--- ,a,) € K" tal
que, en substituir, per a cada j, amb 1 < j < n, les incognites x; pels elements a;, se satisfan
les m equacions del sistema. Denotem per Sol(S) al conjunt de totes les solucions del sistema
S, és a dir,

ajar + oo+ apa, = B
Sol(S) = ¢ (a1, -+ ,a,) € K" :

amiar + 0+ Qpplnp = Bm

Exemple 1.1. Es considera el segiient sistema, a esquerra, de 3 equacions amb 3 incognites
sobre Q. Aquest sistema admet a (1,3,1) com a solucid, ja que se satisfan les segiients 3
equacions, a dreta.

2z + 2y + 10z = 18 2 + 6 + 10 = 18
2 + 3y + 12z = 23 2 + 9 4+ 12 = 23
2y + 5z = 11 6 + 5 11



Definicié 1.2 ((In)Compatible | (In)Determinat). Un sistema d’equacions pot tindre solucié
o no tindre'n. En cas d’existir solucid, anomenarem al sistema compatible, en cas de no
tindre’n, 'anomenarem incompatible. S’usaran les segiients abreviatures

» [SC] Sistema Compatible;
o [SI] Sistema Incompatible.

Donat un sistema compatible, la solucié del sistema pot ser tinica o no. En cas de
tindre unicitat en la solucié6 anomenarem al sistema Compatible Determinat, en cas de
no tindre unicitat en la solucié 'anomenarem Compatible Indeterminat. S’usaran les segiients
abreviatures

o [SCD] Sistema Compatible Determinat;
o [SCI] Sistema Compatible Indeterminat.

Exemple 1.2. Es consideren els segiients sistemes d’'una equacié amb una incognita sobre R

(&) 0z = 1} (&) = =1} (S5) 0z = 0}

El sistema (S1) és incompatible, el sistema (Sz) és compatible determinat, amb tnica solucié
x =1, 1 el sistema (S3) és compatible indeterminat, ja que admet a qualsevol element a € R
com a soluciod.

Definicié 1.3 (Sistemes equivalents). Siguen Si 7T dos sistemes d’m equacions i n incognites
sobre K. Direm que S'i T sén equivalents si Sol(S) = Sol(7). Es adir, Si7 sén equivalents
si tenen les mateixes solucions.

1 Nota

Nota. Tot sistema d’equacions té les mateixes solucions que ell mateix. Si un sistema
d’equacions té les mateixes solucions que un altre, aquest altre té les mateixes solucions
que loriginal. Si un sistema d’equacions té les mateixes solucions que un altre i aquest
altre té les mateixes solucions que un tercer, el primer sistema i el tercer tenen les
mateixes solucions.

1.1 Operacions elementals

Hi han transformacions de sistemes d’equacions que ens permeten garantir que el sistema
d’equacions resultant siga equivalent a ’original. Aquestes transformacions reben el nom
d’operacions elementals. Les enumerem a continuacié i demostrem que el sistema
transformat és equivalent a ’original.

10



1.1.1 Intercanviar files

Donat un sistema S d’m equacions amb n incognites i donats dos indexs i, j, amb 1 < 4,7 < m,
denotem per S;..; el sistema que resulta d’intercanviar les files 7 i j en S. Indiquem aquesta
operacié amb una fletxa on es descriga el canvi de files.

apry + o0+ ar, = B apry + o0+ ar, = B

anry + o 4+ ppxn, = G ajiry + 0+ QinTn = ﬁj
fisr £

ajpry + o+ Qprn = G anrr + o+ Qinn = B

am1T1 + 0+ QmpTn = /Bm am1r1 + 0+ QppTn = /Bm

Proposicié 1.1. Els sistemes d’equacions S i Sioj s6n equivalents.

Demostracié. Siga (a1, --- ,ayn) € K™ una soluci6 del sistema S. Aixi, en fer les substitucions
pertinents, trobem que les segiients m eqiiacions, a esquerra, sén certes. Com que aquestes m
eqiiacions sén certes, les m segiients equacions, a dreta, que resulten d’intercanviar 1’equacié
1 per la j, també sén certes

ajtar + o0+ apa, = B ajar + o+ apa, = B

041'1.@1 + - 4+ ozm;an = B 0@@1 + - 4+ ajpan, = G

ajlar + -0+ QpGn = /Bj airar + 0+ e, = G

amiar + -+ Qpply = Bm amia1 + -+ Qpply = Bm
Aixi, (a1, ,an) € K" és una solucié del sistema S;.,;.

D’altra banda, si considerem una solucié del sistema S;¢,, pel que acabem de vore, aquesta
solucié també ho sera del sistema (S;j¢;j)ic;j. Notem que aquest ultim sistema és el sistema
original. 0

1.1.2 Multiplicar una fila per un escalar no nul

Donat un sistema S d’m equacions lineals amb n incognites, donat un index i, amb 1 < i < m,
i un escalar A € K — {0}, denotem per S); el sistema que resulta de multiplicar la fila 4

11




per A en S. Indiquem aquesta operacié amb una fletxa on es descriga la multiplicacié

corresponent.
aprr + -+ apx, = B oanry + -+ apr, = B
: : o Py \ : \ : - )\.
aney + 0+ oy, = G —— i1 + o+ Aaprn, = MG
am1x1 + 0+ QT = 6m 11 + 0+ Ty = ﬁm

Proposicié 1.2. Els sistemes d’equacions S i Sy;, amb A € K — {0}, sén equivalents.

Demostracié. Siga (ai,- - ,a,) € K™ una solucié6 del sistema S. Aixi, en fer les substitucions
pertinents, trobem que les segilients m eqiiacions a esquerra sén certes. Com que aquestes m
equiacions sén certes, les m segiients equacions, a dreta, que resulten de multiplicar I'’equacié
1 per A, també sén certes

anar + -+ ape, = B o+ o0+ ama, = B

apar + 0+ qipan = i Aajrar + o0+ Aapan = AB;

amiar + o0+ QmpGnp = Bm amia; + o0+ ampan = ﬁm
Aixi, (a1, -+ ,a,) € K™ és una solucié del sistema S);.

D’altra banda, si considerem una solucié del sistema Sy;, pel que acabem de vore, aquesta
soluci6 també ho sera del sistema (S);)y-1;,- Notem que aquest dltim sistema és el sistema
original. Ac¢o ho hem pogut fer perqué A és un escalar no nul i, per tant, podem considerar
AL O

1.1.3 Sumar a una fila una altra multiplicada per un escalar

Donat un sistema S d’m equacions amb n incognites, donats dos indexs i, j, amb 1 < 4,5 < m,
i donat un escalar A € K, denotem per S;y; el sistema que resulta de sumar a la fila i la
fila j multiplicada per A en S. Indiquem aquesta operacié amb una fletxa on es descriga la
suma corresponent.

anzy + -+ oz, = Pi
aper + -+ iy = G
fi=fi+Af;
A kAN
ajiry + 0+ QinTn = Bj
p1x1 + 0+ QppTp = /Bm
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Q1121 + -+ Q1T = b1

(Ozil + )\Ozjl)xl + -+ (Oém + )\ajn)xn = bB;+ )\,Bj
Q121 + -+ QjnLn = ﬁj
am121 + -+ AmnTn = Brm

Proposicié 1.3. Els sistemes d’equacions S i S;1x; son equivalents.

Demostracio. Siga (ai,--- ,a,) € K™ una solucié del sistema S. Aixi, en fer les substitucions
pertinents, trobem que les segiients m equacions, a esquerra, son certes. Com que aquestes
m eqilacions soén certes, les m segiients equacions, a dreta, que resulten de sumar a I’equacid
i la j multiplicada per A, també sén certes

anjar + - 4+ ama, = A

ajla; + o0+ Oéir;an = B

ajar + o+ ajpap = f;

am1a1 + 0+ Qmpln = Bm
a1101 + -+ Q1nan = b1

(Oéil‘f':)\ajl)al + + (Oém-l-;\oéjn)an = BH-:)\ﬁj

;5101 + o+ QjnCn = Bj
Q11 + - 4+ oy, = B,

Aixi, (a1,--- ,a,) € K" és una solucié del sistema S; ;.

D’altra banda, si considerem una solucié del sistema S;;, pel que acabem de vore, aquesta
soluci6é també ho sera del sistema (S;y;)i—»;. Notem que aquest tltim sistema és el sistema
original. 0

1.2 Meétode de Gauss-Jordan

En Danterior secci6 hem descrit tres families d’operacions elementals sobre sistemes
d’equacions que transformen un sistema donat en un altre d’equivalent. L’aplicacio
successiva d’aquestes transformacions garantitza que el sistema transformat final siga
equivalent a loriginal.

13




Definicié 1.4 (Sistemes equivalents per files). Siguen S i T dos sistemes d’m equacions i n
incognites sobre K. Direm que S i 7 sén equivalents per files si existeix una seqiiéncia
finita de transformacions elementals per fila que transformen el sistema S en el sistema 7T .

i Nota

Nota. Tot sistema d’equacions és equivalent per files amb ell mateix. La seqiiéncia de
transformacions elementals per fila que ho verifica és la seqiiencia buida. No cal fer
res. Si un sistema d’equacions és equivalent per files a un altre, aquest altre també és
equivalent per files a 'original. Només cal notar, com hem vist a les demostracions
anteriors, que les operacions elementals per fila sempre es poden desfer per a retornar
al sistema original. Si un sistema d’equacions és equivalent per files a un altre i aquest
altre és equivalent per files a un tercer, el primer sistema i el tercer sén equivalents per
files. Només cal concatenar les respectives seqiiencies de transformacions elementals
per fila per a passar del primer al tercer.

La importancia d’aquesta discussié es veu clarament en el segiient exemple.

Exemple 1.3. Considerem el sistema de 3 equacions amb 3 incognites sobre Q considerat
en ’Exemple 1.1. Es considera la segiient seqiiencia d’operacions elementals

2r + 2y + 10z = 18 h=lf) r + y + 52 =9
2¢ + 3y + 12z = 23 2 2¢ + 3y + 12z = 23
2y + 5z = 11 29 + 5z = 11

P r + y + 5z =9

f2—fi*> f1 y + 22 = 5

2y + 5z = 11

P T 4+ y + bz =9

fs=fss212 y + 2z =5

z =1

Notem que tots els sistemes d’equacions que apareixen en ’anterior seqiiéncia sén equivalents
en virtut de les Proposicions 1.1, 1.2 i 1.3. La modificaci6 feta té un objectiu dltim, simplificar
el sistema original. De fet en 1"iltim sistema ja podriem recuperar una solucié per a la
incognita z. Una solucié del sistema original deura satisfer ’equacié z = 1.

14



Continuem amb el procés de simplificacié des de 1'altim sistema d’equacions.

r + vy + 52 =9 P r + y + 52 =9
y + 2z =5 h=t2ls y = 3

8
+
4
|
D

f1=f_1;f2 y = 3
z =1

s r = 1
fl—f;*> f3 y = 3
z = 1

Aquest procediment de simplificacié ens ha permés obtindre tres conseqiiéncies interessants:
(1) que el sistema original és equivalent a 1'altim, ja que hem passat d’un a I’altre mitjangant
Paplicaci6 d’una seqiiéncia finita d’operacions elementals, (2) que 'iltim sistema admet
unicament a (1,3,1) com a solucié i (3) que aquesta solucié és tnica, ja que no hi ha una
altra assignacié possible que faga I'iltim sistema d’equacions cert. Es dedueix d’aquest
procediment que el sistema original és compatible i determinat.

El que vorem en aquesta seccié és que aquest procés de simplificacié es pot donar en
tot sistema d’equacions. Per a simplificar més encara el procediment el que farem sera
representar els sistemes d’equacions mitjancant matrius. D’aquesta forma, evitarem repetir
tota la informacié superflua que arrosseguem en cada aplicacié d’operacions elementals.
Presentem a continuacié una forma de representar tot sistema d’equacions mitjangant una
matriu.

Definici6é 1.5 (Representacié matricial). Donat el sistema d’m equacions amb n incognites
sobre un cos K

oz + opry + - 4+ o, = A
o211+ ary + -+ Qopn, = B2

! . | | (8)
1Tl + pexy + 0+ Ty = Bm

Anomenem representacié matricial del sistema S a ’expressié matricial segiient

o Qg e Qi | |7 B
a1 Q2 Qo | | T2 B2

= . b)
aUml Qm2 - Omp Tn ﬁn

on A = (a;5) és la matriu de coeficients, de tamany m,n, X = (z;) és la matriu
d’incognites, de tamany n,1, i B = (5;) és la matriu de termes independents, de
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tamany m, 1. Aixi, un sistema d’equacions lineals pot escriure’s en forma matricial com a
AX =B.

Definim la matriu ampliada del sistema S, denotada per [A|B], a la segiient matriu

Q11 (12 aln | B

Qa1 a2, | P2
[A|B] = . :

am1  Om2 OUmn 5m

La matriu ampliada té tamany m,n + 1. Notem que dos sistemes d’equacions lineals sén
iguals si i només si les respectives matrius ampliades sén iguals.

La introduccié de la matriu ampliada d’un sistema ens permet quedar-nos amb la informacio
més relevant del sistema. D’aquesta forma, tot sistema d’m equacions amb n incognites pot
representar-se mitjangant la seua matriu ampliada, és a dir, una matriu de tamany m,n + 1.
D’igual manera, a partir d’'una matriu de tamany m,n + 1 sempre podem recuperar un
sistema d’m equacions amb n incognites.

Aquesta codificacié també ens permet parlar d’operacions elementals entre matrius com
vorem en el segiient exemple.

Exemple 1.4. Reescrivim la seqiiencia d’operacions elementals descrita en I’Exemple 1.3
utilitzant les corresponents matrius ampliades

2 2 1018 Y 11 5]09 ) 11509
2 3 12923 el 9 3 1223 | P 1o 1 2|5
02 5|11 02 5|11 02 5|11
o 1 1 5[9] 72'1159'

Bl g 1 o5 | PEESPR 101 03

00 1)1 ] 00 1)1 ]

o, (1 0 5(6 ] s (1 0 01 ]

RER2l g1 o3| SR o1 03

00 1|1 00 11

El fet de treballar amb matrius ens permet observar amb major claredat que el procés
seguit ens ha permés passar d’una matriu qualsevol a una matriu de coeficients intermitja
esglaonada, la quarta, i a una matriu de coeficients esglaonada reduida, 1'iltima.

Per extensid del que hem vist fins al moment, introduim la relacié d’equivaléncia per files
sobre el conjunt de les matrius d’un tamany determinat.

Definicié 1.6 (Matrius equivalents per fila). Direm que dues matrius en M, (K) son

equivalents per files si podem transformar una en I'altra mitjancant I'aplicacié d’una
seqiiencia finita d’operacions elementals per fila.
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i Nota

Nota. Ser equivalents per fila és una relacié d’equivaléncia en M,,, (K).

El procediment realitzat en ’'Exemple 1.4 ens ha permés passar d’un sistema d’equacions a
un sistema d’equacions que té com a matriu ampliada una matriu esglaonada reduida. En la
seglient definicié posem nom a aquesta propietat.

Definicié 1.7 (Forma normal d’un sistema d’equacions). Donat un sistema lineal S d’m
equacions amb n incognites, anomemen forma normal per files d’S a tot sistema
d’equacions U equivalent a S que tinga com a matriu ampliada una matriu esglaonada
reduida per files.

Direm que un sistema U esta en forma normal per files si la matriu ampliada d’i/ és
esglaonada reduida per files. Si U esta en forma normal per files, direm que I'incognita x;,
per a un index j amb 1 < j < n, és principal si existeix algun index i, amb 1 <4 <m, de
forma que I'entrada «;; de la matriu de coeficients és el pivot de la fila .

En les segiients subseccions vorem com, donat un sistema d’equacions lineal, sempre podem
trobar-li una forma normal per files i també demostrarem que aquesta forma normal per
files és unica.

1.2.1 Existéncia de forma normal

El seglient algorisme ens garantitza que, donada una matriu qualsevol sempre podem
transformar-la mitjancant 'aplicacié d’una seqiiencia finita de transformacions elementals
per fila en una matriu esglaonada reduida per files. Ago ens permetra garantir I'existencia
d’un procediment per obtindre formes normals per files de sistemes d’equacions lineals.

Proposicié 1.4 (Metode d’Eliminacié de Gauss-Jordan). Siga A una matriv en My, ,(K),
aleshores existeir una seqiiencia finita d’operacions elementals per fila que transformen la
matriu A en una matriv esglaonada (reduida) per files.

Demostracié. Considerem la matriu A = (a;;). La demostracié sera algorismica.

Si la matriu A és la matriu 0, és a dir la matriu en que tota entrada és 0, aleshores aquesta
matriu ja és esglaonada reduida. Per tant podem suposar que existeixen indexs i, j, amb
1<i<mil<j<mn,perals quals 'entrada «;; és un element no nul.

e« Pas 1. Si hi ha un element no nul en la primera columna d’A el portem a la posicié
(1,1).
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Pot ocorrer que (1) la primera columna d’A té un element no zero en la posicié i, amb
1 <4 <m; o (2) la primera columna d’A és una columna de zeros.

En cas (1), intercanviem la fila 1 per la fila i. D’aquesta manera garantim que I'element a1
en la matriu transformada siga diferent de zero.

En cas (2), deixarem queta la primera columna i comengarem des del Pas 1 amb la submatriu
d’A donada per A = (aj5), amb 1 <7 <mil < j<n. Aquesta etapa no pot repetir-se
indefinidament, ja que només hi ha m columnes i tenim garantits des del primer moment
I'existencia d’un element «;; no nul en A.

En qualsevol cas, garantim ’objectiu del Pas 1, és a dir, mitjancant una seqiiencia finita
d’operacions elementals per fila, portar un element no nul a la posicié (1,1). Aquest element
és pivot per a la primera fila d’A.

e Pas 2. Transformem l’element no nul «;7; d’A en un 1.

Com que ’element a1 és no nul, existeix el seu invers en K. Aleshores podem multiplicar la
primera fila d’A per 'invers d’aq.

Garantim aixi ’objectiu del Pas 2, és a dir, mitjangant una seqiiencia finita d’operacions
elementals per fila, assegurar que I'element a1 és un 1. Aquest element és pivot per a la
primera fila d’A.

e Pas 3. Transformem tots els element de la primera columna d’A per davall d’aq71 en O.

Siga a;1 amb 1 <4 < m un element de la primera columna d’A per davall d’aq1. Si I'element
;1 és l'element 0, ja estaria, en cas contrari sumem a la fila ¢ la fila 1 multiplicada per —ay;.

Repetim fins completar tots els indexs i, amb 2 < i < m.

Garantim aixi ’objectiu del Pas 3, és a dir, mitjangant una seqiiencia finita d’operacions
elementals per fila, assegurar que tots els element «a;1, amb 2 <4 < m, siguen 0. D’aquesta
manera la primera columna de la matriu A sera una columna amb un 1 en la posicié 1 i un 0
en les posicions inferiors.

e Pas 4. Treballem en la submatriu que resulta de llevar la primera fila i la primera
columna.

Considerem la submatriu d’A donada per A = (a;;), amb 2 <i <m i2 < j < n. Reiniciem
I’algorisme amb aquesta nova matriu.

Aquest procediment no pot repetir-se indefinidament, ja que en cada passada reduim el
tamany de la submatriu i el nombre de files i columnes d’A és finit. Garantim, per tant, la
transformacié de la matriu A mitjancant una seqiiéncia finita d’operacions elementals fila en
una matriu esglaonada.

e Pas 5. Eliminem les entrades damunt dels pivots.
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Per a completar la transformacié d’una matriu esglaonada en una matriu esglaonada reduida
només caldra, per a cada index 7, amb 1 < ¢ < m, eliminar els elements no nuls per damunt
del pivot de la fila i. Per a fer-ho, sumarem a cada fila k, per a 1 < k < i — 1, per damunt
de la fila del pivot la fila ¢ multiplicada per I'oposat de cada element ;.

Garantim, per tant, la transformacié de la matriu esglaonada A mitjancant una seqiiencia
finita d’operacions elementals fila en una matriu esglaonada reduida per files. O

Corol - lari 1.1. Tot sistema d’equacions es pot transformar mitjancant laplicacié d’una
seqiiencia finita d’operacions elementals en un sistema equivalent que té com a matriu
ampliada una matriu esglaonada reduida. Es a dir, tot sistema d’equacions és equivalent per
files a un sistema d’equacions en forma normal. Igualment, tota matriu és equivalent per
files a una matriu en forma esglaonada reduida per files.

1.2.2 Unicitat de la forma normal

Notem que el meétode de Gauss-Jordan permet obtindre una forma normal d’un sistema
d’equacions qualsevol. En tot cas, aquest procediment no té per qué ser tinic. Tampoc
sabem encara si la forma normal d’un sistema ha de ser necessariament tnica. Ago és el
que demostrarem a continuacié per a sistemes d’equacions compatibles. El segiient lema ens
diu que, donats dos sistemes d’equacions compatibles en forma normal, si aquests sistemes
d’equacions s6n equivalents és perque sén el mateix sistema.

Lema 1.1. Siguen U iV dos sistemes compatibles d’'m equacions amb n incognites. SiU
V son equivalents i estan en forma normal, aleshores U iV son iguals.

Demostracio. Siguen [A|B] i [C|D] les matrius ampliades de, respectivament, ¢/ i V. Com
que U iV estan en forma normal, es té que les matrius [A|B] i [C|D] sén esglaonades reduides
per fila. Per vore que U i V sén el mateix sistema només cal comprovar que [A|B] i [C|D] s6n
iguals. Notem que les matrius [A|B] i [C|D] tenen tamany m,n + 1.

Ho farem per induccié sobre n, el nombre d’incognites dels sistemes.
e Cas base. n = 1.

Si els dos sistemes estan en forma normal i tenen una tinica incognita, les matrius ampliades
necessariament han de ser de la forma

1] B I

0ls

Bl = | | ﬁf o= .|
0 ﬁm 0| Om
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Notem que les ultimes columnes de les dues matrius no poden tindre pivots. Si els tinguera,
els sistemes serien incompatibles, ja que tindriem una equaci6 del tipus 0 = 1. Per tant, les
matrius associades als sistemes han de ser, necessariament, de la forma

1|5 1]
010

A= | | cIp] =
0|0 010

Notem que el sistema U sén un grapat d’equacions del tipus 0 = 0 i una equacié del tipus
x = (1. Per tant, 51 és una solucié del sistema d’equacions U4. Com que U i V sén sistemes
equivalents, 51 també ha de ser una solucié de V. Aixi s’ha de satisfer la primera equacié de
V, és a dir, x = 01, en substituir z per B;. Aleshores 51 = d; ha de ser certa. Concloem que
les matrius [A|B] i [C|D] sén iguals i, per tant, els sistemes U i V sén iguals.

o Hipotesi inductiva. Suposem l’enunciat cert per a sistemes amb, com a molt, n — 1
incognites.

Es a dir, si tenim dos sistemes compatibles amb, com a molt, n — 1 incognites en forma
normal i sén equivalents, aleshores aquests dos sistemes sén iguals.

Anem a demostrar 'enunciat per a & i V, dos sistemes equivalents i compatibles d’m
equacions amb n incognites. Ara, les matrius associades als sistemes han de ser de la forma

1ap - o | B 1y - 7| 6

0 0
AlB] = e cpj=| o
A B : C D

0 0

Considerem el sistema d’equacions U’ associat a la submatriu [A’|B’]. Notem que les solucions
del sistemes U i U’ estan relacionades. Si (aq,- - ,a,) és una solucié del sistema U, aleshores
(ag,- -+ ,ay) és una solucié del sistema U’. Per altra banda, si (asg,--- ,a,) és una solucié del
sistema ', aleshores

n
B1 — Zaljaj7 ag, -+, an
=2

és una soluci6 del sistema U.
De manera analoga raonarfem per a V', el sistema d’equacions associat a la submatriu [C'|D’].

Concloem que els sistemes U’ i V' sén compatibles i equivalents, ja que els sistemes U i
V ho sén. A més, com que les matrius [A|B] i [C|D] sén esglaonades reduides per fila, les
submatrius [A’|B’] i [C'|D'] també ho seran. Aixi, U’ i V' sén sistemes compatibles, tenen
com a molt, n — 1 incognites, estan en forma normal i sén equivalents. Per hipotesi inductiva
sén iguals. Aix les submatrius [A'|B] i [C'|D'] sén iguals.
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Per tant, trobem que

1‘0412 aln‘/Bl 1"}/12 'Yln‘(sl

[A|B] = ! [C[D] = "
- A B o c D

0 0

Només queda demostrar que les primeres files sén iguals. Considerem dos casos, en funci6
de si A’ té pivots o de que no en tinga.

e Cas 1. A’ té pivots

Primer de tot considerem el cas en queé A’ tinga algun pivot. Aleshores aquest pivot es
correspondra a un pivot de la matriu A que estara en alguna posici6 del tipus (i, j), amb
2 < j < n. Com que A esta en forma esglaonada reduida, aleshores I'entrada a; = 0, ja que
damunt del corresponent pivot trobem una columna de zeros. Com que A’ = C/, raonant de
forma analoga, trobem que v1; = 0.

Considerem el sistema d’equacions U” associat a la submatriu [1 a2 - -+ a1y, |S1]. Definim el
conjunt d’indexs I = {kiy, ko, -, k,} satisfent que 1 = k; < ko <--- < k, <mique ajp #0
per a tot k € I. Aleshores podem pensar que U” és un sistema amb r incognites, és a dir,
les incognites associades a les entrades no nul - les de la matriu de coeficients [1 aqg - - aqy].
Com que a;; = 0 per a algun index j, amb 2 < j < n, es té que el sistema d’equacions U”
té, com a molt, n — 1 incognites.

Notem que les solucions del sistemes U i U” estan relacionades. Si (ag,--- ,a,) és una solucié
del sistema U, aleshores (a1, ak,, - ,ak,) és una soluci6 del sistema U”. Per altra banda, si
(a1,a9,- -+ ,a,) és una soluci6 del sistema U”, aleshores la tupla (a},--- ,al), on
a; si j = kl‘
! .. . , o .
a; = Aj si j € Iix; no és principal

Bi — X h—iy1 Qikay, sij & Iix; és principal per al pivot oy
és una soluci6 del sistema U, on els \; anteriors sén parametres en K.

De manera analoga raonariem per a V" el sistema d’equacions associat a [1y12 -+ Y1, |01].

Concloem que els sistemes U” 1 V" sén compatibles i equivalents, ja que els sistemes U
iV ho sén. A més, les seues respectives matrius ampliades, és a dir, [1aig -+ a1, 1] 1
[17912 -+ 71n |01] sOn esglaonades reduides per fila. Aixi, U” i V" sén sistemes compatibles,
tenen com a molt, n — 1 incognites, estan en forma normal i sén equivalents. Per hipotesi
inductiva sén iguals. Aixi trobem que les submatrius [A|B] i [C|D] sén iguals.

e Cas 2. A’ no té pivots

Si la submatriu A’ no té pivots és perque A’ = 0. Com que el sistema U és compatible,
aleshores també s’ha de tindre que B’ = 0. D’aquesta forma trobem que [C'|D’] = [0]0].
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Per tant, ens trobem en el cas

1| oag -+ oun | B 1v2 -+ 7|6
0 0
[AIB] = [C|D] =
0 ‘ 0 0 ‘ 0
0 0
Notem que (31,0, --,0) és una solucié6 d'U. Com que U i V s6n equivalents, s’ha de satisfer

I'equacié B1 = d1. Per altra banda, per a cada index j amb 2 < j < n, es té que la tupla

(ajb e ,af), on
51 - Oélj sik=1
al =41 sik=j
0 sik#£1,7
és solucié d'U. Com que U i V sén equivalents, s’ha de satisfer I’equacié 31 — a1 + 715 = 1.
Com ja hem vist que 31 = d1, I'tltima equacié se simplifica fins obtindre ay; = 1.
Aixi trobem que les submatrius [A|B] i [C|D] sén iguals.

Ac¢o conclou la demostracié del Lema 1.1. O

i Nota

Nota. En la demostracié del Lema 1.1 és necessari que els sistemes siguen compatibles.
Notem que els segiients sistemes d’equacions sén incompatibles, per tant sén equivalents,
en ser del mateix tamany, i estan en forma normal, perd no sén iguals.

r + y =0 r + z =0
z =0 y = 0

Acabem aquesta seccié amb una serie de resultats que sén conseqiiéncia directa del resultat
d’unicitat que acabem de vore. El segiient resultat ens diu que les dues relacions considerades
fins al moment sobre sistemes d’equacions, és a dir, ser equivalents i ser equivalents per files,
son iguals pel que respecta als sistemes compatibles.

Corol - lari 1.2. Siguen S ¢ T dos sistemes d’'m equacions i n incognites compatibles. Les
seglients afirmacions son equivalents

1. § i T son equivalents per files.
2. § i T son equivalents.

Demostracié. Si S 17T sén equivalents per files, aleshores podem trobar una seqiiéncia finita
d’operacions elementals fila que permeten transformar el sistema S en el sistema 7. Les
Proposicions 1.1, 1.2 i 1.3 garantitzen que tots els sistemes que trobem en aquest procés de
transformaci6 seran equivalents. En particular, S i 7 sén equivalents.
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Per a l’altra implicacid, suposem que S i 7 s6n equivalents. Apliquem Gauss-Jordan sobre
S fins a obtindre U, un sistema d’equacions en forma normal equivalent amb S. Com S és
compatible, U també ho és. Per altra banda, apliquem Gauss-Jordan sobre 7 fins a obtindre
V, un sistema d’equacions en forma normal equivalent amb 7. Com 7T és compatible, V
també ho és. Com que S i T sén equivalents, els sistemes I/ i V també sén equivalents.
Aixi hem trobat dos sistemes, U i V), que sén compatibles, equivalents i es troben en forma
normal. Pel Lema 1.1, concloem que U = V.

Ara, per a transformar el sistema S en el sistema 7T mitjangant una seqiiéncia finita de
transformacions elemental fila farem com segueix: Passem del sistema S al sistema U seguint
el procés de Gauss-Jordan que transformava S en U. Ara, des del sistema U, que és el mateix
que V, desfem el procés de Gauss-Jordan que transformava 7 en V. Ac¢od permet trobar una
seqliencia finita de transformacions elemental fila que permeten transformar el sistema S en
el sistema 7. Es a dir, S i T sén equivalents per fila. O

En el Corol - lari 1.1 ja vam vore que tota matriu és equivalent per files a una matriu en
forma esglaonada reduida per files. L’iltim corol - lari d’aquesta seccié ens garantitza la
unicitat d’aquesta matriu en forma esglaonada reduida.

Corol - lari 1.3. Siga A una matriu en My, (K). Aleshores A és equivalent per files a una
unica matriu en forma esglaonada reduida per files.

Demostracio. Suposem que A és equivalent per files a dues matrius esgalonades reduides per
fila Bi C. Al seu torn, B i C s6n equivalents per fila. Considerem els sistemes d’equacions
homogenis U i V associats a les matrius ampliades [B|0] i [C|0], respectivament. Els sistemes
U iV sén del mateix tamany, compatibles, equivalents i es troben en forma normal. Pel
Lema 1.1, concloem que U = V. Per tant, B = C. O

1.3 Teorema de Rouché-Frobenius

El teorema de Rouché-Frobenius permet saber el nombre de solucions d’un sistema d’equacions
en funcié de la matriu de coeficients, de la matriu ampliada i del nombre d’incognites
associades al sistema. Per a fer-ho introduim la noci6é de rang d’una matriu.

Definicié 1.8 (Rang d’una matriu). Siga A una matriu en M,,, (K). Definim el rang de
la matriu A, denotat per rang(A), com el nombre de pivots de I"inica matriu esglaonada
reduida per files que resulta d’aplicar el metode de Gauss-Jordan a la matriu A. Notem que
la nocié de rang d’una matriu esta ben definida pel Corol - lari 1.3.

i Nota

Nota. De la propia definicié de matriu esglaonada reduida per files i de la definici6é de
rang es dedueix que, per a tota matriu A en M,,,(K), s’ha de satisfer la desigualtat
rang(A) < min(m,n).
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Teorema 1.1 (Teorema de Rouché-Frobenius). Siga S un sistema d’'m equacions i n
incognites sobre K i siga [A|B] la seua matriu ampliada. Es té que

1. El sistema d’equacions S és compatible si, i només si, rang(A) = rang([A|B]).

2. El sistema d’equacions S és compatible determinat si, i només si, rang(A) =
rang([A|B]) = n.

3. El sistema d’equacions S és compatible indeterminat si, i només si, rang(A) =
rang([A|B]) < n. En aquest cas, tota solucid del sistema d’equacions S dependrd
d'n — rang(A) parametres.

Demostracié. Notem que rang(A) < rang([A|B]) < rang(A) + 1, ja que la matriu ampliada
només té una columna més que la matriu de coeficients.

Si suposem que rang([A|B]) # rang(A) és perque [A | B] té un pivot en 'iltima columna,
és a dir, podem transformar la matriu [A | B] mitjangant una seqiiéncia finita d’operacions
elementals fila en un matriu que tinga una fila del tipus

El sistema associat és incompatible, ja que té una equacié del tipus 0 = 1. Aleshores el
sistema original és incompatible.

Suposem ara que rang([A|B]) = rang(A). Aleshores podem distingir dos casos; que totes les
incognites siguen principals, o que no totes les incognites siguen principals.

e Cas 1. Totes les incognites sén principals.

En aquest cas, necessariament es té que m > n. A més, podem trobar una seqiiéncia finita
d’operacions elementals fila que transformen la matriu ampliada del sistema en una del tipus

1 0 ... 0] d1 7
1 ... 0] d9
0 0 11 6n
0 0 0|0
L0 0 ... 0] 0 |
Aleshores, la tupla (d1,---,0,) és I'inica solucié d’aquest sistema. Per tant, el sistema

original és compatible determinat. Notem que, en aquest cas, rang(A) = rang([A|B]) = n.

e Cas 2. No totes les incognites sén principals.
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Apliquem Gauss-Jordan a la matriu [A|B] fins obtindre una matriu en forma esglaonada
reduida per files de la forma

1 m2 - mn |01
0 72 -+ o | 02
0 TYm2 " VYmn 5m

Considerem el conjunt P d’indexs associats a incognites principals
P ={jeN|1<j<n,x; és variable principal}.
Notem que |P| = rang(A). Aleshores la tupla (a1, ,a,), on
Bi = > h—iy1 Vikax sij € Pix; és principal per al pivot 7;;

¢és una solucié del sistema S, on els A; anteriors sén parametres en K. Es a dir el sistema és
compatible indeterminat i la solucié depén de n — rang(A) parametres. O

Corol - lari 1.4. Per a que un sistema d’equacions amb n incognites siga compatible
determinat, ha de tindre almenys n equacions.
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2 Espais vectorials

Per a I’inici d’aquest capitol és crucial adonar-se que, en la resolucié d’un sistema d’equacions
lineal qualsevol, si trobem dues solucions concretes del sistema, aleshores la seua diferéncia
sera solucié del sistema d’equacions lineals homogeni associat. Es a dir, si fixem una solucié
del sistema original i coneixem totes les solucions del sistema homogeni corresponent, podem
recuperar totes les solucions del sistema original.

Les solucions del sistema homogeni corresponent tenen un comportament més interessant que
les solucions del sistema original. Primer de tot, sabem que tot sistema homogeni té soluci6,
només cal adonar-se que l'assignacié a cada incognita de I'element 0 és solucié d’un sistema
homogeni. En segon lloc, es comporten bé amb les operacions de suma i producte per un
escalar. Si tinc dues solucions d’un sistema homogeni, aleshores la seua suma, i diferencia,
son solucié del sistema homogeni. Si, a més, tinc una solucié del sistema homogeni i la
multiplique per un escalar, aquesta nova assignacié també és solucié del sistema homogeni.

En aquest capitol farem abstraccié d’aquestes propietats, parlarem d’espais vectorials, i
descobrirem les estructures algebraiques que amaguen.

Definicié 2.1 (Espai vectorial). Donat un cos K, un K-espai vectorial és una tupla
(V,+,-,0) on

e V és un conjunt d’elements els quals anomenarem vectors;

e + és una operacié binaria interna en V que anomenarem suma. Aquesta operacié
compleix la propietat associativa i commutativa;

e« 0 €V, el vector zero, és ’element neutre per a la suma;

e Tot element de V és invertible per a la suma;

e L’operacid -, que anomenarem producte per un escalar, és una aplicacié del tipus

KxV — V
(\v) —

que satisfa les segiients propietats, per tot v,w € Vi A, u € K,

1. AMv+w) = v+ Aw;
2. (A p)v = v+ pw;
3. Apv) = (Ap)v;

4. Tv = .

Quan se sobreentenguen ’element nul i les operacions suma i producte per un escalar,
utilitzarem tnicament V' per a referir-nos al K-espai vectorial (V,+,-,0).
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A continuacié presentem diferents exemples d’espais vectorials.

Exemple 2.1. Siga S un sistema homogeni d’m equacions amb n incognites sobre el cos
K. Aleshores el conjunt de totes les solucions del sistema S, amb la suma component a
component, la soluci6 0 i el producte per un escalar, que associa a una solucié i un escalar, la

soluci6é donada per la multiplicacié de I'escalar component a component, és un espai vectorial
sobre K.

Exemple 2.2. Donat un cos K i un natural n € N, definim K" com al producte cartesia de
K amb ell mateix n vegades, és a dir

K" ={(ai, - ,an) | Vie{l, - ,n} (a; € K)}.

El conjunt K", d’n-tuples sobre K, amb

e vector 0 donat per la n-tupla nul - la de K"

o suma donada component a component, és a dir, si (aq, - ,ay), (81, ,Bn) € K,

(alv"' aan)+(ﬂla"' ?ﬂn):(al+ﬁlv'” aan+ﬁn)a

e i producte per un escalar donat component a component, és a dir, si A € K i
(Oél, e 70471) € Kn?
)\(alv e 7an) — ()\ala e a)‘an);

compleix que (K™, +,-,0) és un K-espai vectorial.

Exemple 2.3. Donat un cos K i un natural n € N, un polinomi sobre K de grau n és
una expressié formal del tipus

p(z) = ag + a1z + ax® + - + az” o en forma compacta, p(z) = Z a;xt,
=0
on z és una indeterminada i, per a tot i € {0,--- ,n}, a; € K. Amb l'expressié d(p(x))

denotarem el grau de p(x), en aquest cas n.

Denotem per

o K,[z] al conjunt dels polinomis sobre K de grau n, és a dir

Kn[z] = {p(x) | 6(p(z)) = n};

o K<p[z] al conjunt dels polinomis sobre K de grau fitat per n, és a dir,

Kenlz] = {p(x) [ 0(p(z)) < n};
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o KJz] al conjunt de tots els polinomis sobre K, és a dir,

K[z] = U K, [z].

neN
El conjunt K<, [z], de polinomis sobre K de grau fitat per n, amb

o vector 0 donat pel polinomi nul de K<, [z]

 suma donada component a component, és a dir, si p1(z), p2(z) € K<y [2],

max(ni,n2)

pi(@)+pa(x) = Y (a+B)at, onpi(x) =D ', pax) =) Bk
=0 1=0

1=0

o iproducte per un escalar donat component a component, és a dir, si A € K i p;(x) €

KSTL[SC]’
ni ni
Api(z) = Z()\ai)xl, on pi(x) = Zozixz;
=0 =0

compleix que (K<p[z],+,-,0) és un K-espai vectorial.

A continuacié presentem diferents propietats que es dedueixen de la definicié d’espai
vectorial.

Proposicié 2.1. Siga V un K-espai vectorial, v un vector en V, i A un escalar en K,
aleshores

i A0 =0;
1. Ov =0y
iii. (=\)v = A—v) =—(\v).

Demostracio. Per a (i) notem que se satisfa la segiient seqiiencia d’identitats
A0 = A0+ 0) = A0+ A0,

on la primera igualtat és conseqiiéncia de que 0 és I’element neutre per a la suma de V' i la
segona igualtat empra la propietat 1 de la Definicié 2.1. D’aquesta igualtat, restant A0 a
ambdues parts, arribem a que 0 = A0.

Per a (ii) notem que se satisfa la segiient seqiiéncia d’identitats
0v = (0+0)v = 0v + Ov,

on la primera igualtat és conseqiiencia de que 0 és ’element neutre per a la suma en K i la
segona igualtat empra la propietat 2 de la Definicié 2.1. D’aquesta igualtat, restant Ov a
ambdues parts, arribem a que 0 = Ov.

28



Per a (iii) notem que se satisfan les segiients seqiiéncies d’identitats
A+ (=M= (A= A)v=0v=0, AV 4+ A(—v) = A(v —v) = A0 =0,

on, per a la seqiiéncia de ’esquerra, la primera igualtat és conseqiiencia de la propietat 2 de
la Definici6 2.1, la segona igualtat avalua ’operacié de suma d’escalars i la tercera igualtat
ha estat provada en (ii). Per altra banda, en la seqiiéncia de la dreta, la primera igualtat
és conseqiiencia de la propietat 1 de la Definicié 2.1, la segona igualtat avalua 1’operacid
de suma de vectors i la tercera igualtat ha estat provada en (i). De la primera i segona
seqiiencia es dedueix, respectivament, que (—A)v = —(Av) i que A(—v) = —(\v). O

2.1 Subespais vectorials

En aquesta seccié introduirem els conceptes de subespai vectorial i les operacions d’interseccid
i suma. Introduim també la nocié de suma directa de subespais.

Definicié 2.2 (Subespai vectorial). Siga V' un K-espai vectorial. Direm que W C V és un
subespai vectorial de V si

e W conté el vector nul, és a dir 0 € W;

o W esta tancat per a la suma, és a dir, si wi,we € W, es té que wi + wy € W;

o W esta tancat per al producte per un escalar, és a dir, si A € Kiw € W, es té que
Aw e W.

Es dedueix de la definicié que (W, +,0) és un subgrup de (V,+,0). De vegades emprarem
la notacié W < V per a dir que W és subespai vectorial de V. Denotem per Subg (V) al
conjunt de tots els subespais vectorials de V.

Donarem a continuacié una caracteritzacio alternativa de la nocié de subespai vectorial.

Proposicié 2.2. Siga V un K-espai vectorial ¢ W un subconjunt de V no buit. Son
equivalents

1. W és subespai vectorial de V ;
1. Per a tot parell d’escalars A\, u € K i vectors wi,ws € W es té que AMwi — pwg € W.

Demostracié. Provarem que (i) implica (ii).

Siguen A i p escalars en K i siguen w; i we vectors en W. Del fet que W esta tancat per al
producte per un escalar, es dedueix que Aw; i pws sén vectors de W. Per la Proposicié 2.1,
tenim que (—p)ws = —(pwse). Del fet que W esta tancat per a la suma, es dedueix que
Awy — pwe € W.

Provarem que (ii) implica (i).

Com que W mno és buit, podem prendre un vector w € W. Aleshores, per a qualsevol
escalar A € K, podem deduir que A\w — Aw = 0 € W. Aixi, el conjunt W conté el vector
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nul. Siguen ara wi i we € W, aleshores per als escalars 1 i —1 de K, podem deduir que
lw; — (—1wgy) = wy + wg € W. Notem que I'anterior igualtat se segueix de la propietat 4 de
la Definicié 2.1. Aixi, el conjunt W esta tancat per a la suma. Siguen ara w € Wi A € K,
aleshores per a l'escalar 0 € K, podem deduir que Aw — Ow = Aw € W. Aixi, el conjunt W
esta tancat per al producte per escalars. Per tant, W és un subespai vectorial de V. ]

Presentem un exemple de subespai vectorial.

Exemple 2.4. Considerem 1'R-espai vectorial R?. Siga W el subconjunt d’R? donat per

W ={(n,2n) e R* | n € R}.

Anem a vore que W és un subespai vectorial d’R?. Notem que, per a n = 0 € R, es té que
(0,0) € W. Aixi W conté el vector nul. Siguen ara dos vectors wy,ws € W i dos escalars
A€ R, Com que wy i wy € W existeixen escalars 71 i 72 en R, respectivament, tals que
wy = (1,2m1) 1 wa = (n2,2n2). Tenim la segiient seqiiencia d’igualtats

Awy — pawa = (1, 2m) — p(n2, 2n2)
= (A1, A(2m)) — (um2, p(2m2))
= (A1 — pum2), 2(Am1 — pne))

En Panterior seqiiéncia, la primera igualtat substitueix els vectors w; i wo per la forma
anteriorment descrita, en la segona igualtat utilitzem la definicié de producte per escalar
en R? i en la tercera igualtat utilitzem la definicié de suma en R?. Finalment, notem que
I'dltima tupla estd en W, ja que té la forma (n,2n) per a lescalar n = Any — une € R.

Per la Proposicié 2.2, concloem que W és un subespai vectorial d’R2.

2.1.1 Interseccié de subespais vectorials

A continuacié veurem que, donat un K-espai vectorial V' i dos subespais vectorials de V,
aleshores la seua interseccié també és subespai vectorial.

Proposicié 2.3. Siga V un K-espai vectorial i siguen W1 i Wo dos subespais vectorials de
V', aleshores W1 N Wy també és subespai vectorial de V.

Demostracio. Notem que 0 € Wy 10 € Wo, aixi la interseccié W1 N Wy conté I'element 0. En
particular, aquesta interseccié no és buida. Comprovarem que Wy N Wy és subespai vectorial
de V per la caracteritzacié presentada en la Proposicio 2.2.

Siguen A, p escalars en K i siguen wy, wy vectors en W1 NWs. Volem comprovar que Awy — paws
és un vector de W1 N Ws. Com que w; pertany a Wi N Wa, aleshores w; pertany a Wi i a
Ws. D’igual forma we pertany a Wi i a Ws. Com que W1 és subespai vectorial, tenim per
la Proposicié 2.2 que el vector Aw; — pwe també pertany a Wip. Per un raonament similar,
arribem a que Aw; — pwy també pertany a Ws. Aixi Awi — pwo € W1 N Wha. O
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2.1.2 Unié de subespais vectorials

En contraposicié al que ocorre amb la interseccié, donat un K-espai vectorial V i dos
subespais vectorials de V, aleshores la seua unié no té per que ser subespai vectorial. Ho
vorem clarament en el segiient exemple.

Exemple 2.5. Considerem 1'R-espai vectorial R? i els subespais vectorials segiients

Wy = {(\,2)\) e R2 | A € R}, Wy ={(0,) € R* | u € R}.

Aixi, els vectors (1,2) i (0,1) pertanyen a W U Wa pero el vector

(1,1) = (1,2) — (0,1) & Wy U Wo.

Per la Proposicié 2.2 deduim que W7 U Ws no és subespai vectorial d’R2.

2.1.3 Suma de subespais vectorials

A continuacioé veurem que, donat un K-espai vectorial V' i dos subespais vectorials de V,
aleshores la seua suma, que definirem a continuacié, també és subespai vectorial.

Proposicié 2.4. Siga V un K-espai vectorial i siguen Wy i Wa dos subespais vectorials de
V', aleshores la suma de W1 i Wa, denotada per W1 + Ws, definida com sequeix

W1+W2:{w1+w2eV\wlewl,wgeVVg},

també és subespai vectorial de V.

Demostracio. El vector 0 = 0 4 0 pertany a Wy + Ws. En particular, el conjunt Wi 4+ Ws
no és buit. Comprovarem que Wi + Wy és subespai vectorial de V' per la caracteritzacio
presentada en la Proposicié 2.2.

Siguen A, p escalars en K i siguen vy, v vectors en Wi + Ws. Volem comprovar que Avy — pvg
és un vector de Wy + Ws. Per la forma que té el conjunt Wi + Wy, existeixen vectors w11, wio
en W1 i vectors waq, wee en Wy tals que

V1 = w11 + Wi, V2 = W12 + wa2.
Se segueix la segiient seqiiencia d’igualtats

vy — pvg = AMwir + war) — p(wiz + wa)
= w11 + Awar — pwiz — pwa
= (Awi1 — pwi2) + (Awar — pwsa).
En la primera igualtat utilitzem les equacions anteriors que descriuen els vectors v i v3 com

a vectors en Wy + Wa; en la segona igualtat emprem la propietat 1 de la Definicié 2.1; en la
tercera igualtat simplement reagrupem termes.
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Notem que, com w1y i wig sén vectors en Wi, per la Proposicié 2.2, el vector Awy; — pwis
pertany a W7i. Per altra banda, com que wo; i woo s6n vectors en Wy, per la Proposicié 2.2,
el vector A\wg; — pwseo pertany a Wo. Aixi, garantim que el vector Av; — uwve pertany a
Wi+ Ws. OJ

1 Nota

Nota. Es pot comprovar que el conjunt Subg (V') amb les operacions d’intersecci6
i suma i els elements minim {0} i maxim V té estructura de reticle algebraic

(Subg (V), N, +,{0}, V).

Definicié 2.3 (Suma directa). Siga V' un K-espai vectorial i siguen Wj i Ws dos subespais
vectorials de V, direm que la suma W + Ws és directa si Wi N Wy = {0}. En aquest cas,
utilitzarem W7 @& Ws en compte de Wy + Wa.

A continuacié presentem una caracteritzacié per a les sumes directes.

Proposicié 2.5. Siga V un K-espai vectorial i siguen Wy i Wa dos subespais vectorials de
V. Son equivalents

1. La suma Wy + Wy és directa;
7. Per a tot parell de vectors w1 € Wy 1 we € Wo, si wy +we = 0, aleshores wi = wy = 0;
7ii. Tot vector no nul de W1 + Wy s’escriu de forma unica com a suma d’un vector de Wy
1 un vector de Ws.

Demostracié. Provarem que (i) implica (ii). Siguen w; € Wy i wy € W tals que wy +we = 0,
aleshores es té que w1 = —wsy. Per tant, w; € Wi N Wy = {0} i wy € W1 N Wy = {0}.

Provarem que (ii) implica (iii). Siga v € Wi + W5. Suposem que podem escriure v = wy + wa
iv=wu + uy amb wy,u; € Wi i wy,ug € Wa. Aleshores (w1 — u1) + (wy —u2) =01
wy —up € W1 1wy —ugy € Wy, Per la suposicid, arribem a que w; — up = 01 wg — ug = 0.
Ain, w1 = U1 i w2 = Uy.

Provarem que (iii) implica (i). Suposem que v és un vector en W3 N Wy. Suposem, per
reduccié a I’absurd, que v no és nul. Aleshores pot expressar-se com a v = v + 0 1 com a
v =0+ v. Es a dir, hem trobat un vector no nul que admet dues expressions com a suma de
vectors en Wy i Wa, contradient la suposicié. Per tant, v = 0. ]

2.2 Sistemes generadors, independéncia lineal i bases

En aquesta secci6 introduim, per a un subconjunt de vectors d’un espai vectorial, les nocions
de sistema generador, independeéncia lineal i base.
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Definicié 2.4 (Combinacié lineal | Subespai generat). Siga V un K-espai vectorial i siga
S C V un conjunt de vectors. Una combinacié lineal de vectors d’S és un vector del
tipus

k
AV + Aovg + - -+ A, o en forma compacta, Z Ajvj,
j=1
on k€ N,iperatotje{l, - k} Aj és un escalar en K i v; és un vector en S.

Anomenem subespai vectorial generat per S, denotat (S), al conjunt de totes les
combinacions lineals d’S, és a dir,

k
(S)=<> Av; eV |keNivje{l,-- k}, (N €eKiv; €89)
j=1
En cas que S = @, prendrem el conveni (&) = {0}. Direm que un vector v € V és
combinacié lineal d’S si v € (S). Si S és no buit i finit, és a dir, si S = {v1,--- , v},
per a algun k£ € N, i v és un vector en (S), direm que v és combinaci6 lineal dels vectors
v1, -+ ,vg. En aquest cas, direm que (S) és finitament generat.

Exemple 2.6. Considerem I'R-espai vectorial R? i el conjunt de vectors

S =1{(1,2,0),(1,-2,1),(-1,-1,3)} C R

El vector (—2,2,5) és combinaci6 lineal de (1,2,0), (1,—2,1) i (—1,—1,3) ja que

(-2,2,5) =(1,2,0) — (1,-2,1) + 2(—1, -1, 3).
Notem també que cadascun dels vectors que componen S és combinaci6 lineal d’S.

A continuacié comprovarem que per a tot K-espai vectorial V' i per a qualsevol conjunt de
vectors en V', el subespai generat per aquest conjunt de vectors és, efectivament, un subespai
vectorial.

Proposicié 2.6. Siga V un K-espai vectorial i siga S C V un conjunt de vectors. Aleshores,
el conjunt de combinacions lineals d’S, és a dir (S), és un subespai vectorial de V.

Demostracié. Si S = @, aleshores (S) = {0}. Es comprova facilment que aquest conjunt és
un subespai vectorial de V.

Aixi, podem suposar que S és no buit. Siga v € S, aleshores v € (S). En particular,
el conjunt (S) tampoc és buit. Comprovarem que (S) és subespai vectorial de V per la
caracteritzacioé presentada en la Proposicié 2.2.

Siguen A, u escalars en K i siguen v, w vectors en (S). Volem comprovar que A\v — pw és un
vector de (S). Per la forma que té el conjunt (S), els vectors v i w sén combinacions lineals
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d’elements d’S, aixi existeixen naturals m,n € N, escalars A\, y; € K i vectors vg,w; € 5,
pera ke {l,--- ,m}, 1 €{l,--- ,n}, respectivament, per als quals,

m n
v = Z)\kvk, w:Z,ulwl.
k=1 =1

Se segueix la segiient seqiiencia d’igualtats

AV — pw = A (Z )\kUk) —p (Z lel> = > (Mw)ve — Y (ppm)w
=1 =1 k=1 =1

En la primera igualtat utilitzem les equacions anteriors que descriuen els vectors v i w com
a vectors en (S); mentre que la segona igualtat és conseqiiéncia de la propietat 1 de la
Definicié 2.1. Notem que els escalars que acompanyen els vectors, bé siguen A\ o puy, per
aalgun k € {1,--- ,m}ialgunl € {1,--- ,n}, son escalars en K. Si algun vector apareguera
tant en la combinacié lineal que defineix v com en la de w, una vegada reagrupats els
termes, l'escalar que acompanyaria aquest vector tindria la forma A\ — pu;, per a algun
ke{l,--- ,m}ialgunl € {1, --- ,n}. En qualsevol cas, vegem que A\v — pw és combinacié
lineal de vectors en S. O

Definicié 2.5 (Sistema generador). Siga V un K-espai vectorial i siga S C V un conjunt de
vectors. Direm que S és sistema generador de V si (S) =V, és a dir, si tot vector de V'
es pot escriure com a combinacié lineal dels vectors en S.

Si S és finit, és a dir, si S = {v1,--- ,vx} CV, per a algun k € N, i S és sistema generador
de V, direm que els vectors vy, -+ , v generen V. En aquest cas direm que V és finitament
generat.

Exemple 2.7. Considerem I'R-espai vectorial R? i el conjunt de vectors
S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,-1),(2,3,1)} C R®.
Siga (a1, a2, a3) un vector qualsevol d’R3. Notem la segiient igualtat
(a1, a9,a3) = a1(1,0,0) + (a2 + @3)(0,1,0) — a3(0,1,—1) + 0(2, 3,1).

D’aci deduim que tot vector d’'R? es pot escriure com a combinacié lineal dels vectors en S.
Per tant, S és sistema generador d’R3.

Proposicié 2.7. Siga V un K-espai vectorial i siga S C V' un conjunt de vectors. Aleshores
les segiients condicions son equivalents

1. S és sistema generador;
1. Tot subconjunt R CV amb S C R és sistema generador.
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Definicié 2.6 (Independeéncia lineal). Siga V' un K-espai vectorial i siga S C V' un conjunt
de vectors. Direm que S és linealment independent si tota combinacié lineal de vectors
d’S igualada a 0

k
Av1 4+ -+ v =0 o en forma compacta, Z )\jvj =0,
j=1
satisfa que, per a tot j € {1,--- ,k}, Pescalar \; ha de ser nul, és a dir A; = 0.

Es a dir, S és linealment independent si el vector 0 només es pot escriure com a combinacid
lineal dels vectors vy, --- ,v; d’S en la forma O0vy 4 - - - 4+ Ovg.

En cas que S = &, prendrem el conveni que @ és un conjunt linealment independent. Si S
és un conjunt finit linealment independent, és a dir, si S = {v, -+, v}, per a algun k € N,
direm que els vectors vy, - - , v, son linealment independents.

Exemple 2.8. Considerem 1'R-espai vectorial R? i el conjunt de vectors
{(17 07 0)’ (07 17 0)7 (07 17 _1)7 (27 37 1)} - RS'
Aquest conjunt és linealment dependent, ja que podem trobar la segiient combinacié lineal
2(17 07 0) + 4(07 11 0) - (07 17 _1) - (27 3> 1) = (Oa Oa O)
Notem que cap dels escalars que intervenen és igual a zero.
Exemple 2.9. Considerem I'R-espai vectorial R? i el conjunt de vectors

{(0,1,0),(0,1,-1),(2,3,1)} C R3.

Comprovem que aquest conjunt de vectors és linealment independent. Per a demostrar-ho,
suposem que tenim una combinacié lineal dels vectors anteriors igualada a 0

)\1(05 ]-a 0) + >‘2(07 17 71) + >‘3(27 37 1) = (07070)

Operant, arribem a que els segilients vectors sén iguals

(23, A1 + A2 + 3A3, — A2 + /\3) = (0, 0, 0)

Per tant, els escalars A1, Ag, A3 sén solucié del segiient sistema d’equacions lineal homogeni,
a esquerra, que, per Gauss-Jordan, podem escriure en forma normal, a dreta.

2A\3 = 0 M =0
Al + A2 4+ 33 = 0 Ao = 0
— X 4+ A3 =0 A3 = 0

Per tant, els vectors (0,1,0), (0,1,—1),(2,3,1) sén linealment independents.
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Proposicié 2.8. Siga V' un K-espai vectorial i siga S C V un conjunt de vectors. Aleshores
les segiients condicions son equivalents

1. S és linealment independent;
1. Tot subconjunt R C S és linealment independent.

Definicié 2.7 (Base). Siga V un K-espai vectorial i siga B C V un conjunt de vectors.
Direm que B és base de V si és sistema generador i conjunt linealment independent.

Per a denotar bases emprarem B i derivats.

Exemple 2.10. Siga K un cos i siga el K-espai vectorial K. Per a cada j € {1,--- ,n}
definim el vector e; com el vector que té en tota posicié diferent a la j un 0 i un 1 en la
posicié j, és a dir

ej = (0,---,1,---,0).

Comprovarem que el conjunt {ej,- - ,e,} és base de K". Per a demostrar-ho, caldra
comprovar que {ej,--- ,e,} és sistema generador i linealment independent.
Siga (a1, -+ ,ay) un vector qualsevol de K™. Aleshores, podem escriure aquest vector com a
combinacié lineal dels vectors ey, - , e, com segueix

arel + -+ ane, = (a1, ap).
Per tant, {e1, - ,e,} és sistema generador.
Suposem ara que tenim una combinacié lineal dels vectors eg, - - - , e, igualada a 0

)\161+--'+/\n6n:(0,"',0).

Operant, arribem a que els seglients vectors sén iguals

()\17... ’)\n):(oa... ’0)'

D’on deduim que per a tot j € {1,--- ,n}, es té que A\j = 0. Per tant, els vectors eq,--- , ey
sén linealment independents.

El conjunt {ej,--- ,e,} s’anomenara base canonica de K" i la denotarem per B..

La segiient proposicié ens déna caracteritzacions d’una base com a sistema generador minimal
i com a conjunt de vectors linealment independents maximal.

Proposicié 2.9. Siga V un K-espai vectorial i siga B un conjunt finit de vectors en V.

Aleshores, son equivalents

1. B és base de V;
1. B és sistema generador minimal;
1. B és conjunt de vectors linealment independents maximal.
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Demostracio. Provarem que (i) implica (ii). Notem que, com B és base, aleshores és un
sistema generador. Per a vore que és minimal, considerem un subconjunt S de vectors en V'
tal que S C B. Comprovarem que .S no pot ser sistema generador.

Suposem que S = {vy,--- ,v;}. Com que S és un subconjunt estricte de B, podem trobar
un vector v € B que no estiga en S. Suposem, per reducci6 a I'absurd, que S és sistema
generador. Aleshores el vector v pot escriure’s com a combinacio lineal dels vectors vy, - - - , v.
Aixi, existeixen escalars Aq,---,A; en K, per als quals

v=Aup 4+ Aok

D’on podem derivar I’expressié segiient

U—/\lvl—-"—)\k’vk:O.

Aixi, hem pogut trobar una combinaci6 lineal de vectors en B igualada a 0 on no tots els
escalars sén nuls. A¢o contradiu el fet que B és un conjunt de vectors linealment independents.
Per tant, S no pot ser sistema generador.

Provarem que (ii) implica (iii). Suposem que B = {vy,--- ,v;}. Cal provar en primer lloc

que B és linealment independent. Siguen escalars A1, -+, A\; en K i una expressié del tipus

Ay + -+ Ao = 0.

Suposem, per reduccié a 'absurd, que existeix un index j € {1,--- , k}, per al qual I’escalar
Aj és diferent de 0. Aixi, de 'expressi6 de dalt, aillant v, trobem que

1
Y= )Tj(—AlUl = A1 = Aja U = e = Agg).

Es a dir, el vector v; pot escriure’s com a combinacié lineal de tota la resta de vectors. Aixi
el conjunt B — {v;} és generador, contradient el fet que B era minimal respecte aquesta
condici6.

Per tant, per a tot j € {1,--- ,k}, 'escalar A\; ha de ser, necessariament, igual a 0.

Ara faltara vore que B és maximal respecte aquesta propietat. Siga S un conjunt de vectors
en V tal que B C S. Provarem que S no pot ser linealment independent. Com B C S,
podem trobar un vector v € S — B. Com que B és sistema generador, podem trobar escalars
AL, , A en K per als quals

v = A\vp + - + AU

De 'equacié de dalt, passant tots els termes a ’esquerra, tenim que

v —Av — - — Apvg = 0.

Es a dir, hem trobat una combinacié lineal de vectors en S igualada a 0 on no tots els
escalars sén igual a 0. Per tant, S és linealment dependent.
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Finalment, provarem que (iii) implica (i). El conjunt B ja és linealment independent. Per
a vore que és base només queda provar que és sistema generador. Siga v un vector en V
qualsevol. Si v és un vector en B, obviament v € (B). Per tant, podem suposar que v és un
vector que no esta en B. Aixi, per la maximalitat de B com a conjunt linealment independent
es té que, necessariament, el conjunt B U {v} ha de ser linealment dependent.

Aixi podem trobar escalars A1, --- , Ak, 4 € K, on no tots siguen 0, per als quals

Av1 -+ Agvg + pv = 0.

Notem que p no pot ser igual a 0. D’altra forma, el conjunt B no seria linealment independent.
Com a conseqiiencia d’aquest fet, tenim que el vector v pot aillar-se de I'expressié de dalt.
Aixi )

v= ;(_)\1111 — = AgUg).

Es a dir, v és combinaci6 lineal dels vectors en B. Per tant, (B) = V. O

El segiient teorema ens garantitza que, en un espai vectorial finitament generat, sempre
podem trobar bases.

Teorema 2.1 (Existéncia de bases en espais vectorials finitament generats). Siga V' un
K-espai vectorial finitament generat. Aleshores V' té una base finita.

Demostracio. Siga S un sistema generador finit de V. Si S és minimal, per la Proposici6 2.9,
tenim que S és base. En cas contrari, si S no féra minimal, voldria dir que podem trobar un
sistema generador S’ estrictament menor que S. Repetim el procediment amb S’. Notem
que aquest procediment no pot repetir-se indefinidament perque S és finit. Aixi, en algun
moment, trobarem un sistema generador minimal. Aquest sistema, per la Proposicié 2.9,
sera una base finita de V. O

Exemple 2.11. L’R-espai vectorial R? admet diferents bases, per exemple

. B.=1{(1,0,0),(0,1,0), (0, 0,1)}
« B= {(17 ’ )7(_172 1)7( ) )}7
« B= {(27 ’ )7(171 0)7( 707 )}7

L’anterior teorema ens garantitza l’existéncia, perd no la unicitat de bases.
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2.3 Dimensio

El segiient resultat ens permet afirmar que, donada una base i un conjunt de vectors
linealment independents, podem substituir vectors de la base pels vectors del conjunt tot
garantint que el conjunt resultant continue sent una base.

Lema 2.1. Siga V' un K-espai vectorial i siga B una base de V. Siga {u1,--- ,ur} un conjunt
de vectors linealment independents de V, per a algun k € N. Aleshores podem substituir k
vectors de B pels vectors uy,--- ,ur de forma que el conjunt resultant siga una base.

Demostracié. Considerem el primer vector del conjunt linealment independent u;. Com que
B és base, per a algun n € N, podrem trobar escalars Aq,--- , A\, € K i vectors vy, -+ ,v, € B
per als quals

UL = MU+ + AU,

Notem que u; # 0 ja que pertany a un conjunt linealment independent. Per tant, en ’anterior
expressio hi haura algun escalar Aj, per a algun j € {1,--- ,n}, amb A\; # 0.

Siga B el conjunt de vectors que resulta de substituir en B el vector v; pel vector u;. Anem
a provar que By és base de V.

Cal demostrar que B; és sistema generador i conjunt de vectors linealment independents.
Pero abans de res, cal notar la segiient propietat. Per a ’eleccié de 'anterior j, tenint en
compte que A; # 0, podem aillar v; en I'anterior expressié com segueix.

1 A1 Aj—1 Aj+1 An

Vi = —U] — —V] — " — Vj_] — ——Vjqy] — "+ — —Up.
J . . . .Y .
)\J AJ )‘J )\J AJ

Aixf es té que (By) = (B). Com que B és base, tenim que (B) = V. Es a dir, B; és sistema
generador. Siga ara una combinacid lineal dels elements de B; igualada a 0. Si aquesta
expressio no conté el vector uq, com que B és linealment independent, aleshores els escalars
hauran de ser 0. Per tant, podem suposar que la combinaci6 lineal igualada a 0 si que conté
a uj.

Es a dir, per a un natural p € N, siguen f1, - - - , tp escalars en K i wo, -+, w, vectors en
B — {v;} per als quals
piul + pows + -+ + ppwp = 0.

Volem comprovar que tots els escalars pi1,--- , i, s6n nuls. En I'anterior equacié substituim
uy per la seua expressié com a combinacié lineal dels elements de B i reagrupem termes fins
obtindre la segiient expressio.

1 (A1vg + <+ Apop) + pows + - - + ppwp = 0.

Notem que aquesta expressié és una combinacié lineal de vectors en B igualada a 0, per tant
tots els escalars han de ser 0. Notem que l'escalar que acompanya al vector v; en ’anterior
expressié és pui1A;. Com que \; 'haviem elegit amb la propietat que A; # 0, aleshores p; = 0.
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D’aci, deduim immediatament que la resta d’escalars usg,--- , 1, han de ser 0. Es a dir, el
conjunt B és linealment independent.

Ara, suposem que ja hem substituit [ € N, amb [ < k, dels vectors de B per uy,--- ,u; i que
el nou conjunt resultant, diem-li B;, és base de V. Anem a vore que podem substituir un
dels vectors de B; — {uy, -+ ,u;} restants per u;q.

Com que B; és base, podrem trobar un n € N amb n > [, escalars v, - , v, € K i vectors
Vigt, 5 0n € By — {ug, -+ ,u} per als quals

Uppl = Y1UL + o VU V41041 Tt TnUne

Notem que u;11 # 0 ja que pertany a un conjunt linealment independent. Per tant, en

I'anterior expressié hi haura algun escalar v; # 0, per a algun j € {1,--- ,n}. De fet, aquest

index j el podem prendre en el conjunt {{ +1,--- ,n}, ja que si agd no féra possible, és a dir,

si els escalars y; amb j € {{+1,--- ,n} foren tots nuls, en I'anterior expressié estariem dient

que u;11 és combinacié lineal dels vectors {uq, -+ ,u;}. Aquest fet entra en contradiccié amb

el fet que el conjunt de vectors {uq, - ,ux} és linealment independent.

A partir d’aquest punt procedim com en el cas base. O
1 Nota

Nota. En la demostracié del Lema 2.1 cal anar amb compte en la substitucid
que es fa. Considerem I'R-espai vectorial R3, la seua base canonica B. =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} i el conjunt {(1,1,0)} de vectors linealment independents.
Notem que si en B, canviem el vector (0,0, 1) pel vector (1,1,0), el conjunt resultant,
{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}, és linealment dependent. Per aquest motiu, la substitucié
no pot ser arbitraria. Cal cenyir-se a les condicions que demana el Lema 2.1.

El segiient teorema ens garantitza que, en un K-espai vectorial finitament generat, tot
subconjunt finit de vectors linealment independents pot ampliar-se fins a trobar una base.

Teorema 2.2 (Teorema d’ampliacié). Siga V' un K-espai vectorial finitament generat i siga
S CV un subconjunt finit de vectors linealment independents. Aleshores podem trobar una
base de V que conté els vectors d’S.

Demostracio. Pel Teorema 2.1, siga B una base de V. Com S és un subconjunt finit de
vectors linealment independents, pel Lema 2.1 podem substituir |S| vectors de B pels vectors
d’S de forma que el conjunt resultant siga una base. Aquesta base conté els vectors d’S. O

Com a corol - lari del Lema 2.1 podem garantir que totes les bases d’un espai vectorial
finitament generat tenen el mateix cardinal.

Corol - lari 2.1. Siga V un K-espai vectorial finitament generat. Aleshores totes les bases
de V' son finites © tenen el mateiz cardinal.
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Demostracio. Es dedueix del Teorema 2.1 que tot K-espai vectorial finitament generat admet
una base finita B. Si suposem que existeix alguna base infinita B, pel Lema 2.1 podem
substituir en B una quantitat |B| de vectors pels vectors de B i obtindre una base. Aquesta
base resultant conté estrictament a 3. Ac¢O entra en contradiccié amb el resultat de la
Proposicié 2.9, on s’especifica que B és maximal per a aquesta propietat. Per tant B ha de
ser finit.

Per altra banda, si hi haguera alguna base B amb ‘E‘ # |B|, podriem d’igual forma construir

una nova base, que continguera estrictament tots els vectors de la menor base, siga B o B.
Aco entra en contradiccié amb el resultat de la Proposicié 2.9, on s’especifica que tota base

B| =8| O

és maximal per a aquesta propietat. Per tant,

Definicié 2.8 (Dimensié). Siga V un K-espai vectorial. Si V és finitament generat,
anomenarem dimensié de V, denotada per dimg(V), al cardinal de qualsevol de les
seues bases. Si V' no és finitament generat, direm que té dimensié infinita.

El segiient corol - lari fita el cardinal de tot conjunt de vectors linealment independents i de
tot sistema generador en termes de la dimensié de 1’espai.

Corol - lari 2.2. Siga V un K-espai vectorial finitament generat, siga L C 'V un subconjunt
de vectors linealment independents i siga G C V' un sistema generador de V. Aleshores

|L| < dimg (V) < |G|.

Demostracié. Suposem que L té una quantitat finita, perd estrictament major a dimg(V),
de vectors. Aleshores, pel Teorema 2.2, d’Ampliacié de la Base, podem trobar una base de
V' que conté tots els vectors d’L. Aquesta base tindria una quantitat estrictament major a
dimg (V') de vectors. A¢o entra en contradiccié amb el Corol - lari 2.1, ja que hi hauria dues
bases amb tamanys diferents. Per tant, s’ha de donar la desigualtat |L| < dimg (V).

Per altra banda, com que V és finitament generat, sempre podem trobar un subconjunt
finit G’ C G de forma que G’ siga sistema generador. Per la demostracié del Teorema 2.1
sempre podem obtindre un subconjunt G” C G’ que siga sistema generador minimal. Per la
Proposici6 2.9 aquest conjunt sera una base. Aixi

dimg(V) = |G"| < |G| <|G].

En definitiva, |L| < dimg (V) < |G|. O

Proposicié 2.10. Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V') = n i siga B C 'V un subconjunt
d’n vectors. Aleshores, son equivalents

1. B és base;
7. B és sistema generador;
11i. B és linealment independent.
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Demostracio. Si B és sistema generador i té n elements aleshores, pel Corol - lari 2.2, tenim
que B és necessariament minimal. Si B és linealment independent i té n elements aleshores,
pel Corol - lari 2.2, tenim que B és necessariament maximal.

Dels dos casos es dedueix que B és base, en virtut de la Proposicié 2.9. Aixi, (ii) i (iii),
respectivament, impliquen (i). Trivialment es compleix que (i) implica els altres dos items. [

Proposicié 2.11. Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V') = n i siga W <V un subespai
vectorial de V. Aleshores W és finitament generat i dimg (W) < n. En particular, W =V
st, © només si, dimg (W) = n.

Demostracio. Siga B una base de V. Aquesta base existeix pel Teorema 2.1. En particular
B és finita i, llavors, tot conjunt de vectors linealment independent en V' ha de tindre, com a
molt, |B| vectors.

Si W = {0}, aleshores & és sistema generador de W. Per tant, podem suposar que W # {0}.
Siga w; € W — {0} un vector no nul en W. Aleshores, {w} és linealment independent. Si
aquest conjunt féra maximal per la propietat de ser linealment independent en W, tindriem
que {w;} seria base de W per la Proposicié 2.9. En cas contrari, agd vol dir que podem
trobar un conjunt de vectors {wi,wy} C W, estrictament major que l'anterior i amb la
propietat de ser linealment independent. Raonariem ara sobre aquest conjunt. Aquest
procediment no pot allargar-se indefinidament perque el cardinal d’un conjunt de vectors
linealment independent esta fitat. En tdltima instancia trobariem un conjunt de vectors
linealment independent en W maximal per a aquesta propietat. Aquest conjunt seria una
base de W per la Proposicié 2.9. En particular, W és finitament generat.

Com W és finitament generat, pel Teorema 2.1, siga By una base de W. Aleshores By és
un conjunt de vectors linealment independents en V. Pel Corol - lari 2.2, tenim que

dimK(W) = |Bwl < dimK(V) =n.

Per a I'altim apartat, si W =V es té trivialment que dimg (W) = n. Per altra banda, si
dimg (W) = n, tota base By de W és un conjunt d’'n vectors linealment independents en
V. Com que dimg (V') = n, per la Proposicié 2.10, tota base By de W és base de V. En
particular, W = (By) = V. O

Proposicié 2.12 (Férmula de Grassmann per a les dimensions). Siga V' un K-espai vectorial
finitament generat 1 siguen U W <V subespais vectorials en V. Aleshores

dimK(U + W) = dlmK(U) + dlmK(W) - dimK(U N W)
Demostracio. Suposem que dimg(U N W) = r, dimg(U) = s i dimg(W) = t. Per la
Proposicié 2.11, tenim que r < s i que r < ¢.

Siga {v1,---,v,} una base de U N W. Pel Teorema 2.2, d’Ampliacié de la Base, podem
obtindre una base {vi, -+ ,vp, Upy1, -+ ,us} d’U que conté anterior conjunt. D’igual forma
també podem ampliar-lo fins obtindre una base {vi, -+ , vy, Wyy1,- -+ ,w} de W.
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Anem a provar que el conjunt segiient B = {v1, - , Up, Upt1, "+ ,Us, Wpp1,- -+ , Wt} és base
de l'espai suma U + W. Notem que aquest conjunt té tamany s +¢ — r.

Cal vore que el conjunt és sistema generador i linealment independent. Siga v un vector de
I’espai suma U + W. Aleshores existeixen vectors u € U i w € W de forma que

v=u-+w.

Per una banda, com que {vi,- -+ ,v;,ups1, - ,us} és base d’'U, podem trobar escalars
AL, -+, As en K de forma que

U= A1+ AU+ A1 Up 1+ Asse

Per l'altra banda, com que {v1,- -+ , vy, wy41,- - ,wi} és base de W, podem trobar escalars
Wi, e en K de forma que

W= U1v1 + -+ lpUp + Ppp1Wr41 + -+ W

Aixi es té que

v=utw = ()‘1 +N’1)’U1 +ee ()‘r +,Ur)vr F AU+ AstUs + 1w + 0wy

Es a dir, tot vector de U + W pot escriure’s com a combinacié lineal dels vectors en B.

Siga ara una combinacié lineal dels vectors en B igualada a 0

AU+ AU+ AU o AsUs + Asp1Wrg1 + - F Aspp—rwr =0 (D)

on, per a tot j € {1,---,s+t—r}, \j és un escalar en K. Volem provar que, per a tot
je{l,---,s+t—r}, A\j; =0. Notem que, en I'anterior expressid, en passar I’expressié que
acompanya els vectors wyy1,--- ,w; a la dreta, tenim que

Avr s AU AU g1 o AUy = —Agp 1Weg — 0 — Ag Wy

Notem que 'element —Agiqw,41 — - -+ — Agi—rwe esta en W, per escriure’s com a combinacio
s+ T+ s+t—r Wi ’

lineal d’elements en W. D’igual forma, per 'anterior igualtat, notem que aquest mateix

element també esta en U, per escriure’s com a combinacio lineal d’elements en U. Aixi,

A 1Wry1 — - — Agpp—pwy € U NW.
Com que {vy,- -+, v} és base ’'U NW, podem trobar escalars pg, - - , p, en K de forma que
_>\s+1wr+1 - )\s+t—rwt = {1v1 + -+ Uy (D)

Aixi, 'equacié en (A) es pot escriure com a

(A1 —p)vr + -+ (Ar = pr)vr + AepiUpr + -0+ Asus = 0

43



Aquesta és una combinacié lineal de vectors en {vq,- -« , vy, Upt1,- - ,us} igualada a 0. Com
aquest conjunt és base d’U, deduim que A\; = p1, ..., Ap = g i que Apgp = -+ = Ag = 0.

Aixi, 'equaci6 en ([J) es pot escriure com a

A1+ AU+ Agp1Weg + -0+ Agpp—pwy = 0.

Aquesta és una combinaci6 lineal de vectors en {vy, -+, vy, Wyp41, -+ ,w;} igualada a 0. Com
aquest conjunt és base de W, deduim que A\ =--- = A, =01ique Agy1 =+ = Ag4t—r = 0.

Per tant B és linealment independent.
Aixi,
dimg (U 4+ W) = s+t —r =dimg(U) + dimg (W) — dimg(U N W).
O

Corol - lari 2.3. Siga V un K-espai vectorial finitament generat i siguen U, W <V subespais
vectorials en V. Les segiients afirmacions son equivalents

i. La suma U + W és directa;
1. dimK(U + W) = dimK(U) + dim]K(W).

Demostracié. Per a provar que (i) implica (ii), com que la suma U + W és directa, aleshores
UNW = {0}. Per tant, dimg(U N W) = 0. La igualtat de (ii) ix directament de la Férmula
de Grassmann demostrada en la Proposicié 2.12.

Per altra banda, de la igualtat en (ii) i la Férmula de Grassmann demostrada en la
Proposicié 2.12, tenim que dimg (U NW) = 0, és a dir, el conjunt & és base de U N W. Aix{
UNW = (@) ={0}. Per tant, la suma U + W és directa. O

Acabem aquesta seccié presentant la nocié de subespai complementari i demostrant que, en
un espai vectorial finitament generat, tot subespai admet un complementari.

Definicié 2.9 (Subespai complementari). Siga V' un K-espai vectorial i siga W < V un
subespai vectorial. Diem que W té un subespai complementari si existeix un subespai
vectorial U <V de forma que W & U = V.

Proposicié 2.13. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat, aleshores tot subespai de
V' admet un subespai complementari.

Demostracio. Siga W < V un subespai vectorial de V. Com V és finitament generat, existeix
un natural n € N per al qual dimg (V') = n. Notem que W, al seu torn, també és un K-espai
vectorial finitament generat per la Proposicié 2.11. Per tant, existeix k € N per al qual
dimg (W) =k. Com W <V, es té k <n.

Siga {wy, -+ ,wy} una base de W. Pel Teorema 2.2, d’Ampliacié de la Base, podem trobar
vectors ugi1,- - ,uy € V per als quals {wq, -, wg, ukr1,- -+ ,u,} és base de V.
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Prenem U = (ugy1, -, Up).

Com {wy, - ,wk, Ukt1," - ,Un} és base tenim, en particular, que és sistema generador
de V. Per altra banda, com que (wy, - ,wg) = W i (ugs1, -+ ,up) = U, tenim que
(w1, , Wk, Ugt1," -+ , Up) és sistema generador per a W 4 U. Aixi,

W+U:<w17 y Why U415 7un>:V

Només quedaria comprovar que la suma és directa. Siga z € W NU. Aixi z pot escriure’s
com a combinacié lineal d’elements en W i d’elements en U, és a dir

k
z = Z)\Zwl ODViE{l,--~,/{7}()\i€K);
=1

z= Z Ajuj onVjied{k+1,---,n}(\ €K).
Jj=k+1

Igualant les dues expressions i passant tots els termes a ’altra banda tenim que
AMwi + -+ AWk — App1Ug41 — - — Apup = 0.

Com {wi, -+ , Wk, Ups1, " ,Un} és base de V tenim que aquest conjunt és linealment
independent. Aixi, en 'anterior expressié trobem que tots els escalars han de ser zero.
Aixi, z = 0.

Per tant, W & U = V. Es a dir, tot subespai admet un complementari. ]

1 Nota

Nota. L’existencia d’un complementari no garantitza la seua unicitat. Considerem
I'R-espai vectorial R%. Per a W = ((1,0)), tant U = ((0,1)) com U’ = ((1,1)) s6n

subespais complementaris per a W, pero U # U’.

2.4 Coordenades

En aquesta seccié introduim la nocié de coordenades d’un vector respecte a una base. Les
nocions basiques sobre matrius que emprarem (transposada, identitat, producte i matriu
invertible) es troben recollides als preliminars.

Donada una base d’un espai vectorial i donat un vector en l’espai, podem escriure’l com
a combinacié lineal dels vectors de la base. El que provarem a continuacié és que aquesta
expressio és unica.

Proposicié 2.14. Siga V un K-espai vectorial finitament generat i siga v un vector en V.
Aleshores, donada una base B de V', el vector v s’escriu de forma unica com a combinacio
lineal dels vectors en B.
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Demostracié. Siga dimg (V) = n isiga B = {e1, - ,e,} una base de V. Suposarem que
tenim dues formes d’escriure el vector v com a combinacié lineal dels vectors eq,--- ,e, en B
i provarem que aquestes expressions sén iguals. Siguen Ai, -« , Ap 1 41, , tn, dues families
d’escalars en K per a les quals

v=Ater + -+ Apep; U= pier + -+ fpep.

Igualant ambdues expressions i movent els termes a 1’esquerra trobem la segiient equacio
()\1 - Nl)el + -+ (/\n - Nn)en =0.

Com els vectors e, - - - , e, s6n linealment independents, deduim que, per a tot i € {1,--- ,n},
es té que \; — p; = 0. D’on, per a tot i € {1,--- ,n}, tenim que \; = p;. O

Definicié 2.10 (Matriu de coordenades). Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V) =n
i siga B={ey, - ,e,} una base de V. Siga v un vector qualsevol de V. La matriu de
coordenades de v en la base B és la matriu en M,,; (K), denotada per [v]g, que conté els
unics escalars A, -+, A\, € K que satisfan

v=MAe1+ -+ A\nen.

Aixi,

En certs casos, quan el vector i la base on treballem estiguen clares, utilitzarem lletres
majuscules com per exemple X per a denotar la matriu de coordenades. En tot cas sempre
s’especificara que denota cada simbol.

Si X és la matriu de coordenades del vector v en la base B = {ej,--- ,e,}, aleshores

v = Xt(ei).

Aquesta equacié s’anomenara expressié coordenada de v en B. Per la Proposici6 2.14
I’expressié coordenada de v en B és tnica.

Les coordenades d’'un vector depenen de la base en la qual treballem. Un mateix vector
pot tindre coordenades diferents en bases diferents. En tot cas, sempre podrem trobar una
forma de passar d’unes coordenades a altres com il - lustra el segiient exemple.

Exemple 2.12. Es considera I'R-espai vectorial R? i el vector v = (1,4) € R2. Per a les
bases

B = {(1,7), (0, 1)}; B = {(2’ 2)7 (1’ _2)}5
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les coordenades de v en, respectivament, B i 3, sén

o )

Notem per altra banda que els vectors de cadascuna de les bases es poden escriure en les
altres bases com segueix

(071) - %(2a2> - %(17_2) (1,—2) - 1(177)_9(071)
Per a les matrius
. 2 1
_ 2 —
P=12 -3’ Q=1_15 gl
es té que
PX =X; QX=X

Aquestes relacions son valides per a qualsevol vector de coordenades en les bases B1 5. Es a
dir, tenim un procediment per a passar d’unes coordenades a altres.

Definicié 2.11 (Matriu canvi de base). Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V) =n i
siguen B = {ey, - ,e,} i B=1{ey, - ,€,} dues bases de V. Definim la matriu canvi de
base de B a B a la matriu en M,,(K) que té, per a cada i € {1,--- ,n}, com a columna i
les coordenades del vector e; en la base B.

Proposicié 2.15. Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V') = n i siguen B ={e1, - ,en}
iB={ey, - ,€,} dues bases de V. Siga P = (a;j) en M,,(K) la matriu canvi de base de B
a B. Aleshores, P és Iinica matriv que satisfa que, per a tot vector v € V, si X i X son les
coordenades del vector v en, respectivament, B i B, aleshores

PX = X.

Demostracid. Siga v un vector en V i siguen X i X les coordenades de v en, respectivament,
B i B. Aleshores

<t/ _

v =X%(e;); v =X (€).

Siga P = (ay;) la matriu canvi de base de B a B. Aleshores, les columnes de P tenen les
coordenades dels vectors de B en la base B. Aixi, s’han de satisfer les n equacions de la dreta

Qip ot Qln e1 = aiiél + -+ apiéy
P=

Qnl - Qpp €n = Q1p€l + -+ Qppép

Aquestes n equacions queden descrites en l'expressié matricial (e;) = P*(e;).
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Aixi, substituint en 'expressié coordenada de v en la base B tenim que

v =X"(e;) = X'P(E;) = (PX)'(e;).

Per la Proposici6 2.14, les coordenades d’un vector en una base sén tniques, aixi

PX = X.

Siga ara P’ una matriu en M,,(K) amb la propietat que, per a tot vector v € V, si X i X s6n
les coordenades de v en, respectivament, B i B, aleshores es té que

P'X = X.

Anem a provar que P’ = P. Considerem, per a cada i € {1,--- ,n}, el vector ¢; de la base B.
Siguen X; i X; les coordenades d’e; en, respectivament, B i B. Aixi, per a cada i € {1,--- ,n},
es té que

P'X; = X;.

Notem que, per a cada i € {1,---,n}, la matriu de coordenades del vector e; en la base B,
és a dir X;, ve donada per una matriu tota 0 a excepcié de la posicié 4, on conté un 1. Aixi,
per a cada i € {1,---,n}, la multiplicacié P’X; retornara la columna 4 de la matriu P’. Per
altra banda, la matriu de coordenades del vector e; en la base B, és a dir X;, és, per definicid,
la columna i de la matriu P. Aixi, en 'expressié anterior, per a cada i € {1,--- ,n}, es té
que la columna ¢ de P’ ha de ser igual a la columna ¢ de la matriu P.

Per tant P’ = P. O

Proposicié 2.16. Siga V un K-espai vectorial finitament generat i siguen B, B i B tres
bases de V. Siguen P i Q en M, (K) les matrius de canvi de base de B a B i de canvi de

base de B a B, respectivament. Aleshores, QP és la matriu canvi de base de B a B.

Demostracié. Siga v un vector de V' i siguen X, X i X les coordenades de v en, respectivament,
B, B, B. Aleshores se satisfan les segiients equacions

(QP)X = Q(PX) = QX = X.

Per la Proposici6 2.15, la matriu QP és la matriu canvi de base de B a B. O

Proposicié 2.17. Siga V un K-espai vectorial finitament generat i siguen B i B dues bases
de V. Siga P la matriu canvi de base de B a B, aleshores P és una matriu invertible.

Demostracié. Notem que la matriu identitat | és la matriu canvi de base de B a B. Per altra
banda, si considerem Q, la matriu canvi de base de B a B, tenim per la Proposicié 2.16 que
QP és la matriu canvi de base de B a B. Aixi, per la unicitat de la matriu canvi de base,
demostrada a la Proposicié 2.15, es dedueix que QP =1, és a dir, P és invertible. ]
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i Nota

Nota. Siga n un natural en N. Considerem el K-espai vectorial K™. Siga B una base
de K™ i siga B, la base canonica de K", aleshores la matriu canvi de base de B a B, és
la matriu que conté les components dels vectors de B escrites en columna.

Aquest fet pot facilitar el calcul de la matriu canvi de base entre dues bases Bi B. Si P
és la matriu canvi de base de B a B, i Q és la matriu canvi de base de B a B., aleshores
la matriu canvi de base de B a B és Q™ !P.

Proposicié 2.18. Siga n un natural en N. Siga P una matriu quadrada en M,,(K), aleshores
les segiients afirmacions son equivalents

i. P és una matriu invertible en GL,,(K);
7. FEls vectors columna de P, transposats, formen una base de K';
iii. Existeizen bases B i B de K™ per a les quals P és la matriu canvi de base de B a B.

Demostracio. Provem les diferents implicacions.

Suposem que P té a la matriu Q com a matriu inversa, on

T o Tin K11+ Kip
Tnl - Tnn Kn1 -+ Knn
Aleshores de 'equacié PQ = |,,, obtenim, considerant per a cada i € {1,--- ,n} la columna

i-essima de Q, I'equacié segiient

Tl vt Tt Tin| | K 0
31 Tig Tin ki | = |1
|1 - Tng  Tnn | [KFni] _O_

Es a dir, la columna i-éssima de la matriu identitat de tamany n es recupera com el producte
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de P per la columna i-éssima de Q. Desenvolupant, obtenim la segiient expressié

0 T v Tttt Tin| | Kl
1 =|m - T - Tn| |Ku
_0_ |Tn1l = Tni  *° Tnn| [Fni]

K1iT11 + -+ KiiT1y + - + EpiTin

= | K131 + 00+ KgiTi + 0 + KniTin

|K1iTnl + - + KgiTng + -+ + KniTnn |

11 13 Tin

=K1 [T | o+ K | T | et K | Tin

| Tn1 | L Tni | | Tnn |
Aleshores, transposant I’anterior expressi6 arribem a que, per a cada i € {1,--- ,n}, s’obté
que
(07... ,1, - ’0) :ﬁli(/n'll’... Tl ’ﬂ-nl)
+"‘+/€ii(7Tli7"' S Tiiy e 77Tni)
_|_..._|_,<Cm(ﬂ-1n7... S Tin, " ,mm)

Es a dir, la columna i-¢ssima de la matriu Q sén les coordenades del vector i-eéssim de la base
canonica, és a dir, (0,---,1,---,0), respecte els vectors columna de la matriu P transposats.

Es a dir, podem garantir que tots els vectors de la base candnica de K" es recuperen com a
combinacié lineal dels vectors columna de P transposats. Es a dir, aquests vectors columna,
transposats, son sistema generador de K". Com la dimensié de K™ com a K-espai vectorial
és n, per la Proposicié 2.10, s’obté que aquests n vectors formen base de K.

Suposem ara (ii), és a dir, que els vectors columna de P, transposats, formen base, diem-li B,
de K". Per altra banda, considerem B, la base canonica de K". Aleshores la matriu canvi
de base de B a B. és precisament P.

Finalment, (iii) implica (i) apareix demostrat a la Proposici6 2.17. O
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3 Aplicacions lineals

En aquest capitol introduim la nocié d’aplicacio lineal i estudiem les seues propietats basiques.
Vorem que una aplicacié lineal és la forma que tenim de transformar i comparar espais
vectorials sobre el mateix cos. Comencem amb la definicié d’aplicaci6 lineal.

Definicié 3.1 (Aplicacié lineal). Siguen V; i V5 dos K-espais vectorials. Direm que una
aplicacié f: Vi — V5 és lineal si satisfa les segiients propietats, per a tot v,w € Vj i tot
A ek,

L flo+w) = f(v) + f(w);
ii. f(Av) = Af(v).

Les aplicacions lineals també reben el nom d’homomorfismes. Denotem per Homg (V7, V3)
al conjunt de totes les aplicacions lineals de V1 a V3, és a dir

Homg (V1,Va) = {f: Vi — Va | f és aplicacié lineal}.

Direm que una aplicaci6 lineal f: Vi — V5 és un

e« monomorfisme si f és injectiva;

e epimorfisme si f és sobrejectiva;

e isomorfisme si f és bijectiva;

e endomorfisme si V] = V5;

e automorfisme si f és un endomorfisme bijectiu.

Exemple 3.1. Considerem els R-espais vectorials R? i R* i I'aplicaci6

f: R* — R!
(z,y) — (2z,—y,0,x +7y)

aleshores f és una aplicacié lineal. Per a comprovar el primer item de la Definicié 3.1,
considerem dos vectors (x1,y1), (z2,92) € R?, aleshores

f((z1,91) + (22,92)) = f(21 + 22,91 + y2)
= (2(x1 +x2), —(y1 +¥2),0, 21 + 22+ y1 + ¥2)
(221, —y1,0, 21 + y1) + (222, —y2, 0, 22 + ¥2)
= f(z1,51) + f(22,y2).
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Per a comprovar el segon item de la Definicié 3.1, considerem un vector (x,y) € R? i un
escalar \ € R, aleshores

f(A(@,y)) = f(Az, Ay)
= (2(Ax), —(\y), 0, A\x + \y)
= A2z, —y,0,z + y)
= Af(z,y).

Aleshores f és una aplicacid lineal.
La segiient proposicié ens permet combinar les anteriors comprovacions en una sola.

Proposicié 3.1. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacid.
Aleshores [ és una aplicacid lineal si, 1 només si, per a tot v,w € Vq i tot A\, € K, es té que

FOw + pw) = Af(v) + puf (w).

Exemple 3.2. Siguen V7 i V5 dos K-espais vectorials, aleshores I'aplicacié nul - la

0: V1—>V2
U1+—>0

és una aplicaci6 lineal.

Exemple 3.3. Siga V un K-espai vectorial i W < V| aleshores 'aplicacié inclusié, a
esquerra, és una aplicacié lineal. En particular, quan W = V', 'aplicacié identitat, a dreta,
és una aplicaci6 lineal.

iny: W — V idy: V
v

Vv
w — w v

—
—

ntinuacié provarem qu mposicié icacions lin rn r un icacié
A continuacid provare e la composicié d’aplicacions lineals torna a se a aplicacié

lineal.

Proposicié 3.2. Siguen Vi, Vs i V3 tres K-espais vectorials. Siguen f: Vi — Vo ig: Vo —
V3 dues aplicacions lineals. Aleshores la composicié go f: Vi — V3 és una aplicacid lineal.

Demostracié. Siguen v, w vectors en Vi i A, u escalars en K. Aleshores

g(f (A + pw)) = g(Af(v) + pf(w)) = Ag(f (v)) + pg(f(w)).

Aixi doncs, g o f és una aplicacié lineal. O
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i Nota

Nota. La composicié d’aplicacions lineals és associativa. A més, si f: V3 — V5 és
una aplicacié lineal, tenim que

idy,of = f = foidy,.

Presentem diferents propietats basiques de la definicié d’aplicacié lineal.

Proposicié 3.3. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacio
lineal, aleshores

i. f(0)=0;

it. f(—v)=—f(v), per a totv € Vi;
iti. St Wy < Vi, aleshores f[W1] < Va;
iv. Si Wy < Va, aleshores f~1[Wa] < V4.

Demostracié. Per a (i) siga v € Vi, aleshores
fw) = f0+v) = f(0) + f(v).
D’on es dedueix que f(0) = 0.
Per a (ii) siga v € Vi, aleshores
F@) + f(=v) = f(v —v) = f(0) =0.
D’on es dedueix que f(—v) = — f(v).

Per a (iii) siga Wj un subespai vectorial de Vi. Per a comprovar que f[W;] és subespai
vectorial de Va, siguen vy, wo vectors en f[W7] i siguen A, p escalars en K. Volem comprovar
que Avg — pwe torna a ser un vector en f[Wi]. Com vq,ws sén vectors en f[W], aleshores
existeixen vectors v1,w; en Wy, de forma que vo = f(v1) i wy = f(w1), aleshores

Mg — pwg = A f(v1) — pf(w1) = f(Avr — pavy).
Com que Wy < Vi, tenim que Av; — pw; és un vector en Wi, d’on Avg — pwse € f[W1].

Per a (iv) siga Ws un subespai vectorial de V5. Per a comprovar que f~![Ws] és subespai
vectorial de Vi, siguen vy, wy vectors en f~1[Ws] isiguen A, uu escalars en K. Volem comprovar
que A\v; — paw torna a ser un vector en f~[Ws]. Com vy, w; sén vectors en f~[WWs], aleshores
f(v1) i f(w1) s6n vectors en Wa. Notem que

fQwr — pwr) = Af(v1) — puf (wr).

Com que Wy < Vo, tenim que f(Avy—pw1) és un vector en Wo, d’on Avy —pwy € f1[Wa]. O
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3.1 Imatge i nucli

Associada a una aplicacio lineal tenim dos subespais associats, el nucli, subespai vectorial en
el domini de I’aplicaci6 lineal, i la imatge, subespai vectorial en el codomini de ’aplicacid
lineal. L’estudi d’aquests subespais permet obtindre informacié sobre 'aplicacié lineal
associada.

Definicié 3.2 (Nucli | Imatge). Siguen V; i V5 dos K-espais vectorials i siga f: V) — V3
una aplicacié lineal. Definim el conjunt imatge d’f, denotat Im(f), com el conjunt

Im(f) = {f(v1) € Va | v1 € V1}.

Definim el nucli d’f, denotat Ker(f), com el conjunt

Ker(f) ={v1 € Vi | f(v1) = 0}.

Corol - lari 3.1. Siguen Vi i Vy dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacio
lineal. Aleshores Im(f) és un subespai vectorial de Vo i Ker(f) és un subespai vectorial de
Vi.

Demostracio. Només cal adonar-se que

Im(f) = f[Vi]; Ker(f) = f'[{0}].

El resultat és conseqiiencia directa de la Proposicié 3.3. ]

Proposicié 3.4. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacio
lineal. Les segiients afirmacions sén equivalents.

i. [ és sobrejectiva;

Demostracid. Per definicid. O]

Proposicié 3.5. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacio
lineal. Siga S C V1 un subconjunt de vectors en Vy. Aleshores

Demostracié. Notem que (S) és un subespai vectorial de V;. Aixi, per la Proposici6 3.3,
tenim que f[(S)] és un subespai vectorial de V5. A més, per tot v € S, el vector f(v) pertany
a f[S]. D’aquests dos fets es dedueix que (f[S]) C f[(S)].

Per a Daltra inclusié, notem que un vector arbitrari de f[(S)] ha de tindre la forma

Fqvr 4+ + Aop),
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onn € Ni pertotie{l,---,n}, \; és un escalar en K i v; un vector en S. Es a dir, un
vector arbitrari de f[(S)] té la forma de la imatge per f d’un vector arbitrari de (S). O siga,
la imatge per f d’una combinacié lineal de vectors en S. Notem que, per la linealitat d’f,
aquest vector satisfa la segiient equacié

f()\l'Ul + -+ )\n'Un) = Alf(vl) + -+ Anf(vn)

Es a dir, un vector arbitrari de f[(S)] és combinacié lineal dels vectors f(vy1),--- , f(vn) i
aquests vectors pertanyen a f[S]. Aixi doncs, f[(S)] C (f[S]). O

Proposicié 3.6. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i siga f: Vi — Vo una aplicacio
lineal. Les segiients afirmacions sén equivalents.

1. f €és injectiva;

ii. Ker(f) = {0}.

Demostracié. Demostrarem que (i) implica (ii). Suposem que f és injectiva. Siga v € Ker(f),
aleshores

f(v) = 0= f(0).
Per tant v = 0. Aixi Ker(f) = {0}.

Demostrarem ara que (ii) implica (i). Suposem que Ker(f) = {0}. Siguen v, w € V; tals que
f(v) = f(w), aleshores v — w € Ker(f) ja que

flo=w) = f(v) = f(w) = 0.

Per tant v — w = 0. Aixi v = w, és a dir f és injectiva. O

Proposicié 3.7. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials, f: Vi — Vo una aplicacid lineal i
B1 una base de V. Aleshores

i. f és injectiva si, i només si, f[B1] és un conjunt de vectors linealment independents
en Va;
ii. f és sobrejectiva si, i només si, f[B1] és sistema generador de Va;
iti. f és bijectiva si, i només si, f|Bi] és base de Vs.

Demostracié. Per a (i). Suposem que f és injectiva. Anem a provar que f[B;] és linealment
independent. Considerem una combinaci6 lineal dels vectors en f[B;] igualada a zero, és a
dir

Alf(el) +oeeet )\nf(en) =0

on, n € N iperacadaiée€ {1,---,n}, \; és un escalar en K i e; un vector en B;. Notem
que, per la linealitat d’f, s’obté que

f(>\1€1+"'+)\n€n):Alf(€1)+"'+>\nf(en):O:f(o)'
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Com f és injectiva per hipotesi, obtenim que

el + -+ e, = 0.

Aixi, tenim una combinacié lineal dels vectors en B; igualada a zero. Com Bp és base,
obtenim que, per a tot i € {1,--- ,n}, I'escalar \; ha de ser igual a zero. Per tant, f[B;] és
linealment independent.

Suposem ara que f[Bj] és linealment independent. Anem a provar que f és injectiva. Siga v
un vector en Ker(f). Aleshores, f(v) = 0. Per altra banda, com B; és base, podem escriure
v com a combinacié lineal dels vectors en By. Aix{

v=MAe1+ -+ A\pen

on, n € N,iperacadaie {1,---,n}, A\; és un escalar en K i e; un vector en B;. Notem
que, per la linealitat d’f, s’obté que

fher+ -4+ den) = Aifler) + -+ A f(en) =0.

Com el conjunt de vectors f[Bj] és linealment independent, es té que, per a tot i € {1,--- ,n},
I'escalar A; ha de ser igual a zero. Aixi, v = 0. Per tant Ker(f) = {0}. Per la Proposicié 3.6,
I’aplicacié f és injectiva.

Per a (ii). Suposem que f és sobrejectiva. Anem a provar que f[B;] és sistema generador.
Emprant la Proposicié 3.5 i tenint en compte que B; és sistema generador per a V; i que f
és sobrejectiva, obtenim que

(f1B1]) = fI(B1)] = fV1] = V&
Es a dir, tot vector de V5 pot escriure’s com a combinacié lineal dels vectors en f[B;]. Per

tant, f[Bi] és sistema generador.

Suposem ara que f[B;] és sistema generador de V5. Anem a provar que f és sobrejectiva.
Emprant la Proposicié 3.5 i tenint en compte que B; és sistema generador per a Vi i que
f[Bi] és sistema generador per a Vs, obtenim que

] = fIBY)] = (fBi]) = Va.

Es a dir f és sobrejectiva.

Finalment, (iii) és conseqiiéncia directa dels items (i) i (ii). O
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3.2 Teorema d’extensio

En aquesta seccié estudiarem una forma interessant de donar una aplicacié lineal. El segiient
teorema explica que, per a donar una aplicaci6 lineal, és suficient conéixer les imatges dels
vectors d’una base del seu domini de definici6.

Proposicié 3.8. Siguen f: Vi — Vo i g: Vi — Vi dues aplicacions lineals amb el mateix
domini i codomini. Si S €s un subconjunt de Vi i fis = g;5, aleshores

fisy = 9is)-

En particular, si S és sistema generador de Vi, aleshores f = g.

Demostracié. Siga v € (S), aleshores existeixen vectors eq,--- ,ex en S i escalars A\, -+, \g
en K per als quals
v =A1e1 + -+ + Agek-

Aleshores, es déna la segiient cadena d’igualtats

fv) = f(Arer + - + Apep) (definici6 de v)
=Mf(e1)+ -+ Af(ex) (f éslineal)
= Aigler) +- -+ Mgler)  (fis = grs)
=g(Mer + -+ Ager) (
= g(v). (

g és lineal)

definici6 de v)
Per tant, concloem que fsy = g(s)- O

Teorema 3.1 (Teorema d’extensi6). Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials. Siga By =
{e1,- ,en} una base de Vi i f: By — Vo una aplicacié. Aleshores existeix una unica
aplicacid lineal f4: Vi — Vi que satisfa fﬁoing1 = f, és a dir, el segiient diagrama commuta

BlirﬂVl
N s

f
Vo

Demostracio. Siga v un vector de Vi aleshores, com B; és base de Vi, tenim que v pot
escriure’s com a combinacié lineal dels vectors en By, a esquerra, on, per a tot i € {1,--- ,n},
\; és un escalar en K. Aixi, definim la imatge de v per f# com al vector segiient, a dreta.

n

v = Z /\iei; fﬁ(v) = Z)\Zf(el)
i=1

i=1
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Anem a demostrar que f* és una aplicacié lineal. Siguen vectors v, w € V; i escalars \, p € K.
Escrivim els vectors v i w com a combinaci6 lineal dels vectors en By, a esquerra i dreta
respectivament, on, per a tot i € {1,--- ,n}, A; i p; sén escalars en K.

n n
v = E Ai€i; w = E i€
i=1 i=1
Aleshores el vector v + pw s’escriu com a combinacié lineal dels vectors en 3; com segueix

AV + pw = (Z Ai 61) + (Z m@) =) (AN + ppui)e

=1

Per tant, la imatge de A\v + pw per f* ve donada pel vector
FHOw + pw) = f* (Z()\)\i + #M)ei)
Z (ANi + ) f (eq)

Z 61) + Nzlufzf(ez)
= =1

= ti( ) + uft(w).

Notem, a més, que per a tot i € {1,---,n}, el vector e; de B; s’escriu com a combinaci6
lineal dels vectors en By com a

e; =0e1 + - +e+ -+ Oep,

aleshores
FHng, (e5)) = fH(ei) = 0f (ex) + - + fle) + - +0f(en) = fles)-
La unicitat d’ff és conseqiiéncia de la Proposicié 3.8. 0

Proposicié 3.9. Siguen Vi, Vs dos K-espais vectorials. Siga f: Vi — Vo un isomorfisme,
aleshores f~1: Vo — Vi és un isomorfisme.

Demostracié. Com f és bijectiva, I'aplicacié f~! és bijectiva. Només cal comprovar que és
una aplicacié lineal.

Siguen wvo, wo vectors en Vo i A, u escalars en K. Aleshores com f és bijectiva existeixen
vectors vy, wy en V) de forma que f(v1) = v2 i f(w1) = wa. A més, aquests vectors sén tnics.
Notem que, per la linealitat d’f, es té que

Fwr + pwr) = Af(v1) + pf(wr) = Ave + pws.
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Aixi,
F g 4+ paws) = Mg + pwr = Af 7L (v2) + pf ~H(ws).

Es a dir, f~! és una aplicacié lineal. O

Definicié 3.3 (Espais vectorials isomorfs). Siguen V; i V5 dos K-espais vectorials. Direm que
V1 1 Vo s6n isomorfs, i ho denotarem per Vi o~ Vs, si existeix un isomorfisme f: V3 — V5.

1 Nota

Nota. Ser isomorfs és una relacié binaria d’equivaléncia. (Reflexiva) Un espai vectorial
és isomorf a ell mateix mitjangant 'aplicacié identitat. (Simetrica) Si un espai vectorial
és isomorf a un altre mitjancant 'aplicacié lineal f, aleshores aquest espai vectorial és
isomorf al primer mitjancant 1’aplicacié lineal f~!. (Transitiva) Si un espai vectorial és
isomorf a un segon espai vectorial mitjangant f i aquest és isomorf a un tercer espai
vectorial mitjancant g, aleshores el primer espai vectorial és isomorf al tercer mitjancant
I’isomorfisme g o f.

Teorema 3.2 (Classificacié dels K-espais vectorials finitament generats). Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat. Aleshores V ~ Kdimxz(V)

Demostracio. Siga n = dimg (V). Pel teorema d’existéncia de bases, siga B una base de V.
Aix{ |B| = n.

Per altra banda, considerem la base canonica B, de K™. Com |B| = |B.|, siga h una aplicaci6
bijectiva de B a B.. Aixi f = ing. o h és una aplicacié de B a K".

ing

f: BB, s gn

Pel Teorema 3.1 existeix una tnica aplicacié lineal f#: V —s K" que satisfa f?oing = f, és
a dir, el segiient diagrama commuta

B sy
N Lt
f

KTL

Notem que ff[B] = h[B] = B.. Es a dir, f#[B] és una base de K". Per la Proposici6 3.7, f*
és una aplicacié bijectiva. Es a dir, f# és un isomorfisme entre V i K". O

Corol - lari 3.2. Siguen Vq ¢ Vo dos K-espais vectorials finitament generats. Son equivalents

1. V1 1 Vo son isomorfs;
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3.3 Matriu associada a una aplicacié lineal

En aquesta seccié estudiarem la matriu associada a una aplicacié lineal i unes bases fixades
en el domini i codomini de definicié, respectivament. Estudiarem la seua utilitat i vorem
com aquestes matrius sén capaces de contindre tota la informacié important associada a
una aplicaci6 lineal.

Definicié 3.4 (Matriu associada a una aplicacié lineal). Siguen V; i V4 dos K-espais vectorials
amb dimg (V1) = n i dimg(Va) = m. Siguen By = {e1, - ,en} 1 B2 = {d1, -+ ,dn} bases
de Vi i Vo, respectivament, i siga f: Vi — V5 una aplicacié lineal. Definim la matriu
associada a f de B; a By a la matriu en M,,,,,(K) que té, per a cada j € {1,--- ,n}, com
a columna j les coordenades del vector f(e;) en la base Bs.

Proposicié 3.10. Siguen Vi i Va dos K-espais vectorials amb dimg (V1) = n i dimg (V2) = m.
Siguen By = {e1, - ,en} @ Ba = {di, -+ ,dp} bases de Vi i Vi, respectivament, i siga
f: Vi — Vo una aplicacid lineal. Siga A = (ai;) en My, (K) la matriu associada a f de By
a By. Aleshores, A és l'inica matriu que satisfa que, per a tot vector v € Vi, si X i Y son les
coordenades dels vectors v i f(v) en By i Ba, respectivament, aleshores

AX =Y.

Demostracié. Siga v un vector en V; i siguen X i Y les coordenades dels vectors v i f(v) en
B1 i By, respectivament. Aleshores

v =X"(ej); fv) =YYd;).

Siga A = (w;) la matriu associada a f de By a By. Aleshores, les columnes de A tenen les
coordenades dels vectors en f[Bi] en la base Ba. Aixi, s’han de satisfer les n equacions de la

dreta
11t Olp fle1) = anndy + -+ + apmidp,

A —

aml  Omn f(en) =a1pdi + -+ amndm

Aquestes n equacions queden descrites en 'expressié matricial (f(e;)) = AY(d;).

Aixi, substituint en l’expressié coordenada de f(v) en la base By tenim que
flv) = f(X¥(ej)) = X (f(e)) = XA (di)) = (AX)"(d;).

Notem que la linealitat d’f s’ha fet necessaria per a afirmar que f(X%(e;)) = X'(f(e;)).

Per la unicitat de les coordenades d’un vector en una base, tenim que

AX =Y.
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Siga ara A’ una matriu en M,,,(K) amb la propietat que, per a tot vector v € Vi, si X 1Y
sén les coordenades de v i f(v) en, respectivament, B i Bs, aleshores es té que

A'X =Y.

Anem a provar que A’ = A. Considerem, per a cada j € {1,---,n}, el vector e; de la base
Bi. Siguen X; i Y; les coordenades d’e; i f(e;) en, respectivament, By i By. Aixi, per a cada
je{l,---,n}, es té que

A'X; =Y;.

Notem que, per a cada j € {1,---,n}, la matriu de coordenades del vector e; en la base
Bi, és a dir X;, ve donada per una matriu tota 0 a excepcié de la posicié j, on conté un 1.
Aixi, per a cada j € {1,--- ,n}, la multiplicacié A’X; retornara la columna j de la matriu
A’. Per altra banda, la matriu de coordenades del vector f(e;) en la base By, és a dir Y},
és, per definicid, la columna j de la matriu A. Aixi, en 'expressié anterior, per a cada

j€{l,---,n}, es té que la columna j de A’ ha de ser igual a la columna j de la matriu A.
Per tant A’ = A. O
1 Nota

Nota. Siga V un K-espai vectorial finitament generat i siguen B i B dues bases de V.
Per a I’aplicacié lineal idy : V — V, la matriu associada a idy de B a B coincideix
amb la matriu canvi de base de B a B.

Proposicié 3.11. Siguen Vi, Vs i V3 tres K-espais vectorials finitament generats i siguen
Bi, Bs i Bs tres bases de, respectivament, Vi, Vo i V3. Siguen f: Vi — Vo i g: Vo — V3
dues aplicacions lineals. Siguen A i B les matrius associades a, respectivament, f de By a
By i g de By a Bs. Aleshores, BA és la matriu associada a go f de By a Bs.

Demostracio. Siga v un vector de Vi i siguen X, Y i Z les coordenades de, respectivament, v
en By, f(v) en By i g(f(v)) en Bs. Aleshores se satisfan les seglients equacions

(BA)X = B(AX) = BY = Z.

Per la Proposicié 3.10, la matriu BA és la matriu associada a g o f de By a Bs. O

Proposicié 3.12. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials finitament generats i isomorfs.
Siguen By i By bases de Vi i Vo, respectivament. Siga f un isomorfisme de Vi a Va. Siga A
la matriu associada a f de By a Ba, aleshores A és una matriu invertible.

Demostracio. Notem que en ser V7 i Vo isomorfs, tenen la mateixa dimensié pel Corol - lari 3.2.
Aixi la matriu A és una matriu quadrada. Notem també que la matriu identitat | és la
matriu associada a idy, de B; a B;. Per altra banda, si considerem B, la matriu associada a
f~1 de By a By, tenim per la Proposicié 3.11 que BA és la matriu associada a idy, de B;
a Bi. Aixi, per la unicitat de la matriu associada a una aplicacié lineal, demostrada a la
Proposicié 3.10, es dedueix que BA =1, és a dir, A és invertible. O
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3.4 L’espai vectorial Homy (V;, V5)

El conjunt d’aplicacions lineals entre dos K-espais vectorials V7 i V5 té estructura de K-espai
vectorial.

Proposicié 3.13. Siguen Vi ¢ Vo dos K-espais vectorials. Aleshores el conjunt Homg (V7 Va)
d’aplicacions lineals entre V1 i Vo amb

1. vector zero l’aplicacid lineal nul - la, és a dir

0: Vi — W
v +— 0

it. suma d’aplicacions lineals f,g € Homg(Vy,V2) com sequeiz

f+g: Vi — Vs
v — f(v)+g(v)

iti. producte d’una aplicacié lineal f € Homg (V1, Va) @ un escalar A € K com sequeix

)\fl V1 — ‘/2
v — Af(v)

és un K-espai vectorial.

Proposicié 3.14. Siguen Vi i Va dos K-espais vectorials amb dimg (V1) = n i dimg (V2) = m.
Aleshores dimg (Homg (V1, V2)) = mn.

Demostracio. Siga B; = {e1, -+ ,e,} una base de V; i By = {di,--- ,d;,} una base de V.
Considerem, per a cada i € {1,--- ,m} ij € {1, --- ,n}, laplicaci6

0ij: B — W
o {5 A2
Pel Teorema 3.1, aquesta aplicacié s’estén a una aplicacié lineal 6?7 ;i V1 — V5 que satisfa
8t oing, = ;.
Notem que, si v = A\je1 + - - + Ape, és un vector qualsevol de V7, aleshores

5%@) = 537]‘(/\161 +---+ )\nen) = \jd; = )\jéi,j(ej).

Anem a provar que B = {5% |ie{l,---,m},j€{l,- - ,n}} és una base de Homg(V1, V2).
Notem que aquest conjunt té mn elements.

e Sistema generador.
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Siga f € Homg(V1, V2) una aplicaci6 lineal de Vi a V,. Siga v € Vi, aleshores com Bj és
base de V7, podem trobar escalars A1,--- , A, € K tals que

v=MAe1+ -+ A\nen.

Aixi, per la linealitat d’f,

J() = f(Arer + -+ Anen) = A f(er) + -+ Anflen).

Per a cada j € {1,--- ,n}, com f(e;) és un vector en V5 i By és una base de Va, podem
trobar escalars p1 5, -+, um,; € K tals que

flej) = pajdi+ -+ 4 pm,jdm = p1,j01,5(€5) + +++ + Him,j0m j(€5)-

Per tant,

f(v) = /\lf(el) +-+ )\nf(en)
=A(pm01(er) + -+ pmi0ma(er)) + -+ An(p,n01,n0(en) + -+ + tmndmnl(en))

= 1108 1 (0) 4 -+ 10k (0) e 8] (0) e 0, (0)
= (a0 ot a0y o ] 0 ) (0).

Per tant B és sistema generador.
e Linealment independent.

Considerem una combinacié lineal dels vectors en B igualada a zero.

MAGL L+ A 18y A8t o Ay, = 0.

Considerem, per a cada j € {1,--- ,n}, el vector e; € B; aleshores, en fer actuar les dues
aplicacions anteriors sobre e;, obtenim

0 =0(e;)
= (Aa0f g+ A8y o+ A, o A0l ) (€5)
= A jdi 4+ A jdm

Com By és una base obtenim que, per a cada j € {1,--- ,n}, esté que \;j =--- = Ay, j = 0.
Per tant B és un conjunt de vectors linealment independent. ]
Proposicié 3.15. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials amb dimg (V1) = n i dimg (Vo) = m.
Siguen By i By bases de Vi i Va, respectivament. Aleshores 'aplicacio

¢: Homg(Vi,Va) — My, (K)
f — A, matriu associada a f de By a Bs

és un isomorfisme de K-espais vectorials.
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Demostracié. Anem a demostrar que ¢ és una aplicacié lineal. Siguen f i g aplicacions
lineals en Homg (V7, V3) i siguen A, p escalars en K. Volem comprovar que

eAf =+ ng) = Ao(f) + nelg).
Denotem per

e A a la matriu associada a f de By a Bs;
e B a la matriu associada a g de By a Bo.

Aleshores se satisfa que, per a tot vector v € Vi, si

e X s6n les coordenades de v en By;
o Y s6n les coordenades d’f(v) en Ba;
o Z s6n les coordenades de g(v) en Bo;

les segiients equacions se satisfan

AX = Y; BX = Z.

De les anteriors equacions es dedueix que

(AA + uB)X = AAX + uBX = AY + uZ.

Es a dir, la matriu AA 4 uB transforma les coordenades del vector v en la base By en les
coordenades del vector A\f(v)+ pug(v) en la base Ba. Per tant, AA+ B és la matriu associada
a Af+ pg de By a Bs.

Aleshores
P(Af 4 1g) = AA + B = Xp(f) + pe(g)-
Es a dir ¢ és una aplicacié lineal.

Notem ara que Ker(yp) = {0}, ja que 'inica aplicacio lineal que té a 0 com a matriu associada
és laplicacié nul - la. Aixi ¢ és un monomorfisme. Com Homg (Vi, V2) i My, (K) tenen la
mateixa dimensid, per la Proposicié 3.14, es dedueix que ¢ és un isomorfisme. O

1 Nota

Nota. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V') = n i siga B una base de V. Denotem
per Endg (V) = Homg (V, V) al conjunt d’endomorfismes de V. Aleshores ’aplicacié

¢: Endg(V) — M,(K)
f — A, matriu associada a f de B a B

és un isomorfisme de K-espais vectorials i un isomorfisme d’anells.

64



4 Equivalencia de matrius

L’altim resultat del capitol anterior ens ha permés trobar, per a dos K-espais vectorials
Vi i Vo, amb dimg(V1) = n i dimg(V2) = m, un isomorfisme entre el K-espai vectorial
Homg (V1, V2), de les aplicacions lineals de V; a V5, i el K-espai vectorial M,,,, (K), de les
matrius de tamany m,n sobre K. Aquest isomorfisme depén de ’elecci6 prévia d’unes bases
B1 i By per a Vi i Vy, respectivament. El que farem en aquest capitol sera entendre que
ocorre si canviem de bases.

Notem la segiient relacié. Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials finitament generats amb
dimg (V1) = n i dimg(V2) = m. Siga f: Vi — V5 una aplicaci6 lineal i siguen

e By, B dues bases de Vi;
e By, By dues bases de V5.

Considerem

. é la matriu associada a f de By a Bs;
e A la matriu associada a f de B a Ba.

Un dels objectius d’aquest capitol sera entendre la relacié entre A i A. Notem que ambdues
matrius, A i A, s6n matrius coordenades d’f en bases diferents. Aixi, per a tot v € V7, si

e X s6n les coordenades de v en By;
e X sén les coordenades de v en By;
o Y s6n les coordenades d’f(v) en By;
o Y sén les coordenades d’f(v) en Ba,

aleshores, les seglients equacions se satisfan

AX =Y; AX =Y.

Ara bé, si considerem les segiients matrius canvi de base

e Q la matriu canvi de base de B; a By;
e P la matriu canvi de base de By a B,

les segiients equacions se satisfan

QX = X; PY =Y.

Tenint en compte les anteriors equacions arribem a que

(PAQ)X = (PA)(QX) = (PA)X = P(AX) = PY =Y.
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Es a dir, PAQ és la matriu que transforma les coordenades d’un vector v qualsevol en la
base Bi en les coordenades del vector f(v) en la base Bs. Per la unicitat de la matriu

coordenada,
PAQ = A.

Per a il - lustrar aquesta relacid, considerem els segiients diagrames on, a esquerra, trobem una
representacio de les aplicacions lineals subjacents a les anteriors matrius i, a dreta, trobem
una representacié de les corresponents transformacions de coordenades, on les etiquetes de
les fletxes denoten multiplicacié a esquerra per les matrius corresponents.

n Lo X Ay
idVlJ/ Tide QJ, TP
i 7> Vo X T) Y

L’anterior discussié ens justifica la segiient definicid.

Definicié 4.1 (Equivaléncia de matrius). Siguen A i B dues matrius en M,,,,(K). Direm que
A i B sén equivalents, i ho denotarem A ~ B, si existeixen matrius invertibles P € GL,, (K)
i Q € GL,(K) tals que

PAQ = B.

1 Nota

Nota. Ser equivalents és una relacié d’equivaléncia en el conjunt de les matrius de
tamany m, n sobre un cos K. (Reflexiva) Tota matriu A és equivalent amb ella mateixa,
nomeés cal prendre les matrius identitats corresponents per a obtindre que |,,Al, = A.
(Simetrica) Si es té una igualtat del tipus PAQ = B on P i Q sén matrius invertibles,
aleshores A = P~1BQ 1. (Transitiva) Si es tenen igualtats PAQ = B i RBS = C, on
P, Q, RiS sén matrius invertibles, aleshores (RP)A(QS) = C on RP i QS s6n matrius
invertibles.

Corol - lari 4.1. Siguen Vy iV, dos K-espais vectorials finitament generats amb dimg (V1) =
n { dimg(Va) = m. Siga f: Vi — Vi una aplicacio lineal i siguen

e Bi,Bi dues bases de Vi;
e By, By dues bases de Vs.

Considerem

e A la matriu associada o [ de By a Bo;
e A la matriu associada a f de By a Bs.

Aleshores A i A sén matrius equivalents.

Per a poder entendre millor la nocié d’equivaléncia entre matrius necessitarem introduir les
matrius elementals.
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4.1 Matrius elementals

Comprovarem ara com ’aplicacié de transformacions elementals sobre matrius considerades
al primer capitol pot ser vista com el resultat de multiplicar certes matrius anomenades
elementals sobre la matriu donada.

Definicié 4.2 (Matrius elementals). Definim les segiients matrius en My (K) per a un natural
k € N qualsevol. Aquestes matrius s’anomenaran matrius elementals.

i. Per a indexs 1 <1,5 <k, EE}C) denota la matriu que resulta d’intercanviar la fila ¢ per
la fila j en la matriu identitat |, de tamany k, és a dir

1 -

1

ii. Per a un index 1 <4 < k i un escalar no nul A € K — {0}, Eg\kl’f) denota la matriu que
resulta de multiplicar la fila ¢ per A en la matriu identitat I de tamany k, és a dir

1
S

1

iii. Per a indexs 1 <14, <k iun escalar A € K, Egi)/\j denota la matriu que resulta de

sumar a la fila ¢ la fila 7 multiplicada per A en la matriu identitat I, de tamany k, és a
dir

1

(k) _
iy =

1

Parlarem de matrius elementals de tipus i., ii. i iii., respectivament. Quan el tamany quede
clar, evitarem el superindex en l’escriptura de les matrius elementals.
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i Nota

Nota. Notem que les matrius elementals també poden definir-se mitjancant operacions
columna.

Proposicié 4.1. Les matrius elementals son invertibles. La inversa d’una matriu elemental
és una matriu elemental del mateix tipus.

Demostracio. Considerem un natural £ € N. Només cal notar les segiients identitats.

i.

ii.

iii.

Per a indexs 1 < 4,5 < k, la matriu inversa de Ez(f) és ella mateixa, és a dir, la matriu
que resulta de, a la matriu identitat |, de tamany k, intercanviar la fila ¢ per la fila j.
(k)

Notem que en multiplicar dues vegades la matriu E;;

(%) e,

aquest canvi de files es desfa.

(k)

Per a un index 1 < < k i un escalar no nul A € K — {0}, la matriu inversa de E,,’ és
E\k,)li, és a dir, la matriu que resulta de, a la matriu identitat I de tamany
k, multiplicar la fila ¢ per A™'. Notem que en multiplicar aquestes dues matrius, una

multiplica per X la fila 4 i Paltra per A~!, tornant a 1’1 inicial.

(Eg'?)*l =E®,..

la matriu E

(k)

Per a indexs 1 < 4,5 < k i un escalar A € K, la matriu inversa de E és la matriu

i+ g
EE?M, és a dir, la matriu que resulta de, a la matriu identitat I, de tamany k, restar a
la fila ¢ la fila j multiplicada per A\. Notem que en multiplicar aquestes dues matrius,
una suma a la fila ¢ la fila 7 multiplicada per A i ’altra resta aquesta mateixa fila

multiplicada per A, tot tornant a la fila inicial.

(B

Només cal comprovar que les respectives multiplicacions donen la matriu identitat lp. [

Proposicié 4.2. Per a nombres naturals m,n € N, siga A una matriu en M, (K). Siguen
E(M) § EM matrius elementals de qualsevol dels tres tipus. Aleshores

e EMA és la matriu que resulta de, a la matriu A, fer-li la mateiza operacio per files

que defineiz la matriu elemental E(™ ;

o AE™M ¢s la matriu que resulta de, a la matriu A, fer-li la mateiza operacid per columnes

que defineiz la matriu elemental E™).

Recopilem a continuacié tot el que coneixem sobre matrius invertibles.

Proposicié 4.3. Siga A una matriu en M, (K). Les segiients afirmacions son equivalents.
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0.

A € GL,(K), és a dir, A és invertible;

Tot sistema d’equacions S que en forma matricial s’expressa com a AX = B és
compatible determinat;

Tot sistema d’equacions homogeni S que en forma matricial s’expressa com a AX =0
és compatible determinat;

rang(A) = n, és a dir, A té rang mdzim;

La forma esglaonada reduida per files de la matriu A és igual a l,, és a dir, la matriu
identitat de tamany n;

. A pot expressar-se com a producte finit de matrius elementals.

Demostracio. Considerem les diferents implicacions.

(i)—(ii) Com A és invertible, podem considerar la seua inversa A~!. Aleshores el
sistema AX = B pot resoldre’s multiplicant per A~! a ambdues bandes per obtindre
que X = A~'B. Aquesta solucié és tnica.

(ii)—(iii) Cas particular quan B = 0.

(iii)—(iv) Com el sistema AX = 0 és compatible determinat, pel teorema de Rouché-
Frobenius tenim que rang(A) = n, és a dir, el rang d’A coincideix amb el nombre
d’incognites i, per tant, com A és quadrada, aquest rang és maxim.

(iv)—(v) L’tnica matriu esglaonada reduida per files de tamany n que té rang n és la
matriu l,, és a dir, la matriu identitat de tamany n. Per tant, la forma esglaonada
reduida per files d’A és igual a |,,.

(v)—(vi) Per a passar d’A a la seua forma esglaonada reduida per files hem d’aplicar,
pel metode de Gauss-Jordan, una seqiiencia finita d’operacions elementals sobre A.
Aquestes aplicacions queden codificades, segons la Proposici6 4.2, com a productes a
esquerra d’A per matrius elementals. Com la forma esglaonada reduida d’A és |, es té

I'existencia d’'una familia finita de matrius elementals Egn), cee El(n) per a les quals

EM . EMA =1,

Notem que, per la Proposicié 4.1, les matrius elementals sén invertibles i, per tant,
podem passar-les a I'altra banda en I'expressié de dalt fins a obtindre que

A= (E) o (80)

Com les inverses de les matrius elementals tornen a ser matrius elementals, trobem
que A s’expressa com a producte finit de matrius elementals.

(vi)—(i) Com A pot expressar-se com a producte finit de matrius elementals i les
matrius elementals sén invertibles per la Proposicié 4.1, es té que A és invertible.

ueda aixi provada la proposicié. O
Q p prop

Les matrius elementals poden vore’s com a matrius canvi de base.

Proposicié 4.4. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V) = n. Siga B = {e1, - ,en}
una base de Vi siga E™ una matriu elemental, aleshores existeiz una base B de V per a la

qual E™ és la matriu canvi de base de B a B. D’igual forma existeiz una base BdeV per a

la qual E™ és la matriu canvi de base de B a B.
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Demostracié. Considerem els diferents tipus d’operacions elementals.

i. Per a indexs 1 <i,j < n, es considera la base B;; = {e1,--- ,€j, -+, €, - ,ep} que
resulta d’intercanviar en B el vector e; pel vector e;. Es pot comprovar facilment que
B;j és base de V. A més, la matriu canvi de base de B;; a B és precisament EZ(?)
ii. Per a un index 1 < ¢ < m i un escalar no nul A € K — {0}, es considera la base
Byi = {e1, -, Ne;, -+ ,en} que resulta de substituir en B el vector e; pel vector Ae;.
Es pot comprovar facilment que By; és base de V. A més, la matriu canvi de base de
By a B és precisament ES\T;).

ili. Per a indexs 1 <4,j <n iun escalar A € K, es considera la base B;y; = {e1, -+ ,e; +
Xej, -+ ,en} que resulta de substituir en B el vector e; pel vector e; + Aej. Es pot

comprovar facilment que B;;; és base de V. A més, la matriu canvi de base de B, ;

(n)
ARVE

a B és precisament E

La segona part de la proposici6 es pot comprovar facilment ja que, donada una matriu canvi
de base de B a B, aleshores la matriu inversa és la matriu canvi de base de B a B. A més,
per la Proposicié 4.1, les inverses de matrius elementals tornen a ser matrius elementals. [

Corol - lari 4.2. Siga A una matriu en M, (K). Les segiients afirmacions sén equivalents.

i. A€ GL,(K), és a dir, A és invertible;

it. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V) = n i siga B una base de V. Aleshores
existeir una base B de V _per a la qual A és la matriu canvi de base de B a B. D’igual
forma ezisteiz una base B de V per a la qual A és la matriu canvi de base de B a B.

Demostracio. Considerem les diferents implicacions.

o (i)—(ii) Si A és invertible, aleshores per la Proposicié 4.3 es té que A pot expressar-se
com a producte finit de matrius elementals. Cadascuna d’aquestes matrius elementals
és una matriu canvi de base d’acord a la Proposicié 4.4, siga d’una base a B o de B
a una altra base. El corresponent producte, és a dir A, és, per la proposicié sobre el
producte de matrius canvi de base, una matriu canvi de base.

o (ii)—(i) Per la proposici6 sobre la invertibilitat de les matrius canvi de base.

Queda aixi demostrat el corol - lari. ]

L’anterior corol - lari ens ajuda a comprendre el reciproc del Corol - lari 4.1. Aixi, donades
dues matrius equivalents, aquestes representen el mateix homomorfisme en dues bases
diferents.

Corol * lari 4.3. Siguen A i A dues matrius en My (K) equivalents. Siguen Vi i Vo dos
K-espais vectorials amb dimg(Vy) = n @ dimg(Va) = m. Aleshores existeix una aplicacio

lineal
f: Vl — ‘/27

1 existeiren
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o Bi,By dues bases de Vy;
o By, By dues bases de Vy;

per a les quals

e A és la matriu associada a f de By a Bs;
e A és la matriu associada o f de By a Bs.

Demostracié. Com A i A sén equivalents, existeixen matrius invertibles P € GL,,(K) i
Q € GL,,(K) per a les quals es té que

PAQ = A.

Siga B; una base de V; i siga By una base de V5. Considerem f: V; — V5 I'aplicacié que
té a A com a matriu associada de la base By a By. Com Q i P sén matrius invertibles, pel
Corol - lari 4.2, existeixen bases By i By de V7 i V5, respectivament, per a les quals

e Q és la matriu canvi de base de By a By;
e P és la matriu canvi de base de By a Bs.

Siga g: Vi — V5 laplicacié que té a A com a matriu associada de la base B; a la base Bs.
Aleshores, com que se satisfa I'equacié PAQ = A, es té que

idVQOgoidV1 :fv

ja que en les bases marcades, P i Q sén matrius associades a ’aplicacié identitat corresponent.
Aixi f = g, és a dir, A i A representen la mateixa aplicacié lineal en bases diferents. O

4.2 Equivaléncia i rang

A continuacié presentarem algunes proposicions que relacionen I’equivaléncia de matrius amb
els respectius rangs. La primera part d’aquesta seccié es dedicara a construir un representant
canonic de la classe d’equivalencia per a cada matriu.

Proposicié 4.5. Siga A una matriu en M, (K) amb rang(A) = r. Aleshores existeizen
matrius invertibles P € GL,,(K) ¢ Q € GL,,(K) per a les quals

. | 0
PAQ:[O 01

on |, és la matriu identitat de tamany r. En particular, A €s equivalent a la matriu de la
dreta en l’expressio anterior.
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Demostracié. Considerem totes les operacions elementals fila que ens permeten dur, seguint
I’algorisme de Gauss-Jordan, la matriu A a la seua forma esglaonada reduida per files.
Aquesta matriu té r pivots. Siga P la matriu que resulta de considerar totes aquestes
operacions elementals fila com a matrius elementals i multiplicar-les en 'ordre pertinent.
Per a aquesta matriu P es té que PA és la forma esglaonada reduida per files d’A.

Una vegada en aquest punt, considerarem operacions elementals columna. En un primer pas,
eliminem totes les entrades a la dreta dels pivots mitjangant operacions elementals columna
de tipus iii. En un segon pas, movem les columnes amb pivots a les primeres posicions,
tot respectant ’ordre, amb operacions elementals de tipus i. Siga Q la matriu que resulta
de considerar totes aquestes operacions elementals columna com a matrius elementals i
multiplicar-les en 'ordre pertinent. Per a aquesta matriu Q es té que

I
o= 5o
Queda aixi provada la proposicio. O
Corol - lari 4.4. Siga A una matriu en My, (K). Aleshores la matriu A i la matriu
o)
0 )
on r =rang(A), son matrius equivalents.

Anem a reflexionar sobre 'anterior proposicio en el segiient exemple on, a més, enllacem
amb el que hem vist sobre matrius invertibles i matrius canvi de base.

Exemple 4.1. Es consideren els R-espais vectorials R3 i R? i I'aplicacié lineal

f: R3 — R?

Es consideren les bases canoniques d’R? i R?, respectivament.

353) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base canonica d’'R?;
B? = {(1,0),(0,1)} base canonica d’R2.

Aixi, per a la matriu A € Ma3(R), matriu coordenada d’f de B((:s) a BSQ), es té que
1 01
A= [1 1 0] ’

Seguint la demostracié de la Proposicié 4.5, anem a trobar les matrius invertibles P € GL2(R)
i Q € GL3(R) de forma que
- [1519]

00
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Recordem que P apareix enllacada a les operacions elementals fila necessaries per a
transformar la matriu A en la seua forma esglaonada reduida per files. En aquest cas

concret,
1 0 1| fo=fo—5n |1 0 1
[1 1 ()] [O 1 —1]

Aixi, per a la matriu invertible P = E§2_)1 es té que

S

01 -1

En particular A i la seua forma esglaonada reduida per files son matrius equivalents. Pel
Corol - lari 4.3 es té que A i PA sén matrius coordenades d’f en bases diferents. Aquesta
base, a més, es pot recuperar per la demostracié de la Proposicié 4.4. En aquest cas, si
considerem la segiient base d’R?,

B® = {(1,1),(0,1)}

i anomenem B a la matriu coordenada d’f de B((;3) a 3(2), es comprova facilment que

B = PA.

Continuem des de B amb les operacions elementals columna fins obtindre la matriu desitjada

1 0 1 c3=c3—cC1 1 0 0 cz3=c3+co 1 0 0
|f) 1 —1] |p 1 —1] |p 1 0]'

Notem que per a la matriu invertible Q = Eé3_)1 E:(;EQ, on aquestes matrius elementals estan

definides per les corresponents operacions columna, es té que

PAQ:BQ:Ll) ; glz[bo].

En particular A i la matriu que hem trobat a la Proposicié 4.5 sén matrius equivalents. Pel
Corol - lari 4.3 es té que A i PAQ s6n matrius coordenades d’f en bases diferents. Aquesta
base, a més, es pot recuperar per la demostracié de la Proposicié 4.4. En aquest cas, si
considerem la segiient base d’R3,

BY = {(1,0,0),(0,1,0), (~1,1,1)}

® , 5@

i anomenem C a la matriu coordenada d’f de B , es comprova facilment que

C = PAQ.
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Cal tindre present que la matriu original A i la matriu

)

on r = rang(A), sén matrius equivalents. Aixi, si A és una matriu coordenada d’una aplicaci6
lineal f, l'altra matriu també. Ara bé, aquesta darrera matriu és una matriu molt més
senzilla i d’aco ens podrem aprofitar de seguida.

El segiient teorema arreplega un resultat molt interessant i es basa en el fet que una matriu
A i la matriu diagonal corresponent, associada al rang d’A, obtinguda en la Proposicié 4.5,
sén matrius equivalents.

Teorema 4.1. Siguen Vi i Va dos K-espais vectorials amb dimg (V1) = n i dimg(V2) = m.
Siguen By i By bases de Vy i Vo, respectivament. Siga f: Vi — Vo una aplicacio lineal 1
siga A la matriu coordenada d’f de B1 a Bs.

Aleshores

i. dimg (V1) = dimg (Im(f)) + dimg (Ker(f));
it. dimg (Im(f)) = rang(A).

Demostracié. Anomenem r = rang(A). Pel Corol - lari 4.4 la matriu A i la matriu diagonal
associada al seu rang sén matrius equivalents. Pel Corol - lari 4.3, podem trobar bases

B1 ={e, - ,e,} basede Vi;
By ={di, -+ ,dn} basede Vs,

o)

per a les quals

és la matriu coordenada d’f de B; a Bs.

Aixi, es donen les segiients igualtats

Im(f):f[‘/l] :f[<617"' a€n>] :<f(€1)7"' 7f(€n)> :<d17"' 2 dp, 0,0+ >O>:<dla"' adr>'

En la primera igualtat recuperem la definicié del subespai imatge; en la segona igualtat
ens aprofitem que Bj és sistema generador de V1; la tercera igualtat és conseqiiéncia de la
proposicié sobre la imatge del subespai generat; la quarta igualtat ve d’observar que la matriu
coordenada d’f de B; a Bs és la matriu diagonal associada al rang d’A, aixi, per columnes,
aquesta matriu guarda la informacié relativa a les coordenades dels vectors f(e1),- -, f(en)
en la base Ba; I'iltima igualtat ve d’eliminar els vectors 0 en un subespai generat, ja que sén
vectors redundants.

Notem que el conjunt {dy,--- ,d,} és linealment independent, en ser subconjunt d’una base,
i que genera tot Im(f). Aixi, {d1, - ,d,} és base de Im(f). Per tant, dimg(Im(f)) =r =
rang(A).
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Per altra banda, notem les segiients igualtats

Ker(f) ={veVi|f(v) =0}

n Lol ™
= Zaieievl [0 0] =

—{Zazezevl al—---—ar—O}

1=

= aele‘/l ar+17"'aan€K

i=r+ 1
= eT-I—la , €
En la primera igualtat recuperem la definicié del subespai nucli d’f; en la segona igualtat
ens aprofitem de que By és base de V; i que la matriu coordenada d’f de la base Bi a la
base B3 és, precisament, la matriu diagonal associada al rang d’A; la tercera igualtat ve de
multiplicar les anteriors matrius i igualar components; la quarta igualtat és consequiencia de

que les r primeres coordenades sén zero; la cinquena igualtat recupera la definicié d’espai
vectorial generat pels vectors e,41,--- ,en.

Notem que el conjunt {e, 1, - ,e,} és linealment independent, en ser subconjunt d’una base,
i que genera tot Ker(f). Aixi, {e,41, - ,en} és base de Ker(f). Per tant, dimg (Ker(f)) =
n—r.

Per tant,
dimg(Vi) =n=r+ (n —r) = dimg(Im(f)) + dimg (Ker(f)).

O]

L’anterior teorema ens permet caracteritzar definitivament quan dues matrius sén
equivalents.

Proposicié 4.6. Siguen A i B matrius en My, (K). Les segiients afirmacions son equivalents

1. A i B son equivalents;
it. rang(A) = rang(B).

Demostracio. Si A i B sén matrius equivalents, aleshores pel Corol - lari 4.3, podem considerar
V1 i Vi dos K-espais vectorials amb dimg (V1) = n i dimg (V2) = m per als quals existeix una
aplicaci6 lineal f: Vi — V5 i existeixen

e Bi, By dues bases de Vi;
e By, By dues bases de Va;

per a les quals

e A és la matriu associada a f de By a Bo;
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e B és la matriu associada a f de By a Bs.
Com a conseqiiéncia del Teorema 4.1, obtenim que

rang(A) = dimg (Im(f)) = rang(B).

Suposem ara que rang(A) = rang(B) = r. Aleshores, per la Proposici6é 4.5 podem trobar
matrius invertibles P,R € GL,,(K) i Q,S € GL,,(K) per a les quals

ma-[518]. ses-[sle]
Aixi, de I'equacié PAQ = RBS, deduim que
(RT'P)A(QS™!) =B.
Notem que R™!P i QS™! s6n matrius invertibles. Aixi A i B sén matrius equivalents. O

Corol - lari 4.5. Siga A una matriu en M, (K). Aleshores
i. rang(RA) = rang(A) per a tota R € GL,,(K);
it. rang(AS) = rang(A) per a tota S € GL,(K).

Demostracié. Notem que les matrius A, RA i AS sén matrius equivalents. El resultat es
dedueix directament de la Proposici6 4.6. O

4.3 Rang i transposicio

A continuacié presentarem algunes proposicions que relacionen el rang d’una matriu amb el
de la seua transposada.

Proposicié 4.7. Les transposades de matrius elementals son matrius elementals del mateizx
tipus.

Demostracio. Considerem un natural k£ € N. Només cal notar les segiients identitats.

k)

i. Per a indexs 1 <1i,j < k, la matriu transposada de EZ(~

J
(E®) 0.

ij

és ella mateixa.

ii. Per a un index 1 < i <k i un escalar no nul A € K — {0}, la matriu transposada de
Eg\’z) és ella mateixa.

(E0) =€
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k)

iii. Per a indexs 1 < 4,7 < k i un escalar A € K, la matriu transposada de EZ(. és la

+Xj
matriu Ey_?)\i, és a dir, la matriu que resulta de, a la matriu identitat I de tamany k,
sumar a la fila j la fila ¢ multiplicada per A.

(Egi))\j)t = Eg'ljr)m-

O
Corol - lari 4.6. Siga A una matriu en M, (K). Les segiients afirmacions son equivalents.
i. A€ GL,(K), és a dir, A és invertible;
ii. At € GL,(K), és a dir, A* és invertible.
Demostracio. Considerem les diferents implicacions.

o (i)—(ii) Si A és invertible, aleshores per la Proposici6 4.3 es té que A pot expressar-se
com a producte finit de matrius elementals.

A=E - E.

Per tant,
At =Ej---El.

Cadascuna d’aquestes matrius transposades de matrius elementals és una matriu
elemental d’acord a la Proposici6 4.7. El corresponent producte, és a dir At, és, per la
Proposicié 4.3, una matriu invertible.

o (ii)—(i) Analoga a 'anterior cas, tenint en compte que (A')t = A.

Queda aixi demostrat el corol - lari. ]
A continuacié provem que el rang d’una matriu coincideix amb el de la seua transposada.
Proposicié 4.8. Siga A una matriu en My, (K), aleshores rang(A) = rang(A").

Demostracié. Per a la demostraci6, considerem les matrius invertibles P € GL,,(K) i
Q € GL,,(K) que, d’acord a la Proposici6 4.5, satisfan 'equacié

l- |0
PAQ_[0 0

1 (€ My (K))

on |, és la matriu identitat de tamany r = rang(A). De lanterior equacid, prenent les
respectives transposades s’obté que

Q'A'P* = (PAQ)* = [ I(; 8 1 = l - |0 ] (€ Mnm(K))
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Notem, a més, que les matrius Pt i Q' sén matrius invertibles pel Corol - lari 4.6. Aleshores,
emprant el Corol - lari 4.5, obtenim que

rang(A') = rang(Q'A'P') = rang <l I(; 8 ]) = r =rang(A).

Queda aixi provada la proposicio. O

A continuacié estudiem ’aplicacio transposicié. Es facil comprovar que la transposicié de
matrius és un isomorfisme.

Proposicié 4.9. L’aplicacid transposicié (-)t, que a cada matriu li fa correspondre la seua
transposada, €s a dir,
() Mpp(K) — My (K)
A — At

és un isomorfisme de K-espais vectorials.

Demostracié. Es comprova facilment que (-)* és una aplicacié lineal. Si A, B sén dues matrius
en M, (K) i A\, i escalars en K, aleshores

(AA + uB)t = MA" + uB".

A més, per a comprovar que és bijectiva, només cal adonar-se que transposar una matriu
transposada ens retorna la matriu original. Sense pérdua de generalitat anomenem de la
mateixa manera ’aplicacid

Es comprova facilment que (-)* o (-)* = idyy,,, k), és a dir, (-)* és invertible. O

Acabem aquest capitol recuperant la caracteritzacié d’invertibilitat de matrius presentada al
capitol 2, aquesta vegada per files, gracies a ’operacié transposada.

Corol - lari 4.7. Siga n un natural en N. Siga P una matriuv quadrada en M,,(K), aleshores
les segiients afirmacions son equivalents

i. P és una matriu invertible en GL,,(K);
7. BEls vectors fila de P formen una base de K.

Demostracié. Pel Corol - lari 4.6, P és invertible si, i només si, Pt és invertible. Emprant la
caracteritzacié d’invertibilitat de matrius, Pt és invertible si, i només si, els vectors columna
de P!, transposats, formen una base de K". Ens adonem que els vectors columna de P!
transposats sén els vectors fila de P. O
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5 Determinant

En aquest capitol introduirem ’aplicacié determinant. Caracteritzarem aquesta aplicacio
per la seua acci6é sobre matrius elementals i en deduirem les seues propietats més importants,
amb especial atencid a la caracteritzacié de la invertibilitat de matrius en funcié del seu
determinant.

Definicié 5.1 (Determinant). Anomenem aplicacié determinant a tota aplicaci6
Det: M, (K) — K
que satisfaca les condicions que s’enumeren a continuacio.

i. Det(l,) = 1. Es a dir, el determinant de la matriu identitat de tamany n és 1;
ii. Siguen 1 <i,j <n amb i # j. Aleshores per a tota matriu A € M,,(K) es té que

Det(E{")A) = —Det(A);
iii. Siga 1 <i<mni\eK-—{0}. Aleshores per a tota matriu A € M,,(K) es té que
Det(E{YA) = ADet(A);

iv. Siguen 1 <i,7 <mambi# ji A€ K. Aleshores per a tota matriu A € M,,(K) es té
que
Det(E{);A) = Det(A).

L’objectiu principal d’aquest capitol sera demostrar que existeix una tnica aplicacid
determinant i que aquesta aplicacié determinant ens permet caracteritzar la invertibilitat
de matrius. No obstant, comprovarem en un primer pas que, de la definicié d’aplicacio
determinant, podem obtindre moltes propietats.

5.1 Propietats del determinant

De la Definici6 5.1 obtenim les segilients conseqiiéncies.

Corol - lari 5.1. Siga Det: M,,(K) — K wuna aplicacié determinant. Aleshores

i. Siguen 1 <1i,5 <n amb i # j, aleshores Det(EZ(-;L)) =—-1;
ii. Siga 1 <i<mn isiga A € K— {0}, aleshores Det(E(AZ)) =\
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1. Siguen 1 <1i,j <n ambi+# j i siga A € K, aleshores Det(El(-i)Aj) =1.

Demostracié. Només cal notar que tota matriu elemental s’expressa com a E™ = EM™)|,, i
que, de la definici6é d’aplicacié determinant, es té que Det(l,) = 1. O

Corol - lari 5.2. Siga A € M, (K) 7 siga E € M,,(K) una matriu elemental. Aleshores

Det(EA) = Det(E)Det(A).

Demostracio. Consequiencia directa de la definicié d’aplicacié determinant i del Corol - lari 5.1.
O

1 Nota

Nota. A partir d’ara suposarem que els cossos amb els quals treballem seran no trivials
amb caracteristica diferent a 2. Recordem que, per la proposicié corresponent dels
preliminars, aquests cossos contenen més elements que 01 1.

Corol - lari 5.3. Siga Det: M,,(K) — K una aplicacié determinant. Siga A € M, (K),
aleshores

i. Si A té una fila de zeros, aleshores Det(A) = 0;
it. Si A té dues files diferents i proporcionals, aleshores Det(A) = 0.

Demostracio. Suposem que per a un index 1 <4 < n, es té que la fila ¢ d’A és una fila de
zeros. Considerem un escalar A € K — {0, 1}, aleshores es té que

Det(A) = Det(ESVA) = ADet(A).

Si suposem que Det(A) # 0, aleshores en l’anterior expressié podem dividir ambdues parts
per Det(A) per a obtindre que A\ = 1, contradient ’eleccié de \. Per tant, Det(A) = 0.

Per al segon apartat. Suposem que per als indexs 1 < 4,5 < n amb i # j es té que les files i
i j d’A sén proporcionals amb un factor de proporcié A € K. Aixi f; = Af; i, per tant, en
restar a la fila ¢ la fila j multiplicada per A es tindria una fila de zeros. Aleshores, per la
definicié d’aplicacié determinant i per I'anterior apartat, es té que

Det(A) = Det(E{"} /A) = 0.
Queda aixi provat el corol - lari. O

Proposicié 5.1. Siga A € M,,(K). Sén equivalents

i. A € GL,(K), és a dir, A és invertible;
it. Det(A) # 0.
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Demostracio. Considerem les diferents implicacions.

o (i)—(ii) Suposem que A és invertible. Aleshores per la caracteritzaci6 de les matrius
invertibles, podem expressar A com a un producte finit de matrius elementals

A=E;---E.
Aleshores, de la Definicié 5.1, obtenim
Det(A) = Det(E1 oo El) = Det(El) R Det(El).

Pel Corol - lari 5.1, totes les matrius elementals tenen determinant diferent a zero.
Aleshores Det(A) # 0.

o (ii)—(i) Ho provem pel contrareciproc. Suposem que A no és invertible. Anomenem
C a la forma esglaonada reduida per files d’A. Aleshores per la caracteritzaci6 de les
matrius invertibles, C no té rang maxim, és a dir, C necessariament conté una fila de
zeros. Aixi, pel Corol - lari 5.3, es té que Det(C) = 0.

A més, pel metode de Gauss-Jordan, podem trobar una seqiieéncia finita d’operacions
elementals per fila que transformen la matriu A en la matriu C. Aquestes operacions
elementals es codifiquen com una seqiiencia finita de matrius elementals que multipliquen a
A a esquerra fins obtindre C. Es a dir, existeixen matrius elementals Eq, - - - , E; de forma que

E,---E;A=C.

Per la invertibilitat de les matrius elementals, les matrius elementals sén invertibles. Aixi,
de 'anterior expressio, deduim que

A=E"-ElC

Recordem que, a més, les inverses de matrius elementals tornen a ser matrius elementals.
Aixi, pel Corol - lari 5.1, es té que

Det(A) = Det(E; ! -+ - E; 'C) = Det(E; ") - - - Det(E; ")Det(C) = 0.
Queda aixi demostrada la proposicio. ]

Lema 5.1. Siguen A,B matrius en M, (K). Si A no és invertible, aleshores AB tampoc és
invertible.

Demostracio. Siga A una matriu no invertible. Suposem per reduccié a ’absurd que AB és
invertible. Aleshores existeix una matriu C € M, (K) per a la qual (AB)C = I,,. Aleshores

A(BC) = (AB)C = I,.

Aleshores arribem a la contradiccié que A és invertible. Per tant, AB no és invertible. [

Proposicié 5.2. Siguen A, B matrius en M, (K). Aleshores
Det(AB) = Det(A)Det(B).
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Demostracid. Considerem dos casos.

Si A és una matriu invertible, per la caracteritzacié de les matrius invertibles, existeixen
matrius elementals Eq,--- , E; de forma que

A=E; - -E.
Aleshores
Det(AB) = Det(E; - - - E;B) = Det(E;) - - - Det(E;)Det(B) = Det(A)Det(B).
Si A no és invertible, aleshores AB tampoc és invertible pel Lema 5.1. Aleshores, per la

Proposicié 5.1, es té que
Det(A)Det(B) = 0 = Det(AB).

En qualsevol cas, Det(AB) = Det(A)Det(B). O

Corol - lari 5.4. Siga A € GL,(K) una matriu invertible. Aleshores

- 1
~ Det(A)’

Det(A™1)

Demostracié. Com A7IA =1, es té, per la Definicié 5.1 i la Proposicié 5.2, que
1 = Det(l,) = Det(A~1)Det(A).

Per altra banda, com A és una matriu invertible, per la Proposicié 5.1, el seu determinant
no és nul. Per tant, en anterior expressié podem passar dividint Det(A) fins a obtindre
I’expressi6 desitjada. O

Passem a continuacié a investigar la relacié entre el determinant d’una matriu i el determinant
de la seua matriu transposada.

Proposicié 5.3. Siga E € GL,(K) una matriu elemental. Aleshores Det(E) = Det(E").

Demostracio. Per a la demostracié d’aquesta proposicié tindrem en compte els resultats de
la proposicié sobre transposades de matrius elementals, on s’especifica la forma concreta de
les respectives matrius elementals. Aixi, considerem els diferents casos.

i. Siguen 1 < ¢,5 < n amb ¢ # j. Aleshores Egj = E;; i el resultat se segueix de forma
immediata.
ii. Siga 1 <i<nisiga A € K—{0}. Aleshores E§; = E); i el resultat se segueix de forma
immediata.
iii. Siguen 1 <14,j <n isiga A € K. Aleshores

Det(Ef, 5;) = Det(Eja) = 1 = Det(Eiyy;)-

Queda aixi demostrada la proposicié. O
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Proposicié 5.4. Siga A una matriu en M, (K), aleshores Det(A) = Det(A").

Demostracio. Considerem dos casos per a A: (i) que siga invertible o (ii) que no ho siga.

i. Si A és una matriu invertible, aleshores per la caracteritzacié de les matrius invertibles,
tenim l’existéncia d’una seqiiéncia finita de matrius elementals Eq, - -- , E; tals que

A=E;---E.
Aleshores, la matriu transposada d’A s’expressa com a
At =E}---ES.
Aleshores, emprant les Proposicions 5.2 i 5.3, arribem a que
Det(A") = Det(E} - - - E}) = Det(E}) - - - Det(E}) = Det(E;) - - - Det(E;) = Det(A).

ii. Si A no és invertible aleshores, pel corol - lari sobre la invertibilitat de la transposada,
es té que At tampoc és invertible. Aleshores per la Proposici6 5.1 es té que

Det(A") = 0 = Det(A).

En qualsevol cas, el determinant d’una matriu coincideix amb el de la seua transposada. [

5.2 Existéncia i unicitat

En aquesta darrera seccié, comprovarem l’existéncia i unicitat de I'aplicacié determinant.

Proposicié 5.5 (Unicitat de l'aplicacié determinant). L’aplicacié determinant és inica.

Demostracié. Suposem que existeixen dues aplicacions determinant
Det: M, (K) — K; Det': M,,(K) — K.
Aleshores, pel Corol - lari 5.1, tenim que les aplicacions Det i Det’ coincideixen per a matrius
elementals. Es a dir, si E € M,,(K) és una matriu elemental, aleshores
Det(E) = Det/(E).
Siga A una matriu qualsevol en M,,(K). Volem demostrar que Det(A) = Det’(A). Considerem
dos casos per a A: (i) que siga invertible o (ii) que no ho siga.

i. Si A és una matriu invertible, aleshores per la caracteritzacié de les matrius invertibles,
tenim l’existéncia d’una seqiiencia finita de matrius elementals Eq, - - - , E; tals que

A=E;---E.
Aleshores, emprant la Proposicié 5.2, arribem a que

Det(A) = Det(E; - - - E;) = Det(E;) - - - Det(E;) = Det/(E;) - - - Det’(E;) = Det’(E; - - - E;) = Det/(A).
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ii. Si A no és invertible aleshores, per la Proposicié 5.1, es té que
Det(A) = 0 = Det/(A).

En qualsevol cas, les dues aplicacions sén iguals. ]

L’existencia de 'aplicacié determinant es comprovara per induccié sobre el tamany de les
matrius. Per a poder definir-la necessitem introduir la nocié de menor d’una matriu.

Definicié 5.2 (Menor). Siga A € M,,,,(K) amb A = («;;). Siguen 1 <k <mil <[ <n,
anomenem menor kl d’A, denotat per Akfl, a la matriu que resulta d’eliminar en A la fila k
ila columna I.

Definim a continuacié, per recursié sobre el tamany de la matriu, I'aplicacié que després
comprovarem que és una aplicacié determinant.

Definicié 5.3 (Desenvolupament del determinant per una fila). Si A € M;(K), aleshores

definim
Det: Ml(K) — K

A — 11, on A = [0411}

Suposada definida ’aplicacié determinant per a matrius de tamany fins a n — 1, siga
A € M,,(K) amb A = (aj), i siga 1 <k <n un index qualsevol que quedara fixat, aleshores

definim
Det: M,(K) — K

n
1\k+ .
A — l;( 1) Ozleet(Akl).
Anomenarem a aquesta definici6 desenvolupament del determinant per la fila k.
Exemple 5.1. Comprovarem ’expressié concreta que té I’aplicacié determinant sobre matrius

de tamanys 2 i 3. Per a 'exemple prendrem la convencié k = 1, és a dir, desenvoluparem
I’expressié del determinant per la fila 1.

SiAe MQ(K) amb
A — [all alQ]
Q2] (22

Det(A) = (—1)1+1a11Det(Aﬂ) + (—1)1+2a12Det(A1A2)
= allDet( [agg] ) — a12Det( [0421} )

= (11022 — (120821 -

Aleshores

SiAe Mg(K) amb
a1l a1 o3
A= la a2 a3
a31 Q32 (33
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Aleshores

Det(A) = (1) anDet(Ay) + (—1) aaDet(Ag) + (1) ai3Det(As)

« « o o « «
= a11Det 2 23 — apaDet 21 23 + a13Det 2 2
Q32 033 Q31 033 Q31 (32

= o1 (2033 — a23032) — ai2(aniasg — anzasr) + arsz(aiasy — azeasy)

= Q11220633 + (12012331 + Q21 (32(v13 — (V130N220X3] — (V21 (V1 20¥33 — (¥32(¢23 (V11

Aquesta darrera expressio rep el nom de Regla de Sarrus per al calcul del determinant
d’una matriu en M3(K).

Per a la demostracié que l'aplicacié Det acabada de definir és una vertadera aplicacid
determinant, necessitarem considerar els segiients lemes previs.

Lema 5.2. Siga un index 1 <i <mn, i siguen A, B i C les segiients matrius en M, (K)

§11 §in ISH §1n &l §in
A= |an Qin, B= |8 Bin C=|o1+ B Qin + Bin
_gnl gnn_ _£n1 gnn_ L §n1 gnn i

Aleshores Det(C) = Det(A) + Det(B).

Demostracio. Farem la demostracié per induccié sobre el tamany de les matrius.

Cas base. Quan n = 1. En aquest cas 'inic index possible és ¢ = 1. Aixi es té que

Det ([a11 + fu]) = a1 + B = Det ([an] ) + Det ([5u])

Pas inductiu. Suposem que I'equacié és certa per a matrius de tamany fins a n — 1. Anem
a demostrar que la corresponent equacié també se satisfa per a matrius de tamany n.

Siga 1 < i < n. Per a la demostracié necessitarem diferenciar els casos (i) k =141 (ii) k # 1,
on k és la fila per la qual desenvolupem el determinant.

i. Cas k =1. Notem que, per a tot 1 <[ <n, es té que

Am =By =Cph.
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Aixi,

NE

Det(C) = > (—=1)"*(ax + Br)Det(Cpy)

N
Il
—

Il
NE
hE

(1) agDet(Ch) + 3 (~1)F+ BuDet(C)

N
Il
i
o~
Il
—

Il
M=
[M]=

(=1 apDet(A5) + > (=1)* BuDet(B)

-~
Il
—
—~
Il
.

= Det(A) + Det(B).

ii. Cas k # i. Suposem sense perdua de generalitat que k < i. Notem que, per a tot
1 <[ < n, els respectius menors vénen donats per les segiients matrius, on ’abséncia d’una
entrada ve marcada per -

(e - &y o i (&1 -0 &u o0 &
k1 Sk Ekn k1 S o kn
AEI = | : : : B};l = | : ,\ :

Qi v QG e Qup Ba -+ Bu - Bin
_gnl e Enl to gnn_ _fnl T g\nl e fnn_

RS e §u Ein |

&kt X &l Ekn
C,;l = : . /\ . :
ain + B o ag+Ba o Qi+ Bin
L fnl T fnl o gnn |

Aleshores, per induccio, per a tot 1 <[ < n, es té que

Det(Cp) = Det(Ag) + Det(By).

D’aquesta forma, se satisfan les segiients equacions

™=

Det(C) = (—1)k+l£k;lDet(C,;l)

N
Il
—

Il
NE

(1)1 (Det(A7) + Det(Bp))

N
Il
_

(—1)FeuDet(A5) + > (—1) e Det(B)
=1

Il Il
o 114

et(A) + Det(B).
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En qualsevol cas, Det(C) = Det(A) + Det(B). O
Provarem a continuacié que el determinant d’una matriu amb dues files iguals és zero.

Lema 5.3. Siga n € N amb n > 2, si laplicacié Det: M,,_1(K) — K és una aplicacio
determinant i B € M, (K) és una matriu amb dues files iquals, aleshores Det(B) = 0.

Demostracié. Siguen 1 < i,j < n indexs amb i < j i siga B una matriu en M, (K) tal que la
fila ¢ i la fila j coincideixen, és a dir, una matriu del tipus

[(§11 - &
Ba - Bim
B=|: .
Bi1 - Bin
_fnl énn-

on, per a tot 1 <1 < n, se satisfa que B = Bj. Anem a demostrar que Det(B) = 0.

Cal diferenciar casos depenent de la relacié de k, 'index pel qual desenvolupem 1’expressié
del determinant de B, i dels indexs i i j. Aixi distingirem els casos k =i, k=jik #1,j.

e Cas k =i. En aquest cas es té que, per a tot 1 <[ < n, els menors kl i jl de la matriu
B venen donats per les matrius

ESE! & - & €11 3 in |
B B -+ Bin Br1 B Brn
Ba= |t o o i B=lio
Bj1 Bt - Bin Bj1 Biji Bin
_fnl gr:l T fnn_ _énl g\nl fnn_
En aquest cas es dona la segiient igualtat
_ p(n-1) (n—1) (n-1)
Ba =E(G-2-1 " Elsr1mr2) Ek<k+1)Bﬂ'

Es a dir, per a obtindre el menor kl de la matriu B, podem partir del menor jl de la matriu
B i traslladar la fila k, cap avall i fila per fila, fins a la posicié j — 1. Com per hipotesi
Det: M,,_1(K) — K és una aplicacié determinant, es té que, per a tot 1 <[ < n,

_ j—k+1
Det(Bp;) = (~1)'"*+!Det(B5,).
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Aleshores es té que

_ zn:(—1>2j_2k+l(—l)j—HﬂﬂDet(Bﬁ)

=~ (=1)"*'B;Det(B5)

1=1
= —Det(B).

De l'expressié Det(B) = —Det(B), deduim que Det(B) = 0.

e Cas k = j. En aquest cas es té que, per a tot 1 <[ < n, els menors kl i ¢l de la matriu

B venen donats per les matrius

(61 - Eu - 1] ESE!

Bia - Bu - Bin Bi
=] o | Eae |

Bri = B o Brn Br1

& ?nl . &

En aquest cas es déna la segiient igualtat

B~ — E(nfl) » E(nfl) E(nfl)

l (i+1)i (k—2)(k—3) = (k—1)(k—2)

§u
Bi
B

fnl

Eln_
Bin

ﬁkn

Enn |

Es a dir, per a obtindre el menor kl de la matriu B, podem partir del menor il de la matriu
B i traslladar la fila k£ — 1, cap amunt i fila per fila, fins a la posicié ¢. Com per hipotesi
Det: M,,_1(K) — K és una aplicacié determinant, es té que, per a tot 1 <[ < n,

Det(Bpy) = (—1)"**'Det(B5).

A partir d’aquest punt, el raonament és analeg al de I’anterior cas.

e Cas k #1,j. En aquest cas es té que, per a tot 1 <[ < n, el menor kl de la matriu B
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ve donat per la matriu

&1 - & oo &
Ba -+ Bu -+ B
Bo= B - Bu - B

B - B\jl o Bin

€n1 gn\l gnn_

Notem que, per a tot 1 <1 < n, es té que el menor Bgl té dues files iguals. Pel que fa a
aquesta propietat, la posicié relativa de k respecte als indexs ¢ i j és indiferent. Com per
hipotesi Det: M,,_1(K) — K és una aplicacié determinant, es té que, per a tot 1 <1 <mn,

Det(B]:;\l) =0.

Aleshores es té que

Det(B) = i(—l)k“ﬁleet(Ba) =0
=1

En qualsevol cas arribem a demostrar que Det(B) = 0. O

Proposicié 5.6 (Existéncia de 'aplicacié determinant). L’aplicacio determinant existeiz.
Concretament, 'aplicacié Det donada en la Definicié 5.3 és una aplicacio determinant.

Demostraciéo. Només caldra comprovar que se satisfan les propietats requerides en la
Definici6 5.1. Farem la demostracié per induccié sobre el tamany de les matrius.

Cas base. Per a matrius de tamany 1 es té que

i. Siga l; la matriu identitat de tamany 1. Aixi
Det(l1) = Det([1]) = 1.

ii. Notem que per a matrius de tamany 1 no podem trobar dos indexs diferents. Aleshores
la propietat ii. se satisfa de forma trivial.
iii. Siga A un escalar no nul en K — {0}. Siga A = [0411} € M;(K). Aleshores

Det(Ex1A) = Det([Aau1|) = Aa11 = ADet(A).

iv. Notem que per a matrius de tamany 1 no podem trobar dos indexs diferents. Aleshores
la propietat iv. se satisfa de forma trivial.
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Pas inductiu. Suposem que les aplicacions abans definides sén, efectivament, aplicacions
determinant per a matrius de tamany fins a n — 1. Anem a demostrar que I'aplicacié definida
per a matrius de tamany n és, efectivament, una aplicacié determinant.

i. Siga |, la matriu identitat de tamany n. Aixi

n
Det(l Z kHaleet((ln)Al).
=1

Notem que en I'anterior expressid, ayr = 1 és I'inica entrada no nul - la en la fila k d’l,,.
Aleshores, en anterior sumatori, només quedaria el terme [ = k. Notem també que el menor
(In) 5 o és la matriu identitat de tamany n — 1. Aixi, per induccio, es té que

n

Det(l,) = Y (—=1)*ayDet((In)5) = (=1)**(1)Det(l,-1) = 1.
=1

(n)

ii. Siguen indexs 1 <4,j <nambi# j. Considerem la matriu elemental E;;” d’intercanvi
de les files 7 i j. Notem que aquesta matriu pot expressar-se en funcié de les altres
operacions elementals com segueix

(n) _ g(n) g0 ) ()
E; 1j E( 1)5 Ei+jEj—iEi+j’

on EET:)JL)]' denota la matriu elemental que multiplica la fila j per — E( n)

it la que suma

a la fila ¢ la fila j i Eyi)i la que resta a la fila j la fila 3.

Per tant, si comprovem que l’aplicacié determinant funciona bé amb la resta d’operacions
elementals ja ho tindriem, ja que, si A € M,,(K), es tindria que

Det(E{j'A) = Det(E{") E[LEE,A) = —Det(A).

iii. Siga un index 1 < i < n i un escalar no nul A € K — {0}. Considerem la matriu
(n)

elemental Ej;
comprovar que

que multiplica la fila i per A. Siga A una matriu en M, (K). Volem

Det(E{YA) = ADet(A).

Considerem diferents casos depenent de la posicié relativa de I'index ¢ respecte a I'index k
sobre el qual desenvolupem el determinant.

)

e Cas i < k. En aquest cas, les matrius A i E(;Z A venen donades per les matrius segiients

air o Qap Qi o Qag
Qi1 Qp Al A
A=l o ESA =
Qg1 ccc Qkp Qg1 Qg
[On1 -+ Qnn L&n1 - Qnn |
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Notem que, per a tot 1 <[ < n, les entrades kl de les matrius A i EE\TZ)A son iguals. També
notem que, per a tot 1 <[ < n, el menor kl de la matriu E&?)A coincideix amb el menor kl
de la matriu A en totes les files a excepcié de la fila i, que queda multiplicada per A. Es a

dir, per a tot 1 <1 <mn, es té que
(n) _ pn=1)
(E)\i A);a =E\ A;a'
Aleshores, per induccio, tenim que

(=1)** ey Det ((ESVA) )

NE

Det(E{VA) =

N
Il
—

(—1)"*ay Det(ES; VAS)

Il
NE

N
Il
i

I
NE

(—1)k+lakl )\Det(A];\l)

o~
Il
i

I
-

(—1)k+lakl Det(Ala)
=1
= ADet(A).

)

e Cas ¢ > k. En aquest cas, les matrius A i E(;ZL A venen donades per les matrius segilients

[a11 -+ oag] [ 0 ain |
Qg1 Okp Qg1 o Qgp
A= : E(VA =
Qi1 Qp Al A
L&nl  * Oppn L&n1 - Qpp

Notem que, per a tot 1 <[ < n, les entrades kl de les matrius A i EE\ZL)A son iguals. També
notem que, per a tot 1 <[ < n, el menor kl de la matriu E&?)A coincideix amb el menor kl
de la matriu A en totes les files a excepcié de la fila i — 1, que queda multiplicada per . Es
a dir, per a tot 1 <[ <n, es té que

A — A

-1 g

A partir d’aci el raonament és analeg al de I’anterior cas.

e Cas i = k. En aquest cas, les matrius A i EE{,?A venen donades per les matrius segiients

Q11 ot Uln i1 te q1n
A — . : EWA — | Y
= | %1 Qkn | ; N at €731 Qkn
| Onl - Opp | L Gnl - Qnp |
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(n)

Notem que, per a tot 1 <1 < n, l'entrada kl de la matriu E;;/A és X\ vegades 'entrada k[ de

la matriu A. També notem que, per a tot 1 <[ < n, els menors kl de les matrius A i E&Z)A
coincideixen. Aleshores,

(=) Ny Det((Eg’,?A)Al)

[M]=

Det(E{YA) =

N
Il
—

Il
[M]=

(—1)¥ A Det(A)

~

1

(—1)* ey Det(A5)

Il
-

=1
= ADet(A).

En qualsevol cas, queda demostrat que
Det(E(VA) = ADet(A).

iv. Siguen indexs 1 < 7,5 < m amb ¢ < j i un escalar A € K. Considerem la matriu
(n)

i+aj que suma a la fila ¢ la fila j multiplicada per A. Siga A una matriu en
M,,(K). Volem comprovar que

elemental E

Det(E{);A) = Det(A).
Considerem diferents casos depenent de la posici6 relativa dels indexs ¢ i j respecte a 'index
k sobre el qual desenvolupem el determinant.

(n)

e Cas k = i. En aquest cas, les matrius Ai E A venen donades per les matrius

k+XAj
segiients
fo11 - oy [ ann "o a1
a1 Okn g1 + )\aﬂ st Qlgp T )\ajn
_ (n) _ . .
A= 3 Ek+>\j =
a]l DY a]n aj]_ “ e a]n
LO&nl ' Onpn L anl cet Onpn J

Notem que, per a tot 1 <[ < n, 'entrada kl de la matriu E,(;jr))\jA coincideix amb 'entrada
kl d’A més X vegades I'entrada jl d’A. També notem que, per a tot 1 <[ < n, els menors kl
(n)

de les matrius A i E; .

A\ jA coincideixen.
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Aleshores

(=1)"* (o + Aaji) Det((E{Y,,A) )

Il
M=

Det(E{",;A)

N
Il
,_.

Il
M=

(_1)k+l(akl + )\aﬂ)Det(Ala)

N
I
—

Il
M=

(—1)k+laleet(Aa) +A Z(—l)kHaﬂDet(AkAl)
=1

N
I
—

Det(A) + A (1) ayDet(A).
=1

Notem que el terme Zle(—l)k’LlaﬂDet(A’a) es correspon al determinant, desenvolupat per
la fila k, de la segiient matriu

a1;p 0 Oln

a]l PR a]n
B p—

a]l e a]n

L&n1 - Qnnd

Es a dir, per a la matriu B, que coincideix amb A en totes les files a excepcié de la fila k, on
trobem una copia de la fila j d’A. Pel Lema 5.3 es té que

Det(B) = 0.
Aleshores
Det(E{",;A) = Det(A).
e Cas k = j. En aquest cas, les matrius A i Egi))\k,A venen donades per les matrius
segiients

[a11 -+ oag] [ an e ain |
Qi1 Qip Qi1 T Agr o Qip + A,

_ (n) A _

A= ; EinA =

Qg1 0 Okn k1 T Qkn

[Gpl - Qpp L Qn1 T Onn i
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(n)

Notem que, per a tot 1 <1 <n, l'entrada kl de la matriu E; ’,, A coincideix amb l'entrada ki

d’A. També notem que, per a tot 1 <[ < n, els menors kl de les matrius Ai E

donats per les segiients expressions

11
a1
Ak?z =
a1
LOnl

aqg

871}

Qnl

q1n

Qip

0977

Qnn

(

(n
EiJr

AkA>kAl =

a1
;1 + Aag
0731

Qnl

(n)

amy
—
g + Aagy

gl

Qnl

Per a cada 1 <[ < n, considerem la matriu de tamany n — 1 donada per

a11

7331
B, =

8751

LOnl

Qg
(97}

(827}

Qnl

q1n

Ofn

Qkn

Qnnp

i+Ak

A venen

q1n
Qin + Aagy
97

Qnn

és a dir, la matriu que resulta de substituir, en el menor A, la fila corresponent a la fila i

d’A per la fila k& d’A (sense l'entrada ).

Aixi, per a tot 1 <[ < mn, pel Lema 5.2 i per induccié arribem a que

Aleshores

Det(E

(n)
i+ Ak

N
I
—

I
M=

N
I
—

I
NE

N
I
—

|
o
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Det ((EEQ,CA)E) = Det(Ag) + ADet(By).

A) = S (-1 HagDet (E7),A) )

(=1)** oy (Det(Ag) + ADet(B)))

=1

et(A) + A zn:(—l)k—”aleet(Bl).
=1

(—l)k—HOzleet(A’a) + A Z(—l)k+laleet(Bl)




n

Notem que el terme 3 (—1)**ayDet(B;) es correspon al determinant, desenvolupat per la
I=1

fila k, de la segiient matriu de tamany n

és a dir, la matriu C que coincideix amb A en totes les files a excepcié de la fila 4, on trobem

11 aqj O1n
a1 (693 Qkn
C= ,
8731 Qg Qkn
LOn1 Qi Qnnp

una copia de la fila k£ d’A. Notem que Cgl = B;. Pel Lema 5.3 es té que

Det(C) = 0.
Aleshores
Det(E{"),A) = Det(A).
e Cas k # i,j. En aquest cas, les matrius A i EETA jA venen donades per les matrius
seglients
[y in | [ an |
a1 Qin a1 + A Qi + Ay
A= o . EM A=
(€731 Qkn | 3 i+ k1 QOkn
a1 Qjn Q1 Qjn
| Onl Onn | L Qnl Onn ]

(n)

i+Aj
de la matriu A. A més, el menor kl de la matriu EE:L_))\]-A ve donat pel menor kl de la matriu
A més una operaci6 elemental de tipus iii., on sumem una fila a una altra multiplicada per
un escalar. Pel que fa a aquestes propietats, la posicié relativa de k respecte als indexs i i j

és indiferent. Per induccié es té que, per a tot 1 <1 < n,

Det ((EC,A) ) = Det (Ag)

Notem que per a tot 1 <[ < n l'entrada kl de la matriu E;”, .A coincideix amb ’entrada kl

95



Aleshores .
Det (EY\A) = D (—1)F oy Det ((E[)A) )

=1
= ; 1A oy Det (A
g )+ ag Det (Ag)
= Det(A)

Hem comprovat que les propietats que defineixen una aplicacié determinant sén satisfetes
per l'aplicacié donada en la Definicié 5.3. Queda demostrada l’existencia de 1’aplicacio
determinant. O

Corol - lari 5.5. L’aplicacio determinant pot desenvolupar-se tant per files com per columnes.
Tots els desenvolupaments son iguals.

Demostracié. De la demostracié de la Proposicié 5.6 es dedueix que ’eleccié de la fila no
importa.

Per a les columnes, siga un index 1 < k < n qualsevol. Siga A una matriu qualsevol en
M,,(K). Recordem que, per la Proposici6 5.4, el determinant d’A (desenvolupat per la fila k)
coincideix amb el determinant d’A* (desenvolupat per la fila k). Recordem que si A = (ay;),
aleshores At = (ayj;).

Aixi es té que

n n
Det(A) = Det(A") =Y " (=1)"ayDet(AL) = > (—1)*ayDet(As),
=1 =1

on en l'dltima igualtat hem emprat que (A*)5 = (A7 )" i, de nou, la Proposicié 5.4.

lk)

Es a dir, el determinant d’A desenvolupat per la fila k és igual al determinant d’A desenvolupat
per la columna k. ]

i Nota

Nota. La férmula que déna el desenvolupament per fila o columna del determinant
d’una matriu s’anomena l’expansié de Laplace per al determinant.
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6 Diagonalitzacié

Si no es diu el contrari, treballarem amb espais vectorials de dimensio6 finita. Fixarem per
a tot el tema V un K-espai vectorial amb dimg (V) = n. Plantegem el segiient problema.
Donat un endomorfisme f: V — V i dues bases B i B de V, considerem

e A la matriu coordenada d’f de B a B;
« A la matriu coordenada d’f de B a B.

Aixi, si v és un vector qualsevol de V' i anomenem

e X les coordenades de v en B;
e Y les coordenades d’f(v) en B;
e X les coordenades de v en B;
o Y les coordenades d’f(v) en B,

tenim que
AX =Y, AX =Y.

Sabem pels resultats vists al capitol 4 que A i A sén matrius equivalents perque representen el
mateix homomorfisme en dues bases diferents. No obstant, pel que respecta al plantejament
del capitol 4, dues coses han canviat. Notem que f és un endomorfisme i, per tant, domini i
codomini sén iguals. I el segon canvi resulta de considerar les mateixes bases en domini i
codomini. Per tant, tot i ser un problema d’equivaléncia de matrius, en aquest cas podrem
trobar una relacié entre les matrius A i A molt més forta que la d’equivaléncia.

Aixi, si prenem P la matriu canvi de base de B a B, trobem les segiients igualtats

PX = X, PY =Y.

Per tant, de les anteriors equacions, deduim que

X =Y =PY.

|

APX =
Recordem que, per la proposicié sobre la invertibilitat de les matrius canvi de base, la matriu
P és invertible. Per tant, arribem a que
PIAPX = V.
Per la unicitat de la matriu associada a una aplicacié lineal, la matriu coordenada d’una

aplicaci6 lineal per a una base donada és tinica. Aixi trobem la segiient relacié entre les

matrius A i A
P~TAP = A.
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Definicié 6.1 (Matrius semblants). Siguen A i B dues matrius en M, (K). Direm que Ai B
s6n semblants si existeix una matriu P € GL,(K) de forma que P"*AP = B.

i Nota

Nota. Ser semblants és una relacié d’equivaléncia sobre el conjunt M, (K).

Corol - lari 6.1. Siguen A i B dues matrius semblants en M, (K), aleshores A i B sdn
matrius equivalents.

Corol - lari 6.2. Siguen A i B dues matrius en M,,(K). Les segiients afirmacions son
equivalents

1. Les matrius A i B sén semblants;
7. Les matrius A i B representen el mateix endomorfisme en bases diferents.

6.1 Valors i vectors propis

Pel que hem vist en el comencament del tema, donat un endomorfisme f: V — V, I'eleccid
de base repercuteix en la forma que tindra la matriu coordenada d’f. Ens plantegem el
seglient problema per al que resta de capitol.

| Important

Pregunta. Donat un endomorfisme f: V — V', podem trobar una base B de V de
manera que la matriu coordenada d’f de B en B siga una matriu diagonal?

El problema pot expressar-se equivalentment per a matrius. Donada una matriu A en
M,,(K), podem trobar una matriu P en GL,,(K) de manera que P~'AP siga una matriu
diagonal?

El fet de demanar una matriu coordenada diagonal respon al fet que les matrius diagonals
son molt més senzilles de manipular que les matrius arbitraries.

Posarem nom a les situacions plantejades en el problema anterior.
Definicié 6.2 (Endomorfisme i matriu diagonalitzables). Siga V' un K-espai vectorial i siga

f:V — V un endomorfisme. Direm que f és diagonalitzable si existeix una base B de V
de manera que la matriu coordenada d’f de B a B és una matriu diagonal.

Equivalentment, si A és una matriu en M, (K), direm que és diagonalitzable si existeix
una matriu invertible P en GL,,(K) de manera que

P~'AP =D,

on D és una matriu diagonal en M, (K).
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Siga f: V — V un endomorfisme. Suposem que siga diagonalitzable. Aleshores podem
trobar una base B = {e1,--- ,e,} de V de manera que si considerem D la matriu coordenada
d’f de B a B, es té que D és una matriu diagonal en M, (K). Aixi,

A O o 0
D= 0 A2

N (]

0 -+ 0 M\,

En aquesta situaci6, per a cada 1 < j < n, el vector e; de B satisfa que
f(ej) = )\jej.
Posem nom a aquesta condicié.

Definicié 6.3 (Vector i valor propi). Siga V un K-espai vectorial, siga f: V — V un
endomorfisme i siga A un escalar en K. Direm que un vector v € V és propi per a A si
satisfa

i v#£0;
ii. f(v)= v

En aquest cas, direm que A és un valor propi d’f i que v és un vector propi associat a A.

Corol * lari 6.3. Siga V un K-espai vectorial i siga f: V — V un endomorfisme. Les
segiients afirmacions sén equivalents

i. [ és diagonalitzable;
7. Tota matriu coordenada d’f és diagonalitzable;
111. Ezisteix una base B de V' formada per vectors propis.

Exemple 6.1. Considerem I'R-espai vectorial R? i I’endomorfisme

f: R — R?
(z,y) = (32,2 +2y)

Per a la base canonica d’'R?, B, = {(1,0),(0,1)}, anomenem A la matriu coordenada d’f de
B. a B..

Aixi, la matriu A ve donada per
30
A= [1 2] '

A no és una matriu coordenada diagonal. Per a obtindre’n una ens cal trobar vectors propis.

99



Notem que, per al vector (1,1) € R? es té que (1,1) # (0,0) i que
f(1,1)=(3,3) = 3(1,1).
Es a dir, (1,1) és un vector propi associat al valor propi 3.

Per altra banda, per al vector (0,1) € R? es té que (0,1) # (0,0) i que
f£(0,1) = (0,2) =2(0,1).
Es a dir, (0,1) és un vector propi associat al valor propi 2.

Notem que el conjunt B = {(1,1),(0,1)} és una base d’R? formada per vectors propis. Aixi,
si anomenem D la matriu coordenada d’f de B a B, aleshores la matriu D ve donada per

-

A més, les matrius A i D s6n semblants. Si anomenem P la matriu canvi de base de B a B,
aleshores la matriu P i la seua inversa venen donades per

1 o] o1 o0

i es dona la relacié de semblanca
1 0|3 0]|1 O 30
“1aAp _ _ _
SO | I R R

Es a dir, A és diagonalitzable.

1 Nota

Nota. Siga f: V — V un endomorfisme. Aleshores, si v i w sén vectors associats al
valor A per f, és a dir, f(v) = Av i f(w) = \w, aleshores la seua suma, v + w, també
satisfa que

flo4+w)=fv)+ f(w) =Av+ Ilw = A(v + w).

Per altra banda, si v és un vector associat al valor A per f, és a dir, f(v) = v, ip € K
és un escalar qualsevol, aleshores el seu producte, pv, també satisfa que

f(pv) = pf(v) = p(Av) = Mpv).

Ac¢o ens fa pensar que hi ha un subespai vectorial associat a A.

Definicié 6.4 (Espai propi). Siga f: V — V un endomorfisme i A un escalar en K. Definim
I’espai propi associat al valor propi A al conjunt de vectors

W={veV | f(v)= v}
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Proposicié 6.1. Siga V un K-espai vectorial amb dimg(V) = n, f: V — V un
endomorfisme i A un escalar en K. Aleshores, se satisfan les segiients propietats

i. Vi =Ker(f — Aidy);
7. V €s un subespai vectorial de V;
iti. dimg (Vy) = n — rang(A — Al,),

on A és qualsevol matriu coordenada d’f en alguna base B de V.

Demostracié. Notem que f iidy sén dues aplicacions lineals en Endg(V); si prenem la
combinacié lineal f — Aidy, aquesta torna a ser una aplicacié lineal en Endg (V).

A més, es déna la segiient cadena d’igualtats

Ker (f — Aidy) ={v e V | (f — Midy)(v) = 0}
={veV]| f(v)— =0}
={veV| f(v) =}
= V).

Emprant el corol - lari sobre nucli i imatge, com V) és el nucli d’'una aplicacié lineal, V) és
un subespai vectorial de V. A més, com f — Aidy és una aplicacié lineal, pel teorema de les
dimensions, trobem que

dimg (V) = dimg (Im(f — Aidy)) + dimg (Ker(f — Aidy)) (%)
A més, si B és una base qualsevol de V i anomenem A la matriu coordenada d’f de B en B,

trobem que |,, és la matriu coordenada d’idy de B en B i, per tant, A — Al,, és la matriu
coordenada d’f — Aidy de B en B.

Aplicant el teorema de les dimensions, trobem que

dimg (Im(f — Aidy)) = rang(A — Al,).

Aixi, substituint en (x), arribem a que

dimg (V) = n —rang(A — Al,,).
Com voliem demostrar. O

Proposicié 6.2. Siga V' un K-espai vectorial, f: V — V un endomorfisme i A un escalar
en K.

Les segiients afirmacions son equivalents

1. A és valor propi d’f;
ii. Det(A — Al,) =0,
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on A és qualsevol matriu coordenada d’f en alguna base B de V.

Demostracio. Es dona la seglient cadena d’equivaléncies

A és valor propi d'f < Jv € V — {0} tal que f(v) = v
o IX € My (K) — {0} tal que AX = AX
< IX € Mp1(K) — {0} tal que (A — Al,)X
& Det(A — Al,) = 0.

Il
o

—~ I~~~
w

En Panterior cadena, la primera equivaléencia ve donada per la Definicié 6.3; la segona
equivalencia ve donada per 'equacié i la corresponent representacié matricial en prendre
coordenades; la tercera equivaléncia s’obté passant a I'altra banda i agrupant; finalment, la
quarta equivaléncia s’obté del fet que el sistema homogeni (A — Al,,)X = 0 admet més d’una
soluci6 si, i només si, la matriu A — Al,, no és invertible, és a dir, per la caracteritzacio de la
invertibilitat pel determinant, si, i només si, el seu determinant és zero. ]

L’anterior proposicié ens permet definir el polinomi caracteristic.

Definicié 6.5 (Polinomi caracteristic). Siga V' un K-espai vectorial, B una base de V i
f:V — V un endomorfisme. Siga A la matriu coordenada d’f de B en B. Definim el
polinomi caracteristic d’f, denotat per polcar(f), al polinomi amb indeterminada = donat
per

polcar(f) = Det(A — zl,).

Per analogia, si A és una matriu quadrada en M,,(K), definim el polinomi caracteristic
d’A, denotat per polcar(A), al polinomi amb indeterminada x donat per

polcar(A) = Det(A — zl,).

El polinomi caracteristic no depén de la matriu coordenada que s’elegisca. De fet, matrius
semblants tenen el mateix polinomi caracteristic, com vegem a continuacio.

Proposicié 6.3. Siguen A i B dues matrius en M, (K). Si A i B sén semblants, aleshores
polcar(A) = polcar(B).

Demostracio. Com A i B sén matrius semblants, existeix una matriu invertible P en GL,(K)

tal que
P~'AP = B.
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Aleshores, es déna la segiient cadena d’igualtats

polcar(B) = Det(B — zl,)
= Det(P'AP — 21,,)
= Det(P~'AP — 2P~'P)
= Det(P1(A — z1,,)P)
(P

= Det(P!)Det(A — zl,,)Det(P)
= Det(A — zl,)
= polcar(A).
Queda, per tant, demostrada la proposicié. O

Corol - lari 6.4. Siga V un K-espai vectorial, f: V — V un endomorfisme ¢ A un escalar
en K.

Les segiients afirmacions son equivalents

1. A és valor propi d’f;
ii. \ és arrel del polcar(f).

1 Nota

Nota. Del polinomi caracteristic només ens interessen les seues arrels. Per tant, per a
la definicié de polinomi caracteristic d’un endomorfisme f, no hi haura problema en
prendre qualsevol de les dues variants segiients

polcar(f) = Det(A — zl,,); polcar(f) = Det(zl, — A).

Notem que aquests dos polinomis, com a molt, es diferencien en un canvi de signe, pero
tenen les mateixes arrels.

Exemple 6.2. (Continuacié de I’Exemple 6.1.) Considerem I'R-espai vectorial R? i

I’endomorfisme
f: R — R?
(z,y) +— (Bz,z+2y)

Per al calcul del polinomi caracteristic d’f, necessitem una matriu coordenada d’f en alguna
base. Per exemple, per a la base canonica d'R?, B, = {(1,0), (0,1)}, prenem A la matriu
coordenada d’f de B, a B..

Aixi, la matriu A ve donada per
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Per tant, el polinomi caracteristic d’f ve donat per

pdmmﬁ:Da@b/U:Da<E ﬂﬁ ﬂ):Da(th $94>:@:@@w

Notem que els valors propis d’f sén 2 i 3. Per al calcul de vectors propis, utilitzem la
caracteritzacié presentada en la Proposicié 6.1

Vo = Ker(f — 2idg2)
eR?Hf—%mﬂ@%:@

v té coordenades X en B, i}
2 1 0 x o 0
{w = o))
<

(A—25)X =0
eRﬂx_o}

V3 = Ker(f — 3idg2)
UERZHf—3MWX®:0}

v té coordenades X en B, i}

2110 O] x| 1|0
{w e 4]
<

(A—3l)X =0
€R2|x—y—0}

Aleshores, el vector (0,1) és un vector propi associat al valor propi 2 i (1,1) és un vector
propi associat al valor propi 3.

Exemple 6.3. Sobre I'R-espai vectorial R? es consideren les segiients aplicacions lineals
f: RZ — R2 g: RZ — R2
(337y) — ($,$+y) (xvy) — (y7 —SC)
Anem a comprovar si f i g sén diagonalitzables. Per tant, ens caldra calcular el polinomi

caracteristic. Fixem una base de I’espai, per exemple la base canonica B, d’R?, i anomenem

¢ A la matriu coordenada d’f de B. a B;
e B la matriu coordenada de g de B, a B..
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Aleshores,
polcar(f) = Det(zly — A) = (x — 1)?; polcar(g) = Det(xly — B) = 22 + 1.
Notem que polcar(g) no admet arrels en R. Aleshores ja podem dir que g no té valors propis

i, per tant, no és diagonalitzable.

Per altra banda, polcar(f) té a I’l com a arrel doble. Aixi I’l és I'inic valor propi d’f.

Per al calcul del subespai propi associat a 1’1, per la Proposicié 6.1, tenim que
Vi={veR?| f(v) =0}
= Ker(f — idpe)

S CEEUSEIHR )
iw =1 3| - [}

€R2 1:—0}

Com no som capagos de trobar 2 vectors linealment independents que siguen propis per a
I’1, concloem que f tampoc és diagonalitzable.

Definicié 6.6 (Multiplicitat algebraica | Multiplicitat geomeétrica). Siga V un K-espai
vectorial, f: V — V un endomorfisme i A € K un valor propi per a f. Anomenem

i. multiplicitat algebraica de A, normalment denotada per «, al major nombre natural
tal que (z — A\)* divideix al polinomi caracteristic d’f;

ii. multiplicitat geomeétrica de A\, normalment denotada per dy, a la dimensié del
subespai propi associat a A, és a dir, d) = dimg(V}).

Exemple 6.4. (Continuacié de I’Exemple 6.3.) Per a I'aplicaci6 f definida en "'Exemple 6.3,
1 és valor propi d’f. A més, la multiplicitat algebraica d’1, és a dir «aq, val 2, ja que aquest
és el major natural k € N per al qual (z — 1)* divideix al polinomi caracteristic d’f, que en
aquest cas ve donat per polcar(f) = (z — 1)2.

Per altra banda, com haviem vist que V; = ((0, 1)), trobem que la multiplicitat geometrica
d’l, és a dir dy, val 1, ja que dimg(V;) = 1.

Proposicié 6.4. Siga V un K-espai vectorial amb dimg(V) = n, f: V — V un
endomorfisme i X € K un valor propt d’f. Si anomenem

e ) la multiplicitat algebraica de \;
e dy la multiplicitat geometrica de A,

aleshores 1 < dy < ay.

105



Demostracid. Siga B una base qualsevol de V' i siga A la matriu coordenada d’f de B a B.

Aleshores, com A és un valor propi d’f, per la Proposicié 6.2, tenim que Det(A — Al,,) = 0.
Per tant, rang(A — Al,,) < n. Aixi, d’acord a la Proposici6 6.1, tenim que

dy = dimg (V) = n —rang(A — Al,,) > 1.

Per a l'altra desigualtat, com que d) = dimg(V)), podem considerar una base By de V)
formada per dy vectors, aixi
By ={e1, -+ ,ea,}

Pel teorema d’ampliacié, podem ampliar By fins a obtindre una base By de V, aixi

BV - {617"' 76d)\7€d)\+17' o 7€n}-

Siga B la matriu coordenada d’f de By a By .

Aleshores, com els vectors eq,--- ,eq, sén propis per a A, la matriu B ve donada per la
matriu
X0 --- 0
0O X --- 0 .
B=|: & - ,
00 --- \
0 B

on 0 és la matriu nul - la en M(;,,_g,) 4, (K), Z és una matriu en Mg, (,,—q,)(K) i B una matriu
quadrada en M(n,dk)(K). El comput d’aquestes matrius no és important per a concloure
I’argument.

Aleshores, el polinomi caracteristic d’f ve donat per

polcar(f) = Det(xl,, — B)
x—A 0 e 0
0O z—=X -- 0
= Det : .. :
0 0 - xz—=A
0 2ln—ay) —

= (2 = )" Det (zl(,_q,) — B)

w|

= (z — \)®polcar (E) :

Per tant, (z — A\)® divideix a polcar(f). Com la multiplicitat algebraica de A esta definida
com el major natural & € N per al qual (z — )\)k divideix a polcar(f), concloem que dy < aj.

Per tant, 1 < dy < ay. O
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Proposicié 6.5. Siga V un K-espai vectorial, f: V — V un endomorfisme i siguen
AL, -, Ak valors propis d’f diferents dos a dos. Considerem per a cada 1 < i < k l’espai
propi V, associat al valor propi \;. Aleshores la suma de subespais Vy, +---+ V), és directa,
és a dir, podem escriure

Va, @ @ Vh,.

Demostracio. Per a demostrar-ho recordem la caracteritzacié de les sumes directes, que
ens diu que demostrar que la suma és directa és equivalent a demostrar que I'inica forma
d’aconseguir obtindre el vector 0 com a suma de vectors en cadascun dels subespais és
sumant vectors zero.

Siguen, per a cada 1 <7 < k, vectors v; en V), de forma que
v+ -+ v =0. (A)
Anem a demostrar que, per a tot 1 <i <k, v; =0.

Fem la demostracié per induccié sobre k.

Cas base. Si k = 1, aleshores 1’equaci6 en (A) ve donada per
V1 = 0.
Aquest cas es déna.
Hipotesi inductiva. Suposem ’enunciat cert per a k — 1, és a dir, si
v+ F g =0,

aleshores, pera tot 1 <i:<k—1, v; =0.

Anem a demostrar-ho per a k. Siguen, per a cada 1 <14 < k, vectors v; en V), que satisfan
I'equacié en (A).

De l'equacié en (A), en multiplicar per A, obtenim que

Agv1 + -+ Agug = 0. (B)

En fer actuar f a ambdds costats de I'equacié en (A) obtenim

At + -+ Mo = f(or) + -+ f(op) = flor+ -+ 4 v) = f(0) =0. (©)

En restar les dues equacions en (B) i en (C) obtenim

(>\k — )\1)’01 + -+ (/\k - )\kfl)kal = 0. (D)

Com, per acada 1 <¢ < k—1, v; és un vector en V), i, d’acord a la Proposici6 6.1, V), és un
subespai vectorial de V', aleshores, per a cada 1 <1i <k —1, (A — A\;)v; és un vector en Vj,.
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Per tant, de I'equacié en (D) obtenim, per hipotesi inductiva, que (A — A;)v; = 0, per a tot
1 <i<k—1. Com que, per hipotesi, els valors propis sén diferents dos a dos, aleshores
v;=0,peratot 1 <i<k-—1.

Finalment, substituint en (A), obtenim que vy = 0. Per tant, per a tot 1 <1i < k, v; = 0.

Aixi, la suma V), 4 --- 4+ V), és directa i podem escriure Vy, @ --- @ V),. U

Corol * lari 6.5. Siga V un K-espai vectorial, f: V — V un endomorfisme i siguen
A1, o, A, valors propis d’f diferents dos a dos. Siga v; un vector propi en Vy,, per a cada
1 <i <k, aleshores {vy,--- ,ux} €s un conjunt de vectors linealment independent.

Demostracio. Considerem una combinacio lineal dels vectors vy, - - - , v igualada a zero de
la forma
pavi + -+ pgvg =0, (A7)

on, per a cada 1 < ¢ < k, u; és un escalar en K. Volem demostrar que per a tot 1 <i < k,
i = 0.

Per la Proposici6 6.1, per a cada 1 <7 < k, V), és un subespai vectorial de V. Com, per a
cada 1 <17 <k, v; és un vector en V), concloem que, per a tot 1 <¢ <k, p;v; és un vector
en Vy,. Per la Proposici6 6.5, com que la suma Vy, @ --- @ V), és directa, de I’equaci6 en
(A”), concloem per la caracteritzacié de les sumes directes que, per a tot 1 < i < k, uv; = 0.
Per hipotesi, per a cada 1 < ¢ < k, v; # 0, ja que v; és un vector propi en V. Aleshores, per
atot 1 <i<Ek, u; =0.

Es a dir, {v1,--+ , v} és un conjunt de vectors linealment independent. O
Teorema 6.1 (Caracteritzacié dels endomorfismes diagonalitzables). Siga V un K-espai

vectorial amb dimg (V') =n, f: V — V un endomorfisme i siguen \1,--- , A\ tots els valors
propis d’f, diferents dos a dos. Denotem, per a cada 1 <i <k,

o vy, la multiplicitat algebraica del valor propi \;;
o dy, la multiplicitat geométrica del valor propi \;.

Aleshores les segiients afirmacions son equivalents

1. [ és diagonalitzable;
1. Es donen les dues condicions segiients:

o peratotl <i<k, ay, =dy,;
c oyt tay =0

Es a dir,  és diagonalitzable si, i només si, les multiplicitats algebraiques i geométriques de
tots els valors propis coincideizen i, a més, la suma de totes les multiplicitats algebraiques
(geomeétriques) coincideix amb la dimensid de [’espai.
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Demostracié. Suposem que f és diagonalitzable. Aleshores pel Corol - lari 6.3, podem trobar
B ={e1, - ,ey} una base formada per vectors propis.

Per a cada 1 < ¢ < k prenem

W), = (vectors propis en B associats al valor propi \;) < V.

Com que B és base de V, Wy, +---4+ W), = V. A més, per la Proposicié 6.5, aquesta suma
és directa, és a dir,
V=W, @ ®W,,.

Si prenem dimensions en ’anterior equacié obtenim

k k
n =dimg(V) =dimg [ @ Wy, | =D dimg(Wy,) <> _da,.
1<i<k i=1 i=1
L’altima desigualtat és conseqiiencia de que Wy, < V), per a tot 1 < < k.

Aleshores, trobem la segiient seqiiéncia de desigualtats
k k
n < dei < Zaxi <n.

La primera desigualtat ha estat provada abans; la segona desigualtat és conseqiiéncia de
la Proposici6 6.4; finalment, la tercera desigualtat és conseqiiéncia de que la multiplicitat
algebraica és 'exponent d’un factor del polinomi caracteristic i aquest polinomi té grau n.

D’aquestes desigualtats es dedueix que Z,’f:l dy, = Zle ay, = n. Per altra banda, com que,
per a cada 1 <¢ <k, dy, < a, i les sumes coincideixen, aleshores concloem que, per a cada
1§i§k, (e5W :d)\i.

Per a l'altra implicacid, suposem que per a tot 1 <7 < k, ay, = dy, i que n = Zf;l ay, -

Per a cada 1 < i < k, considerem V), el subespai propi associat al valor propi A;, i considerem
By, una base de V), de la forma

By, ={ei1, - eiay -

Notem que la suma dels subespais propis Vy, 4+ --- 4+ V), és directa per la Proposici6 6.5.
Aquest subespai vectorial de V' té dimensi6 n, ja que
k k k

dimg @ Wl = ZdimK(VAi) = Zd)w = ZO‘M =n.

1<i<k i=1 i=1 i=1

Llavors concloem per la proposicié sobre dimensions de subespais que V =Vy, @ --- @ V).
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Per tant, el conjunt B d’'n vectors format per tots els vectors de les bases B),, pera 1l <14 <k,

B = {61,1,"‘ s€ldy, s s €kl 7€k,d)\k}

és un sistema generador per a V de tamany n. Per la caracteritzacié de les bases per la
dimensid, concloem que B és una base de V formada per vectors propis per a f. En virtut
del Corol - lari 6.3, concloem que f és diagonalitzable. O
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7 Formes bilineals

En aquest capitol introduim el concepte de forma bilineal i estudiarem les primeres propietats.
Les formes bilineals ens ajudaran a descriure nocions com la de modul d’un vector, angle
entre vectors o la condicié d’ortogonalitat. Per tant, podem pensar les formes bilineals com
una ferramenta per a introduir nocions de mesura.

Definicié 7.1 (Forma bilineal). Siga V' un K-espai vectorial. Una forma bilineal sobre
V' és una aplicacié del tipus
FV XV —K

que satisfa, per a tot uy, ug, w1, ws, v € V itot A\, u € K, les segiients equacions

i f(Aur + pug,v) = Af(ur,v) + pf(uz,v);
i f(v, Awr + pw2) = Af (v, w1) + pf (v, wa).

Exemple 7.1. Per a I'R-espai vectorial R?, es considera I’aplicacié

f: R? x R? — R
((m,y),(z,t)) — .Z'Z—yt

Anem a comprovar la linealitat en la primera component. Per a tot (z1,y1), (z2,42), (2,t) €
R? i tot parell d’escalars \, i € R, la segiient cadena d’igualtats es compleix

F(@1,y1) + (22, 92), (2,) = f((Az1 + pxe, Ayt + py2), (2, 1))
= (Az1 + pa2)z — (Ay1 + pya)t
= Ax12z + pxoz — Ayit — pyot
= AMz12 — y1t) + p(z2z — yot)
= M ((z1,11) (2,0) + pf (22, y2), (2, 1))

Per a la linealitat en la segona component, fem igual. Per a tot (z,y), (21,t1), (22,t2) € R? i
tot parell d’escalars A, i € R, la segiient cadena d’igualtats es compleix

f((z,9), (21, 1) + w22, t2)) = f((2,9), (A1 + p22, Aty + pt2))
= x(Az1 + pz2) — y(At1 + pta)
= \xz1 + pxze — Ayt — uyts
= Nzz1 —yt1) + p(xze — yta)
= A ((%,9), (21,t1)) + nf ((z,y), (22, t2)).
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Proposicié 7.1. Siga V un K-espai vectorial, f: V x V — K una forma bilineal, u,w
vectors en V i A un escalar en K, aleshores

it. f(Au,w) = f(u, \w) = Af(u,w).

Demostracio. Per al primer item, notem la segiient cadena d’igualtats

fO,w) = f(0+0,w) = f(0,w) + f(0,w).

La primera igualtat és conseqiiencia de que 0 + 0 = 0; la segona igualtat és conseqiiencia de
la definicié de forma bilineal.

En Panterior expressio, si passem restant un dels escalars f(0,w) a l’altra banda obtenim
que f(0,w)=0. La demostracié per a f(u,0) =0 és analoga.

El segon item és conseqiiencia directa de la definicié de forma bilineal. O
Anem a explorar com es relaciona una forma bilineal amb I’expressié coordenada dels vectors
sobre els quals actua.

Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V') = n, siga B = {e1,--- ,e,} una base de V, siga
f:V xV — K una forma bilineal i siguen u,w dos vectors en V. Suposem que I'expressio
coordenada dels vectors u i w en la base B ve donada per

u=Are1 + -+ Apen; w = g€y + -+ fpen;
per a alguns escalars Ay, Ap, p1, -+, pun € K.
Aleshores, com f és una forma bilineal, s’obté la segiient cadena d’igualtats

flu,w)=f (Z Ai€i, Z,Ujej) =Y Aif (ei, Zujej) =300 iy f e €5).
=1 7j=1 =1 j=1

i=1j=1

Ens adonem que la imatge d’un parell (u, w) € V x V mitjancant una forma bilineal només
depén de les imatges dels vectors (e;,e;) € B x B, amb 1 < 4,5 < n, i de les coordenades
dels vectors v i w en la base B.

Aco ens motiva a considerar la segiient definicid.

Definicié 7.2 (Matriu coordenada d’una forma bilineal). Siga V' un K-espai vectorial amb
dimg (V) =n, siga f: V x V — K una forma bilineal i siga B = {e1,--- ,e,} una base de
V. Anomenem matriu coordenada d’f en la base B a la matriu

fler,er)  fler,e2) -+ f(er,en)
flez,e1) flez,e2) -+ flez,en)

femer) flemen) - flemen)

Es a dir, A = (aij) € My (K) tal que per a tot 1 <i,5 <n, oy = f(es, €5).
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Proposicié 7.2 (Existéncia i unicitat de la matriu coordenada d’una forma bilineal). Siga
V un K-espai vectorial amb dimg (V) = n, siga f: V x V. — K una forma bilineal i siga
B={ei, - ,en} una base de V. Aleshores la matriu coordenada d’f en B és linica matriu
en M, (K) que, per a tot u,w € V, amb

e X les coordenades du en B;
e Y les coordenades de w en B;

satisfa 'equacié X*AY = [f(u, w)} )

Demostracié. Si u,w sén vectors en V' i anomenem

A1 M1
X=1: les coordenades d’u en B; Y=]|: les coordenades de w en B;

An Hn

aleshores es dona la segiient cadena d’igualtats

fler,er) fler,e2) -+ fler,en)
XtAY::)\l /\n} f(€2:,€1) f(€2:,€2) f(€2:,€n) m
flenmer) flemez) -+ flemen)] 7

= i )\i/ﬁjf(eiaej)}

Li,j=1

= f(u,w)} .

Per a la unicitat, suposem que f admet dues matrius coordenades A = (a;;) i B = () en
M,,(K) tals que, per a tot u,w € V, amb X les coordenades d’u en B 1Y les coordenades de
w en B, satisfan que

XEAY = [f(u,w)] = X'BY.

Aixi, en particular, 'anterior expressi6 sera certa per als vectors e;,e; € B, amb 1 < 1,5 < n.
En aquest cas, si anomenem X; les coordenades d’e; en B i Y, les coordenades d’e; en B,
notem que X; és una matriu columna tota zero a excepcié de la posicié ¢, on hi ha un 1, i
que Y; és una matriu columna tota zero a excepcié de la posici6 j, on hi ha un 1.

Aleshores, obtenim que

[ij| = XIAY; = | f(eie)| = XIBY; = [8]

Es a dir, per a tot 1 <, j < n, les components (i,7) d’A'i B sén iguals, és a dir, a;; = Bi;.
Concloem que A = B. O
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Proposicié 7.3 (Tota matriu quadrada és la matriu coordenada d’una forma bilineal). Siga
V' un K-espai vectorial amb dimg (V) =n, B={e1, - ,ey} una base de V i A una matriu
quadrada en M, (K), aleshores existeix una forma bilineal f: V x V — K de forma que A
és la matriu coordenada d’f en la base B.

Demostracio. Considerem 'aplicacid

fi VxV — K on X sén les coordenades d’u en B,
(u,w) +— XAY Y sén les coordenades de w en B.

(En aquesta definici6 estem identificant M; (K) amb K.)

Caldra demostrar que aquesta aplicaci6 és una forma bilineal i que la seua matriu coordenada
en B és la matriu A. Per a comprovar que és forma bilineal, considerem vectors uy, ug, w1, ws, v
en V iescalars A, u en K. Anomenem

e Xi, Xo les coordenades d’uy i ue en B, respectivament; aixi AXj+puXs son les coordenades
de Auy + pusg en B;

e Yy, Ys les coordenades de wy i we en B, respectivament; aixi AY; + pYo son les
coordenades de Awi + pwsy en B;

e 7 les coordenades de v en B.

Aixi, es donen les segiients cadenes d’igualtats
f()\U1 + /LUQ,’U) = ()\Xl + /LXQ)t AZ

= (AX] + uX$) AZ

= MXIAZ + uX5AZ

= )‘f(ulv U) + Mf(u% U);

f(v, \wy + pwg) = Z'A (AY1 + pY2)
= \Z'AY] + pZtAY,
= )\f(vu wl) + :U’f(v7w2)'

Es a dir, f és una forma bilineal.

Per a la segona part d’aquesta proposicié, si denotem, per a cada 1 < i < n, X; les
coordenades d’e; en B, aleshores X; és una matriu columna tota zero a excepcié de la posicid
7, on hi ha un 1.

Si A = (u;), aleshores, per a cada 1 <i,j <n, trobem per la definicié d’f que

0

a2 o ol |

t Q21 Q22 -+ (9p :

f(ei,ej):XiAXj: o ---1 --- 0 : : N : 1 :[am}
anl a’l’b2 e ann .
_0_
Per la Definicié 7.2, la matriu coordenada d’f en la base B té la forma
fler,e1) fler,e2) -+ fle1,en) a1l Qg e Qqn
flea,e1) flea,ea) -+ flea,en) o2 azm - az, .
flen,e1) flen,ea) -+ flen, en) Qnl Qng -+ Qo
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Es a dir, la matriu coordenada d’f en la base B és A. O

Exemple 7.2. Siga K" el K-espai vectorial estandard de dimensié n i siga B. la base
canonica de K™, aleshores associada a aquesta base i a la matriu identitat I,, de tamany n en
M,,(K) trobem la forma bilineal

f: K" x K" — K
1 - 0] [n
n
((xlﬂ)xn)v(ylvayn)) — {‘/L‘l xn:| :Z‘lel
0 - 1] lyn =1

Aquesta forma s’anomena producte escalar estandard en K".

7.1 Congruéncia

En aquesta seccié anem a identificar les diferents representacions matricials que poden
descriure una forma bilineal depenent de la base que s’elegisca. Aixi, siga V un K-espai
vectorial amb dimg (V) =n, f: V x V — K una forma bilineal i B i B dues bases de V.
Anomenem

e A la matriu coordenada d’f en B;
« A la matriu coordenada d’f en B.

Aleshores, per a tot parell de vectors u,w en V' amb

e X, X les coordenades d’u en B i B, respectivament;
e Y, Y les coordenades de w en B i B, respectivament;

es té que
XIAY = f(u, w) = XAY. (%)

Si anomenem P la matriu canvi de base de B a B, aleshores

PX = X, PY =Y.

Aixi, substituint en l’expressié en (x), obtenim que

f(u,w) =XAY = (PX)"A(PY) = X* (P*AP) Y.
Per la unicitat de la matriu coordenada d’una forma bilineal, demostrada en la Proposici6 7.2,
obtenim que

P'AP = A.

Aquesta nota motiva la segiient definicié.
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Definicié 7.3 (Matrius congruents). Siguen A, B dues matrius quadrades en M,,(K), direm
que A i B sén congruents si existeix una matriu invertible P € GL,,(K) de forma que

P'AP = B.
Proposicié 7.4. Ser congruents és una relacié d’equivaléncia en M, (K).

Demostraciéo. Comprovem que satisfa les condicions per a ser relacié d’equivaléncia.

Reflexiva. Siga A una matriu en M, (K), aleshores per a la matriu identitat |,, es té que
£ AL, = A.

Aixi, A és congruent a A, és a dir, ser congruent és una relacié reflexiva.

Simetrica. Siguen A i B dues matrius congruents en M,,(K), aleshores existeix una matriu
invertible P en GL,(K) tal que
P'AP = B. (S)

Si transposem les igualtats
P'P=1,=PP,

(P ) =1, = (P 1)

Es a dir, la transposada de la inversa és la inversa de la transposada,
t _
(Pt =Py

Aleshores, de ’equacié en (S), aillant A, obtenim que

obtenim que

A=(P) BP

Aixi, B és congruent a A, és a dir, ser congruent és una relacié simetrica.

Transitiva. Siguen A, B, C matrius quadrades en M,,(K) tals que A i B sén congruents i B
i C sén congruents. Aleshores existeixen matrius invertibles P, Q en GL,(K) tals que

PtAP = B; Q'BQ = C.
Per tant, per a la matriu invertible PQ € GL,,(K) es té que
(PQ)*A(PQ) = Q'P*APQ = Q'BQ = C.

Aixi, A és congruent a C, és a dir, ser congruent és una relacié transitiva. O

Corol - lari 7.1. Siguen A i B dues matrius quadrades en M,,(K). Aleshores les segiients
proposicions son equivalents

i. A i B son congruents;
7. A i B representen la mateiza forma bilineal en bases diferents.
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i Nota

Nota. Siguen A, B matrius quadrades en M, (K). Si A i B s6n congruents, aleshores
sén equivalents. Per contra, si A i B sén congruents, aleshores no tenen perque ser
semblants.

Considerem per exemple les matrius quadrades lg i 4l2 en Ma(R). Aquestes matrius

son congruents ja que
40 [z 0]'[1 o][2 0
0 4/ [0 2| [0 1] |0 2|°

Per contra, |2 i 4l5 no sén semblants perqueé no tenen el mateix polinomi caracteristic.

La seglient proposicié ens donara després un metode practic per a caracteritzar la relacié de
congruencia.

Proposicié 7.5. Siguen A,B en M,,(K), aleshores les segiients afirmacions soén equivalents.

1. A i B son congruents;
7. Podem transformar A en B mitjancant una seqiiéncia finita d’operacions elementals,
les mateizes per fila que per columna.

Demostracio. Recordem, per la caracteritzacié de les matrius invertibles, que tota matriu
invertible es pot descompondre com a producte finit de matrius elementals. A més, per la
proposicié sobre I'accié de les matrius elementals, fer operacions elementals fila és equivalent
a multiplicar la matriu inicial per la corresponent matriu elemental a 1’esquerra, mentre
que fer operacions elementals columna és equivalent a multiplicar la matriu inicial per la
corresponent matriu elemental a la dreta.

Aixi, seguint el segiient esquema,

[ IA b ] op. clem. [ CB2 P ] trobem que PAQ = B,

on en el bloc de la dreta acumulem les operacions fila i en el bloc de baix les operacions
columna.

El fet que siguen les mateixes operacions per fila que per columna garanteix que
Q =Ph.

Ac¢o demostra I'equivaléncia. O

Exemple 7.3. Considerem la matriu A en My(R) donada per

A:[; g]
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Per altra banda, considerem la segiient seqiiencia d’operacions elementals.

1 21 0 1 2|1 0 1 0|1 o0
2 3|0 1| p=p2n | 0 =1| -2 1| cymex-2es, | 0 —1| -2 1
10 1 0 1 -2
01 0 1 0 1

Aixi, obtenim la segiient relacié de congruéncia

B b b )

En aquest cas, A i Diag(1, —1) s6n matrius congruents.

7.2 Ortogonalitat i simetria

Com hem fet fins ara en els anteriors temes, en el que queda de seccid intentarem entendre
el que significa aconseguir una base de I’espai on la matriu coordenada d’una forma bilineal
siga diagonal.

Siga V un K-espai vectorial amb dimg(V) = n, f: V x V — K una forma bilineal i

B ={e1, - ,ey} una base de V. Suposem que la matriu coordenada d’f en la base B és
una matriu diagonal de la forma
a1 0 0 f(elael) f(€1762) f(elaen)
5_ 0 ag -+ 0| [|flez,e1) flea,ea) -+ flez,en)
0 0 e O f(€n761> f(€n,€2) f(enaen)

Aleshores estem dient que, per a tot parell d’indexs 1 <i,j < mn, si ¢ # j, caldra imposar la
condicio

f(ei, Ej) = O

Més encara, si u,w sén vectors en V i anomenem X les coordenades d'u en B i Y les
coordenades de w en B, aleshores, com D és una matriu diagonal, trobem que

(£, w)] = [£lnw)]" = (XDY)" = YD (X)* = Y*DX = [ f(w, )]

Es a dir, la forma bilineal f: V x V — K ha de satisfer que, per a tot parell de vectors
u,weV,

f(uvw) = f(wvu)'

Aco motiva les segiients definicions.
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7.2.1 Ortogonalitat

Presentem a continuacioé les definicions de vectors ortogonals i base ortogonal.

Definicié 7.4 (Vectors ortogonals). Siga V un K-espai vectorial i f: V x V — K una
forma bilineal. Direm que els vectors u,w en V sén ortogonals per a f si f(u,w) = 0.

Definicié 7.5 (Base ortogonal). Siga V un K-espai vectorial i f: V' x V — K una forma
bilineal. Direm que una base B = {ej1,--- ,e,} de V és una base ortogonal per a f si, per
atot 1 <i,j7 <nambi#j, f(e,e;)=0. Es a dir, una base ortogonal per a f és una base
de V on els seus vectors sén ortogonals dos a dos.

Pel que hem parlat abans, obtenim el segiient corol - lari.

Corol - lari 7.2. Siga V un K-espai vectorial amb dimg(V) =n i f: V xV — K una
forma bilineal, aleshores les segiients afirmacions sén equivalents

1. f admet una matriu coordenada diagonal en alguna base;
1. Fxisteix una base de V' ortogonal per a f.

7.2.2 Forma bilineal simétrica

Presentem a continuacié la definicié de forma bilineal simetrica.

Definicié 7.6 (Forma bilineal simeétrica). Siga V un K-espai vectoriali f: V xV — K
una forma bilineal. Direm que f és una forma bilineal simétrica si, per a tot parell de
vectors u,w € V, es té que

f(uvw) = f(wvu)'

Proposicié 7.6. Siga V un K-espai vectorial finitament generat, f: V xV — K una forma
bilineal i B una base de V. Considerem A la matriu coordenada d’f en B. Les segiients
afirmacions sén equivalents

1. [ és una forma bilineal simétrica;
ii. A és una matriu simétrica, és a dir, At = A.

Demostracié. Suposem que f és una forma bilineal simétrica. Anem a comprovar que A és
una matriu simetrica. Recordem de la Definicié 7.2 que la matriu A ve donada per

fler,er) fler,e2) -+ fler,en)
flez,e1)  flez,e2) -+ fea,en)

flemer) flemes) - Flensen)
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Notem que per a tot parell d’indexs 1 <4, j < n, 'entrada ij d’A ve donada per f(e;,e;),
que coincideix, en ser f simetrica, amb f(e;,e;), és a dir, amb I'entrada ji de la matriu A.
Es a dir, A és simeétrica.

Per altra banda, suposem que A és una matriu simetrica, és a dir, que A = A. Anem a
comprovar que f és una forma bilineal simétrica. Siguen u,w vectors en V i siguen X les
coordenades d'u en B 1Y les coordenades de w en B; aleshores, com A, la matriu coordenada
d’f en B, és una matriu simétrica, trobem que

(£ w)] = [Flnw)] = (XCAY)" = YEAY (X9 = YAX = [f(w,u)] .

Es a dir, la forma bilineal f és simétrica. O

1 Nota

Nota. Pel raonament presentat al principi de la seccid, si ens donen una forma bilineal
i volem trobar-li una matriu coordenada diagonal, aleshores aquesta forma haura de
ser simetrica.

Corol - lari 7.3. Siguen A i B dues matrius congruents en M,,(K). Aleshores A és simétrica
si, i només si, B és simétrica.

Demostracié. Com A i B sén congruents, existeix una matriu invertible P en GLy,(K) tal que
P'AP = B.
Suposem, sense pérdua de generalitat, que A és simeétrica. Aixi A* = A. Per altra banda,

Bt = (PtAP)" = PtAt (PY)" = PtAP = B.
Es a dir, B també és simétrica. O

Proposicié 7.7. Siga K un cos amb car(K) # 2 i A € M, (K) una matriu simétrica quadrada.
Aleshores A és congruent a una matriu diagonal.

Demostracio. Farem la demostracié per induccié sobre n.

Cas base. Si n =1, aleshores A = [oql}, que ja és una matriu diagonal.

Hipotesi inductiva. Suposem '’enunciat cert per a matrius quadrades simetriques de
tamany n — 1, és a dir, si A € M,,_1(K) és una matriu quadrada simetrica, aleshores A és
congruent a una matriu diagonal.

Anem a demostrar-ho per a una matriu A = (oj;) € M, (K) simetrica de tamany n. La
demostracié sera algorismica. Diferenciem els segiients casos.

Si A =0, aleshores A ja és diagonal.
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Per tant, podem suposar A # 0. En aquest punt intentarem aconseguir un element diferent
de zero en l'entrada (1,1) de la matriu.

Cas 0. Si a1 # 0, ja ho hauriem aconseguit.

Si aquest no féra el cas, és a dir, si ay; = 0, aleshores pot océrrer algun dels segiients casos.

Cas 1. Algun dels elements de la diagonal «; és diferent de zero, amb 2 < i < n. Es a
dir, la matriu A té la forma representada a ’esquerra. Sobre aquesta matriu apliquem les
operacions elementals que 'acompanyen.

fiefi c14>¢g
A = all ... aZZ ... aln % 0 .. all .. aln % all .. 0
| ®nl Qng " Onp | |On1  * Opg - Qnp| |Oni " Qnl

Per la Proposicié 7.5, la matriu resultant és congruent a la matriu original A i té un element
diferent de zero en la posicié (1,1).

Cas 2. Cap dels elements de la diagonal és diferent de zero, és a dir, a;; = 0 per a tot
1 <4 < n. Com treballem sota la suposicié que A # 0, han d’existir indexs 1 < i,j < n
amb 7 < j per als quals a;; # 0. Es a dir, A té la forma representada a continuacié. Sobre
aquesta matriu apliquem les operacions elementals que I’acompanyen.

r 0 .. all o oe e al] e aln_
a’ll .. O ... a’L] ... aln
A= :
Q1 Qg 0 Qjn
_anl .. anZ o oe e an] oo 0 |
r O DR all ... alj o .. aln ]
O e s B ¢ A e Qin + Qjn
fi=fi+f; . . .
B :
a1 Qi 0 Qjn
L anl DR anl ... anj .. 0 ]
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51 + Q51 Qg + Q5 s Qg s Oyn + Qjn,
Ci=Citc; . . .
ajl “ e ajl “ e 0 DY ajn
L anl anz_i_anj an] 0 ]

Com la matriu A és simetrica, oj; + a;j = 2c;. Com car(K) # 2, aleshores 2a;; # 0. Per
la Proposicié 7.5, la matriu resultant és congruent a la matriu original A i té un element
diferent de zero en la posici6 (i,4) de la diagonal. Aleshores, podem reprendre l'estrateégia
presentada en el Cas 1 per a moure aquest element a la posici6 (1,1).

En qualsevol cas, hem aconseguit una matriu simetrica, congruent a l’original, de la forma

/ / /
o1 | Y2 0 g

!

Qo
. A
!

Qn1

on oy # 01 A’ és una matriu simétrica de tamany n — 1.

En aquest cas podem fer les segiients operacions elementals. Per a cada index 2 <: <mn, a
la fila 4 li restem la fila 1 multiplicada per % i després, a la columna ¢ li restem la columna
11

. . (6% . ’ . N . .
1 multiplicada per _#-. Recordem que la matriu és simetrica, aleshores ol = ol i, per la

11
Proposicié 7.5, la matriu resultant, després de fer totes aquestes operacions, té la forma

En aquest punt, la submatriu A” és simeétrica i de tamany n — 1. Per la hipotesi inductiva,
aquesta submatriu sera congruent a una matriu diagonal. De fet, per a trobar-la repetirem
lalgorisme descrit sobre la submatriu A”.

Ac¢o ens garanteix una matriu diagonal congruent a la matriu simetrica original A. O

Amb aquest tltim resultat obtenim la seqiiéncia completa de caracteritzacions de les formes
bilineals simetriques definides sobre K-espais vectorials, amb car(K) # 2.

Corol - lari 7.4. Siga K un cos amb car(K) # 2, V' un K-espai vectorial i f: V xV — K
una forma bilineal. Les seglients afirmacions son equivalents.

1. f és una forma bilineal simétrica;
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7. Tota matriu coordenada d’f és una matriu simétrica;
7i. 'V admet una base ortogonal per a f;
w. f té una matriu coordenada diagonal;
v. Tota matriu coordenada d’f és congruent a una matriu diagonal.

7.3 Matrius simeétriques reals

En les matrius quadrades simetriques amb entrades reals podem dir més.

Proposicié 7.8. Siga A € M, (R) una matriu quadrada simétrica real, aleshores A és
congruent amb una matriv diagonal de la forma Diag(1,---,1,—-1,---,=1,0,---,0).

Demostracio. Per la Proposicié 7.7, sabem que A és congruent amb una matriu diagonal
de la forma Diag(a, -+ ,ay). Sobre aquesta matriu diagonal, d’acord a l'entrada a;, amb
1 <i < n, fem les segiients operacions elementals.

e Si a; > 0. En aquest cas dividim la fila 7 i després la columna ¢ per /o; fins a
transformar ’entrada 4 de la diagonal en un 1.

o Si a; < 0. En aquest cas dividim la fila i i després la columna i per /—a; fins a
transformar I'entrada ¢ de la diagonal en un —1.

e Si o; = 0. En aquest cas no modifiquem res.

Només ens quedaria reordenar les entrades fins a posar-les en la posicié que ens interessa.
FEn aquest punt, recordem l’estrategia presentada en el Cas 1 de la demostracié de la
Proposicié 7.7. Aixi, per la Proposici6é 7.5, concloem que la matriu A és congruent a una
matriu diagonal de la forma

Dlag(17 517_17"' 7_170>"' 70)

Com voliem demostrar. O

i Nota

Nota. Recordem que, sobre el conjunt de matrius quadrades, ser congruents implica ser
equivalents. En particular, el rang de la matriu diagonal obtinguda en la Proposicié 7.8
coincideix amb el rang de la matriu simétrica A, és a dir, en la matriu diagonal congruent
a la matriu A obtinguda en aquest resultat hi ha n — rang(A) entrades zero.

El que vorem a continuaci6 és que, per a una matriu simetrica real A, la matriu diagonal
obtinguda en la Proposicié 7.8 congruent a A és tnica.

Teorema 7.1 (Llei d’inercia de Sylvester). Siga A € M, (R) una matriu simétrica real,
aleshores A és congruent a una unica matriu diagonal de la forma Diag(1,--- ,1,—1,--- ,—1,0,---,0).
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Demostracio. Que A és congruent a una matriu d’aquest tipus és conseqiiéncia de la
Proposici6 7.8. Només ens queda comprovar que aquesta matriu diagonal és tinica. Denotem
per r = rang(A). Suposem que A és congruent a dues matrius diagonals del tipus

D = Diag(1,---,1,—1,---,—1,0,--- ,0) amb s uns, r — s menys uns i n — r zeros;

D = Diag(1,---,1,—1,---,—1,0,--- ,0) amb s’ uns, r — s’ menys uns i n — r zeros.

Recordem que, per la nota anterior, el rang d’aquestes dues matrius D i D ha de ser el
mateix. Només ens quedara demostrar que s = s’.

Com que D i D sén congruents, aleshores pel Corol - lari 7.1 representen la mateixa forma
bilineal f: R™ x R™ — R en algunes bases. Aixi, podem suposar que, per a algunes bases
de R™", B={ey, -+ ,ep} i B={e1, - ,€,}, respectivament, es té que

e D és la matriu coordenada d’f en B;
e D és la matriu coordenada d’f en B.

Aleshores, per a cada parell d’indexs 1 <14,j < n, es donen les segiients igualtats

0 sii#j, 0 sit#7,
)1 sit<i=j<s, ) 1 sil<i=j<4,
flene) =Y 1 sis<i=j<n, f@@ =) 1 sv<izi<n

0 sir<i=j<n; 0 sir<i=j<n.

Considerem els segiients subespais vectorials

U:<el7"' 768>7 W:<ésl+17'” 7én>‘

Anem a demostrar que la seua suma és directa. Per tant, siga z € U N W, aleshores z pot
escriure’s tant com a combinacié lineal dels vectors en U, com a combinacié lineal dels
vectors en W. Aixi existeixen escalars A\1,---, A; en R i escalars pg 41, , p, en R de forma
que

Aer+ -+ Ageg =2 = Us'41€s/ 41+ + Un€n.

Ens ocupem ara del resultat d’aplicar la forma f sobre el parell (z, z). Primerament ho fem
emprant la seua expressio com a combinacié lineal dels vectors en U i tenint en compte les
anteriors igualtats.

f(z2)=f (i A€, zs:)\iez) = zs:)f > 0.
i=1 i=1 im1

A continuaci6é ho fem emprant 'expressié de z com a combinacié lineal dels vectors en W i
tenint en compte les anteriors igualtats.

fa) =1 > we >, we | =— > ul<o.

i=s'+1 i=s'+1 i=s'+1
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Es a dir, emprant una expressio, f (z,2) > 0 i, emprant l'altra, f(z,z) < 0. Per necessitat,
f(z,2) = 0. En particular, 5 ; A2 = 0, el que obliga a que \; =0, per a tot 1 <i < s. En
particular, z = >"7 ; A\je; = 0.

Aleshores la suma d’U i W és directa, és a dir, podem escriure U & W. Com que U & W és
un subespai vectorial d’'R”, tenim la segiient desigualtat

s+ (n—s§) =dimg(U ® W) < dimg(R") = n.

Per tant, concloem que s < s'.

L’altra desigualtat es pot obtindre de manera analoga considerant els subespais vectorials

U:<€5+1,"',€n>, W:<éla"'aés’>-
Concloem que s = ¢/, és a dir, D = D. ]
Aixi, podem definir rang i signatura d’una forma bilineal simetrica real.

Definicié 7.7 (Rang i signatura). Siga V' un R-espai vectorial i f: V x V' — R una forma
bilineal simétrica. Anomenem rang d’f al rang de qualsevol matriu coordenada. Aquest
nombre es denotara per rang(f). Anomenem signatura d’f al nombre d’uns de 'inica
matriu diagonal de la forma Diag(1,---,1,—1,---,—1,0,---,0) que és matriu coordenada
d’f en alguna base. Aquest nombre es denotara per sig(f).

Per extensi, anomenem signatura d’una matriu quadrada simetrica real A € M, (R)
al nombre d’uns de 1'inica matriu diagonal de la forma Diag(1,---,1,—1,--- ,—1,0,---,0)
que és congruent amb A. Aquest nombre es denotara per sig(A).

La llei d’inércia de Sylvester ens garanteix que aquests conceptes estan ben definits.

La segiient proposicié ens mostra que el rang i la signatura caracteritzen la relacié de
congruéncia per a matrius simetriques reals.

Proposicié 7.9. Siguen A,B € M,,(R) dues matrius simétriques reals. Aleshores les segiients
afirmacions son equivalents.

1. A i B son congruents;
ii. rang(A) = rang(B) i sig(A) = sig(B).

Demostracié. Suposem que A i B sén congruents. Considerem una d’elles, per exemple la
matriu A. Per la llei d’inércia de Sylvester, A és congruent a una Unica matriu diagonal del
tipus Diag(1,---,1,—1,---,—=1,0,---,0). Com B és congruent amb A, aleshores B també és
congruent amb aquesta matriu diagonal. Concloem que rang(A) = rang(B) i sig(A) = sig(B).

Suposem ara que rang(A) = rang(B) i sig(A) = sig(B), aleshores per la llei d’inércia de

Sylvester A i B s6n congruents a la mateixa matriu diagonal Diag(1,--- ,1,—1,--- ,—1,0,---,0),
amb sig(A) uns a la diagonal i n — rang(A) zeros a la diagonal. Llavors A i B son
congruents. ]
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Donada una forma bilineal simetrica definida en un R-espai vectorial, per a obtindre el seu
rang i la seua signatura només ens caldra considerar una matriu coordenada de la forma en
alguna base i aplicar les construccions presentades a les Proposicions 7.7 i 7.8 fins obtindre
I"inica matriu diagonal descrita a la llei d’inércia de Sylvester.

Exemple 7.4. Siga I'R-espai vectorial R? i la forma bilineal f: R? x R?> — R que té a

.

com a matriu coordenada d’f en la base canonica d’R%. Pel Corol - lari 7.4, f és una forma
bilineal simetrica perqueé admet una matriu coordenada simetrica. Apliquem les construccions
presentades a les Proposicions 7.7 i 7.8 fins a obtindre I’inica matriu diagonal de la forma

Diag(1,---,1,—-1,---,—1,0,---,0) que és congruent amb A.
A — 3 2| fo=fo—%H |3 21 co=co—2c1 |3 ()1 f1:%f1 V3 01
2 1 0 —3 0 —3 0 —3

ATV 10| =y (L0 ] eamvEe, (100
0 1L 0 -+ 0 —1|°

Aleshores, la signatura d’f és 1 i el rang és 2.

El meétode que acabem de descriure per a obtindre la signatura pot complementar-se amb el
metode que vorem a continuacio.

Teorema 7.2 (Criteri de Sylvester per a la signatura). Siga A € M, (R) una matriu simétrica
real. Per a cada 1 < i <n, anomenem A; a la submatriv quadrada de tamany i que resulta
d’agafar en A les i primeres files i columnes. Si, per a cada 1 < i < n, el determinant
Det(A;) és diferent de zero, aleshores la signatura d’A és el nombre de valors positius de la
seqliencia

Det(A Det(A Det(A,
Det(Ay), et( 2)7 et( 3)7 et(An) .
Det(Al) Det(Ag) Det(Anfl)
Demostracié. Siga V un R-espai vectorial de dimensié n i B = {e1, -+ ,e,} una base de V.

Anomenem f: V x V — R a la forma bilineal que té a A com a matriu coordenada en la
base B.

Construim una nova base B = {ey,--- ,€,} de V com segueix
e; = ey,
i—1
éi:ei—Z)\ijej, peral<i<n.
Jj=1

Es a dir, el primer vector de B sera el primer vector de B i el vector i-éssim de B, per
al < i < n, sera el vector i-éssim de B menys una combinacié lineal dels primers ¢ — 1
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vectors en B. Els escalars \;; € R que componen aquesta combinaci6 lineal, i que encara no
coneixem, els trobarem de forma que la base resultant B siga ortogonal per a f.

Considerem la segiient afirmacié.
Afirmacié. Per a que B siga ortogonal per a f és suficient que

f(€i,ej) =0, peratot 1 <j<i<n.

Comprovem que aquesta afirmaci6 és certa. Siguen €;,€; € B amb 1 < j < i < n, aleshores

f(éia Ej) €;,e5 — Z A]kek = 627 e] Z )‘chf €4, ek’) 0.

k=1

Queda, per tant, demostrada l’afirmacié.

Per tant, el nostre objectiu sera trobar escalars \;; € R amb 1 < j < i < n tals que
f(€i,ej) = 0. Aixi, per a tot 1 < j < i <n, imposem la segiient condicid

O:f(elve_] ( Z)\zkek‘ae]> :f elae] Zkzkf ekaej)

k=1

Aleshores, per a cada 1 < i < n, se’ns planteja el segiient sistema d’equacions on les incognites
son els escalars A1, -+, Aji—1)s

Ainflerer)  + oo+ Ngopflei—,er) = fle,er)

Aifler,eio1) + oo+ Ao fleim,e-1) = fleseimn)

Notem que ’anterior sistema s’escriu, de forma matricial, de la segiient forma

fler,er) -+ flei—1,e1) Ail f(ei er)

f(ela'ei—l) f(ei—l.,ei—l) Ai(i.—l) f(€z‘>.€z'—1)

on la matriu més a l’esquerra es correspon a la submatriu A;_1, ja que A és simetrica.
Aquesta submatriu té determinant no nul per hipotesi, Det(A;_1) # 0. Es a dir, el sistema
que determina té solucié i és tnica. Per aquesta rad, podem trobar aquests escalars \;; € R,
per a cada 1 < j < i < n. Acd ens garanteix l'existéncia de la base ortogonal B que voliem.

Notem, a més, que per la definicié dels vectors en B, per a cada 1 < i < n, es té que
<€1,'-' ,€i> — <§1,... ’§i>'
En particular, per a cada 1 < i < n, si prenem el subespai V; = (ej,--- ,e;), considerem
dues bases per a V;, donades per B; = {e1,--- ,e;} i B; = {€1,--,&;}, i la forma bilineal f
restringida a V;,
fi: VixV; — R
(w,w) — flu,w)

Aleshores trobem que, per a cada 1 <1i < n, es té que
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e A,; és la matriu coordenada d’f; en la base B;;
e D; és la matriu coordenada d’f; en la base B;.

Dues qiiestions ocorren aci. Com que B; és una base ortogonal, D; és una matriu diagonal de
la forma Diag(&1,- -, &), per a alguns escalars &1, --- ,& € R. Per altra banda, com que A; i
D; representen la mateixa forma bilineal en dues bases diferents, aleshores pel Corol - lari 7.1,
les matrius A; i D; son congruents. Aixi, per a cada 1 < ¢ < n, existeix una matriu invertible

P; € GL;(R) de forma que
A; = PID;P;.

Si prenem determinants en 'anterior igualtat trobem que, per a cada 1 < i < n,

Det(A;) = Det (PiD;P;) = Det (P!) Det (D;) Det (P;) = Det(P;)? H &

Aleshores, trobem la segiient cadena d’igualtats

Det(A;) = Det(P1)%1;

Det(Az)  Det(Pg)?61&,  Det(Pg)?

Det(A;)  Det(P1)2¢;  Det(Py)?
et(As) _ Det(P3)2¢16263 _ Det(P3
ct(Az)  Det(P2)261&  Det(P

527

;253,

wllw

Det(A,)  Det(P,)?II",&  Det(Py,)?
Det(A,—1)  Det(P,_1)2 ;;11 : Det(Pp_1)

S

Com que cada quocient anterior és el producte de & per un nombre estrictament positiu, el
signe de cada element de la seqiiéncia coincideix amb el signe del corresponent &;. Aleshores
la signatura d’A, que ve donada pel nombre d’elements positius en la seqiiencia &1, - -+, &p,
es correspon amb el nombre d’elements positius en la seqiiencia

Det(Ag) Det(Ag) Det(An)
Det(Al) ’ Det(Ag) o Det(Anfl) ’

Det(Al),

com voliem demostrar.
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8 Productes escalars

Els productes escalars sén un cas concret de formes bilineals. De fet, sén les formes bilineals
que tenen rang i signatura maxims. En aquest tema estudiarem les propietats d’aquestes
formes bilineals. En tot el tema treballarem en el cos R.

Definicié 8.1 (Producte escalar). Siga V un R-espai vectorial i f: V x V' — R una forma
bilineal simetrica. Direm que f és un producte escalar si, per a tot u € V, se satisfan les
segiients propietats

L f(uvu) > 05

ii. f(u,u) =0 si, i només si, u = 0.

Proposicié 8.1. Siga V un R-espai vectorial amb dimg(V) =n ¢ f: V. xV — R una
forma bilineal simétrica. Les segiients afirmacions son equivalents

i. [ és un producte escalar;
it. rang(f) = sig(f) = n.

Demostracié. Suposem que f és un producte escalar. Com f és una forma bilineal simetrica
sobre un R-espai vectorial, aleshores, per la proposicié sobre matrius simetriques reals,
existeix una base B de V per a la qual la matriu coordenada d’f en la base B és de la forma

Dlag(17 717_17"' 7_1707"' 70)

Si rang(f) < n, aleshores apareixera almenys un 0 en 'anterior matriu coordenada diagonal.
Per tant, trobarem un vector no nul e en B tal que f(e,e) = 0, contradient el suposit que f
és un producte escalar. Per tant rang(f) = n.

Per altra banda, si sig(f) < n, aleshores apareixera almenys un —1 en l’anterior matriu
coordenada diagonal. Per tant, trobarem un vector e en B tal que f(e,e) = —1, contradient
el suposit que f és un producte escalar. Per tant sig(f) = n.

Per a Daltra implicaci6, suposem que rang(f) = sig(f) = n. Aleshores, com f és una forma
bilineal simeétrica sobre un R-espai vectorial, podem trobar una base B de V per a la qual la
matriu coordenada d’f en la base B és la matriu identitat I,,. Aixi, si v és un vector en V' i
anomenem

Z1

X =

Tn
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les coordenades de v en B, trobem que

A més, f(v,v) =0 si, i només si, 1 = --- = x,, = 0 si, i només si, v = 0.

Aixi, f és un producte escalar. O
[
1 Nota

Notacié. Si V' és un R-espai vectorial i f: V x V — R un producte escalar, obviarem
f 1 escriurem unicament un punt - per a denotar 'operacié. Aixi escriurem

VxV — R
(u,w) +— w-w

8.1 Espais vectorials euclidians

Un espai vectorial euclidia sera un espai vectorial dotat d’un producte escalar. En aquesta
secci6 vorem les propietats més destacades d’aquest tipus d’estructures.

Definicié 8.2 (Espai vectorial euclidia). Siga V un R-espai vectorial i -: V x V — R un
producte escalar definit sobre V. Al parell (V) Panomenarem R-espai vectorial euclidia.

Definicié 8.3 (Producte escalar estandard). Considerem I’R-espai vectorial estandard de
dimensié n. Definim el producte escalar estandard d’R" com

R™ x R™ — R
(($1,"~ 7xn),(y1,"' 7yn)> = T1Y1+ o+ TpYn.
Notem que el producte escalar estandard d’R™ és I'inic producte escalar que té a la matriu

identitat l,, com a matriu coordenada en la base canonica d’R".

Definicié 8.4 (Norma). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia i v € V, es defineix la
norma de v respecte -, denotada per ||v||, com el nombre real donat per

lv]| = +Vv-v.

Proposicié 8.2. Siga (V,:) un R-espai vectorial euclidia, v € V i A\ € R, aleshores se
satisfan les segiients propietats

i. |jv]| >0;
it. ||v|| =0 si, i només si, v=0;
ii. [|Aolf = [A] o]
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Exemple 8.1. Sobre I'R-espai vectorial R? es consideren els dos productes escalars que, per
a la base canonica B. d’R?, tenen les segiients matrius coordenades

3 1 11
Bl el
Es comprova facilment amb el criteri de Sylvester que A i B representen dos productes
escalars.

Aixi tenim dues estructures d’espai vectorial euclidia definides sobre R? i que representarem
per (R?,-a) i (R2,-g). Considerem per exemple el vector (1,0) € R2, aleshores la seua norma
depén del producte escalar considerat. Aixi,

(1, 0)ly =+, [1 0] ﬁ ﬂ [})

aos =+|[1 d |} 3| o] -1

Proposicié 8.3 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia
i u,w vectors en V, aleshores

= +V3;

u-w| < Jul] Jwl]]-

Demostracio. Siga x € R una variable indeterminada i considerem un vector en V de la
forma u 4 zw. Com - és un producte escalar, aleshores s’ha de satisfer la segiient desigualtat
0<(u+zw)- (u+zw)
= (u-u) +z(u-w) +z(w-u) + 2 (w-w)

= [Ju|® + 2(u - w)z + |Jw|* 2.

Aleshores trobem que el polinomi amb indeterminada z donat per ||u]|* +2(u - w)z + ||w]||* 22
ha de ser sempre major o igual a zero. Aixi, si calculem les seues arrels

—2(u - w) £ [ - w)? — 4ful® o

2
2 [Jw]

T = ,

trobem que el seu discriminant ha de ser menor o igual a zero, és a dir,

2 2
4(u-w)? = 4full* [lw]* < 0.

Si simplifiquem aquesta darrera expressié trobem que
u - w| < [ul] flwl],

com voliem demostrar. O
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Proposicié 8.4 (Desigualtat triangular o de Minkowski). Siga (V,-) un R-espai vectorial

euclidia © siguen u,w vectors en V', aleshores

lu+ wl] < Jlul] + [lw] -

Demostracié. Es dona la seglient cadena de desigualtats

lu+w|? = (u+w) - (u+w)
= (u-u)+2(u-w)+ (w-w)
< lull® + 2]ju|l [|w]| + [|w]|*  (Cauchy-Schwarz)

= (|lull + [lw])).

Per tant, concloem que ||u + w|| < ||u| + [|w]|-

O

Definicié 8.5 (Angle entre vectors). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia i siguen w, w
vectors no nuls en V. Notem que, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, Proposicié 8.3, es

té que |u-w| < ||u|| |Jw||. Aleshores es déna la segiient desigualtat

< Y oy,
el ffell

Definim 'angle que formen els vectors u i w respecte - com a I'tinic angle o € [0, 7] tal que

cos(a) uw
Q) = ——.
[[ll [l

1 Nota

Notem que u i w sén ortogonals si, i només si, I’angle que formen és 7.

Nota. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia i siguen u,w vectors no nuls en V.

Teorema 8.1 (Teorema de Pitagores). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidida i siguen u,w

vectors ortogonals en V', aleshores

w20 = [Jull* + ]

Demostracio. Es donen les segiients igualtats

lu+w|? = (u+w)- (u+w)
= (u-u) +2(u-w) + (w-w)
= [Jull® + [Jw|f?, (u-w=0)

com voliem demostrar.
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8.2 Bases ortonormals

En aquesta seccié comprovarem com d’itil és I'existencia de bases ortogonals en un R-espai
vectorial euclidia.

Proposicié 8.5 (De la utilitat de les bases ortogonals). Siga (V,-) un R-espai vectorial
euclidia de dimensié dimg(V) =n i B={e1, - ,en} una base ortogonal de V.. Siga v € V,

aleshores
V- el V- ey
v—< 2>e1+--'+( Q)en.
el [enl|

Demostracié. Com B és una base de V, aleshores tot vector v de V' pot escriure’s com a
combinacié lineal dels vectors en B. Aixi, existeixen escalars Aq,- -+, A, € R tals que

v=Ae;+ -+ A\pen.

Aleshores, per a cada 1 < i < n, si considerem el producte escalar de v amb el vector e; de
la base B obtenim la segiient seqiiencia d’igualtats

V=€ = ()\161+"‘+>\nen)'ei
=Ai(e1-€)+ -+ Alen-e;) (- és forma bilineal)
= \i(e - e) (B és base ortogonal)

= Ai [lesl”

Com - és un producte escalar tenim que, per a cada 1 <1i <mn, ||e;|| # 0. Aixi, de 'anterior
seqiiencia d’equacions, concloem que, per a cada 1 < i < n,

V- €

T 20
el

com voliem demostrar. O

A continuacié presentem el metode de Gram-Schmidt per a I'obtencié de bases ortogonals
en un R-espai vectorial euclidia.

Proposicié 8.6 (Metode de Gram-Schmidt). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia amb

dimg(V) = n i B = {e1, -+ ,en} una base de V. Aleshores existeix una base ortogonal
B={e, - ,e,} de V amb la propietat que, per a cada 1 <1i <mn,
<€17”' )ei> = <El7"’ 7éi>‘
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Demostracio. Fem la demostracié per induccié sobre n.

Cas base. Sin =1, aleshores basta prendre
€1 = ejq.

Aixi, {€1} és una base ortogonal de V' i (e1) = (e1).

Hipotesi inductiva. Suposem construits els vectors €y, --- ,€,_1 ortogonals dos a dos i
satisfent la propietat que, per atot 1 <i<n—1,

(€1, eq) = (€1, ,€).
Aleshores definim el vector €, com segueix
n—1
€n = €n — Z )\jéj,
Jj=1

on, per a cada 1 < j <n —1, \; és un escalar en R que vindra determinat com segueix; com
que volem que €, siga ortogonal a cadascun dels vectors €;,--- ,€,_1 ja construits, imposem,
per a cada 1 <i <n — 1, la condicié6 d’ortogonalitat segiient

n—1
O=¢,-¢e=1|e,— Z )\jéj -e; = (en 'Ei) — )\i(éi 'éi) = (€n ‘éi) -\ ”E1H2
Jj=1

Per tant prenem, per a cada 1 <7 <n — 1, com a escalar

€n ' €
i = T 90"

2
Aixi, per hipotesi inductiva, el conjunt {€;,---,€,} és un conjunt de vectors ortogonals
dos a dos. A més, per la definicié d’e,, obtenim que (ej,--- ,e,) = (€1,--- ,€,). Per tant,
B ={ei, - ,e,} és una base ortogonal de V' amb la propietat que, per a cada 1 <i <mn,

(€1, ,ei) = (€1, , &).

Com voliem demostrar. O

Exemple 8.2. Es considera 'R-espai vectorial euclidia estandard (R3,-) i la base B d’'R?

B=1{(1,2,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

Apliquem el meétode de Gram-Schmidt fins a obtindre una base ortogonal B = {1, €2, €3}
d'R3.

Aixi, el primer vector de B ve donat per

e = (1,2,1).
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El segon vector de B ve donat per
ey =ey— Xep = (1,0,1) — A(1,2,1),
on \ és un escalar en R que vindra determinat en imposar la condicié d’ortogonalitat segiient
0=¢ey-e1 = ((1,0,1) — A(1,2,1)) - (1,2,1) =2 — 6.

Aleshores A = % Aixi, podem completar la descripcié del vector €

3 33

Wl

€y = €9 —

51:(1,0,1)—%(1,2,1): (2 2 2).

El tercer vector de B ve donat per

2 22
€3 =e3 _)\El — pez = (17170) _)\<17271) _/1’(37_373)7

on A i sén escalars en R que vindran determinats en imposar les condicions d’ortogonalitat
seglients

2 22
O=e3 -8 = ((1,1,0)—)\(1,2,1)—u(3,—3,3>>-(1,2,1):3—6)\;

2 2 2 2 2 2 4
0=2-2= (“’1’0) —ALZ L) —p (3"3’?,)) ' <37‘3’3) =3k

Aleshores \ = % i u=0. Aixi, podem completar la descripci6 del vector €s

1 1 1
€3 = e3 — \ep — ueéy = (1, 1,0) — 5(1,2, 1) = (2,0, —2> .

Queda aixi completament determinada la base ortogonal B d’R?

- (00 (22). (o)

Notem, a més, la condicié que ens garanteix Gram-Schmidt
i ((1,2,1) = ((1,2,1));
2 22

i ((1,2,1),(1,0,1)) = <(1,2, 1, (3, 2 3)>;
HL((1,2,1),(1,0,1), (1,1,0)) = <(1,2, 1), (; —g, g) , (;o—;»

Definicié 8.6 (Base ortonormal). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia. Direm que un
vector v € V' és unitari per a - si ||v|| = 1. Siga B una base de V. Direm que B és una base
unitaria per a - si tots els vectors que componen B sén unitaris per a -. Direm que B és
una base ortonormal per a - si B és ortogonal i unitaria per a -.
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Corol - lari 8.1. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia de dimensié dimg(V) =n ¢ B una
base ortonormal de V. Aleshores la matriu coordenada del producte escalar - en la base B és
la matriu identitat |,,.

Proposicié 8.7. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia de dimensié dimp(V) = n i
B ={e1,- - ,en} una base ortogonal de V. Aleshores el conjunt de vectors

5:{61 en}
led]” 7 llenll

és una base ortonormal de V.

Demostracio. Notem que, per a cada 1 < i < n, la norma del vector e; satisfa ||e;|| > 0. Per

tant
el en > (
—, T :elv""6>:V
<||61|| l[enl| !

Aixi, B és una base de V. A més, si considerem dos indexs diferents 1 < i < j < n, com que
B és una base ortogonal, tenim que

€; ) €; _ € €5 —0
leall llesll lleall flesll

Es a dir, B és una base ortogonal de V. A més, per a cada 1 < i < n, trobem que

€; ’ 1 H
= eil| = 1.
’ llesll 1T flesfl ™
Concloem que B és una base ortonormal de V. ]

Exemple 8.3. (Continuacid de I’Exemple 8.2.) En I'R-espai vectorial euclidia estandard
(R3,) la base B d'R?® donada per

B-{020.(5-3.5) (303)]

és una base ortogonal. Els vectors d’aquesta base tenen les segiients normes

2 22 2 11 1
1,2,1)| = V6; e | S O |
in2oi=ve - |G-53)l= 7 1Go-2l=5

Aixi, dividint els vectors de la base B per la seua norma obtenim
B_{<1 2 1) (1 L 1) (1 0 _1)}
WV V6 V6 VBT VBTVB) T2 V2

Aixi, B és una base ortonormal d’R3.
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Corol - lari 8.2 (De la utilitat de les bases ortonormals). Siga (V,-) un R-espai vectorial
euclidia de dimensié dimg(V) =n i B = {e1, -+ ,en} una base ortonormal de V. Siga
v €V, aleshores

v=(v-e1)er+ -+ (v-en)en.

Definicié 8.7 (Matrius ortogonals). Direm que una matriu P en M, (R) és ortogonal si
PP =1,.
Denotem per O, (R) al conjunt de totes les matrius ortogonals sobre R de tamany n, és a dir,

On(R) = {P eM,(R) |PP=1,}.

1 Nota

Nota. Notem que si P és una matriu ortogonal en O,(R), aleshores P és una matriu
invertible en GL,(R) i, a més, la seua inversa és la seua transposada, és a dir,

P~ =Pt

Proposicié 8.8. El conjunt O,(R) de matrius ortogonals sobre R forma un grup amb el
producte habitual de matrius.

Demostracié. Es clar que la matriu identitat |, és una matriu ortogonal. A més, si P i Q
sén dues matrius ortogonals en O, (R), aleshores el seu producte torna a ser una matriu
ortogonal ja que

(PQ)'(PQ) = QP'PQ =Q'Q =1,.

A més, per la nota anterior, la inversa d’una matriu ortogonal és la seua transposada, que
torna a ser una matriu ortogonal. Es a dir, (O,(R),,1,) és un grup. O

Proposicié 8.9. Siga (V,:) un R-espai vectorial euclidia de dimensié dimg(V) = n.
Aleshores tota matriu canvi de base entre bases ortonormals de V' és una matriu ortogonal.

Demostracié. Siguen B i B dues bases ortonormals de V. Anomenem

e A la matriu coordenada de - en la base B;
e A la matriu coordenada de - en la base B;
o P la matriu canvi de base d’B a B.

Aleshores, trobem la relacié de congrueéncia entre les matrius A i A donada per

P'AP = A.

Només cal recordar, pel Corol - lari 8.1, que A = A = |,,. O
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Exemple 8.4. (Continuacio de I’Exemple 8.3.) En I'R-espai vectorial euclidia estandard
(R3,) la base B d'R?® donada per

B_{(121) (1 11) (10 1)}
S W\WVETVE VG T\VBT VBTV T\VRTT V2
és una base ortonormal d’R3. Per altra banda, la base canonica B, també és una base

ortonormal ’'R3. Aix{, la matriu canvi de base de B a B, és una matriu ortogonal en O3(R).
En aquest cas, aquesta matriu ve donada per

I U
o Vi 2
P=|% -5 0
WY L
V6 V3 V2

Només cal comprovar que PP = I3.

8.3 Complement ortogonal

Definicié 8.8 (Complement ortogonal). Siga (V,-) un espai vectorial euclidia, U <V un
subespai vectorial i v un vector en V. Direm que v és ortogonal a U, i ho denotarem v | U,
si, per a tot u € U, es té que u -v = 0, és a dir, si v és ortogonal a tots els vectors d'U.

A més, denotem per U~ al conjunt de tots els vectors que sén ortogonals a U, aixi

Ut ={veV|v LU}

Proposicié 8.10. Siga (V,-) un espai vectorial euclidia i U <V un subespai vectorial amb
U= (uy,- - ,ur) aleshores, per a tot v € V, les segiients afirmacions sén equivalents

. v 1LU;
1. v L, peratotl <i<r.

Demostracié. Suposem que v L U, aixi v és ortogonal a tots els vectors d’U. En particular,
als vectors u;, per a tot 1 <i <r.

Per contra, suposem que v-u; = 0, per a tot 1 <4 <r. Anem a comprovar que v és ortogonal
a tots els vectors d’U. Siga u un vector en U. Com que U = (uy,--- ,u,), aleshores u pot
escriure’s com a combinacié lineal dels vectors uq, - - -, u,. Aixi, existeixen escalars A\i,--- , A,
en R tals que

u=Auy+ -+ A\t

Aleshores, trobem la segiient cadena d’igualtats

veu=v-(Mur+-FNup) =M ug) + o+ A(vuy) = 0.

Concloem que v 1L U. O
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Proposicié 8.11. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia amb dimg(V) =n iU <V un
subespai vectorial. Aleshores

i. Ut <V;
i V=UaU;
iii. dimg (V) = dimg(U) + dimg(U~).

Demostracid. Siguen v, w dos vectors en UL, A, i dos escalars en R i u un vector qualsevol
en U. Aleshores es donen les segiients igualtats

(A + pw) - u = Av-u) + plw-u) =0.

Per tant, \v + pw € U™, és a dir, UL és un subespai vectorial de V.
Per al segon item, siga z un element en U N U=, aleshores
z-z=|z|*=0.
Com que estem treballant amb un producte escalar, aleshores z = 0. Per tant, la suma
U+ U+ és directa i podem escriure U & U+,

Falta comprovar que V = U @ U™, és a dir, que tot vector de V pot escriure’s com a
suma d’un vector en U i un altre en U+. Considerem By = {u, -+ ,ur}, amb r < n, una
base d’U. Pel teorema d’ampliacié de la base, podem ampliar aquesta base fins obtindre
una base B = {u1, - ,Up,Vp41, -+ , 0} de V. Si apliquem el metode d’ortogonalitzacié
de Gram-Schmidt, Proposicié 8.6, a la base B, trobem una nova base de V donada per
B={uy, - ,Up,Ups1, + , Uy} amb la propietat que

U= (ui,  ,up) = (U1, ,Ur).

Notem, a més, que com la base B és ortogonal, aleshores

UJ_ = <ﬂ’r‘+1a"' 7ﬂn>

Per tant, com que B és una base de V, tot vector v € V pot escriure’s com a combinacié
lineal dels vectors en B, aixi existeixen escalars Ai,--- , Apy Arg1, -+, Ap en R tals que

v = (Alﬂl + -+ )\rur) + ()\r+1ﬂr+1 + -+ Anﬂn) ceU+ UL.
Per tant V = U @ U+. A més, dimg (V) = dimg(U) + dimg(U*). O

Definicié 8.9 (Projecci6 ortogonal). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia, U < V un
subespai vectorial i v un vector en V. Aleshores, per la Proposicié 8.11, v s’escriu de forma
tinica com a v = u 4 u’, per a un vector v € U i un vector u~ € UL. Al vector u € U
associat a v 'anomenem projeccié ortogonal de v en U i el denotem per py(v).

Equivalentment, pg(v) és 'inic vector que satisfa

i. pu(v) € U;
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ii. v—py(v) €U

Teorema 8.2 (Teorema de la millor aproximaci6). Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia,
U <V un subespai vectorial i v un vector en V, aleshores, per a tot vector u € U,

[0 = pu (V)| < [lv—ul.

Demostracio. Siga u € U, aleshores se satisfa la segiient cadena d’igualtats i desigualtats
2
|

+ |lpr(v) — uH2 (Pitagores)

lo = ull* = [I(v = pu(v)) + (b (v) = u)
|
I

= [lo = pu(v)|?
> [lv = pu(v)

Notem que, per la Definici6 8.9, v — py(v) és un vector en U™ i, per la Proposici6 8.11 i

la Definicié 8.9, py(v) — u és un vector en U. Aixi els vectors v — py(v) i py(v) — u sém
ortogonals i podem emprar el teorema de Pitagores, Teorema 8.1. ]

8.4 Isometries

Definicié 8.10 (Isometria). Siguen (V,-) i (W,-) dos R-espais vectorials euclidians. Una
isometria de (V,-) en (W,-) és una aplicaci6 lineal h: V' — W tal que, per a tot u,v € V,
es té que

h(u) - h(v) =u-wv.

Proposicié 8.12. Siguen (V,-) i (W,-) dos R-espais vectorials euclidians i h: V. — W una
isometria. Aleshores h és una aplicacié lineal injectiva, és a dir, h és un monomorfisme.

Demostracié. Com que h és lineal, provar que és injectiva és equivalent, per la caracteritzacio
de la injectivitat pel nucli, a demostrar que Ker(h) = {0}. Siga v € V tal que h(v) = 0
aleshores, com que h és isometria, es déna la segiient igualtat

v-v=h() -h(v)=0-0=0.

Com que - és un producte escalar, concloem que v = 0.

Aixi h és un monomorfisme. O

Proposicié 8.13. Siguen (V,-) i (W,-) dos R-espais vectorials euclidians i siga h: V. — W
una aplicacio lineal. Les segiients afirmacions son equivalents.

1. h és una isometria;
ii. Per a totveV, ||h(v)| = |v].
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Demostracié. Suposem que h és una isometria, aleshores per a tot v € V es té que

190} = +y/h(0) - hv) = +v o = o]

Per altra banda, suposem que, per a tot v € V, ||h(v)|| = ||v||. Siguen u,v dos vectors
qualssevol en V', aleshores

h(u+v)-h(u+v) = Hh(u—i—v)||2 = ||u+v||2 =(u+v)- (u+wv).

Com que h és lineal, obtenim que

() 2+ 2h() - h(o) + [R(0)] = hu+ ) - b+ v)
= (u+v) - (utv)
= [[ul® + 20 v) + [Jo]]*

Per tant, 2h(u) - h(v) = 2(u - v) i, aixi, h(u) - h(v) = u - v. Es a dir, h és una isometria. [J

Proposicié 8.14. Siguen (V,-) i (W,-) dos R-espais vectorials euclidians, B = {e1,- - ,en}
una base de V i h: V. — W una aplicacio lineal. Les segiients afirmacions son equivalents

i. h és una isometria;

ii. Per atotl <i,j<mn, h(e;)-h(ej)=e;-ej.

Demostracié. Si suposem que h és una isometria, aleshores obtenim (ii) com a cas particular.

Per altra banda, suposem que h(e;) - h(e;j) = e; - €j per a tot parell d’indexs 1 < 4,5 < n.
Siguen u,v dos vectors en V. Aleshores, com B és base de V, podem trobar escalars
ALy, A i, -, en R tals que

u=A1e1 + -+ Apén; U= 11 4 -+ pnep.

Aleshores es déna la segiient seqliencia d’igualtats

h(u) - h(v) = h(Arer + -+ Apen) - h(pier + - - + pnen)
= (Ah(er) + -+ Mh(en)) - (urh(er) + -+ - + unh(en)) (linealitat)

= > Xipj(h(ei) - hie;)) (bilinealitat)
ij=1
= Z i€ - e5) (hipotest)
ij=1
= (Me1+ -+ Apen) - (e + -+ + pnen) (bilinealitat)
=u-v.
Queda, aixi, demostrada la proposicio. ]
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Corol - lari 8.3. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia, B = {ei, - ,e,} una base de V i
h: V — V una aplicacid lineal. Anomenem

e A la matriu coordenada d’h de B a B;
o C la matriu coordenada del producte escalar - en B.

Les segiients afirmacions sén equivalents

1. h és una isometria;

ii. A'CA = C.

Demostracié. Notem que, per a cada 1 < i,j < n, 'entrada (¢,j) de la matriu C és e; - e,
mentre que 'entrada (7, ) de la matriu A*CA ve de fer la multiplicaci6 de la fila 7 d’A* per
la matriu C per la columna j de la matriu A. Notem que

o la fila i d’A" s6n les coordenades d’h(e;) en B, transposades;
o la columna j d’A sén les coordenades d’h(e;) en B.

Aixi, I'entrada (i, j) de la matriu A*CA és, precisament, h(e;) - h(e;).

El resultat se segueix immediatament de la Proposicié 8.14. 0

Corol - lari 8.4. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidida, B una base ortonormal de V i
h: V — V wuna aplicacié lineal. Anomenem A la matriu coordenada d’h de B a B. Les
segiients afirmacions sén equivalents

1. h és una isometria;
7. A és una matriu ortogonal.

Demostracié. Per a una base ortonormal B tenim, pel Corol - lari 8.1, que la matriu identitat
I, és la matriu coordenada del producte escalar - en B. El resultat se segueix immediatament
del Corol - lari &.3. I

Corol * lari 8.5. L’aplicacio identitat és una isometria i la composicié d’isometries torna a
ser isometria. L’aplicacio inversa d’una isometria bijectiva és una isometria bijectiva.

8.4.1 Isometries en (R, )

En aquesta subsecci6 intentarem descriure com sén les isometries en (R, -), 'R-espai vectorial
estandard de dimensi6 1. Emprarem la caracteritzacié presentada en el Corol - lari 8.4, que
ens diu que una aplicacié lineal 'R en R és una isometria si, i només si, la seua matriu
coordenada en una base ortonormal és ortogonal. Ens aprofitem que, per al producte escalar
estandard, la base canonica B = {1} d’R és una base ortonormal.

Aixi, siga h: R — R una aplicaci6 lineal i anomenem A la matriu coordenada d’h de B a

B.
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Aleshores, si A = [a], tenim que h és isometria si, i només si, A és una matriu ortogonal. Es
a dir, si @®> = 1. En aquest cas, les tniques possibilitats sén a =1 0 o = —1.

Cas a = 1. Trobem que 'inica aplicaci6 lineal h: R — R que té a [1] com a matriu
coordenada en la base canonica és I'aplicaci6 identitat, és a dir,

idg: R — R.

Cas a = —1. Trobem que 'inica aplicaci6 lineal h: R — R que té a [—1] com a matriu
coordenada en la base canonica és I'aplicaci6 identitat multiplicada per —1, és a dir,

—idgp: R — R.

Corol - lari 8.6. Les uniques isometries en l’espai vectorial euclidia estandard (R,-) son
idg 7 —idg.

8.4.2 Isometries en (R2, ")

En aquesta subsecci6 intentarem descriure com sén les isometries en (R?, ), I'R-espai vectorial
estandard de dimensié 2. Emprarem la caracteritzacié presentada en el Corol - lari 8.4, que
ens diu que una aplicacié lineal d’R? en R? és una isometria si, i només si, la seua matriu
coordenada en una base ortonormal és ortogonal. Ens aprofitem que, per al producte escalar
estandard, la base canonica B = {(1,0),(0,1)} d’R? és una base ortonormal.

Aixi, siga h: R? — R? una isometria i anomenem A la matriu coordenada d’h de B a B.

11 Q2
A= ,
Qa1 (22

Aleshores, si A té la forma

trobem que

. lzlll soém les coordenades d’h(1,0) en B;
21

. lzlﬂ sén les coordenades d’h(0, 1) en B.
22

Pero, per altra banda, (1,0) i (0,1) sén vectors de norma 1 en el producte escalar estandard
i, com h preserva les normes, d’acord a la Proposicié 8.13, trobem que h(1,0) = (a11,a01) i
h(0,1) = (@12, @22) han de tindre norma 1. Es a dir, s’han de satisfer les equacions

2 2 2 2
at; +ag =1, ajy + agy = 1.

Aix{ existiran angles 6 € [0,27[ i 0" € [0, 27| de forma que

h(1,0) = (cos(0),sin(6)), h(0,1) = (cos(#'),sin(6)).
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Per tant, tenim que h és isometria si, i només si, A és una matriu ortogonal. Es a dir, si

_cos(6’) sin(6)

th cos(f) cos(6)
AA = |cos(6") sin(¢') lsm( 0) sin(H’)]
_ [ cos()? + sin(6)? cos(8) cos(6') + sin(8) sin(¢’)
|cos(6) cos(0) + sin () sin (") cos(0")? + sin(¢')?
B [ 1 cos(f — 6")
~ |cos(0 —0) 1

1o
o1

Per tant, caldra exigir que cos(f — ¢') = 0. Aix{, si 6 € [0, 27|, les tiniques opcions per a 6’
sonf =0—-% 06 = —377’.

Cas 0 € [0, 27r[ i 0/ =60 — 7. En aquest cas la matriu coordenada d’h té la forma

)] _ lcos(@) sin(6) ]

_|cos(f) cos(0 —
A_l 0—2)| |sin(d) —cos(f)

sin(f) sin(6 —

ISEINTE

Estudiem els valors propis d’aquesta matriu per tractar d’entendre I’homomorfisme que
subjau. Aixi, si calculem el polinomi caracteristic d’A trobem que

polcar(A) = Det(zly — A)
_ x —cos(f) —sin(6
Det([ —sin(f)  x + cos(# ])
= (z — cos(0))(z + cos(f)) — sin(h)?

=221

AR
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{
= {(fﬂ,y) € R?
{

= {(x,y) € R*| (cos(f
= ((—sin (6/2),cos (0/2))) .
Notem que els vectors (cos(6/2),sin(6/2)), propi per a 1, i (—sin(0/2),cos(0/2)), propi per
a —1, sén ortogonals. En aquest cas ens trobem davant d’una reflexié sobre I'eix R?, que

forma un angle de 6/2 sobre l'eix de les x: els vectors de 'eix R} queden fixos i els vectors
de la recta perpendicular R? ;| canvien de sentit.

Cas 0 e [0,2n[i60 =0— 37” En aquest cas la matriu coordenada d’h té la forma

_ [cos(&) cos( —32”)] _|cos(8) —sin(6)

~ |sin(d) sin(g — 3T) _[sin(ﬂ) cos(e)]

Estudiem els valors propis d’aquesta matriu per tractar d’entendre I’homomorfisme que
subjau. Aixi, si calculem el polinomi caracteristic d’A trobem que
polcar(A) = Det(zly — A)
_ x —cos(f)  sin(f)
= Det <[ —sin(f)  z — cos(0)
= (z — cos(h))? + sin(6)?
=22 — 2cos(f)z + 1.

Aquest polinomi té solucié

o= 2O AR L _ o0) 4 \foos(0)? — 1.

Aixi, aquesta isometria tindra valors propis si, i només si, 8 = 0 o § = w. Aquests subcasos
concrets responen a les respectives matrius

e |y, associada a 'aplicaci6 idgz : R — R?;
e —lo, associada a l'aplicacié —idg2: R? — R2.

Fora d’aquests casos ens trobem amb una rotacié d’angle 0 al voltant de 'origen.

Corol - lari 8.7. Les tiniques isometries en l'espai vectorial euclidia estandard (R2,-) son
les reflexions i els girs.
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8.4.3 Isometries en espais vectorials de dimensié superior

Farem ara una incursid a les isometries en espais vectorials de dimensié superior. Primerament,
posem sobre la taula un raonament que ha sobrevolat els anteriors casos. Notem que una
isometria, si té valors propis, aquests han de ser necessariament 1 o —1. Aco és el que
provarem en la segiient proposicié.

Proposicié 8.15. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia i siga h: V. — V una isometria.
Aleshores, si A € R és un valor propi d’h, aleshores A = +1.

Demostracié. Siga A € R un valor propi i siga v € V — {0} un vector propi associat a A.
Aixi,

[o]> = v v = h(v) - h(v) = () - (M) = A |Jo]|.
Com que v # 0, tenim que ||v|| # 0. Aleshores trobem que A2 = 1. Aixi, A = +1. O
A més, per a espais vectorials de dimensié imparella, si fixem una base ortonormal i considerem

la matriu coordenada de la isometria en aquesta base ortonormal, obtenim que aquesta
matriu necessariament té com a valors propis I'l o el —1.

Proposicié 8.16. Siga (V,-) un R-espai vectorial euclidia amb dimg(V') =2k+1ih: V —
V' una isometria. Aleshores, 1 o —1 és valor propi d’h.

Demostracio. Siga B una base ortonormal de V' i anomenem A la matriu coordenada d’h en

B.

Anomenem n = dimg (V). Aleshores, pel Corol - lari 8.4, la matriu A és una matriu ortogonal,
és a dir, AA = 1,,.

Aleshores trobem les segiients igualtats

(A—1)(A+1,) =A2 — 1, = A(A — AY).

Notem que la matriu A — At satisfa la segiient igualtat

(A—AH =A' —A=—(A—AY.

Per tant,

Det (A — A') = Det ( (A — A")") = Det (— (A — AY)) = (~1)"Det (A - A").

Com n és imparell, concloem que Det(A — At) = 0.
Aixi doncs, una de les segiients equacions s’ha de satisfer

Det(A —1,) = 0; Det(A+1,) = 0.

Es a dir, o bé 1 0 bé —1 és valor propi d’A. O
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9 Espai afi

En aquest capitol introduim la noci6 d’espai afi i presentem les seues propietats fonamentals.

Definicié 9.1 (Espai afi). Siga V un K-espai vectorial. Un espai afi associat a 1’espai
vectorial V' és una terna (A,V,+) on

e A és un conjunt no buit d’elements que anomenarem punts;
e + és una operacié del tipus

+: AxV — A
(P,v) — P+

satisfent les segiients condicions
i. Per a tot parell de punts P,Q € A existeix un tnic vector v € V tal que
P+v=0Q.

Aquest vector s’anomenara el vector que va de P a (@ i el denotarem per f@
i. Per a tot punt P € A i tot parell de vectors v,w € V es té que

—

(P+v)+w=P+ (v+w).

Anomenarem dimensié de l'espai afi (A, V,+) a la dimensi6 de 1’espai vectorial subjacent
V.

Exemple 9.1. Donat un cos K in € N, podem considerar A = K", V' = K" i 4+ la suma
habitual en K", és a dir,
+: K'xK* — K"
(P,v) +— P+

Aleshores (K™, K", +) forma un espai afi, que anomenarem espai afi estandard sobre K
de dimensi6 n.

Proposicié 9.1. Siga (A, V,+) un espai afi. Aleshores, per a qualssevol P,Q,R,S € A es
té que

. PQ+ Cﬁ = P—é (relacidé de Chasles);
. PQ =0 si, i només si, P=Q);
iii. QP = —PO);
w. Si 1@ = }ﬁ, aleshores ﬁ% = Cﬁ (regla del paral - lelogram).
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Demostracio. Per al primer item notem que
P+ (PQ+QR) = (P+PQ)+QR=Q+QR=R.

Com que f@ + Cﬁ és un vector tal que, en sumar-lo a P, ens permet arribar a R aleshores,
per la unicitat d’aquest tipus de vector en un espai afi, concloem que PQ) + QR = PR.

Per al segon item, siguen P, Q punts qualssevol en A, aleshores per la relacié de Chasles

PP+ PG = PQ.

Per tant, concloem que P-P) =0.
Aixi, si P = @, trobem que @ = 0. Per altra banda, si P@ = 0, aleshores trobem que

P—P+PP=P+0=P+P0O=Q.

Per al tercer item, siguen P, punts qualssevol en A, aleshores per la relacié de Chasles

P-C>2+Q$:ﬁzo.
Per tant, Q?: —]@.

Finalment, siguen P, @, R,.S punts en A. Aixi, per la relacié de Chasles trobem que

73403 = Pe= Pl I

Aleshores trobem que, si 1@ = }?S)” , necessariament P‘é = Q? . O

Proposicié 9.2. Si (A,V,+) és un espai afi i P és un punt en A, aleshores l'aplicacié

pp: A — V

QHI@

és a dir, aplicacid que a cada punt QQ de l’espai li associa el vector que va de P a Q), és una
aplicacié bijectiva. En particular, A iV tenen el mateiz cardinal.

Demostracié. Siguen @, R punts en A de forma que ¢p(Q) = pp(R), és a dir, tals que
1?6)2 = P—}%, aleshores trobem que

Q=P+PQ=P+PLk=R
Aixi, pp és injectiva.

Per contra, siga v un vector qualsevol en V', aleshores per al punt Q = P + v trobem que
P-é = v. Per tant,
er(Q) =v.

Aixi, pp és sobrejectiva. O
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0.1 Sistemes de referéncia afi

A continuacié introduim els sistemes de referencia afi i deduim les equacions del canvi de
sistema de referencia afi.

Definicié 9.2 (Sistema de referéncia afi). Si (A, V,+) és un espai afi de dimensi6 finita,
aleshores un sistema de referéncia afi és un parell ordenat de la forma

R = (0,B)

on O és un punt en A que anomenarem origen i I3 és una base de V. Si P és un punt en A,
anomenarem coordenades de P en R a les coordenades del vector OP en B.

Proposicié 9.3. Siga (A,V,+) un espai afi de dimensié finita, R = (O, B) un sistema de
referéncia afi i siguen P,Q punts en A. Anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades d’O? en B);
o Y les coordenades de Q) en R (coordenades d’@ en B).

Aleshores Y — X son les coordenades del vector 1@ en la base B.

Demostracié. Notem que, per la relacié de Chasles,
PG = PO +0G = —0P + 0.

Per tant, com les coordenades del vector O? en B séon X i les coordenades del vector @
son Y, concloem que les coordenades del vector ]@ en B vénen donades per Y — X. 0

Anem a descriure qué ocorre amb les coordenades d’un mateix punt en dos sistemes de
referéncia afi diferents. Siga (A, V,+) un espai afi de dimensié finita per al qual considerem
dos sistemes de referéncia afi diferents

R = (0,B), R = (0,B).
Siga P un punt en A. Anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades d’Oj> en B);
¢ X les coordenades de P en R (coordenades d’OP en B).

Aixi, per la relacié de Chasles,

Per tant, si anomenem

_ ——
o B les coordenades d’O en R (coordenades d’OO en B);

e A la matriu canvi de base d’B a B,
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trobem que
X =B+ AX.

Aquesta expressié rep el nom d’equacié del canvi de sistema de referéncia afi d’R a

R.

Si suposem que la dimensié de I'espai és n i desenvolupem ’equacié del canvi de sistema de
referéncia afi que acabem de deduir, trobem la segiient equacié entre matrius

T b1 al]p o 1| (21
=1

Tn Bn Qpl  c+ Qpp Tn

Aquesta darrera equacié matricial admet una expressié compacta de la segiient forma

1 1] 0 -~ 0 1
T Br|oa1r - aip T
Tn Bn Qpl  ++° Opp Tn

Definicié 9.3 (Matriu de canvi de sistema de referéncia). Siga (A, V,+) un espai afi de
dimensié n i siguen dos sistemes de referéncia afi

R = (0,B), R = (0, B).

Definim la matriu de canvi de sistema de referéncia afi d’R a R com la matriu
P € M, +1(K) donada per

p_ 1{0 --- 0 on B € M1 (K) coordenades d’O en R,
| B A A € M, (K) matriu canvi de base d'B a B.

1 Nota

Nota. Les matrius de canvi de sistema de referéncia aff sén invertibles. De fet, el seu
determinant coincideix amb el determinant de la matriu canvi de base associada.

Proposicié 9.4. Siga (A,V,+) un espai afi de dimensid finita per al qual considerem dos
sistemes de referéncia afi diferents

R = (0,B), R = (O, B).
Siga P un punt en A. Anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades d’Oj> en B);

o X les coordenades de P en R (coordenades d'OP en B);
e P la matriu canvi de sistema de referéncia afi d’R a R.
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Aleshores, P és l"inica matriu en My4+1(K) que satisfa

1 1
[x] =P [x] -
Exemple 9.2. Es considera I'R-espai aff estandard (R% R2 +) i els sistemes de referéncia
afi donats per

R = (078) - ((07 1)7{<17
ﬁ - (673) - ((_1a0)7 {(
Siga P = (1,3) un punt en R?2. Anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades d’Oj en B);
e X les coordenades de P en R (coordenades d’OP en B).

Notem que

—— 1
OP = (1,2) = 1(1,1) + 1(0, 1); OP = (2,3) = 2(1,2) - 5(-11).
Aixi, obtenim que
5
1 —3
Anomenem
—

o B les coordenades d’O en R (coordenades d’O0 en B);

e A la matriu canvi de base d’B a B.
—
Notem que OO = (—1,—-1) = —1(1,1) +0(0,1) i que

(1,2) = 1(1,1) + 1(0, 1); (—1,1) = —1(1,1) +2(0,1).

S I i

Per tant, obtenim I’expressié de canvi de sistema de referéncia X = B + AX

=2l

Finalment, si anomenem P la matriu canvi de sistema de referencia d’R a R, trobem que

Aixi, obtenim que
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Aixi, recuperem 'expressié de canvi de sistema de referéncia d’R a R donada per

1 1]0 0 1
1|=|-1[1 -1 2
1 01 2 —1

0.2 Varietats afins

En aquesta secci6é presentem les varietats afins i obtenim les seues propietats basiques, aixi
com les presentacions parameétrica i cartesiana d’una varietat afi respecte d’un sistema de
referéncia afi.

Definicié 9.4 (Varietat afi). Siga (A, V,+) un espai afi, W un subespai vectorial de V' i P
un punt en A. Definim la varietat afi que passa per P i té a W com a espai director
al conjunt de punts

Wp=P+W={P+weA|lweW}

Exemple 9.3. Siga (A, V,+) un espai afi, W un subespai vectorial de V' i P un punt en A.
Si dimg (W) =0, és a dir, si W = {0}, tenim que
Wp={P+weA|we{0}}={P}.

Aixi, {P} és una varietat afi.

Si dimg (W) =1, és a dir, si W = (w), tenim que
Wp={P+XweA|eK}

A la varietat afi Wp 'anomenarem recta que passa per P i té a w com a vector
director.

Si dimg (W) = 2, és a dir, si W = (u, w), tenim que
Wp={P+ A w+puecA|\upeckK}.
A la varietat afi Wp 'anomenarem pla que passa per P i té a W com a espai director.

Si dimg (V) = n i dimg(W) = n — 1, a la varietat afi Wp "anomenarem hiperpla que
passa per P i té a W com a espai director.

Proposicié 9.5. Siga (A,V,+) un espai afi, W un subespai vectorial de V' i P un punt en
A. Aleshores (Wp,W,+), on

+: WpxW — Wp
(Quw) +— Q+w’

és un espai afi.
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Demostracio. En aquest cas Wp és el conjunt de punts, W 'espai vectorial subjacent i la
suma ve donada per la suma en (A, V, +) restringida a Wp x W. Només cal comprovar que
se satisfan les dues condicions que defineixen un espai afi.

Siguen @, R dos punts en Wp, aleshores existeixen dos vectors u,w € W de forma que
Q=P+uiR=P+w. Per la relacié de Chasles, trobem que

Cﬁ?ZCﬁ’—I-P—})E:—u—I—wGW

Per altra banda, si @ és un punt en Wp i u,w € W, aleshores, com a conseqiiéncia de que
(A,V,4) és un espai afi, trobem que

Q+ (utw)=(Q+u)+w.
Per tant, concloem que (Wp, W, +) és un espai afi. O

Proposicié 9.6. Siga (A,V,+) un espai afi, W un subespai vectorial de V' i P,Q dos punts
en A. Aleshores, les segiients condicions sén equivalents

. Q€ Wp;
. Wp =Wg.

Demostracié. Suposem que (Q € Wp, aleshores existeix un vector w € W tal que Q = P+ w.
Aleshores P = (Q — w. Anem a demostrar que Wp = Wy,.

Si R és un punt en Wp, aleshores existeix un vector u € W de forma que R = P + u. Aixi,
R=P+u=(Q—-w)+u=0Q+ (—w+u) € Wy i obtenim que Wp C Wy. Per altra
banda, si R és un punt en Wy, aleshores existeix un vector v € W de forma que R = Q + u.
Aixi, R=Q+u=(P+w)+u=P+ (w+u) € Wp iobtenim que Wy C Wp. Per tant
Wp =Wg.

Per contra, si Wp = W, aleshores, com que @ € Wy, concloem que Q € Wp. O

Proposicié 9.7. Siga (A,V,+) un espai afi, U W dos subespais vectorials de V' i P un
punt en A. Aleshores sén equivalents

. U<W;
7. Up C Wp.

Demostracio. Suposem que U < W. Si Q € Up, aleshores existeix un u € U tal que
Q=P+ u. Com que U< W, trobem que Q € Wp. Aixi, Up C Wp.

Per altra banda, suposem que Up C Wp. Aleshores, si v és un vector en U, tenim que
P+u € Up. Com que Up C Wp, existeix un vector w € W de forma que P+u = P+w. En
particular, PP = w — u. Per la Proposici6 9.1, trobem que 0 = w — u, és a dir, u = w € W.
Aixi, U < W. O
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Proposicié 9.8. Siga (A,V,+) un espai afi, W un subespai vectorial de V' i P un punt en
A. Aleshores
W={QkeV|Q.ReWp

Demostracio. Siga w € W, aleshores P i P + w s6n dos punts en Wp. Per tant

w=P(P tw)e{QReV|Q,ReWpl

Per altra banda, siguen (), R dos punts en Wp, aleshores existeixen dos vectors u,w € W de
forma que Q = P+ ui R= P+ w. Aixi,

CﬁZﬁ%-P_})%:—u%-weW

Concloem que W = {Cﬁ eV I]Q,RecWp}. O

9.2.1 Presentacions d’una varietat afi

Siga (A, V,+) un espai aff amb dimg (V') = n, W un subespai vectorial de V' amb dimg (W) =
r i P un punt en A. Siga By = {w1, -+ ,w,} una base de W. Considerem la varietat afi

Wp:{P—i—wEA‘wEW}:{P—i—/\lwl-F"'-i-)\erEA‘Al,---,/\TGK}.

Per tant, Q € A estara en Wp si existeixen escalars Aq,--- , A\, € K de forma que
Q=P+ \Nwi + -+ Nw,. (Equacié vectorial d'un punt Q € Wp)
Siga R = (O, B) un sistema de referéncia afi on B = {e1,--- ,e,}. Considerem
t
. [pl e pn} les coordenades de P en R (coordenades d’a)’ en B);
t
. [ql S qn] les coordenades de @ en R (coordenades d’@ en B).
Per la relacié de Chasles,
PG = PO+ 00.
t
Aleshores, trobem que {ql —Pp1 o G — pn} son les coordenades d’@ en B.

Per altra banda, com que P, @ sén dos punts en Wp, per la Proposicié 9.8, trobem que
1@ € W i, per tant, podra recuperar-se com a combinaci6 lineal dels vectors en Byy. Aixi

1?C>2=>\1w1+---+/\rwr.

Pero com B és base de V, cada vector w;, amb 1 < ¢ < 7, podra escriure’s com a combinacid
lineal dels vectors en B. Aixi, per a cada 1 < i < r, podem trobar una expressié del tipus

n
w; = aqie1 + -+ apiep = E Q€.
Jj=1
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Per tant,

]ﬁ = \Nwi + -+ Mw, = Ny (Zaﬂej) +o N (Zajrej) .
j=1

=1

Com que les coordenades d’'un vector en una base sén tiniques per la proposici6 corresponent,
trobem que

a1 —p1 a1l air
=AM P A (E)
dn — Pn Qnl Qiny
0, equivalentment,
¢ P1 ain oo A
=1+ : (Equaci6 parametrica d’'un punt @ € Wp)
an N i - el L

Per eliminacié de parametres podem aconseguir 1’equacié cartesiana dels punts que estan en
Wp. Per una banda, sabem que la matriu

il - Qi

Qpl - Qpp

té rang r per la independéncia lineal dels vectors en Byy. Per altra banda, tenim I'equacié
en (E). Aleshores, la matriu

a1;p - O1p | q1 —P1

Qnl ** Qnr | dn — Pn

també té rang r. Aixi, si esglaonem, trobarem que les tltimes n — r files han de ser nul - les.
Aquestes n — r equacions s’anomenaran equacions cartesianes de Wp.

Exemple 9.4. Considerem l'espai afi estandard (R3 R3 +). Per al subespai vectorial
W < R3?iel punt P € R? donats per

P=(1,1,0), W ={((1,0,1),(2,1,0)),
treballarem les diferents presentacions de la varietat afi Wp. Notem que

Wp={P+wecR|weW}={(1,1,0) + A\(1,0,1) + u(2,1,0) e R* | \,u € R}.

Aixi, un punt Q € R? estara en Wp si, i només si, existeixen escalars \, u € R de forma que

Q=(1,1,0) + A(1,0,1) + u(2,1,0) (Equacié vectorial d'un punt Q € Wp)

t
Considerem el sistema de referéncia afi canonic R, = (Ogs, B.). Si anomenem [l‘ Y z} les

coordenades de @ en R. (coordenades d’Ops (j en B.), trobem que
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t
. [1 1 0} sén les coordenades de P en R, (coordenades d’ORsﬁ en B.);
t
. {:1: -1 y—1 z} son les coordenades d’]@ en B..

Per altra banda, per la Proposicié 9.8, tenim que ]@ € W. Aixi, hauran d’existir escalars
A, 1 € R de forma que

PO = A(1,0,1) + u(2,1,0).
A més, {1 0 1r sén les coordenades de (1,0,1) en B i [2 1 Or son les coordenades de
(2,1,0) en B..

Com que les coordenades d’un vector en una base sén tniques per la proposicié corresponent,
trobem que

z—1 1 2
y—1 =X|0| +p |l (E)
z 1 0
Equivalentment,
T 1 1 2 A\
yl =111+ |0 1 l ] . (Equaci6 parametrica d’'un punt @ € Wp)
| o] |1 of ¥

De l'equaci6 en (E) i del fet que dimg (W) = 2, concloem que

1 2|z-1 1
rang 0 1|y—-1 =rang | [0
10 z 1

O =
I
DO

Aixi, si fem Gauss-Jordan, les tultimes 3 — 2 files de la matriu ampliada hauran de ser zero.
Aixi

1 2|z—-1 3 1 2 r—1 s 1 2 r—1
0 1]y—1 fs=fs—hf 0 1 y—1 fs=f3+2f2 0 1 y—1
10 z 0 2| —=z4+2+1 0 0| —=z+2y+2-1

Per tant,

Wp

QR Q@ té coordenades [x Y zr en R, i
—r+2y+2—-—1=0

{(z,y,2) ER®| —x + 2y +2—1=0}.
(Equaci6 cartesiana d’un punt @ € Wp)

Exemple 9.5. Reprenem I’Exemple 9.4. Anem a deduir les equacions parameétrica i
cartesiana d’un punt Q € Wp en un altre sistema de referéncia. En aquest cas considerarem
R donat per

R =(0,B) =((3,1,0),{(1,1,0),(-1,1,0),(0,0,1)}).
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_ g _
Anomenem [I 7 Zr les coordenades de @ en R (coordenades d’OQ en B).

Com que

—
oprP=(1,1,0)-(3,1,0) = (-2,0,0) = —1(1,1,0) + 1(—1,1,0),
trobem que
t _ g _
. [—1 1 0} s6n les coordenades de P en R (coordenades d’OP en B);
. [T +1 -1 f]t son les coordenades d’]@ en B.

Per altra banda, per la Proposici6 9.8, tenim que f@ € W. Aixi, hauran d’existir escalars
A, it € R de forma que

PO = A(1,0,1) + u(2,1,0).

N[ =

A més, [% —% 1T sén les coordenades de (1,0,1) en B i [% —
de (2,1,0) en B.

t
0} sén les coordenades

Com que les coordenades d’un vector en una base sén tiniques per la proposici6 corresponent,
trobem que

o1l 4] [ )
g1 =A|—3| +p|—3|. (E)
z 1 0
Equivalentment,
= 1 3
z —1 35|
yl=11]+ —% —% (Equaci6 parametrica d’'un punt @ € Wp)
z 0 1 o |¥

De l'equacié en (E) i del fet que dimg (W) = 2, concloem que
L3 |z Lo

5 —% y—1 =rang | |—

1 0 z

Nl

= 2.

1 1
2 2

—_
[an}

Aixi, si fem Gauss-Jordan, les tultimes 3 — 2 files de la matriu ampliada hauran de ser zero.
Aixi

T 3 |z+1 o aas i 32 T+1
_ =f3—2f1 -
e 7 [ L s R 71
1 0 z 0 -3|-2x+7z-—-2
_ 3 3 T+1 Ceap | 203 T+1
fe=fotf1 0 1 T4+ fa=f3+3f2 0 1 T+7
0 —3|-2T+z-2 0 0|Z+37+2—2
Per tant,
t _
té coordenades |T 7§ Z| enR1i
wp—{ger?|? =77 .
T+35+z2-2=0

(Equacié cartesiana d’un punt Q € Wp)
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9.2.2 La menor varietat que conté un conjunt de punts

Definicié 9.5. Siga (A, V,+) un espai aff i siga P C A un conjunt de punts en A. Denotem
per A(P) a la menor varietat afi que conté a P.

Proposicié 9.9. Siga (A,V,+) un espai afi i P ={Py,---, P} un conjunt finit de punts
en A. Aleshores
A(P) = P, + (PP, , P P,).

— —
Demostracié. Anomenem £ = P} + (P Py, --- , Py P;). Comprovem que A(P) = L.

Notem que L és una varietat afi i P; € £. A més, per a cada 1 <7 <t trobem que P; € L,
jaque =P+ P, 13;', on P; 13,, és un vector en l'espai director d’L. Per tant, P C L.

Com A(P) és la menor varietat aff que conté a P, concloem que A(P) C L.

Per a l'altra inclusié. Com que A(P) és una varietat afi i conté a P, aleshores A(P) pot
escriure’s com Wp, per a algun subespai vectorial W < V. Per altra banda, com que per a
tot 1 <i<t, P, € P, concloem, per la Proposicié 9.8, que ]ﬁ és un vector en W, per a
tot 1 < ¢ < t. Per tant, <ﬁ, . ,]ﬁ) < W. Aixi doncs, per la Proposicié 9.7, trobem
que £ C A(P).

—
Concloem que A(P) = Py + (P P,,--- , P, ﬁt> O
Proposicié 9.10. Siga (A,V,+) un espai afi i P = {P1, -+, P} un conjunt finit de punts

en A. El conjunt de vectors {P\Pa,--- , PP} és linealment independent si, i només si, per
a cada 1 <1 <t, el conjunt de vectors

—
{P,P,--- ,PiP,_1,PiP;y1, -+ , PP}

és linealment independent. A més, per a cada 1 <1i <t, es té que

— >
(PP, ,P\P,) = (P,P\,--- ,PiP;_1, PiPiy1, -~ , P;P,).

Demostracio. Comencem amb la independencia lineal. De dreta a esquerra ens trobem amb
un cas particular. Per a l’altra implicacié, suposem que {P; Py, --- , Pi P} és un conjunt de
vectors linealment independent. Fixem un index 1 < ¢ < ¢ i considerem una combinacié
lineal del tipus

— — — —
MPPL+ -+ N PPy + Ay PPy + -+ M PP = 0. (%)

Volem comprovar que tots els escalars que apareixen en 'anterior equacié han de ser,
necessariament, igual a 0. Ara bé, per a tot 1 < k <t amb k # i, trobem, per la relacié de
Chasles, que

PP, = PP+ P\P, = —P\P; + P, P;. (0)
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Si substituim en (%) trobem la segiient expressio

0=MEBP, + -+ N1 PPy + A1 By + -+ MBP.P,
=1 (<P 4 PiPL) 4+ Aot (~PiB+ PiPy )

+ Ait1 (—ﬁ + P1Pi+1) +o N (—ﬁ + ﬁ)

t
53 — — — 57
=— ( > )\k) PiFi 4+ XP1P+ -+ A PiPo + A PP+ -+ M PLP:

k=1, ki
— .
Com que {P1 P, -+, PP} és linealment independent, concloem que
t
—[ > M| =X==Aa=Ap==XN=0.
k=1, ki
Ao ens permet concloure que Ay = -+ = A\j_1 = A1 = --- = A\ = 0, com voliem demostrar.

Finalment, per a cada 1 <17 <, es té que la igualtat

— —
(PiPy,-- PP, = (P,P,,--- ,FiPr1, PiPiy1,- - ., BiP)

es déna com a conseqiiéncia de (). O

Definicié 9.6 (Punts afiment independents). Siga (A,V,+) un espai afi i P = {Py,--- , B}
un conjunt finit de punts en A. Direm que P és afiment independent si el conjunt de
vectors { Py P, -+, Py ﬁt} és linealment independent.

Corol - lari 9.1. Siga (A,V,+) un espai afi i P = {P1,---, P} un conjunt finit de punts

en A afiment independents. Aleshores existeir una unica varietat afi de dimensio t — 1 que
conté tots els punts de P.

9.3 Operacions entre varietats afins

En aquesta seccié vorem com es comporten les operacions de suma i interseccié de subespais
vectorials quan els considerem com a espais directors en varietats afins.

1 Nota

Nota. Siga (A,V,+) un espai aff, R un sistema de referéncia afi i siguen Wp i Ug
dues varietats afins donades en la seua presentaci6 cartesiana en R. Es clar que si R és
un punt en A que satisfa les equacions que defineixen Wp i les equacions que defineixen
Ug, podem concloure que R € Wp NUg.
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Proposicié 9.11. Siga (A, V,+) un espai afi, P,Q, R punts en A i W, U subespais vectorials
de V. Llavors, si R € Wp N Ug, aleshores

WpﬂUQ:(WﬂU)R.

Demostracio. Siga T un punt en A. Aleshores trobem la segiient cadena d’equivaléncies
TeWpnNUg«<TeWpiT €Uy (definicié d’interseccid)
«TeWgiTeUr (1)
G RITeWiRTeU (2)
o RTewnU (
T e(WnU)g, (

definicié d’interseccid)
2)

on en (1) hem emprat la Proposicié 9.6, tenint en compte que R € Wp i R € Ug, i en (2)
hem emprat la Proposicié 9.8. Per tant, Wp NUg = (W NU)p. O

1 Nota

Nota. Siga (A,V,+) un espai afi i {(W;)p, }icr una familia de varietats afins en A. En
general podem afirmar que, si R € (;c;(W;)p,, aleshores

((Wi)p, = (ﬂ W,-)R.

iel el

1 Nota

Nota. En general, la uni6é de varietats afins no té per que ser una varietat afi. Siga
(A, V,+) un espai afi sobre un R-espai vectorial que té, almenys, dos punts diferents P
i Q. Per a les varietats afins {P} i {@Q}, la seua unié ve donada per {P,Q}. Aquest
conjunt de punts no és una varietat afi.

Definicié 9.7 (Suma de varietats afins). Siga (A, V,+) un espai afi i {(W;)p, }ier una familia
de varietats afins. Definim la suma de la familia {(W;)p, }ic; com la menor varietat afi
que conté la unié de la familia, és a dir,

> (Wip, = A (U(Wi)a> :

icl icl
Proposicié 9.12. Siga (A,V,+) un espai afi i Wp i Ug dues varietats afins en A, aleshores

Wp+Ug=(W+U+(PQ)) .
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Demostracié. Recordem que Wp+Ug = A(WpUUg). Anem a demostrar les dues inclusions.

Per una banda, notem que (W +U + <1@>) p és una varietat afi. A més, per la Proposici6 9.7,
Wp C (W+U+ (I@))p, jaque W <W +U + (1@) Per altra banda, @ = P+I@ €
(W +U + (PQ))p. Per la Proposicié 9.6 tenim que (W + U + <1@>)p =W+U+ (@))Q
Aleshores, per la Proposici6 9.7, Ug € (W + U + (F@})Q, jaque U <W+U+ (Pﬁ}
Concloem, per tant, que Wp +Uqg C (W +U + <1@>)p

Per a l’altra inclusi6, notem que P € Wp i que Q € Ug. Aixi doncs, per la Proposici6 9.6
podem escriure la varietat afi Wp 4 Ug indistintament com T o com T, amb 7' < V un
subespai vectorial. Per construccié, Wp C Tp i, d’igual forma, Ug C Tg. Aleshores, per
la Proposicié 9.7, W <T iU <T. A més, per la Proposicié 9.8, ]@ € T. Concloem que
W—I—U+<I@> < T. Llavors, per la Proposici6 9.7, obtenim que (W +U + (J@ﬂp C Wp+Ug.

Aixi dones, Wp + Ug = (W + U + (PO))p. O

Definicié 9.8 (Posicions relatives). Siga (A, V,+) un espai afi i Wp i Ug dues varietats
afins. Direm que

i. WpiUg es tallen si Wp NUg # @;
ii. WpiUg sén paral-lelessi W <U oU < W,
iii. Wp i Ug es creuen si no es tallen i no sén paral - leles.

1 Nota

Nota. Dues varietats afins poden ser paral - leles i tallar-se al mateix temps. En aquest
cas, una de les varietats afins estara completament inclosa en 'altra.
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10 Afinitats

En aquest capitol introduim el concepte d’afinitat entre espais afins sobre el mateix cos.

Definicié 10.1 (Afinitat). Siguen (A,V, +) (A", V' 4) dos espais afins amb V i V' K-espais
vectorials. Una aplicacié f: A — A’ s’anomena aplicacié afi o afinitat si existeix una
aplicacio lineal f: V — V' de forma que, per a tot P,Q € A, se satisfa la segiient equacid

FPF@ =7 (PQ).

A Taplicacié f ’anomenarem aplicacié lineal subjacent a f.

Exemple 10.1. Considerem els espais afins estandard (R*, R3, +) i (R?,R?, +) i I'aplicacié

fi R — R
(r,y,2) — Br+y+2,—2+1)

Notem que f no és lineal, perque f(0,0,0) # (0,0). Aquesta aplicacid, en canvi, si que és
una afinitat, ja que, per a ’aplicacié lineal
fi R — R?
(.1‘, Y, Z) — (3$ =+ Y, _Z)

trobem que, si P = (z,y,2) i Q = (2/,%/,2') sén dos punts arbitraris en R3, aleshores es
dona la segilient cadena d’igualtats

FP) Q) =0Br+y+2,—2+1)32 +y +2,—2 +1)
=B —2)+ @ —y), - (2 —2))

¥ —xy -y, —2)

(
(PG).

Exemple 10.2. Siga (A, V,+) un espai afi. L’aplicacié identitat

f
f

idg: A— A

és una aplicacié afi amb aplicaci6 lineal subjacent I’aplicaci6 identitat idy: V — V| ja que
per a qualsevol parell de punts P, € A es té que

m—lﬁ idv(%)
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i Nota

Nota. Siguen (4,V,+) i (A',V’,+) dos espais afins amb V' i V' K-espais vectorials
i f: A— A’ una afinitat amb aplicacié lineal subjacent f: V — V’. Aleshores, si
P, Q sén punts en A,

FPYFQ =F(PG)  siinoméssi, Q)= f(P)+F(PQ).

Equivalentment, si P € Aiv € V, aleshores

f(P+v)=f(P)+ f(v).

Proposicié 10.1. Siguen (A,V,+) i (A", V',+) dos espais afins amb V i V' K-espais
vectorials i f: A — A’ una afinitat, aleshores laplicacié lineal subjacent a f és tnica.

Demostracié. Suposem que f admet dues aplicacions lineals subjacents
f1:V—V, for V—V.

Siga P un punt en A i v un vector en V. Si anomenem ) = P + v, aleshores ]?Cj = w.
Emprant que f; i f, sén aplicacions lineals subjacents a f trobem que

F10) = 71(PO) = F(PYF(Q) = Fo(PG) = Fulo).
Es a dir, f,(v) = fy(v) per a tot v € V. Per tant, f; = fo. O

La segiient proposicié ens diu que per a donar una afinitat només cal conéixer la imatge
d’un punt i 'aplicacié lineal subjacent.

Proposicié 10.2. Siguen (A,V,+) i (A", V', +) dos espais afins amb V i V' K-espais
vectorials, g: V — V' una aplicacié lineal i P € A i P' € A’ dos punts. Aleshores existeix
una unica afinitat

fiA— A
que satisfa les segiients condicions
i f(P)="F'
i. f=g.
Demostracio. Definim aplicacié f com segueix
f: A — A
P+v —— P +gv) -

Ens caldra demostrar que f és afinitat, envia P a P’, té com a aplicacié lineal subjacent a g
i, a més, és 'inica afinitat amb aquestes propietats.
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Per definicié d’f,
f(P)=f(P+0)=P'+9(0) =P +0=P"

Siguen @, R dos punts qualssevol en A, aleshores tenim que

F(Q) = (P + PG) = P' + g(PQ), f(R) = f(P+ PR) = P' + g(PR).

Aixi, trobem que

f(Q)f(R; = —g(@) + g(P_}%) (per anterior discussid)
(g és lineal)
—g@QP+PR) (1)
(Chasles)
on en (1) hem emprat les propietats basiques dels espais afins.
Per tant f és afinitat amb aplicacié lineal subjacent g.

Finalment, si f': A — A’ féra una altra afinitat satisfent que f/(P) = P’ i tal que la seua
aplicaci6 lineal subjacent féra g, aleshores tindriem que, per a tot v € V', es donaria la
segiient cadena d’igualtats

F'(P+v) = f(P) +F (v) = P+ g(v) = f(P +w).
Queda, aixi, demostrada la proposicié. O
Exemple 10.3. Considerem els espais afins estandard (R?,R?, +) i (R?,R3, +). Considerem
els punts (0,1) € R?i (0,1, —2) € R3 i I'aplicacié lineal
g: R? — R?
—

(z,9) (z,2+y,0)

Per la Proposicié 10.2 'aplicacio
K R? — R3
0,1)+v +— (0,1,-2) +g(v)

és I'inica afinitat d'R? a R3 que satisfa f(0,1) = (0,1, —2) i que té a g com a aplicacié lineal
subjacent. Notem que tot punt d’R? de la forma (z,y) es pot escriure com

(@,y) = (0,1) + (z,y — 1).
A més,

0,1,-2) + g(z,y — 1) = (0,1,-2) + (x, 2 +y — 1,0) = (z,x + y, —2).

Per tant, 'afinitat f es pot escriure com
f: R — R3
(way) — (.Z',l'—Fy, _2)

Es comprova facilment que aquesta és I'afinitat desitjada.
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Presentem la definicié de punt fixe.

Definicié 10.2 (Punt fixe). Siga (A4,V,+) un espai afi i f: A — A una afinitat. Direm
que P € A és un punt fixe per a f si

f(P)=P.

Denotem per Fix(f) al conjunt de punts fixos d’f, és a dir,

Fix(f) ={P € A| f(P) = P}.

A continuacié vorem que, si no és buit, el conjunt de punts fixos d’una afinitat és una varietat
afi.

Proposicié 10.3. Siga (A,V,+) un espai afi i f: A — A una afinitat amb aplicacid lineal
subjacent f: V. — V. Si P € Fix(f), aleshores

Fix(f) = Ker(f —idy)p.

Demostracié. Siga @ un punt en Fix(f), aleshores ocorre que

P@ = f(P)f(Q; (P i@ sén punts fixos)
= f(]@) (f és afinitat)

Per tant, (f — idy )(PO) = 0, és a dir, PO € Ker(f — idy). Aixi,

Q=P+ P@ € Ker(f —idy)p.

Per altra banda, suposem que @ és un punt en Ker(f —idy)p, aleshores existeix un vector
v € Ker(f —idy) de forma que @ = P + v. Notem en particular que f(v) = v. Aixi, trobem
que

(@)= f(P+w) (caracteritzaci6 de Q)
= f(P) + f(v) (f és afinitat)
=P+ (P e Fix(f) i f(v) =)
=Q. (caracteritzacié de Q)
Aleshores, @ € Fix(f).
Concloem, per tant, que Fix(f) = Ker(f —idy)p. O

A continuacié vorem que les afinitats transformen varietats afins en varietats afins.
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Proposicié 10.4. Siguen (A,V,+) i (A',V',+) dos espais afins sobre K, siga Wp una
varietat afi en A i siga f: A — A’ una afinitat amb aplicacié lineal subjacent f: V. — V',
Aleshores

fIWe] = fFIW]sp)

Demostracié. Siga @) un punt en f[Wp], aleshores existeix un punt R € Wp de forma que
f(R) = Q. Aixi trobem que

Q= f(R) = f(P + Pk) = f(P) + J(PR).

Notem que, per la caracteritzacié de I'espai director, el vector ﬁ € W. Aixi, concloem que

Q= f(P)+ F(PE) e TIW Wit p)-

Siga ara Q un punt en f[W | #(p), aleshores Q = f(P)+u, on u és un vector en f[W]. Ocorre,
llavors, que existeix un w € W de forma que f(w) = u. Ajuntant-ho tot, trobem que

Q= f(P)+u=f(P)+ f(w) = f(P+w) € f[Wp].

Concloem, per tant, que f[Wp] = f[W lr(p)- -

10.1 Expressié matricial d’una afinitat

Siguen (A,V,+) i (A", V', +) dos espais afins de dimensi6 finita sobre un cos K. Considerem
dos sistemes de referencia afi

e R =(0,B), sistema de referencia afi per a A;
e« R =(0,B), sistema de referéncia aff per a A’.

Siga f: A — A’ una afinitat i P un punt en A. Anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades dIOP en B);
¢ Y les coordenades d’f(P) en R (coordenades d’Of(P) en B).

Considerem ’aplicaci6 lineal subjacent a 'afinitat f, és a dir, f: V — V', i prenem A la
matriu coordenada d’f de B a B.

Aleshores trobem que AX sén les coordenades d’f (O?) en la base B.

Notem, en particular, que AX no és, necessariament, igual a Y en aquest cas. No obstant,
trobem, per Chasles i pel fet que f és una afinitat, que

Of(P) 0) + F(O)f(P) = 0f(0) + T (OP). (=

_ ——r _
Anomenem, finalment, B les coordenades d’f(O) en R (coordenades d’O f(O) en B).
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Aleshores, per (), trobem que
Y =B+ AX.

Anomenarem a aquesta ultima expressié ’equacié coordenada de ’afinitat f del sistema
de referéncia afi R al sistema de referéncia afi R. Aquesta expressié també pot escriure’s en

forma compacta com segueix
RRINENCRIES
Y| | BJA X |

Exemple 10.4. Considerem els espais afins estandard (R?,R2, +) i (R3,R?, +) i I'aplicacié
aff

f: R — R?
(,y) — (x+y+1,2—-232)
La corresponent aplicacio lineal subjacent ve donada per
?: R2 — RS
(z,y) — (z+y,z,31)

Considerem els sistemes de referéncia aff canonics en R2 i R? i considerem

11
e |1 0| la matriu coordenada d’f de la base canonica d’R? a la base canonica d’R3;
3 0

t
. [1 —2 0} les coordenades d’f(Og2) en el sistema de referéncia canonic d’R3.
Aixi, si (z,y) és un punt qualsevol d’R?, tenim que

t
. [:r y] sén les coordenades de (z,y) en el sistema de referéncia canonic d’R?;

t
. [a: +y+1 z—-2 3x] son les coordenades d’f(z,y) en el sistema de referéncia

canonic d’R3.

Aixi, efectivament, trobem ’expressié coordenada

r4y+1 1 11
T —2 :—2+10m,
3 0 3 o| Y
0, en la seua forma compacta,
1 110 0 .
cty+1 | |11 1]|—
t—2 | | =2]1 0 t
3 013 o0]|LY
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Siga (A,V,+) un espai afi de dimensié n i siga f: A — A una afinitat. Considerem un
sistema de referéncia afi R = (O, B) per a A i anomenem

« A la matriu coordenada d’f en B;
e B les coordenades d’f(O) en R (coordenades d’Of(O) en B).

Aleshores, si P és un punt en A i anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades OP en B);
o Y les coordenades d’f(P) en R (coordenades d’Of(P) en B),

trobem ’expressié coordenada d’f en R donada per

Y =B+ AX.

Notem que f tindra un punt fixe si, i només si, els sistemes segiients, que sén equivalents,
tenen solucié
X =B+ AX; (A—1,)X=—B.

Proposicié 10.5. Siga (A,V,+) un espai afi de dimensié n i siga f: A — A una afinitat.
Siga R = (O, B) un sistema de referéncia afi i siga
Y =B+ AX

lexpressio coordenada d’f en R. Les segiients afirmacions son equivalents

1. f té punts fizos;
i1. FEl sistema d’equacions (A —1,)X = —B té solucio.

Corol - lari 10.1. Siga (A, V,+) un espai afi de dimensié n i siga f: A — A una afinitat.
Siga R = (O, B) un sistema de referéncia afi i siga

Y=B+AX

Uexpressié coordenada d’f en R. Si f té punts fixos, és a dir, si Fix(f) # &, aleshores el
conjunt de punts fizos és la varietat afi que, en el sistema de referéncia R, té equacions
cartesianes

(A—1,)X = —B.

10.2 Grup afi

En aquesta secci6 comprovarem les propietats basiques de la composicié d’afinitats i
estudiarem la caracteritzacié de les condicions d’injectivitat i sobrejectivitat d’una afinitat
en relacié a aquestes condicions sobre ’aplicacié lineal subjacent.

Proposicié 10.6. Siguen (A,V,+), (A, V', +) i (A", V" +) tres espais afins sobre un cos
K. Siguen
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o f: A— A" una afinitat amb aplicacié lineal subjacent f: V —s V';
o g: A\ — A" una afinitat amb aplicacié lineal subjacent g: V' — V.

s

Aleshores go f: A —s A" és una afinitat amb aplicacié lineal subjacent Go f: V — V", és
a dir, la composicié de les respectives aplicacions lineals subjacents.

Demostracid. Siguen P, @ punts en A, aleshores es déna la segiient cadena d’igualtats

(g0 £)(P)(go Q) =g(Ff(P)g(f(@)) (

f(P)F(Q)) (g és afinitat)
(
(

definicié de la composicid)

f és afinitat)

~(5+7) (79)

definicié de la composicid)

Recordem que, per la proposicié sobre la composicié d’aplicacions lineals, la composicid
d’aplicacions lineals torna a ser una aplicacié lineal. Aixi doncs, go f torna a ser una afinitat

amb aplicacié lineal subjacent g o f. O

Proposicié 10.7. Siguen (A,V,+) i (A", V', +) dos espais afins sobre un cos K. Siga
f: A— A" una aplicacié afi amb aplicacié lineal subjacent f: V — V'. Aleshores

i. [ €s injectiva si, i només si, f és injectiva;
7. [ és sobrejectiva si, i només si, f és sobrejectiva;

1i. [ és bijectiva si, i només si, f és bijectiva.
Demostracié. Per al primer item. Suposem que f és injectiva. Anem a demostrar que f

és injectiva. Siguen v i w vectors en V tals que f(v) = f(w). Aleshores, si P és un punt
qualsevol en A, com que f és una afinitat, trobem que

F(P+v) = f(P)+ f(v) = f(P) + f(w) = f(P +w).

Per la injectivitat d’f trobem que P + v = P 4+ w. Aix{ doncs,

0=(P+v)(P+w)=w-—u.

Per tant, v = w i tenim que f és injectiva.

Suposem ara que f és injectiva. Anem a demostrar que f és injectiva. Siguen P i @ dos
punts en A tals que f(P) = f(Q). Aleshores, com que f és una afinitat, trobem que

0=F(P)F(Q) = F(PQ).

Aleshores P-é és un vector en Ker(f). Per la injectivitat d’f, obtenim que 1@ és el vector 0.
Per tant, P=P+0= P+ ]@ = (@, i tenim que f és injectiva.
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Per al segon item. Suposem que f és sobrejectiva. Anem a demostrar que f és sobrejectiva.
Siga v’ un vector en V’. Fixem un punt P € A i considerem el punt f(P)+v" € A’. Aleshores,
com que l'aplicacié f és sobrejectiva, existeix un punt @ en A de forma que f(Q) = f(P)+v'.
Aixi, emprant que f és una afinitat, trobem que

F(P)+v' = £(Q) = f (P+PQ) = (P)+ F (PQ).

Aleshores

0= (f(P)+) (£(P)+ 7 (PQ)) = F (PG) v
Aixi, obtenim que T(@) =1/, és a dir, f és sobrejectiva.

Suposem ara que f és sobrejectiva. Anem a demostrar que f és sobrejectiva. Siga P’ un
punt en A’. Considerem un punt P en A i la seua imatge f(P) € A’. Aleshores podem
considerar el vector f(P)P' € V'. Com que f és sobrejectiva, existeix un vector v € V de

manera que f(v) = f(P)P'. Aleshores, per al punt P+ v en A i tenint en compte que f és
una afinitat, trobem que

e
f(P+v) = f(P)+ f(v) = f(P) + f(P)P" = P".

Es a dir, f és sobrejectiva.

Finalment, la condicié sobre la bijectivitat és conseqiiencia de les altres dues equivaléncies. [

1 Nota

Nota. Com a conseqiieéncia de la Proposicié 10.7 podrem parlar de monomorfismes,
epimorfismes i isomorfismes afins per a referir-nos a afinitats injectives, sobrejectives
i bijectives, respectivament.

Proposicié 10.8. Siguen (A,V,+) i (A, V', +) dos espais afins sobre un cos K i f: A — A’
un isomorfisme afi amb isomorfisme subjacent f: V. —s V'. Aleshores f~1: A’ — A és un
. , . . -1
isomorfisme afi amb isomorfisme subjacent f V' — V.

. - . N . N
Demostracié. Com f és un isomorfisme, la seua aplicacié inversa, és a dir, f ~, és un
isomorfisme. A més, si P’ i Q' sén dos punts en A’, com que f és bijectiva, existeixen uns

tnics punts P i @ en A tals que f(P)=P'i f(Q) =Q'.

Com que f és afinitat, tenim que

PQ = f(P)F(Q) = F(PQ).

T e . =1, 54
Com que f és bijectiva, trobem que f (P'Q’) = 1@ Aleshores, trobem que

P NQ) = PO =T L(PQ).
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Per tant, f~! és una afinitat amb aplicacié lineal subjacent ?_1. Finalment, per la
Proposicié 10.7, concloem que f~! és un isomorfisme afi. O

Definicié 10.3 (Grup afi). Siga (A, V,+) un espai afi. Definim el conjunt d’isomorfismes
afins en A com

GA(A)={f: A— A| f és isomorfisme afi}.

Per les Proposicions 10.6 i 10.8 i 'Exemple 10.2, és facil comprovar que GA(A) admet una
estructura de grup per a la composicié d’aplicacions habitual, que anomenarem grup afi
d’A.

1 Nota

Nota. Siga (A, V,+) un espai aff i siga R un sistema de referéncia afi per a A. Aleshores
l'aplicacié que envia cada f € GA(A) a la seua matriu coordenada respecte de R és un
isomorfisme de grups.

10.3 Exemples d’afinitats

10.3.1 Translacions

Definicié 10.4 (Translaci6). Siga (A, V,+) un espai afi i v un vector en V. Aleshores la
translacié de vector v es defineix com I’aplicacié

ty: A — A
P — P+

Proposicié 10.9. Siga (A,V,+) un espai afi i v un vector en V. Aleshores la translacié de
vector v és un isomorfisme afi amb aplicacio lineal subjacent Uaplicacio identitat idy : V. —

V.

A més, st v i w sén dos vectors en V', aleshores

ty 0ty = tytw.

En particular,
tol =t_,.

Demostracid. Siguen P i @ dos punts en A. Aleshores es déna la segiient cadena d’igualtats

\

tv(P)tv(Qj = (P+0)(Q +7}3 = 1@ =idy (@) .

Aixi, t, és una afinitat amb aplicacié lineal subjacent idy . Per la Proposicié 10.7 es té que
t, és un isomorfisme afi.
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Siviw sén dos vectors en V' i P un punt en A, aleshores
ty(tw(P)) =ty(P+w) = (P+w)+v=P+ (v+w) = tysuw(P).
Finalment, notem que
tyot_y = to = ida.

Per tant, t;1 = t_,. O

Exemple 10.5. En I'R-espai aff estandard R? considerem la translacié de vector (1,3), és a
dir,
t(173) : R? — R?
(x,y) — (x+1,y+3).

Si considerem el sistema de referencia afi canonic, aleshores la matriu afi associada a aquesta
translacié ve donada per la matriu

W ==
O O
i) Nanl

10.3.2 Homotécies

Definicié 10.5 (Homotecia). Siga (A, V,+) un espai afi sobre K, C' un punt en A i @ un
escalar en K. Definim 'homotécia de centre C i raé a com l'aplicacié

hC,a3 A — A
P — C+a6ﬁ

Proposicié 10.10. Siga (A,V,+) un espai afi sobre K, C un punt en A i o un escalar en
K. Aleshores I’homotécia de centre C' i rad o és una afinitat amb aplicacid lineal subjacent
Uaplicacio

aidy: V. — V.

A més, si a i B son dos escalars en K, aleshores

hea ohop =heas.

En particular, si o # 0, aleshores
—1
hC,a == hc’a—l.
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Demostracid. Siguen P i ) dos punts en A. Notem la segiient cadena d’igualtats

hea(P)hca(Q) = (C+aCP)(C + a06) = —aCP+aCQ = a (PC + CQ) = aPQ = aidy (PG).

Aixi, hc o és una afinitat amb aplicacié lineal subjacent aidy .

Siaif sén dos escalars en K i P un punt en A, aleshores

b (hep(P)) = he (C+ BOP) = C +aC(C + BCP) = C + afCP = hes(P).

Finalment, si « # 0, notem que

hC’,a 9] hC,oﬁl = h071 = idA.
Per tant, hala =hg o1 O

Exemple 10.6. En I'R-espai afi estandard R? considerem 1’homotécia de centre (1,2) i raé
3,
h(1’2)73 : RZ — Rg
(x,y) —— (3z—2,3y —4).

Notem que (1,2) + 3(1, 2)(z, y; =(1,2)+3(x—1,y —2) = (3x — 2,3y — 4). Si considerem el
sistema, de referéncia afi canonic, aleshores la matriu afi associada a aquesta homotecia ve
donada per la matriu

110 0
-213 0
—410 3
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11 Espai afi euclidia

Introduim a continuacié el concepte d’espai afi euclidia i els sistemes de referéncia
rectangulars.

Definicié 11.1 (Espai afi euclidia). Un espai afi euclidia és un espai afi (E,V,+) definit
sobre un R-espai vectorial euclidia (V).

Definicié 11.2 (Sistema de referéncia rectangular). Donat un espai afi euclidia (E,V,+),
un sistema de referencia afi R = (O, B) s’anomenara sistema de referéncia rectangular
si B és una base ortonormal.

1 Nota

Nota. Siga (F,V,+) un espai afi euclidia de dimensié n i siguen R = (O, B) i
R = (O, B) dos sistemes de referéncia rectangulars. Aleshores la matriu afi de canvi de
sistema de referéncia d'R a R, és a dir, la matriu introduida en la definicié corresponent,

p_ 1{0 --- 0 B € M,,1(R) coordenades d’O en R,
| B A A € M, (R) matriu canvi de base d’B a B,

és una matriu per a la qual A és una matriu ortogonal, d’acord a la proposicié sobre
canvis de base entre bases ortonormals.

11.1 Projeccio ortogonal

En aquesta seccié presentem la nocié de projeccié ortogonal d’un punt respecte d’'una varietat
afi i donarem diferents caracteritzacions d’aquest punt.

Proposicié 11.1. Siga (E,V,+) un espai afi euclidia, P un punt en E i Wg una varietat
afi en E, aleshores existeix un unic punt T € E que satisfd

i. T e Wg;
ii. PT e Wt
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Demostracio. Considerem el vector ]@ i considerem la seua projeccié ortogonal a W, és
a dir, py (PQ). Per la definicié de projecci6 ortogonal, py (PQ)) és 1'inic vector en V' que

satisfa
i, pw(PQ) e W i, PO —pw(PQ) e W,

Definim el punt 7" com

T=Q- PW(@)-

Per construccié, obtenim que

T e Wy ii. PT = P(Q—pw(PO)) = PO — pw(PQ) € W,

Només ens queda comprovar la unicitat de 7. Suposem que existira un altre punt 7" satisfent
que

! ! 1
i T e Wp; ii. PT"eW-—.
Aleshores trobem, per Chasles, que

— —
PO = PT +T0.

.z 4,—> . *_>, n . s . .z
En aquesta darrera expressio, 7'¢) € W i PT" € W-. Per la definici6é de projecci6 ortogonal,
trobem que pw(%) =T'Q. Aixi,

—
T'=Q-TQ=Q pw(PQ) =T
Queda aixi demostrada la unicitat de T'. O

Definicié 11.3 (Projeccié ortogonal d’un punt en una varietat afi). Siga (F,V,+) un espai
aff euclidia, P un punt en £ i Wy una varietat aff en E. Definim la projeccié ortogonal
de P en Wg com a I'inic punt T' € F que satisfa

i T eWg;

ii. PT'e W,

La Proposicié 11.1 garanteix ’existencia i unicitat d’aquest punt, que denotarem també per

pWQ (P)

La segiient proposicié ens donara una forma alternativa d’obtindre la projeccié ortogonal
d’un punt en una varietat afi. Aquest punt es pot caracteritzar com I'inic element de la
interseccié entre la varietat considerada i la varietat que passa pel punt i té com a espai
director I’espai perpendicular al director de la varietat donada.
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Proposicié 11.2. Siga (E,V,+) un espai afi euclidia, P un punt en E i Wg una varietat
afi en E. Aleshores
Wo N Wi = {pwe (P)}.

Demostracié. Per simplificar la demostracié, anomenem T = pyy, (P). Seguint la
Definicié 11.3, T és 'inic punt en E que satisfa

i TeWo ii. PTew?
Com a conseqiiéncia de (ii) i de la caracteritzacié de I'espai director tenim que
(iil) T e Wg.

Notem que T' € W N Wf;. Aixi, per la proposicié sobre la interseccié de varietats afins i la
proposicié sobre el complement ortogonal, tenim que

Wo Wi =(WnWhy ={0}r ={T}.
Com voliem demostrar. O

Definicié 11.4 (Varietats afins ortogonals). Siga (E,V,+) un espai afi euclidia i Wp i
Ug dues varietats afins en E. Direm que les varietats Wp i Ug sén perpendiculars, i ho
denotarem Wp L Ug, si es déna una de les segiients inclusions

W< Ut Ut <w.

i Nota

Nota. En la Definicié 11.4 el perpendicular pot considerar-se tant sobre un subespai
com sobre l'altre. Si (F,V,+) és un espai aff euclidia i Wp i Ug soén dues varietats
afins, aleshores sén equivalents

W <U*  si inoméssi, U<WH;

Ut <W si inoméssi, W+ <U.

11.2 Distancies entre varietats afins

En aquesta seccié definim les distancies entre varietats afins i provarem de reduir-les a
distancies entre un punt i una varietat afi.
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Definicié 11.5 (Distancia entre dos punts). Siga (E,V,+) un espai aff euclidia i siguen P i
Q@ dos punts en E. Definim la distancia entre P i ), i la denotarem per d(P,Q), com a la
norma del vector ]@ Definim 'aplicacié distancia com

d: ExE — R
(P.Q) — ||Pd]

Les segiients propietats sén conseqiiencia directa de la definicié de producte escalar.

Corol - lari 11.1. Siga (E,V,+) un espai afi euclidia i siguen P,Q i R tres punts en E,
aleshores

i. d(P,Q) =0 si, i només si, P = Q;

7. d(P,Q) = d(Q, P);
iii. d(P,Q) < d(P,R) + d(R, Q).

Exemple 11.1. Sobre 'espai afi euclidia estandard R"”, considerem dos punts P i () en R™.
Si considerem el sistema de referéncia canonic R. i anomenem

t
o [p1 e pn} les coordenades de P en R;
t
. [ql e qn] les coordenades de @ en R,
aleshores ]@ =(q1—p1, - ,qn—Ppn). Aixi, I'aplicaci6 distancia en aquest cas envia el parell

(P, Q) a la norma d’aquest vector, és a dir,

A continuaci6 estenem la definici6é de distancia entre punts a distancia entre varietats afins.

Definicié 11.6 (Distancia entre dues varietats afins). Siga (F,V,+) un espai afi euclidia i
siguen Wp i Ug dues varietats afins. Definim la distancia entre Wp i Ug, i la denotarem
per d(Wp,Ug), com a la menor de les distancies possibles entre els punts de Wp i els punts
d'Ug, és a dir,

d(Wp, UQ) =min{d(R,S) e R|Re Wp, S € UQ}.

El que vorem a continuacié és que les distancies entre varietats sempre es poden reduir a
distancies entre dos punts. Primerament comprovarem que la distancia d’un punt a una
varietat afi és la distancia entre eixe punt i la seua projeccié ortogonal a la varietat afi.

Proposicié 11.3. Siga (E,V,+) un espai afi euclidia, P un punt en E i Wg una varietat

aft, aleshores
d(P7 WQ) = d(Pa pWQ(P))
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Demostracioé. De la demostracié feta en la Proposicié 11.1, la projeccié ortogonal de P en
Wq és el punt donat per

T=qQ - pw(@)-

A més, aquest punt és 'inic que satisfa

i T e Wp; i. PTew?.

Aixi, si S és un punt qualsevol en Wy, trobem que

a(s, P) = ||SP| (
= @MﬁH (
~|sé-Pd| <
> [ow(PQ) - PG| (
_ _@*_@H (definicié de T)
(
(
(

definicié de distancia)
Chasles)

1)

2)
- |Pé +a7|
= |77

=d(T, P),

3)
Chasles)

definicié de distancia)

on en (1) hem emprat les propietats basiques dels espais afins, en (2) el teorema de la millor
aproximacio, tenint en compte que SQ € W, i en (3) les propietats de la norma.

Per tant, d(P,Wg) = d(P,T). O
En el segiient teorema demostrem que la distancia entre varietats afins sempre es pot
recuperar com a la distancia d’un punt a una varietat suma. Aco, juntament amb la

proposicié anterior, ens garanteix que la distancia entre dues varietats afins sempre és la
distancia entre dos punts d’aquestes varietats afins.

Teorema 11.1 (Distancia entre varietats afins). Siga (E,V,+) un espai afi euclidia i siguen
Wp i Ug dues varietats afins, aleshores

d(Wp,Uq) =d(P,(W +U)q).

Demostracié. Comprovarem que tota distancia entre dos punts de Wp i Ug, respectivament,
es pot recuperar com la distancia entre el punt P i un punt en (W + U)g.

Siguen R € Wp i S € Ug, aleshores existeixen vectors w € W iu € U de forma que

R =P+ w; S =Q + u. (D)
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Aleshores es déna la segiient cadena d’igualtats
A(R,8) = || RS (
= |[(P+w)@+u)| (
=[PGu—w| (Pru)+PEru-w)=Qtu)
(
(

definicié de distancia)

N

= P(Q—l—u—w;H P—f—]@—f—u—wz@—i—u—w)

=d(P,Q+u—w). definici6 de distancia)

Notem que el punt @ + v — w és un punt en (W + U)g. Per tant,
A(Wp, Ug) = d(P, (W + U)q).
O

En el segiient exemple aprofitarem el que hem obtingut fins ara per a determinar la distancia
d’un punt a un hiperpla.

Exemple 11.2. Siga (E,V,+) un espai afi euclidia de dimensié n, siga P un punt en E i
Wq un hiperpla. Siga R = (O, B) un sistema de referéncia rectangular.

Com Wy és un hiperpla, aleshores dimg (W) = n — 1 i, llavors, W ve determinat per una
Unica equacié cartesiana respecte R, és a dir,

t
R té coordenades {xl e l’n] en R i
Wog=q ReE
a1x1 + -+ apZn +b =0
7 t .
w té coordenades [561 xn} en B i
W=<weV .
a1x1+ -+ apxy, =0
t
Anomenem wu al vector de V' per al qual {al e an} son les coordenades d’u en B.
t
Notem que, si w és un vector en W i anomenem [ml e xn} les coordenades de w en B,

aleshores, per la caracteritzaciéo de W, es té que

1 --- 0 T
0:a1x1+...+anxn:|:al an:| N = u-w. (@)

Per a I'altima de les anteriors igualtats només cal adonar-se que B és una base ortonormal i,
aleshores, |, és la matriu coordenada de - en B.

L’equacié en (©) ens garanteix que el vector u és ortogonal a tots els vectors de W. Per tant,

W = (u).

179



t
Suposem que [pl e pn] sén les coordenades de P en R (coordenades d’O‘P) en B).

Anomenem 7' a la projeccié ortogonal de P en Wq, és a dir, T' = pw,(P), i anomenem

{tl - tnr les coordenades de T" en R (coordenades 40T en B).

Per la relacié de Chasles,

7= P31+ 0f = OB OF.

., L ’—T)
Aixi, {tl —p1 oty — pn} sén les coordenades d’PT en B.

Recordem per la Proposicié 11.1 que 1" és I'inic punt en E que satisfa

i T e W i, PTewl
Aleshores, existira un escalar A € R per al qual ﬁ = Au. Aixi, prenent coordenades
d’aquests vectors en la base B, trobem la segiient igualtat

t1 —p1 ax
YR ()

tn — Pn Qan,

Aixi, podem recuperar les coordenades de T en el sistema de referéncia R com

3] 1 ay
=+

tn n Gn

Com hem dit abans, T' € Wg. Aleshores les coordenades de T" en el sistema de referéncia aff
R satisfan 'equacié cartesiana que defineix la varietat afi W, per tant

a1 (p1 4+ Aa1) + -+ an (pn + Aan) + b= 0.

Aquesta darrera expressio ens permet conéixer el valor de A,

—a1p1 — - — GppPp — b
A= .
ai +---+a2 (%)
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Aleshores trobem la segiient cadena d’igualtats

d(P,Wq) = d(P,T) (1)
= HﬁH (definicié de distancia)
= || Aull (#)

(B és base ortonormal)

(2)

n

doai (%)
i=1

_ lawpr + -+ anpn + 0]
ai+---+a2

_ |a1p1+"'+anpn+b|

)
ai4---+a2

on en (1) hem emprat la Proposicié 11.3 i en (2) les propietats de la norma.

D’aquesta forma deduim la férmula per a la distancia d’un punt a un hiperpla.

11.3 Angles entre varietats afins

En aquesta secci6 introduirem els angles entre varietats afins. Aquesta definicié només la
presentarem per a varietats afins que van associades a un tUnic vector, és a dir, rectes i
hiperplans. Per a aquesta seccié és important recordar la definicié d’angle entre vectors.

11.3.1 Angle entre dues rectes
Siga (E,V,+) un espai aff euclidia i siguen Wp i Ug dues rectes en E. Aixi, existeixen dos
vectors w,u € V — {0} de forma que
W = (w); U= (u).
Es natural pensar que l'angle que formen aquestes dues rectes es definisca com a 'angle

que formen u i w. No obstant, caldra vore qué ocorre si haguérem agafat uns altres vectors
directors. Suposem que w’ i v’ sén vectors en V — {0} de forma que

W = (w) = (w'); U= (u) = ().

Aleshores existeixen escalars A i ;4 en R de forma que

/ /
w = Aw; u = pu.

Anomenem
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o 0 l’angle que formen els vectors w i u, amb 6 € [0, 7];
o ¢ T'angle que formen els vectors w’ i v/, amb &' € [0, 7].

Aleshores trobem que

w-u w' -
cos(f) = ———; cos() = ————.
[l ull [Jw!|| [/
Pel que hem vist adés,
/. , . .
COS(@’) _ wo-u _ ()\’LU) (,MU) _ ()\,U) (w U) ::l:COS(G).

I T R 1 [ DY R T R T ]

Aquesta diferéncia de signe podem evitar-la imposant la condicié que ’angle que formen les

dues rectes haja d’estar comprés entre 0 i 5.

Definici6é 11.7 (Angle entre dues rectes). Siga (F,V,+) un espai afi euclidia i siguen Wp i
Uq dues rectes en E. Aixi, existeixen dos vectors w,u € V' — {0} de forma que

W = (w); U= (u).
Definim 'angle que formen Wp i Ug com a I'inic 6 € [0, 5] tal que

B |w - ul
0s(0) = Tl Tl

11.3.2 Angle entre dos hiperplans

Emprarem el mateix criteri que hem vist abans amb les rectes per al cas dels hiperplans. En
aquest cas, ens aprofitarem que ’espai ortogonal a ’espai director d’un hiperpla té dimensio
1.

Definicié 11.8 (Angle entre dos hiperplans). Siga (E,V,+) un espai afi euclidia i siguen
Wp i Ug dos hiperplans en E. Aixi, existeixen dos vectors w,u € V — {0} de forma que

W = (w); Ut = (u).
Definim 'angle que formen Wp i Ug com a I'inic § € [0, 5] tal que

B |w - ul
0s(0) = Tl Tl
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11.3.3 Angle entre una recta i un hiperpla

En aquest cas, ens aprofitarem que l’espai ortogonal a ’espai director d’un hiperpla té
dimensié 1 i que 'espai director de la recta també té dimensié 1. No obstant, en aquest cas
ens caldra prendre el complementari de 'angle que formen aquests dos vectors.

Definicié 11.9 (Angle entre una recta i un hiperpla). Siga (E,V,+) un espai afi euclidia i
siguen Wp una recta i Ug un hiperpla en E. Aixi, existeixen dos vectors w,u € V — {0} de
forma que

W = (w); Ut = (u).

Definim 'angle que formen Wp i Ug com al complementari de I'inic 6 € [0, §] tal que

cos(f) = w - ul

el flull

11.4 Moviments

En aquesta secci6 introduim les isometries afins i els moviments. Demostrarem que dos
espais afins euclidians sobre espais vectorials de la mateixa dimensié sén isomorfs. Amb aco
conclourem que, per a cada dimensid, 'espai afi euclidia estandard de la dimensié donada és
I'nic model d’espai afi euclidia tret d’isometria afi.

Definicié 11.10 (Isometria afi | Moviment). Siguen (Eq, Vi, +) i (E2, Va,+) dos espais afins
euclidians sobre R. Una aplicacié f: Fy — F» és una isometria afi si f és una afinitat i,
a més, I’aplicaci6 lineal subjacent f: Vi — V5 és una isometria.

Si (E,V,4) és un espai afi euclidia, les isometries afins del tipus f: F — FE s’anomenen

moviments.

Una caracteritzacié immediata de la definicié d’isometria és que les isometries afins son,
precisament, aquelles afinitats que preserven les distancies.

Proposicié 11.4. Siguen (E1,Vi,+) i (E2, Vo, +) dos espais afins euclidians sobre R, amb
aplicacions distancia di i do, respectivament, © f: EFn — Es una afinitat. Les segiients
afirmacions son equivalents.

1. f és isometria aoft;
7. Per a tot parell de punts P,Q) € E1 es té que
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Demostracié. Suposem que f és una isometria afi. Aleshores, d’acord a la Definicié 11.10,
I’aplicacié lineal subjacent a f, és a dir, f: V3 — V&, és una isometria.

Siguen P, () € F1, aleshores es déna la segiient cadena d’igualtats
0r0) - |7,
= |7 (#)],
= |7 1@,
=d2 (f(P), f(Q)),

on en (1) hem emprat que les isometries preserven les normes.

definici6 de distancia)
1)

f és afinitat)

~—~~ o~ o~

definici6 de distancia)

Suposem ara que, per a tot parell de punts P, Q € E1, es té que

Aixi, siv e V1 1 P € Fy, aleshores

loll, = [P+,

(definicié d’espai aff)
=dy(P, P +v) (definicié de distancia)

(

(

= do(f(P), f(P +v))

- [rPrr ),
— |rece) T

= H?(U)H2 ) (definici6 d’espai aff)

hipotesi)

definici6 de distancia)

(f és afinitat)

Per la caracteritzacié de les isometries per les normes, concloem que f és una isometria.
Llavors, per la Definicié 11.10, tenim que f és una isometria afi. O

Exemple 11.3. En Uespai aff euclidia estandard R?, I'aplicacié identitat idge: R? — R2,
aixi com el gir d’angle 7 i centre (2,1), G(271)7§Z R? — R?, sén moviments. En canvi,

’homotecia de centre (1,—1)irad 3, hyy _qy3: R? — R2, no és un moviment.

Exemple 11.4. Considerem els espais afins euclidians estandard R? i R?. La immersié d’R?
al pla z = 2 donada per
f: R — R?
(x,y) — (2,9,2)

és un exemple d’isometria afi que no és un moviment.

Proposicié 11.5. Siguen (Eq,Vi,+) ¢ (E2,Va,+) dos espais afins euclidians sobre R 1
f: 1 — Es una afinitat.
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1. Si f és una isometria afi, aleshores f és injectiva.
7. Si f és un moviment, aleshores f és bijectiva.

Demostracio. Considerem el primer item. Com, per hipotesi, f és una isometria afi, per
la Definicié 11.10, la seua aplicacié lineal subjacent f: V; — V5 és una isometria. Per la
proposicié sobre la injectivitat de les isometries tenim que f és injectiva. Finalment, per la
caracteritzacio de la injectivitat de les afinitats, concloem que f és injectiva.

Per al segon item, com f és un moviment, tenim, per la Definicié 11.10, que (F1, Vi, +) =
(E2,Va,+) i que f és, en particular, una isometria afi. D’acord a l'item (i), f és injectiva.
Notem que, per la caracteritzacié de la injectivitat de les afinitats, 'aplicaci6 lineal subjacent
f: Vi — Vi és injectiva. Per la proposicié sobre imatges de bases i la caracteritzacié de les
bases per la dimensié concloem que f és un isomorfisme. Aleshores, per la caracteritzacié de
la bijectivitat de les afinitats, f és bijectiva. O

Proposicié 11.6. Siguen (E1,V1,+), (B2, Va,+) i (Es,V3,+) tres espais afins euclidians
sobre R ¢ f: By — FEs i g: B9 — FE3 isomelries afins, aleshores la seua composicio

gof: By — Ej

és una isometria afi. En particular, la composicié de moviments és moviment. A més, si
(E,V,+) és un espai afi euclidia sobre R i f: E — E és un moviment, aleshores la seua
aplicacio inversa

ff\:E—EF

torna a ser un moviment.

Demostracio. Per la proposicié sobre la composicié d’afinitats, la composicié d’afinitats torna
a ser una afinitat. A més, si f: Vi — Vb és l’aplicacié lineal subjacent a fig: Vo — V3 és
I’aplicacié lineal subjacent a g, trobem que g o f és afinitat amb aplicacié lineal subjacent

go?: Vi —>V3

Com f i g s6n isometries afins trobem, per la Definicié 11.10, que f i § s6n isometries.
Pel corol - lari sobre la composicié d’isometries, tenim que la composicié g o f torna a ser
isometria. Concloem, d’acord a la Definicié 11.10, que g o f és una isometria afi.

En particular, la composicié de moviments torna a ser moviment.

Suposem ara que f: FF — E és un moviment. D’acord a la Proposicié 11.5, f és bijectiva.

Aleshores, si f: V — V és 'aplicacié lineal subjacent a f, per la caracteritzacio de la
bijectivitat de les afinitats, f també és bijectiva. Podem considerar 1’aplicaci6 inversa

11 E—E.

Recordem, per la proposici sobre la inversa d’un isomorfisme afi, que f~! és un isomorfisme
aff amb aplicacié lineal subjacent 'isomorfisme ?71: V — V. Notem que ffl és un
isomorfisme d’acord a la proposicié sobre la inversa d’un isomorfisme i una isometria pel
corol - lari sobre la composicié d’isometries. Concloem, d’acord a la Definicié 11.10, que f~*
és un moviment. O
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Definicié 11.11 (Grup euclidia). Siga (E,V,+) un espai afi euclidia sobre R, aleshores
GE(E)={f: E — E| f és moviment}

admet una estructura de grup per a la composicié habitual d’aplicacions. Aquest grup rep el
nom de grup euclidia per a FE.

Definicié 11.12 (Espais afins euclidians isomorfs). Siguen (Eq,Vi,+) i (E2, Va,+) dos
espais afins euclidians sobre R. Direm que Ej i Fs son isomorfs si podem trobar una
isometria aff bijectiva entre ells.

Proposicié 11.7. Siguen (E1,Vi,+) i (E2, Va,+) dos espais afins euclidians sobre R. Les
segiients afirmacions sén equivalents

1. By 1 By son isomorfs;

Demostracié. Si E1 1 Es sén isomorfs, per la Definicié 11.12, existeix una isometria afi
bijectiva f: By — Es. Siga f: Vi — Vs laplicacié lineal subjacent a f. Com f és
bijectiva, per la caracteritzacié de la bijectivitat de les afinitats, tenim que f és bijectiva.
Aleshores, d’acord a la definicié d’espais vectorials isomorfs, V7 i V5 sén isomorfs. Aixi, pel
corol - lari de caracteritzaci6 dels isomorfismes per la dimensié, dimg(V}) = dimg(V2).

Suposem ara que dimg(V;) = dimg(V2) = n, per a algun natural n € N. Siguen B; =
{e1,--+,en} i Ba = {d1, -+ ,d,} dues bases de V} i Vi, respectivament. Pel meétode de
Gram-Schmidt, podem suposar que B; i By son bases ortonormals. Considerem ’aplicacid

h: Bl—)‘/g
e; +— d;

Pel teorema d’extensié, podem estendre h a una aplicacié lineal hf: Vi — Va que satisfa
h¥ oing, = h. Notem que
he(B1] = Bo.

Es a dir, h! transforma una base ortonormal en una base ortonormal. Per la caracteritzaci6
de les isometries sobre una base, hf és una isometria de V; a Va. Per la proposicié sobre
imatges de bases, tenim que h¥ és bijectiva.

Siga P un punt en F; i  un punt en Es. Per la proposicié de determinacié d’una afinitat,
existeix una tnica afinitat f: F; — Fy tal que f(P) = Qi f = hf. Com h! és una isometria
bijectiva tenim, per la Definicié 11.10, que f és una isometria afi bijectiva. Finalment, per
la Definici6 11.12, E7 i E9 sén isomorfs. ]

Corol - lari 11.2. L’espai afi euclidia estandard R™ és ’inic model d’espai afi euclidia de
dimensio n tret d’isomorfisme.
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11.5 Moviments en R? i R?

En aquesta secci6 farem una xicoteta introduccio als diferents moviments que podem construir
en els espais afins euclidians estandard R? i R3.

En la segiient argumentacio recordarem la caracteritzaci6 dels punts fixos per al cas general R".
Considerem ’espai afi euclidia estandard R™ i siga f: R™ — R"™ una afinitat. Considerem
un sistema de referencia afi R = (O, B) per a R™ i anomenem

« A la matriu coordenada d’f en B;
o B les coordenades d’f(O) en R (coordenades d’Of(O) en B).

Aleshores trobem que, si P és un punt en R" i anomenem

o X les coordenades de P en R (coordenades dOP en B);
e Y les coordenades d’f(P) en R (coordenades d’Of(P) en B),

trobem ’expressié coordenada d’f en R donada per

Y =B+ AX.

Recordem, per la proposicié sobre punts fixos, que f tindra un punt fixe si, i només si, el

sistema d’equacions
(A-1,)X=-B

té solucié o, el que és el mateix, pel teorema de Rouché-Frobenius,

rang(A — I,,) = rang(A — 1, | —B).
Seguint aquesta caracteritzacié descriurem els possibles moviments d’R? d’acord a les opcions
per als rangs de la matriu de coeficients A — I i la matriu ampliada [A — |z | —B]. Notem

que, en el cas d’R?, les possibilitats per al rang d’A — |y van des de 0 fins a 2 i que el rang de
la matriu ampliada satisfa la desigualtat

rang(A — l2) < rang(A — |z | —B) < min(rang(A —l2) + 1,2).

Aixi, els possibles moviments d’R? sén els segiients.

Moviment rang(A — lg) rang(A — Iy | —B) Punts fixos
Identitat 0 0 Tots
Translacié 0 1 Cap
Simetria axial 1 1 Recta
Simetria axial 1 2 Cap

amb lliscament

Gir 2 2 Centre de gir
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Descriurem ara els possibles moviments d’R? d’acord a les opcions per als rangs de la matriu

de coeficients A — I3 i la matriu ampliada [A — I3 | —B]J.

Notem que, en el cas d’R3, les

possibilitats per al rang d’A — I3 van des de 0 fins a 3 i que el rang de la matriu ampliada

satisfa la desigualtat

rang(A — I3) < rang(A — I3 | —B) < min(rang(A —I3) + 1, 3).

Aixi, els possibles moviments d’R? sén els segiients.

Moviment rang(A — I3) rang(A — I3 | —B) Punts fixos
Identitat 0 0 Tots
Translacié 0 1 Cap
Simetria planar 1 1 Pla
Simetria planar 1 2 Cap

amb lliscament

Gir respecte 2 2 Recta
d’un eix

Gir i translacié 2 3 Cap
(moviment

helicoidal)

Gir i simetria 3 3 Centre de gir
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