
Sur la partition des nombres. 

~ote de M. M. Fx,~ nE BR~O. 

Depuis les travaux d 'Euler  et de Paoli*) on savait que le hombre 
des maui~res de former le nombre p m~me avee rdp6tition en prenant  
r dlements parmi les hombres 1, 2, 3 . . .  n e s t  dgal au coefficient de 
xpr  ~ duns le developpement de la fonction: 

(1) Z -~- (I--~') ( l - - x r ) . - -  ( l - -xr  ' 

et que le hombre des solutions ea nombres entiers de l'6quation: 

(2) a l x  , -q- a2x., " -J- . . .  27 a , x ,  -~- p 

of 1 a t ,  a 2 . . . as sont des nombres donnds, est 6gal au coefficient de 
x :  duns le developpement de la fonction 

1 

(3) (~--x""~ ( l - - x  ~) . .  ( l - x " , , )  

La premiSre question revient '~ ]u seconde en imposant aux hombres 
x , ,  x ~ , . . ,  la condition de satisfaire "~ t 'dquation 

(4 )  x ,  + x~ + �9 �9 �9 + x .  ~ r ;  

et en supposant  

a t ~--1 ,  a 2 ~ 2 , . . . a n ~ n ,  

on demontre facilemen~**) que le coefficient cherch6 dans Z est ggal "~: 

(5) ((2;~)) ~b(Z), ~(Z) = (1--xu+l)(1--Xn+Z) ' ' ' (1--X'~+r)  
( l - ~ ) - .  ( t - ~ )  

Quant -~ la seconde question Mr. S y t v e s t e r  a trouvd (Annalcs  de 
Tortolini T.  8, 1856) qu'en appelant  q une racine primitive de y'~-- 1 ~ 0  

I 
et par  Wq le coefficient de y duns le d6veloppement de: 

(6) 
(l__qal, e -  a.t) (l__q, he--a~t)... (l__qare--ar') 

*) Voir des Notes de Br iosch i  duns les Annales de Tortolini tome 7 page 303, 
tome 8 page 5. 

*-*) Voir no~re ouvrage ,,T:~o~rie des farraes binaires" .Paris, r Gauthiers VilZars. 
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le nombre des solutions sera ggal ~. la somme 

(7) W, + W~ + W 3 + - . -  

regI6e d'apr~s certaines conditions qu'on pent voir dans la no~e cit6e. 
M. B r i o s e h i  en reprenant la premiere question a trouv6 que si 

Yon pose 
f(x) 

(8) v (x) = , ( x ) '  

1 1 

en appelant a,  /$ les racines de f ( x ) ~  O, q ~ ( x ) =  O, le hombre C~ 
de mani~res de former le nombre iv avec les nombres O, 1, 2, 3 . . .  n 
pris r ~ r ,  est fourni par la formule: 

s I - - 1  0 0 . - .  0 

: s~ s 1 - -  2 0 �9 �9 �9 0 

(10) 1 . 2 . 3 . . . p .  Cp--~!;s3 s2 s 1 - - 3  �9 �9 �9 0 
, . . . . . . .  o . . . . . .  

i s~_l sp_~. s~-3 . . . .  @ - - 1 )  

i s~ sp_~ s~_~ �9 �9 �9 Sl 

La valeur de sz d'ailleurs est fournie par l '6quation: 

m E m E m m 
~,,,=~+~ (~)+ ( ~ ) + +  ( 7 ) -  ~ ( ~ )  

- ~(~+~) . . . . .  ~(~+~) 

o~ par ( ~ )  on entend ~n o o ~ b r e  = Z, = 0 solon ~o ,,, e~* ou non 

multiple de l. 
Mais les longs ealculs quex~gent ees formules rendent presque 

inutiles ces efforts nganmoins si admirables des G6omhtres qui les out 
donnges. C'est pourquoi je me suis proposd de simplifier la solution 
de ces questions, et je crois y avoir r6ussi par les nouvelles formules 
qui suivent, et qui d'ailleurs auront l 'avantage d'etre utiles dalm d'autres 
recherches. Je reprendrais d'abord les 6quations qui servent '~ trouver 
le determinant (10), s savoir~ 

C 1 ~--- 81, 

2 C.: = C, s 1 + s~, 

(11) 3C  a ----C.,s 1 +  C1s a -.[- s3 ' 

Eu les comparant avec les 6quations connues qui retient ensemble 
les coefficients avec les sommes s des puissances semblables des racines: 
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s l + a I = O, 

s 2 + a~s I + 2a~ ~-- O, 
(12) s~ + als. ~ + a.,.sl + 3a:~ = O, 

s~ + a.Is)_l + �9 �9 . + 3oa~ ~- O, 

oa volt que le syst~me (11)d'oil  l 'on deduit la valeur de Cp se reduit 
au systhme (12), en supposant que a~ ~-- ~ et que les hombres + l se 
changent en - -  1. Or si l'on exprimait le coefficient as en fonction 
des s "i l'aide de la formule eonnue (1) 

(13) a: : : 

sous la condition: 

( 14 )  i~ + 2;.._, + �9 �9 �9 + ~ o z ~  = p ;  

il n 'y  aurait qu' '~ y changer + l en - - t ,  ce qui fournirait: 

(15) C p = ~  (li) (L2)l .. (l~o)- (~)~ '~  ( .-~-)~'~ �9 �9 �9 (-8;-) lp 

comme nous avons ddj'k annoneg dans notre Thdorie des for~ues binaires 
page 157. La formule (15) est dgj'i ml pus important de &it  duns 
la question. Mats on peut pousser bien plus loin la simplification. 

A cet effet observons que route expression de la forme: 

p =  

sous la condition (14) peut se transformer ainsi: 

(17) p = ~ ( ( ~ ) )  ~ + a t x + ~ z ~ x  ~- + . . .  + a~,x2 , 

en supposant que ~(lo) d~sig~le la factorielle 1 . 2 . 3 . . . p ,  que ((xp)) 
dgsigne le coefficient de x2 duns ce qui suit, et qu' aprbs le develop- 
pement  de la puissance Io on change ~ en 1 . 2 . 3 . . . i .  Si en effet on 
cherchait ce coefficient selon les voles ordinaires et en se rappelant 
la r~gle du developpement des puissances polynomiales~ on trouverait 
pour ce coefficient l 'expression suivante: 

(is) 

sous lu condition (14). Si doric on adopte de changer 6~ en 1.2.3...;to, 
on verra qu'en divisan~ par H(/0) cette expression on retombe sur ]a 
valeur 4noncge de P. 

En  appliquant ee proc4d4 "i la fbrmule C~ (15) on trouvera: 

I ]" i . s~ �9 s~ s~ x~ 4 - . - .  4-  - ~  x~ (19) C~--~(~) ((x~)) ~+ v x + ~ x ~ + ~  _ _ ~  

16" 
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Mais il y a plus. On suit qu:en appelant 61, ~._, �9 �9 �9 as les sommes 
des puissances semblables des rucines de l'gquation: 
(20) x" -~- a l x  "-1  -[- a2x ~-~ -~- " " �9 + a,, ~ O, 

on a gdndralement en posant y ~ ~-*) 

62 .J 6p (21) 6 , y.-~ T y" + -~- ya -~ . . . -~  T yP-~- - -  log (1 -~  a~ y + a2y2-~ . - . ) . 

Si l'on observe donc qu'en vertu de la relation (9) la somme indiqude 
dans le second membre (19): 

~,,: . . . .  log (p (x) + log f ( x )  

en remarquant que duns notre cas les a appartieadraient aux fonctions 

, ~ ~ on aura: 

(92) a, a, X: % f(x) - T x + ~  + . . . + - ~ - x ~ I o g  w ( x ) '  

ce qui d'ailleurs se volt directement, car puisque: 

f(x) , " x -  , )  % , ( , _  ~ x )  
X 

en ddsignant par n,  n" les degrds de f et de ~p, on aura:  

,o~ z~- = ,o~ ~  ~: + ~y:o~ ( , -  : ) -  y,o~ ( : o  - ~) 

a.,- -{- ~ . . . .  m .... , 
OU 

(23) log f~x) ~ log a. x-~ s,,, v~x) a,,-V + .,~" ~ -  x ' .  

Ainsi si l'on suppose que lea derniers termes soient ~ 1, comme ce- 
la a lieu dans notre cas, il viendra: 

log f(x) - -  ~ ~ -  x "  
V ix) 

Mais la formule (19) deviendru: 

i . [  ,~f(x) l~ 
(24) C~ ~ ((xp)) 6 + 1 % ~  , ou encore 

_ _ ( _  )--.( _ . . 1 ((x~))[a-i-log 0--~"+~) 1--x"+2 1 x'~+")3 ~ 

�9 ) J1 est sousea~endu que l'on arrGtera le developpement du second membre s yP. 
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S'il s'agissait de trouver le hombre des invariants ind6pendants de degr~ 
r appartenants ~ une m~me forme de degrd n, en posant V~---- C~ -- C~_I 
ce hombre serait" 

(26) V~ = ~ '  ((x'))[6-[-log (x-x'+')(-~x_x,)-~ Z~x3) ::: [,---~j ( l --x"+'*)" (1-x"+')] '3" 

En proeddant de la mfime fagon on trouverait que le hombre Wp des 
solutions enti~res et positives de l'dquation: 

a t x  ~ -~- a z x .  z . J -  �9 �9 �9 -].- a ~ x , ,  ~ p 

est fourni par la formule tr~s-simple: 

1 f ( ( ~ j ) ,  [d '+  log 1 
(1- ~",) (1-~)...  (1-~"~1 f '  

] (27) 

resultat extr~mement plns simple que celui (6)dn '~ Sylvester, quoique 
extr~mement remarquable par la profondeur des vues qu'il revue. 

10 Exemple, Formule (25). - -  Soit n = 3, r ~- 3, p ~- 6, on aura: 

' ,~ [ ( ' - x ) ' ~ i ' - x ~ l - x ' ~ l ~  ' 

C~= -;{~;((x~)) 6+x-~-.).-x-+~;x +-~x +-~ x 5 

+ o  o  :FT. 

r '#t 
2 o Exemple, Formule (26). 1~ Soitn ~ 4, r == 2, /o ~- -~- = 4 

I ; 

3 0 ; S o i t n ~ 4 ,  r ~ 3 ,  p ~  ., ~ 6 ;  

-~-~67 [ - "  ('-x~) ~'-x~) ]~' V~; = ((x6) ~ ~ t m g  (-y-_-~(l---~)-j 

- -  :z('6)l X X 6 ]  
t .  

~--- --)~~ +Y:-)-q+A?~ == I. C . Q . F . T .  
7 2 0  

Nous savons en effet que les quartiques n'ont qa'un invariant de 
second degrd, et an seul invariant de 3 ~ degr6. 

4 0 Exemple. Soit l'dquation: 
2x, + 3x~ ~- 5x~ ~ 8 

trai~de dgj'~ par B r i o s c h i  d'aprbs Sylvester apr~s de longs calculs; 
on aura: 
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w~ = ~ o j  ((x~)) ( l - x , )  (, -x~) (t -x~) 
1 S ~ 3 "X~ 5 x  6 _4_ x" 1 ~ = =-~ ((x))  [~ + x - +  x + T  + x~ + / 

3 + 3  + 70 :~ (4) --3 

En ggfidral si l'on avait: 

2x~ + 3x,, + 5 x  z = p  
on aurait:  

W~ ~- =(1o)- ((xP)) ~ + log (1 --x~) (1--~)  (1 2~:~ " 

E~ pour calculer d'apr~s la methode de Sylvester 1 x W~ on auraig ~ 
sommer les valeurs que voici: 

I [ ( n - I - 5 ) '  19] l ( - - t )  ~ W , =  ~ ~ v., ; W . , = . ,  4 , 

W ~ = - - -  V 2E --E .3-- +E~ n- , 

valeurs qui ~ elles seules exigeraient ddjh beaucoup de ealeuls pour y 
arriver. Les formules (19)  .X (23) permettent  de developper n'im- 

e(x) porte .quelle tbnctioa rutionelle ~ - ,  car on peat  toujours faire en 

sorte que le terme log a ,  de la formule (23) soit = O, en prdparant  

convenablement les fonctions. Ainsi on aura ce theor~me ggngral. - -  
Le coefficient de x ~ d a m  le developpement de la fonct ion:  

~" (xl ~, (x) ~i'~ (x) . . .  
~,(x) ~ ( x )  ~.dx) " " 

est exlgrimd Tar  ~' gquation: 

~,~o)- ((x2)) [~' + l~ ~ """ ] " ' ~ ( x )  ~,(x) 

Prenons l 'exemple le plus simple # (x )  ---- 1, co(x) = a - -  x,  et eherehons 
1 le coefficient de x *, que nous savons = a-- 7- 

Oi l  I 1 1 1 a - - x  ~ a  x ;  il suffira de developper et l'on 
a g t  

trouvera: 

1 [4~ ~ . 6~.~/1.(.~_t_~)_f4~(~) + '  o,, . 1] 1 . . . . . .  6 - t - 3 + s + 6 + 1  ~ --_~ t 
= ~ L  T- i -  ]a' ~. a' a-'-; 

donc le coefficient sera 1 1 1 
a a I a 5 
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Comme on peut toujours supposer les fonctions irrationelles d4- 
composges en un nombre infini de facteurs, il s'ensuit qu'on aura 
g4ndralement pour n'importe quelle fonction (en supposant les faeteurs 
de la forme ( l ~ a x ) ,  ce qui est toujours possible), 

((xp)) ~ ( x ) =  ~(~T ((x_*))[8 q- log r 

Soit comme exemple 

dn x " = ~ __ ~ )  
= . - / - / 0  * '  

**a~-I 

off aura 

. ---- ~p )  ((x~)) ~ - ~ - x - -  ~=2 . . . .  ~ . )  

Pour/o ---- 4, il viendra 

((x~)) x --~.-~((x'))  8 -  v + ~ x ,  
1 1 1 

- -  ygg q- ~ ---- -~- 1--~Ta:~75- 

comme cela dolt ~tre. 

*) On 6e r a p p e U e r a  que  ~ m* - -  6 ' ~ m ~ 180 ' etc. 

T u r i n ,  11. Mai 1878. 


