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tTber die u  der Nu l l sb l l en  der Riemannschen 

Zetafunkt ion und einer Klasse verwandter  Funkt ionen.  

Von 

EDmunD LANDAU in Berlin. 

Einleitung. 

Die Riemannsche Funktion ~(s) ha~ bekanntlich im Punkt s=-1  
einen Pol ersbr 0rdnung, ist sonst iiberall regul~ir, bat die Punkte 
s = - -  2 ,  - - 4 ,  - - 6 ,  �9 � 9  - -  2 n ,  . . .  ( n  positiv-ganz) zu Nullsbllen 
erster Ordnung und aui~erdem nur noch unendlich viele nicht reelle ~Tull- 
sbllen a~(n ~ 1, 2 , . . . ) ,  ftir welche 

ist und 
o < ~(,~j < i 

11 , 

konvergiert.*) Wenn also die Nullstellen - - 2 n  und a, promiscue mit 
s 1, s~, �9 �9 �9 bezeichnet werden, ist nach der WeierstraBschen Produkb 
darsbllung einer ganzen %ranszendenten Funktion 

oo 8 )- 
wo g(s) eine ganze transzendente Funktion ist; bekanntlich ist hierin 

g(0  eine lineage ~unktion, also (wegen**) ~(0)=--~--)  

( )- (i) (~- i) ~(s) = v ~ '~ 

*) Hierbei sind e~waige mehrfache Nullsbllen mehff~ch aufgefiihr~. 
**) Auf den Weft yon ~(0) kommt~ es fibrigens nlcht an, da der be~reffende 

Faktor  beim Differentiieren fort~allen wird und auf (4) keinen EinttuB mehr ha~. 
27* 
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wo A eine Konstante bezeichne~;, und bei konstantem B 

(e) 1 eB s ( s -  i) ~(~) = ~ - -  

kurz gesehrieben: 

(3) ~(s) = 

sowie 

~0 8 

, s)- 

e B* 

~(~--i) 

$ 

(4) r(j) = 1 

S - - 1  

Endlieh is~ bekanntlich 

Der Leser, welcher aus der Theorie der Ze~afunk~ion noch niches 
kenn~, finde~ m~iglichs~ einfache Be~veise aller dieser Tabachen in einer 
ktirzlich erschienenen Arbei~*) yon mir zusammengestel~. Man verdankt 
diese wich~igen Ergebnisse, welche Riemann nut zum kleineren Teil be- 
wiesen haste, Herrn Hadamard.  Aber es war Herrn yon Mangold t  vor- 
behalbn, unbr Benutzung der Hadamardschen Ergebnisse dureh Hinzu- 
ftigung einer l~ngeren Kedge yon wei~eren scharfsinnigen Schltissen folgende 
yon Riemaun**) ausgesprochene Vermutung zu beweisen: 

*) ,,Beitr~ge zur analytischen Zahlentheorie" [I~endiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, Bd, 26 (2. Semester 1908)~ S. 169--302]~ S. 181--186~ 194~208. Die 
dort auf S. 208, Z. 8 vorkommende Gleichung 

8 

~(s) = 8 - - 1  + 1  = 

wo die ~n in oiner bestimmten Reihenfolge geordnet siud und e ~---- ~(0)--~ 1 
2 

ist, is~ mit (2) gleichbedeutend. In (1), (2), (8), (4) ist die Reihenfolge der Wurzeln 
unerhebllch. 

**) ,,Uebe, die Anzahl der P,imzahlen unter einer gegebenen GrCisse" [Mona~s- 
bericht~ der Kiiniglichen Preussischen Akademie der Wissenschaf~en zu Berlin, Jahr- 
gang 1859, S. 671--680; Werke, 2. Aufl. (1892), S. 14:5--155], S. 674 bezw. S. 147--148. 

1 ~l Riemanns Ausdruck ,,bis auf einen Bruchtheil yon der 0rdnung der Gr{isse ~ glaube 
1 

ich mit O(log T), was ja -~- der wahren Griil3enordnung ist, rich~ig interpre~iert zu 
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Es sei hr(T) die Anzahl der Nullstellen yon ~(s), deren Ordinate 
zwischen 0 (exkl.) und der posi~iven Grille T (inkl.) liegk Dana is~ 

(5) = T T -  + T + 00og r)  

Herr Hadamard*) ha~e ausdrficklieh hervorgehoben, da~ er nieh~ 
einmal die Exis~enz yon 

lira N(T) 
r=~ Tlog T 

beweisen konnte; I-Ierr yon M:angold~ bewies alsdann zuniichs~**), da$ 

~ + log(~) T + 0(log ~ T) N(T) = ~d T log T ~,t 

~st, und mehrere Jahre sparer***) die Riemannsche Vermutung (5) in 
vollem Umfange. 

Es is~ mir nun gelungen, den yon Mangoldtschen Beweis der Rie- 
mannschen Vermutung (5) an mehreren Stellen zu vereinfachen, so dab 
er jetzt sehr kurz geworden ist; ich werde die neue Beweisanordnung im 
.~ 2 darstellen. Zur Bequemliehkeit des Lesers schicke ieh imw 1 direk~e 
Beweise einiger bekannten Ungleichungen fiber die Gammafunk~ion voraus; 
dadurch babe ich nicht nStig, auf die komp]izierten und far den vor- 
liegenden Zweck unnStig tiefgehenden Untersuchungen yon Stiel~jesT)" 
Bezug zu nehmen, was Herr yon Mangoldt rut. Im {} 2 folg~ dan n der 
neue Beweis yon (5). 

Der Kern des Beweises yon (5) lieg~ in der Feststellung der Tat- 
saeh% da$'~'~) bei Fortse~zung r~ugs der (~on Wurzeln frei voraussetzbaren) 
Ordinate T 

log ~(-- 1 + Ti) = 0(log T), 

d. h. dal~ bei gerader Bahn 

haben; denn O ( T  ) (was manche Autoren aus jenem Passus herauslesen, um einen 

Irrtum bei Riem~nn zu konstatieren) kann Riemann nicht gemeint haben. Riemann 

wuBte doch, dab die ganze Zahl _hr(T) nich~ mi~ einem Fabler 0 dutch eine 
ste~ige Funktion dargestellt werden kenn. 

*) ,]~tude sur Ies propri~t~s des fonc~ions enti~res et en particulier d'une 
fonction considgr6e par Riemann" [Journal de 1VIa~hdma~iques pures e~ appliqu6es, 
S~er. 4, Bd. 9 (189B), S. 171--215], S. 214--215. 

**) ,,Zu Riemanns Abhandlung ,Ueber die Anzahl der Primzahlen under einer 
gegebenen @rSsse"" [Journal ffir die reine und angewandte Mathema~ik, Bd. 114 
(1895), s. ~55--3o5], S. ~57--~7~. 

***) ,Zur Yerteilung der lqulls~ellen der Riemannschen Funk~ion ~(~)" [Mathe- 
matisehe Annalen, Bd. 60 (1905), S. 1--19], S. 2--11. 

~Q ,Sur le d~veloppemen~ de log I'(a)" [Journal de Ma~h~ma~iques pures et 
appliqu~es, Set. 4, Bd. 5 (1889), S. ~25--44~]. 

J'J') In s ~ u -J- vi (u, v zeell) schreibe ieh ~ ~-~ ~(s), v -~- ~(s). 
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(~) 
--I+T~ 

2+T~ 

ist. Bis auf diese Hauptschwierigkeit geht alles ganz glare; aus dem 
ktirzlioh verSffentlichten Briefwechsel yon Hermite und Stieltjes*) geht 
sogar hervor, dal~ S~ieltjes schon die Relation 

1 1 + ~o~(~ ~) r + o (log r ) +  o(i  ~1og~( -1  + Ti)l) 

beweisen konnte. Der fehlende Nachweis yon (6) ist zuerst in der zweiten 
der genann~en yon Mangoldtschen Arbei~en enthal~en und wird nun am 
Ende des w 2 einfacher gefiihrt. Beide Male wird zun~ichst bewiesen, dab 

(8) N(T + 1 ) -  N(2)= 0(log T) 
ist (woraus nur 

2v(~ = O(rlog r), 
also bet weitem noch nich~ (5) folgt), und alsdann wird unter noch- 
maliger Heranziehung der ~iefsten bekannten Eigenschaf~en der Zeta- 
funkiion (6) bewiesen. Ich habe auBer dem Wege des w 2 noch einen 
auderen yon (8) zu (6) gefunden, der mir recht merkwfirdig erschein~; 
er benu~z~ die ~ieferen Eigenschaften yon ~(s) nieht nochmals, sondern 
mach~ im Gegenteil nicht einmal davon Gebrauch, dal~ ~(s) in der ganzen 
Ebene existier~. Mit anderen WorSen, ich babe gefunden, dat~ eine viel 
aUgemeinere Funktionenklasse die Eigenschaft (6) besitzt, deren Nachweis 
bet ~(s) bisher nur auf sehr speziellem Wege gelang. Diesen allgemeinen 
funktionentheoretischen Satz werde ich im w 3 entwickeln. 

I m w  4 werde ich zum ersten Mal den Nachweis ffihren: Ffir jede 
Diriehle~sehe Reihe 

oO 

L(s) = ~, ~r (n) 
~s Y 

n = l  

we ~(n) einen veto Hauptcharakter verschiedenen Charakter der Gruppe 
der zu k tefleffremden Res~klassen bezeichnet, ist die Anzahl ~ ( T )  tier 
im Konvergenzgebie~ a > 0 gelegenen Nullstellen mi~ Ordinate zwischen 
0 (exkl.) und T (inkl.) yon der flestalt 

lv(r)-- ~rlog T+ f i r+ O(log 2'), 
*) ,,Correspondance d' Hermite et de Stiel~jes", Bd. 2 (Paris, 1905), Appen- 

dice (,,Le~tres de Stiel~jes ~ M. Mittag-Leffler sux la tbnor ~(s) de Riemann 'c, 
S. 445--457), vergl, insbesondere S. 452--456. Dor~ steht sogar rechcs 0(1) sta~ des 
O(log T) in (7). Diese Genauigkeit is~ aber unnStig, d~ man beim heutigen Stand 
der Wissenschaft fiber das letzte Glied in (7) doch nut aussagen k~nn, da~ es 
O(log T) ist. 
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wo a und fl Konstanten sind, yon denen fibrigens a den yon k mad de," 
speziellen Wahl  des Charakters unabhiin~gen Weft 

1 
2~ 

hat. Dadurch wird sich ohne weiteres die Anzahl aller Nullstellen der 
durch die Diriehletsche Reihe definierten ganzen transzendenten Funktion 
L(s), deren absolute Betriige ~ T sind, in der Gestalt 

h T log T + B T + O(log T) 
absehiitzen lassen. 

In w 5 werde ieh einige (nach dem bekaanten Vorbild yon ~(s) 
niiherliegende) Folgerungen aus den bekannten Eigensehaflen yon L(s) 
ziehen; ich werde naehweisen: es ist eine positive Konstante a vorhanden, 

1 
so dag ffir t ~ 2 ,  a>_ 1 a log 

L(s) + 0 
ist. 

w  

Hilfssiitze fiber die Gammafanktion. 
H i l f s s a t z  (I): 2"iir positives co ist 

/r' 
o + o 

Bewe i s :  Es ist 

1 = eC . s I -  I ( 1  + -~)e " 
r (s) 

n = l  

r' (8) C i i i ~), 
<9) r(,) - ~ + ~ ] ( a  . +  

n = l  
OO 

i .~,), 

n----1 

folglich (wobei ieh unger einer nicht ganzzahligen Summationsgrenze u 
den Wert [u] verstehe) 

1 

n = l  n=a~a+ I 

= - C + - -  ~' ~- ~o' + 0 co ~ "~- 

( ' )  " (5) = - C + ]og(~O + C + 0 ~-r - . ,  ~_ ~, + 0 
n=:[ 

(,) 2 (10) = 2 1 o g c o +  0 ~ --  q,,+~.~" 
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u hat fiir u----co ihren grS$ten Wer~ Die Funktion u' + | 

tu* 

~ . , + . , - d . , +  0, + o(~) 
n = l  0 

1 log (co' "4- re') 1 log(co') 4- 0 (~- )  

= 2  logco + 0 ( 5 ) -  logco + 0 (1 )  

= logco + 0 ( 1 ) ,  

also in Verbindung mi~ (10) 

( r ' (~0 /  i}t ,  r--(g~) = log co + 0 (~)  

(II): Wean $wei reelle Zahlen 
b o <: b ~_ b, g~eichm~flig 

r' (b + ~ 0 __-- 0 (log co). 
r(b +eoO 

1 ~d ; folglich 

was zu beweisen war. 
H i l f s s a t z  

sind, so ist fiir 
b o und bx > bo 

Beweis: Es sei fl die gr56ere der beiden Zahlen Ibol, thai. 
> 2fl angenommen. Aus (9) folg~ fttr s ---- b + col, b o _< b _< b~ 

ist 

gegeben 

co werde 

tr,,t 1 2 '  
n = l  

< c + -,~. + (/~+ co) - W '  + (* +-b)' 

0 co 1 = 0 ( 1 )  + 0 a, ~ + *,(~ ~_ , 

\ n = l  n = t o + l  

also~ da in n der letz~en Summe n > 2fl, d.h. n -  fl > y  ist, 

r'(---O 0(1)-F O(col~ g ~ )  + 0 (o  ~ )  r(s) = 
n - - - - t o + l  

= o0o o) + o(o. 1) 

Hilfssa tz  (ZII).: 

1 

= 0 (log co). 

Es ist fiir jedes feste redle b 

r (b + tO/dt = co log co -- co + 0 (log co). 
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also 

Beweis:  1) Fiir b = 0 is~ nach dem tIilfssatz (I) 
~(r'(~O~ / 1 \  

= + o \ F--(~/ 
\ e /  

~0 OJ 

r ' ( t , )  

1 1 

W r 

= f logtdt+ j t 
1 1 

= co log co - -  co 4- 0 (log ~). 

2) Ffir b ~ 0 werde der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken b + i, b-F col, s i ,  i angewendet. Dies ergibt 

b + oJ i i ~ i b + (o i 

j ~(s) d.s j r (s) r(s) -r~ 
b - h i  b + i t (oi 

also~ da nach dem Hilfssatz (II) im lelzten Integral der Integrand gleich- 
m~i6ig ---- 0 (log co) ist, 

b+r ~ t  

_ f r ' (s ) .  f-r'(~)ds = 0(~).,7 r - ~  + 00o~o), J r (s) 
b + i  i 

b + czi r 

~ j  r ~  ds = 
b + i  

f ~ (r'(b+,i)~ \r(b+tO/dt  
1 

/ r'(s)~ V(~Tas + 0 (log co) 
I 

{r (tO~ "~ ~ \ r(ti) / d t  + 0 (log co) 
1 

also nach dem Ergebnis des Falles 1) auch bier 
= co log co - -  co + 0 (log co). 

hus dem Hilfssatz (III) folgt ohne weiteres 
O) 

!~kr (b_  t r  = ~logco -- co + O(log ~).  
1 

w 

Neue B e w e i s a n o r d n u n g  f i ir  den Riemann-  yon Mangoldtschen Satz 
i iber die u  der N u l l s t e l l e n  der Zetafunkt ion.  

hr(T) bedeute die Anzahl der Nulls~ellen yon ~(s), deren Ordinaten 
zwischen 0 (exkl.) und T (inkl.) liegen. 
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H i l f s s a t z  (IV): ags i.~t 

N(T + 1) -  N(T)= 0(log T) 
Beweis :  Aus (4) folg~ 

~ , ( ~ + ~ )  ~,~ ~ ,+1  
= ~(~) s-'Lq--~ + --s 

Fiir s = 2 + T i  ist daher, weft dor~ 

r(~+O 
~(++0 

2 (* i ) =< log/o ~ +  ~ + . . .  
p 

= o ( i )  

is~, unter Anwendung des zwei~en Hilfssa~zes ( ~  + 1 

1 

also a fm%iori 

Wird 

gesetzt, wo also 

= 0 (1 )  + 0 (1 )  + 0 + -g 0 log-ff 

---- 0 (log T), 

1 

(Z 

stets*) 0 _</~ ~ 1 ist, so is~ demnach 

27( ~-~ ~ ) (~ - -~ ) '+ (T- -~) '  + ~ ' + ~ '  = 0 ( logT) ,  

folglich, wegen 

i + (T--~)' <----~ + (r--)~ < (~ -- #),+ (T-- ~-- <- (~ _ #),+ (r-- r)' + #'+ ~" 

1 - 0 (log T) (11) ~i + ( 1 ' - - 7 ) "  " 
a 

Wenn in .Z' nut diejenigen etwa vorhandenen 

sichtigt werden, deren 
liege, so ist 

1 

2~ + (r- 7? > 

. Nullstellen a bertbk- 

0rdi.~te r zwisaen r (~xkt) u~ld r + 1 (i~kl.) 

+ (r-- z) ~ = = 
N(T + ~) -- N(T) 

2 

*) Die Kenntnis der Tatsache, da~ 0 ~ ~ ~ 1 ist, gebrauche ich nich~ 
einmaL 
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also nach (11) 
~ ( r  + 1) - ~ ( r )  = o (log r ) ,  

womR der Hilfssatz (IV) bewiesen ist. 
Derselbe liefert offenbar 

T 

iv(r) =~(~T<~) _ N (n - 1)) + (~<r) - iV[r]) 

T 

= 0 L '  log n + 0 (log T) 
n = 1 

= o ( f l o g  r ) .  

Hil f s sa tz  (V): r durchlaufe in ~ "  nur die 

r s r - 1  oder ~ >_ T +  1, d. h. I r - 7 l _ ~  1 ist. 

~ "  ~ 0 (log r). 
(r -- V)' = 

Nullstellen, fi~r u, elche 

Dann ist 

ist ,  um schlieBen 
r . . ~  T <  Tn+ 1 

folg~, wegen 

dab 

ist. 

Die Existenz eines e ~ 0 ist  klar. 
**) ~berhaup/~ wfirde es genfigen, (5) ffir eine 

monoton wachsende Folge yon Wer~en T = TI,  T 2 , T s , 

r,+~ = r. + o(1) 

ubziihlbare, ins Unendliche 
�9 . .  zu beweisen, ffir welche 

zu kiinnen, daI~ (5) fiberhaupt ffir positives T gilt. Denn 
liegt ~r(T) zwischen N(T~) und ~u , und aus 

N(T . )  = a T  n log T n -~- # T,~ -~- O(log Tn), 

N(T.+,j) = ~r~+ i log T .+  1 + {~ r . +  1 + O(log r . + l )  

(1) 
l o g T  n + l l = l o g l  n +  0 ~ , 

( (1)) N(r.+~)=~(r.+o(~)) l o g r . + o  ?~  + 6 ( r . + o ( 1 ) ) + O ( l o g r . )  

= a r n log T n -~- ~ T n + 0 (log Tn) , 

_~Y(r) = a T .  log r n + {~ T.  + 0(log Tn) 

= a T l o g 1 ' + ~ 1 +  0(logT) 

~ r  

Beweis :  Aus (11) ergibt sich wegen 

2,, ,+(r-- ~) ~-- i+(r-- ~) '=> ~(r-- ~)-" 

unmittelbar die Behauptung. 
Jetzt komme ich zur eigentliehen Sache. ~ > 0 sei so gewiihlt, dal~ 

fiir -- 1 ~ ~ ~ 2, 0 < t ~ ~ die Zetafunktion nicht verschwindet*). T > e 
sei so gew~hlt (was keine Beschr~nkung der Allgemeinheit ist**)), dab 
keine Nullstelle yon ~(s) die Ordinate T hat. Das Integral 

*) Dal~ sogar tier Wer~ s = 14 dies leistet ,  braucht man nicht  zu wissen. 
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F~'(s). 
a s  J;(~) 

werde im positiven Sinne fiber das Reehbck mit den Eeken - - 1  Jr ei~ 
2 + ~.i, 2 + Ti ,  -- 1 + T i  erstreek~, auf dessen Rand keine Nullstelle yon 
~(s) liegt. Dann ha~ das Integral den Wer~ 2ziN(T).  Also ist 

2 + ~ i  2+ Ti -- I + Ti - - l + s i  

( i 2 )  2~N(r)_fr(.)a~+ r~(,). ~ f:'(')ds+ r -j ~ j ~ a s _ , . , l  ;(s) ,.] ~as. 
- - l + e i  2+~i  $+ Ti --I  + Ti  

Hierin ist, da das erste Integral yon T unabhiingig is~, 

j ~ ( s )  
- - l  + t i  

ferner ist, wenn ~ alle Primzahlen, m alle positiven ganzen Zahlen durehliiuft, 
2+T~ 

(14) 

(i5) 

J ~(s) ;niomT~+ r,) mp'O+'~) =< 2 
2+8t p,m ~ m  ~ m  m~lra  

= o ( i ) .  

Aus (i2), (13) und (14) ergib~ sieh bei geraden Bahnen 
- - l + T i  -i 

2=~V(T) = .~ (r(.> ,~ + ds + o(1) ~J  ~(s) 
2+T~ - l + T i  

Zur Abschiitzung des letzten Integrals in (15) werde die Funktional- 
gleichung 

 C7) ~(s) -- = ' ~(i- s) 

benutzt. 

also 

Aus ihr folgt 

r@__] = _ i 

;(8) ~ r  (%s) 

- 1  

f;'@)-- 
- - I + T /  

1" t . )  

o t., (,- 7:) 

. 
log z ~'(1 -- s)' 

T 

0 

., 

- -1  

ds; - " V  ~ -  
-- 1 + Ti 

dt -- Tlog 
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naeh dem tlilfssatz (III) und mi~ Raeksieht auf 
- - 1  2-- Tg 

~g _ ,) ds = J  -:N ds = ~ T,) 
- l + T i  ~ p,m 

erh~il~ man also 
--1 

f t' (s) 
~J r(~ ds 
-iWr; 

folglich nach (15) 

1 

m p  ~ 
~, rn 

T. T T 1 T 
= -E mg-ff ,~ + 0 (log T) + -E log .~ 

+ 0 ( l o g : r ) -  Tlog= + 0(1) 
= 21og T -- (1 + log (2z)) T + 0 (log T), 

~ -  o(~) 

T 

d6) 

(6) 

iv(T) = r log r -  

2 

-l+Ti 

1 1 + log (~=) T + 0 (log T) 
2~  "~ 2-~ " ' t ]  ~(8) 

"2+~i 

Ffir den lgachweis yon (5) fehlt also nur noch der Bewei% dag 

ist; dies is~ eben 

- l + T i  

fr(,,)- d ~ " s  -- o 0og r )  
2+ Ti 

die Haupbchwierigkeit. 
Ich gehe zu diesem Zwecke yon (4) aus und zerlege die Summe in 

zwei Partialsummen . ~ '  und ~ " ,  indem ieh in .~-" alle diejenigen (e~wa 

vorhandenen) a aufnehme, ftir welehe T -  71 < 1 is~, in ~ ' "  die tibrigen, 

Ftir welche also I T - - Z ]  ~ 1 ist;*): 

V(s)_ B ...... 1 1 .r '(-~+ 0 

-l+Ti 

-,+,, I 
._ r (') d, = + o ( , )  + o t j ;  

$+I't  

-l+Ti --I+T~ 

a ~ + T l  2 + T i  

(17) 

r162 

*) Letzteres sind gerade die beim Hilfssatz (V) in ~ "  sufgenommenen Werb. 

~' is~ nich~ mit dem ~' des Hilfss~tzes (IV) zu verwechseln; das gegenwlr~ige 

~ '  hal abet n~ch dem Hili~satz (IV) aueh nur O(log T) Glieder. 
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Auf der rechten Seite yon (17) is~ das dri~te Glied nach dem Hilfssatz (]I) 

gleioh 0 (log T). Das vierte OIied is~ = 0 (log T), da ~ h~chs~ens 
2~(I + 1 ) -  ~ ( T - -  1), also naoh dem ttilfssatz (IV) nur, 0(logT) 
Summanden hat und jeder Summand gleichm~iBig = 0(1) ist (da (tie 
Amplitude yon s -  a sich um weniger als z ver~inder~). Alles is~ also 
bewiesen, wenn ich zeigen kann, dal~ das f~inf~e Glied ~ 0( logT)  ist, 
also a fortiori, wenn darge~an werden kann, dab auf dem geraden Wege 
yon 2 + Ti  bis - 1 + Ti  gleichm~i$ig 

+ = o 

is~. 
Nun ist*) anf diesem Wege 

1 
B +  s + 2  q 2 

~ ( ~ + - ~ )  

= o ( 1 ) +  O(ly+ o(-~) + O(log T) 
= 0 (log r) ,  

also, do 
1 

nur 0(log T) 0lieder hat, deren jedes gleichm~$ig 0(1) ist, 

(19) .~7" ( ~, § 3 - ~ + ~ )  -- 0 (log r) .  

Nach dem Hflfssatz (V) ist 

=<3 

~" 
(r--r) ~ 

( s -  =) is+ 3 -  =) 

= OOog r ) ,  

und dies liefert in Verbindung mit (19) die Relation (18) und dami~ nach 
dem Obige~ @, also na~h (16) de~ Riemann-~on M~goldts~h~n Sa~. (5). 

*) Das je~z~ Fo]gende is~ der Haup~kuns~griff. Vorbildlich war mir dabei der 
verwandte 8chlu$ Herrn yon Mangold~s (verg]. die auf S. 421, Anm. ***) zi~ier~e Abhand- 
lung, S::5 ft.). Herr yon Mangold~ gehngte ers~ in dieser~Arbei~ durch ihn zum Ziele 
O(log T). 0hne ihn k~me man mit der Me,bode des Textes nut his O(log ~ T); dies 
war gerade das in Herrn yon Mangold~s erster Arbei~ (vergl. S. 421, Anm.**)) e~eichte Ziel. 
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Aus Symmetriegriinden folg~ aus (5) filr die Anzahl der Nullsbllen 
yon ~(s) mat 0rd inabn zwischen 0 (exkl.) und - - T  (inkl.) auch der Wert 
N(T) ;  also ist offenbar*) die Anzahl der nicht reellen Nullstellen, deren 
absohbr  Betrag ~ T is~, 

i T log T t + log (2 ~) T + 0 (log T) .  

Folglieh ist, wenn die reellen Nullsbllen --  2, -- 4, -- 6, �9 �9 �9 mitberfick- 
sichtigt werden, die Anzahl aller Nullstellen yon ~(s), welche dem Kreise 
i s  ~ T angehSren, 

=~- 2 = 

w 

]~in allgemeiner Satz iiber die Anderung der Amplitude cAner 
analytischen Funktion. 

Ich beabsichfige nun zu zeigen, dab man yon (8)zu ' (6)golanger r  
kann, ohne nochmals die tieferen Eigenschaften yon ~(s) anzuwenden. 

Ich benutze nur noch die Ta~saohe, dab fiir o ~ # gleichm~gig 
- -  2 

~(s) = O(t' 0 (a konstant) 

ist; diese Tabache folgt unmittelbar aus der dutch partielle Integration 
leicht beweisbaren**), ffir a > - - 2  giiltigen Gleichung 

1 s ~ ( s ) - i =  ~ _ ~  2 ( ~ ( s + i ) - i )  s(s+l)6 (~ (s + 2) - -  l )  

1 

- 6 ( n + u )  "+s 
n~--.l 

1 
zun~chst fiir a ~_ , alsdann fiir # ~ > - -  

3 
i und schlieglich fiir a ~ -- y -  

*) Denn der Kreis ]s]~-~ T schneider fiir T ~ I  die Oeraden a =  0 und a----1 in den  

Punk ten  ___ Ti unE  1 ___ ] / ~  s__ 1. i ,  so dal~ die gesuchte  Anzahl  zwischen 2 2~r(T) un& 

(vergl. S. 427, i n t o .  **)) liegt. 
**) E~ is~ nu t  ffir a > 1 

S - - 1  (n .-i 

= 2Zr(T n t- 0(1)) -~- 2 N ( T )  n t- O(log T) 

s i s ( s +  i) 

i) 

fiber ~ ---- 1,  2, 3, �9 �9 �9 zu summieren. 

-1 

(n + i) s+~ 

(~ + i)" 
I 

s(s+l)(8+~/7.  ~a~ 

0 
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Ich behaupte also allgemein folgenden*) 
Satz: Die analytische .Funktion f(s) sei fiir a > s ~ , t ~ 1 regul&'r. 

Dort sei gleichmgflig 
= o( o) 

Alle jenem ~ebiet angehSrigen Wurzeln m6gen ihre Abszisse zwischen 0 
(inkl.) und 1 (inkl.) haben. N ( T )  sei die Anzahl jener Wurzeln, deren 
Ordinate zwischen 1 (inkl.) und T (inkl.) liegt. s  sei 

 v(r + - 0 (lo  r ) .  
_Es sei ferner, wenn log f(s) irgend einen bestimmten fi~r ~ > 1, t > 1 ein- 
deutigen Zweig be~eichnet, 

log f(2 + Ti) = 0 (log r) ,  
d. h. es sei**) bei einem Wege in jenem Gebiete 

- ~  ds = 0 (log T). 

Alsdann ist bei gerader, wurzelfrei vorausgesetzter Bahn 
- - l + T i  

~ j '  ds ---- 0 (log T), f' (8) 

~+T~ 

mi~ anderen Worten, wean liings der Ordinate T fortgesetzt wird, 

log f(-- 1 q- ri)  = 0 (log r) ,  
d.h. 

Amplitude yon f ( - -  1 + Ti) ---- 0 (log 2). 
Beweis: Tschebyschef***) hat den merkwiirdigen Satz bewiesen: 

.Die ganze ralionale Funkiion yore Grade n ~ 1 
3 

*) Die Zahlenwer~e - - ~ ,  1 usw. sind nar nich~ wesentlich; der Deut- 

liohkeit wegen habe ich en den betreffenden S~ellen bes~immte Konstan~en eingese~z~. 
**) 0"brigens is~ bei f (s)  ----. ~(s) sogar 

was abet nichts wei%er verei~facht. 

***) Vergl. z.B. seine gro~e Abhandlung ,,Sur les questions de minima qui se 
ra~achen~ ~ la repr4sentation approximative des fonct~ions" [M~moires de l'Acad4mie 
Imp4riale des Sciences de Saint-P4tersbourg, Sciences math4matiques e~ physi- 
ques, Ser. 6, Bd. 7 (1859), S. 199--291; (Euvres, Bd. 1 (1899), S. 273--878], 8. 225 
bezw. S. 302. Des ]~erkwfirdige dieses Satzes lieg~ darin, dab die in der Behauptung 
auf~re~enden Kons~an~en yon n unabh~ngig sind. Auf die Analogie dieser Klasse 
Tschebyschefscher (elementar beweisbarer) algebraischer S~ze mi~ gewissen (bisher 
nich~ element~ar bewiesenen) algebraischen S~tzen yon mir babe ich schon bei anderer 
Gelegenhei~ hingewiesen, auf S. I91 (Fut~no~e) der Arbei~: ,Sur quelques g~n4rali- 
sa~ions du %h4or~me de M. Picard" [Annales Scientifiques de l']~cole Normale 8up4- 
rieure, Ser. 3, Bd. 24 (1907), S. 179--201]. Ein sehr kurzer, yon Herrn Markoff 
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G ( x )  = x ~ + p~x n-  ~ + . ' .  + ~,, 

Koeffizien~en kam, fiir -- 2 __< x ~ 2 nicht bestiindig zwischen 
und 2 (exkl.) geIegen sein." Ftir jedes x 0 hat also die Un- 

mit reetlen 
--  2 (exkl.) 

gleiehung ] G(x)[ ~ 2 

mindestens eine Liisung im Intervall x o ~ x ~ x o + 4. 
Es seien nun s l , . . . ,  s ,  die elwa vorhandenen Nullstellen yon f(s) 

(mehffache natfirlieh mehrfaeh gezghlt), deren 0rdina~en zwisehen T - - 8  
(inkl.) und I '  + 8 (inkl.) liegen; t~ , - . . ,  t, seien diese Ordinaten. Es ist 
naeh der Voraussetzung (21) 

n = n ( r )  <= N ( T +  8) -- N ( T - - 9 )  = 0 (log T). 
Nach dem Tschebysehefschen Satz kann ich ftir jedes T ~  9 ein/ '1 ~ T~ (T) 

dab 

auch die Relation (22 )  gilt. 

zwisehen T - - 8  (inkl.) und T - - 4  (ink/.) so wiihlen, dal~ 

I ( T ~ - - t x )  . . . ( T x - - t . ) ]  > 2 > 1 
3 < a <  1:t 

ist;. A for~iori ist; dann ffir s = a + T l i  , 2 = = - ~  

(22) l(s--*~) "'" (*-- ~,)1 > 1. 

Ebenso w~i~hle ich ein T~ zwischen T + 4 (ink/.) und T +  8 (inkl.) so, 

t > 1 
8 < a < 1 1  ist, also far s = a + T~ i , ~ = = -~ 

Ich betrachte nun die Funktion*) 

f(s) 
g(s) = ( s - s , ) . . . ( s - - s , , )  

3 
Sie is~ ftir a > 1, t__> 1 und in dem Reehteck mit den Ecken --  -E + ( T +  8)/, 

1 + ( T +  8)i  einschliet~lich seines Randes regular und yon 0 versehieden. 
Es bezeichne 

n 

h(s)  --  log g(s)  = log f ( s )  - - ~ 7  log ( s - - s , )  

ganzen genannten Gebiet reguliiren Zweig. Auf den G e -  

a nnd d ~  11 2 -j- is~, da nach Voraussetzung die Abszisse jeder 

�9 .-~ s~ dem IntervaI1 ( 0 . . .  1) angehiir~, 

ts-8 l > 1 , . . . ,  Is-s l > 1; 
und (23) auf dem Rande des Reehteeks mi~ den 

11 11 - - +  + + 

einen in dem 

raden ~ ~ - -  --  

Nullstelle sl, 

es is~ daher nach (22) 

Ecken s s 

herrfihrender Beweis des Tschebyschefschen Sa~zes steh~ bei Herrn Seliwanoff, 
,,Lehrbuch der Differenzenrechnung", Leipzig (1904:), S. 76--77. 

*) tm F a l l e  ~ ---~ 0 ist n~firlich g (s) --- f(s) zu se~zen, uncl T1, T 2 klinnen izgend 
welche Zahlen in den betreffenden Intervallen bedeuten. 

Mathematische Amnalen LXVI.  28  
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also wegen (20) 
!g(s) I ~  If( s ) , 

g(s) = o ( r g ,  
folglieh ftir ulle T=> 9 bei passender Wahl einer Konstanten*) A 1 

mh(s) = log Ig(s)] < A~ log r .  

Da tier reelle Teil einer regulKrea analytischen Funktion in einem Punkte 
des lnneren eines Reeh~ecks nicht grSBer sein kann als in allen Rand- 

weleher ganz jenem punkten, isl auf dem Kreise I s -- 2 -- Ti i : -i ' 
Rechteck angehSrt, aueh 

(24) mh(s) < A~ log T. 

Im Mit~elpunkt dieses Kreises ist nach Vorausselzung 

log f(2 + Ti) = 0 (log T), 
also 

]h(2 + r i )  l = }log [ (2 + Ti) - - ~ l o g  (2 + T i -  s,) I 

n 

s 0(log T) + ~ l l o g  (2+Zi - - s , ) l  

= 0 (log T), 

dan- - - -0  (log T) und fiir jedes v wegea 

] /8 ~ 'F 2 '  ~ [2 -F r i - -  s,[ ~ 1 
gleiehm{~Big 

log (2+  Ti--s,,) = 0(1) 
is . 

Nun bes~eh~ der Satz .yon Herrn Cara~hdodory**): ,,Wenn ein-e 
analyCische Funk.lieu h(s) fti~ Is-- sol s r reguliir ist und M das Maximum 
yon !Rh(s) ffir l s - - s o l = r  bezeichnet, so is~ fiir I S - S o l , Q ,  we 
O . < Q < r  is~, 

Ih(s)l<l,~h(s0)l+]mh(so)] ~+~  ~ M -  
2___~_Q 

also a for~iori 

2r F M  2-A-q " lh(s) I =< Jh(So)t 
7 

Im vorliegenden Fall sei s o = 2 + Ti,  r = ~ ,  0 = 3. Nach (24) ist 

M < A 1 log T, 

*) Ebenso bezeiehnen A~, A s , . .  �9 im folgeaden Konstaaten in bezug auf die 
Variablen tier be~reffenden Relar 

**) Vergl. S. 191--192 meiner auf S. 420, Anm. *) zi~ier~en Abhandlung. 
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~aCh (25) }h(~o){ < a ,  log r. 

Also ergib~ sich fiir I s -  2 ~  Tfl ~ 3 

Ih(s)i < & log T. 14 + A, log r .  1~ 

A~ log T, 

f~ir s - ~ - - l + T i  

1 .~ h ( -  1 + Ti) l < & Iog T, 
{ ~logf(--1 + Ti)--  ~log (--1 + T i - - s ~ )  . . . . .  ~ log(--1 + T i - - s , , ) } < A s l o g ~  , 

folglich, wegen 

{~ log ( -  ~ + y i -  s0 + . - .  + ,~ log ( -  1 + r i -  s.){ < A, log Y, 

}~ log f ( -  1 + ri){ < & log r, 
- - l + T i  

~ojf  f'(s>f(s) ds  = 0 (log T), 
2 + T i  

was zu beweisen war.  

insbesondere also 

w  

t~ber die Yerteilung der komplexen Nullstellen der Dirichletschen 

tteihen ~ ( n ) .  

Es sei k eine positive ganze Zahl, ~(n) ein yore Hauptcharakter ver- 
schiedener*) Charakter der Gruppe der zu k teilerfremden Restklassen 
und L(s) die fiir a > 0 durch die Dirichletsche Reihe 

0O 

n----1 

definierte analytische Funktion. Bekannflich**) is~ L(s) eine gauze traus- 

*) Der Fall des Hauptchar~kters, bei welchem die Dirichletsche Reihe nut ffir 
~ X konvergie~, liefer~ nichts Neues, d~ 

**) Vergl. die zusammenh~ngende Darstellung mi~ Beweisen bei Herin 
de 1~ Vall~e Pouss l  n~ ,,Recherches enaly~iques sur la tMorie des nombres premiers" 
[&nnales de Ia Soci~t~ Scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2 (1896)~ S. 188--256 
und S. 281--S9711 S. 281~348. 

28* 
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zendente Funk~ion yore Geschlecht 1 mit folgenden Eigenschaften: L(s) 
isi entweder yon der Gestalt*) 

l 

oder yon der Gestalt 

un 1 log = k' ) wo b konstant d zwar ----~- 7c-'-' wo in k a~geht i s t , -P l , ' " ,P~  

gewisse P~imzahlen, e~, . . . ,  ~ gewisse Einheitswurzeln sind und ~ (s) eine 
ganze transzendente Funktion yore Geschlecht 1 ist, deren Nulls~ellen 
siimflich dem Streifen 0 _~ ~ ~ 1 (sogar 0 ~ ~ ~ 1) angehiiren und we]che 
die Funk~ionalgleichung erffillt: 

(~6) (~) = ~ ~(1 - ~), 

wo ~(s) die aus dem konjugienen Charakter ~(n), d. h. aus der konjugierten 
Funktion L(s), entspringende Funktion is~ und e eine Konstan~e yore 
absoluten Be~rage 1 ist. Zusammenfassend ergib~ sich also, wenn c einen 
der Werte 0 oder 1 bezeichne~, in jedem Fall 

2 

L ( s ) =  1 - ~  r 

wo a die Wurzeln yon ~(s) in beliebiger Reihenfolge durchliiuf~ und A, B 
zwei Konstanten sind. L(s) hat also zu Wurzeln aul~er den r die Zahlen: 
O, --2, --4, - -6 ,  �9 .- (fiirc---- 0) bezw. -- 1, --  3, --  5 , . . .  (fiir c= 1) und, 

~, = e~ ,~ gesetzt, die Zablen ~ , + ~ u =  logp, i (~=  1,2,...,;~; u=O, i: 1,.. .).  
Es ist 

( ~ )  T,, (8) 1 
L(8) = B 2 27( + = , - - - -  + + 

' ~  s,, log p,, 
1 -I- L(8) B {- ,  F ( ~ C  ) ~ , _ ~ . .  

*) Eventuell ist it --~ 0, so dab das Produkt / 7  die Zahl 1 bedeutet. 
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Ffir s ~ - 2  + T i  ist also mit Rtioksioht auf die ffir ~2> 1 gtil~ige 

Identitiit 

und den Hilfssatz (If) 

L' (s) --_ -- Z % (pm) loglo 
L (8) p'~' 

9 , m  

1 2 = 0(1) + 0(1) q- 0 (log T) -k 0(1) 
= 0 0og r ) .  

Wenn _,Y(T) die Anzahl der Wurzeln a == fl q- 7 i yon ~ (s) (d. h. der nicht 
trivialen Wurzeln yon L(s)) mit Ordinate zwischen 0 (exk].) und T (ink].) 
bedeutet, ergibt sich also wie beim Beweise des Hilfssatzes (IV) auch 
hier, dab 

N(T-+- 1) -- _,Y(T) = 0 (log T) 

und wie bei (V), dab 

Z *+ 1 
(T--r) '  = 0 (log T) 

ist, wo sich auf alle a bezieht, ffir die I T--?I ~ 1 ist. 

Nan ist bei passend kleiner Wahl yon e ffir alle T >  ~, wo die 
Ordinate T yon Nullstellen frei angenommen werden daft, 

(~8) 
2 + + /  2+Ti --l+Ti --l+~ij 

ds. a ~(8) " a  t@) a $(s) 
- - I  +~i 2+~i ~+ 2'~ --l+Ti 

Hierin ist das erste Integral yon T unabhgngig, also das erste @lied 
reehts = 0 ( 1 ) .  

Wegen 

' S  L'  ( )  (s) 
~(s) s 

Z e,, log p,, 1 
b --  - + ~  + -~- 

~'=1 

ist, mi% Rticksicht auf den Hilfssatz (III) und die Relationen 

2+Ti 
/.zz' (s) 

@) ds---- ~,~ - -  ~ = 0 (1) ,  Ti) m_,vm (~ + a 0 
p~cn, 

2+T{ ~+Ti 

8,, l o g , ,  d s  = e~ d s  
, z " ~  

�9 = " = m = l  

- - -  g p2c,+~,) +p},<,+,o = o 0 ) ,  
v----1 m = l  
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das zweite Glied auf der rechten Seite yon (28) 
~ + T i  

T .~ f~(S) ds= O(1)--~r+ o(1)+~iog .Vd  ~(s) 
2 + s i  

= ~ l o g  :r r b 2 ' +  0 ( l o g T ) .  
2 2 2 

T 
2 + O(log T) 

Fiir das vier~e Glied auf der rechien Seite yon (28) ergib~ sich 
nach (26), da 

~' (s) ~' (i -- s) 
(s) ~(1 --  s) 

isL 
- - 1 + * i  

~' (s) ds 

- - l + T i  

- - 1 + * i  

J ~ ( 1 -  s) 
- I + T I  

2-- Ti  

= _ ~ f ~ ' ( s )  ds ,  

was, da bokannflich dem Charakter ~(n) dieselben Konstan~en b, c ent- 
spreehen wie dem Charakter Z(n), nach der obigen Diskussion des zwei~n 
Gliedes 

2 - - T i  

- o(1 - 

is~. 

(29) 

is~. 

~' T T b T + 0 (log T) -~ 2 l o g ~ - - -  9--- 

Es is~ daher zuniichs~ fes~ges~ellt, dal~ 
- l - I - T i  

2 ~ N ( T )  = / " l o g  T - -  (1 + 2b + log 2)Y + O(log T) + ~ . j  ~(s) 
2 + T i  

Schliefilich lil~t sich das in (29) verbleibende Integral genau so be- 

haudeln wie das entsprechende Integral i m w  2. Es werde ~'(s) in 

"'(~)=~(~) B--b +~'(~_i  + 1) +~"(~_1~ +1) 
Of 6r 

zerleg~, wo in . ~ '  die 0rdina~e ~, yon dem Werte T urn weniger als 1, in 

~ "  um mindes~ens 1 enfferat isg. Dann ist 
6f 
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- - l + T i  

" 8  

2+Ti 

(~o) 

- - I + T i  

0(1 )+  + ds  + 76 _ ~ +  ds 
oc ~ ~ 

"2+ T$ $ +  T$ 

-i+r~ } 

2 + T i  

nun ist auf dem Integrationsweg 

und 

also 

- ,~  ---- ,(s + ~) 
Cg 

+ b - -  B = 0 (log r )  

Z ' (  i $) + g _  ~ t- = O ( l o g  T .  1),  

1 

1 :-) = 

also nach (30) 

----- 0 (log T) + 0 

= O( log  r ) ,  

- - I + T I  

d i-~ ds 
~ + T i  

O ( l o g  T) ,  

O~ 

Z 
" 1 

folglioh nach (29) 

_,V(T) = --1 f l o g  r 
2~ 

Da nach (26) zugleich mit 

auch 

3 
(s--,~) (s + 3 --,x) 

= o 0 o g  r ) ,  

1 + 2 b 2 7 l o g  2 
2 ~  

ist, ist die Anzahl der 
(inld.) liegen, auch 

= 1.. Tlog T - -  2~ 

T + 0 ( log T) .  

f (~)  = o 

~(1 - a) = o 

a, deren 0rdina~en zwischen 0 (exkl.) und - - T  

1 + ~ b + log 
2~  T + o 0og r) ;  

delm sie is~ mit der Anzahl der Nulls~ellen des zu L(s) geh5rigelz ~ (s) 
iden~isch, deren 0rdinabn zwischen 0 (exkl.) und  T (inld.) liegen. 

Die Anzahl aIier a, deren absoluter Bet;rag ~ T is~, ist also*) 

*) Vergl. S. ~31, Anm. *); die Anzahl tier ~z m i ~  t i e r  Ord ina te  0 is~ endlich. 
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=1-- T l o g T  - ~ + 2 b + l ~  T +  0 ( l o g T ) ;  

folg]ich ist, wenn die ~rivialen Nullstellen hinzugenommen werden, die 
Anzahl aller Nulls~ellen yon L(s), deren absoluter Betrag ~ T ist, 

. ~  log p ,  

I Z l o g  T + ( 1  + .., l A- 'b  + log 2) T A- 0 (log T ) .  

Na~iirlich h~t~e sieh der Beweis aueh under Heranziehung des Sa~zes 
aus w 3 fiihren lassen. 

w 
Beweis, dab in einem bestimmten Teile des Streifens 0 -~  a ~ 1 die 

Funktion L(s) yon Null verschieden ist. 

Aus der Relation (27) 1~i$~ sich in Anlehnung an eine SchluSweise 
yon Herrn de la Val lge  Pouss in* )  (ffir ~(s)) folgen~: Die a =  fl + 7 i 
geniigen der Relation: 

untere Grenze yon (1 -- fl) log (I 71 -t- 2) > 0, 
1 d.h. es gibt eine positive Konstante a derart~ daft fiir t ~ 2, a ~ 1 

a l o g  t 
Z (s) + o 

isL 
Beweis :  Da gleichzeitig alle h =  ~(k) Funktionen L(s) betrachte~ 

werden, so werde ein Index z ( ~  1, . .., h) eingeffihrt, wo x = 1 dem 
Haup~charakter entspricht; dann ist nach (27) ffir ~ = 2 , . . . ,  h 

~,,, x log p,,, z 1 1 

�9 F ~ = l  .. 

und ffir ~ = 1 wegen 

naoh (4) 
p/k 

r' ( - ~ - ) ~ - ~  log_~,,. ~ 1 

wo also im Vergleiah mit (31) nur 1 1 
ist. S --  1 S mnzugebre~en 

*) Vergl. seine Abhandlung ,,Sur ]a fonc~ion ~(s) de Riemann e~ le nombre 
des nombres premiers infdrieurs ~ une limite donnge" [Mgmoires couronngs et aut~res 
Mgmoires publigs par ]'hc~dgmie l~oyale des Sciences, des Le~tres eL des Beaux-Arts 
de Belgique, Bd. 59 (1899--1900), S. 1--74], S. 7--29, oder aueh S. 208--212 meiner 
auf S. 420, Anm. *) zitierten Arbeit. 
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Es werde 

gesetzt; wegen 

h 

Hz~.(~) = L,(s) ~(s)... Z,(~)= M(s) 
Y . = I  

L~(1) =~ 0 , . . . ,  Z~(1) @ 0 

hat bekanntlich M(s) ffir s = i einen Pol erster 0rdnung 
iiberall regular. Aus (31) und (32) ergibt sich 

~4'(s) 2 z'~(s) ~ =  ~ 
x----.1 

und is~ sonst~ 

h ~g 
7 I- - - s -  . . . . . . . .  

.L~(s) ~_ %x(Iom) loglo 
Z - ~ =  - ~ 3 - ~  ' 

p~m 

M' (s) , ~ l o g p  ~ = - h - -  

pro_.  1 

worin p aUe Primzahlen und m 
fiir welche p ~ - -  1 (rood. k) ist. 
Sei~e yon (33) gleichmiigig 

alle posi~iven ganzen Zahlen durchliiu~ 
Fiir 1 < a ~ 2, t > 2 ist nun  die reehte 

also 

~m~l 

(34) liefer~ zunKchst, da wegen 0 ~ fl =< 1 

is~, im vorliegenden" C~ebiet ~1 < a =< 2, t ~ 2 

h ~ logp cos (mr logp) p ~  < A~ log t, 
tom_=- 1 

(35) -- ~ \ M ( s ) / <  As logt.  

(34)  h ~ - -  

tr 

logp 

pm-__:i (~ 

~,,~ < A s l ~  ~ (~ - -~ ) '+ ( t - -~ ) '  -4- p , + ~  �9 

in .~ jedes Glied >~ 0 

also 

wo a = fl "4- 7i jetzl promiscue alle Wurzeln t~. der h Ka~gorien durchliiufk 
Fiir a > 1 ist nun 
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:Nun sei ~ =/~ q- 7i eine bestimmte der Nullstellen*) ~ mit Ordinate 
7 ~  2. Dann ~itt  ftir t ~ 7  in der Summe auf der rechten Seite yon 
(34) ein Glied 

auf; daher ist ftir 1 < ~ ~ 2 

also, wegen 

1 ~-7 log.p cos (my logi~) 
,, _ ~ < A s log  7 -- h ~ .e., ~ 

.pro :~i 

1 1 3 1 
- cos  8 __< --g + -E c~ 0 = u + u cos 2 O, 

cos (2m7 logp) 1 3 h '~'~logp__ + 1 logl~ 

~m~-i pm=l 

= A  s l o g 7  ~ M(~) ~ \ M ( ~ + ~ i )  ' 

also naeh (35) 

~--g < A61~ ~ M(~) + -~ Asl~ 

Nun ist ffir 1 < o ' ~ 2  
- -  M" (~) : 

M(:) < 6 -  i ~ A: 

(da M(s) ftir s = 1 einen Pol erster 0rdnung hat); fiir 1 < a ~ 2 ergibt 
sieh also: 

(~6) i a : G - - 3 < ~  .--i+Asl~ 

(36) lehrt zungchst die bekannte Tabache, da~ 

ist (da sonst (36) ftir kleine ~ -  1 nicht richtig bleiben kiinnte); ferner 
ergibt sich ftir 

g 
= 1 q- logT '  

we die Konstante g so gewiihlt ist, dab 

und 

is t :  

g _<1 0 <: log 2 

1 Asg < --g 

*) Aus Symmetriegrfinden genfigt es, die Nullstellen in der oberen Halbebene 
zu betrach~en 
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3 
i < -~ log 7 + As log 7, 
g 

i -Jr io~ 7 

l < ( i - ~ )  u log~,+ i-+A~g, 
1 
g Asg I 

i - - ~ >  3 log~, 

1 

a l o g ~  ' 

1 
#<i . . . .  a log 

i ist~ daher Ftir t ~ 2 ,  o ~ 1  alog 

M(s) + 0, 
also jeder Faktor 

L~.(~) + 0, 

womit die am Anfang dieses Paragraphen 
bewiesen ist. 

1 
Da bekannffich fiir t > 2, ~ ~ 1 -  a l'-"og--t 

L~. (s) -- 0 (log t) 

is~, so ist also 

I-]ieraus folgt in bekannbr Weise*): 
daI] auf dor sb~;igen Kurve 

1 
6 = 1  Aio log (-- t) 

1 
(~7) ~ =  i A~o log 2 

1 
a----1 A~o log 

' 8  L,,() ffir % = 2 ,  und reehb davon -..T~(s~ 

den Pol erster Ordnung s = 1 mit dem 
1 

fur It ~2 ,  ~>_ i A, oiogl~l 

i L;(8) 

ausgesproehene 

genfigt. 

dort log L, . (s)  regulir und 

log L~,(s) < Av + log log t. 
Es gibt eine Konstante Alo 

ffir t < - -  2 , 

fiir - -  2 ~ t ~ 2 , 

ftir t ~ 2 

�9 . . , h  regulir ist, ffir g = l  

Residuum -- 1 

der Ungleichung 

< A~l logs lti 

Behaup~ung 

derart, 

his auf 

regulgr is~ und 

*) Vergl. S. 232--236 meine~ auf S. 420, Anm. *) zi~ier~en Arbei~. 
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Nun sei l eine gegebene zu k teilerfremde Zahl. Weil ftir r > 1 

r . = l  

3 ist und ftir a _> -u 

h h , m 10 1 Lx(s) 1 Zx(P) g P  l o g p  

z = l  p , m  ~m-__ l 

l a m - -  l 

m----- 2~S~- �9 �9 

is~, so is~ da das obige Alo griiger als 4 log9 angenommen werden kann~ 
bewiesen: Die ftir a > 1 durch die Dirichletsche Reihe 

~ log p 

definierte Funktion f(s) ist auf der Kurve (57) und rechts davon bis auf  
1 den Pol ers~er Ordnung s ~ 1 mit dem Residuum ~- regular und genfigt; 

1 
fiir Itl ~ 2, a ~ 1 -- A~ ~ log JtJ der Ungleichung 

[f(s)I < Aj~ log3 ]tl. 

Hieraus folg~ aber durch die bekann~e*) Anwendung des Cauchy- 
schen Integralsatzes fiir die Anzahl 0(x) der Primzahlen ky + l ~ x die 
Formel 

1 (xe-yVi~) (38)  = + 0 , 

wo 7 eine (yon k abhii~gige) KonsLante is~. 
Mi~ elementaren Mitteln, insbesondere ohne Benutzung der Exis~enz 

tier Funktionen L(s) in der ganzen Ebene (was ftir die analogen Probleme 
der Idealtheori~, wesentlich ist) hatte ich**) schon vor mehreren Jahren 
gezeig~, dab 

1 

ist;, wo fl eine (yon k abhiingige) Konst;ant;e isk 
fiir alle fl > 2 

also z. B. 

Aus (38) folgt; nun 

1 

*) Vergl. S. 286--289 meiner auf S. 420, Anrn. *) zitier~en Arbeit. 
**) ,,~ber die Prlmzahlen elner arithmeWschen Progression" [Sitzungsberichte 

der kaiserlichen ikademie  der Wissenseh~ften in Wien, mathematiseh-n~turwissen- 
schaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a (1908), S. 493--585], S. 532. 
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(39) 
3 

+ o(x)  = -z  

wo die GrSSenordnung des Fehlers yon k unabhiingig ist. 
Aus (39) folgt z. B. welter ffir die A~zahl z(x) der Primideale mit 

Norm ~ x im KreisteilungskSrper (r Grades) der k-ten Einheits- 
wurzeln der Wert*) 

3 _ _ _ _  
= e -  ]hog ~) ; (4o) r i(x) + o (x 

/ 

in der Tat zerF~ll~ bekannflich in jenem KSrper jede Primzahl ky + 1 
in h Primideale ers~en Grades, w~ihrend sons~ nut noeh endlieh viele 
Primideale ersten Grades vorhanden sin& Ubrigens haete ieh**) einen 
yore Grade unabh~ngigen Index tier Wurzel, n~mlich 13, sehon frfiher 
fiir diese K6rper und sogar ftir s~imtliehe algebraisehe Zahlk6rper erlangt, 
obgIeieh ich aueh heute noeh nicht weiB, ob die zu einem beliebigen 
KSrper gehSrige Zetafunktion in der ganzen Ebene exis~ier~ oder nieht. 
Jene gleichmKssig giiltige Zahl 13 h~itte ieh damals sehon dureh jede 
Zahl > 10 ersetzen kSnnen, und ein Passus meiner auf S. 420 zitier~en 
Arbeit***) gestattet, sie dureh jede Zahl > 8 zu ersetzen. 

Ber l in ,  den 21. Juni 1908. 

*) S~att 3 kann in (40) auch jede andere Gr~i~e > 2 s~ehen. 
**) ,Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsa~zes" [Ma~he- 

matische Annalen, Bd. 56 (1903), S. 645--670], S. 670. 
***) S. 187--188 


