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9.
Recherches sur diverses applications de P Analyse

infinitesimale a la Theorie des Nombres.
Seconde partie.

Par Mr. G. Lejeune DiticMet.
(Suite et fin du Menioire ingeie dans le caliier precedent.)

§. 9.
Jja sommation qui nous reste a effectuer, peut etre operee par deux me-
tbodes differentes, en s'aidant des formules remarquables que Mr. Gaufs
a etablies dans le beau memoire ayant pour titre „Summatio quarumdam
serierum singularium" La premiere de ces methodes est fondee sur cer-
taines series connues ordonnees suivant les sinus ou les cosious des ares
multiples; en Temployant dans la note5*)* qui a precede le present me-
moire, nous avons dej reinarque quelle s'applique de la meine maniere
et avec une faciliie egale a toutes les series qui servent a exprimer le
nombre des formes pour un determinant quelconque^ c'est- -dire aux deux
series generales (19) et (23) du §. 6-, et nous avons meine ajoute que les
series de eette forme sont eneore suseeptibles d'etre sommees par le meine
moyen, dans plusieurs cas differents de celui ou l'exposant s de la puissance
~, contenue dans le terme general, est egal a Tunite, ce qui etait d'ailleurs
evident En eflet, la metbode dont il s'agit, eonsistant a remplacer le fac-
teur qui multiplie —, au moyen des formules de Mr. Gaufs par un nombre
limite de termes de Fune des formes sh\nx, cosnx, on voit que la serie,
apres eette trausformation, se trouve cbangee en une somuie de suites tri-
gonometriques dont chacune a pour terme general une expression teile que
sm^ ou -os^? et peut par consequent etre sommee pour les memes valeurs
de s, pour lesquelles D. BernoulU a donne les sommes de ces dernieres.

La seconde methode est fondee sur le proeede connu de riutegration
des fractions rationnelles. Les series deja ckees (19) et (23) §.6., coin-

*) Voyez le tome XVHL de oe Journal pag, 859.
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.9. Lejeune Dirichlet, applicat. de Vahalyse infnit&ifn* a la thJorie d. nombrcs* 135

cident avec celles qui forment la seconde des trois classes de suifes infinies
que nous avons eu a distinguer dans le inemoire sur la progression arith-
metique et nous avons dej observe dans le memoire cite §. 10. , que les
series de seconde et troisieme elasse peuvent etre sommees par la metbode
qui avait ete expliquee en detail dans le §. 4. du meine memoire. Les
deux methodes que nous venons de citer, sont l'une et l'autre d'une grande
simplieite. La seeonde etant celle qui se presente le plus naturellement,
nous allons Temployer d'abord. Mais avant d'entreprendre ce calcul, il
faut rappeler les formules de Mr. Gaufs. Voici one demonstration de ces
expressions , fondee sur les meines principes dont j'ai deja fait usage dans
un precedent memoire, mais plus simple a quelques egards.

Designant par f ( x ) une foneiion de x, que je suppose continue enire
les limites χ = 0 et χ = #, si Γόη pose

x cos ̂ o? x = cs

on aura, comme Γόη sait?
c + 2 2c, cos^o: = 7tf(x) ,

le sigue 2 s'elendant a tous les entiers depuis s es l , jusqu'a s = oc.
Conime ce developpement subsiste entre les limites χ = 0 et χ = π in-
elusivemeut, on aura en particulier

II est facile de voir comment cette equation doit otre modij ee, lorsque les
limites de Tintegrale ca ont des valeurs queleonques. Considerons par
exemple les limites 0 et 2A^r, h designant un entier positif et posons

f n

,

la fonction elant ioujours continue entre ces limites. L'integrale precedente
etant partagee en 2 integrales partielles dont les limites sont 0 et zr,
7t et 2ττ, ...., (2 — 1) ZT et 2 ^r, et toutes ces nouvelles integrales
etant ramenees a avoir pour limites communes 0 et »·, il viendra

*}+fV**x} + ...... +Ά2(Α— i)*-*)
+/(2( — 1) π + χ) + f(3A7r—#y] cossx dx,

Cette expression de cs ayant la nierne forme que celle donnee ci-dessus,
on aura «« «Λ-Ι

f. ^ + 2 S A ί=τΊΓ(ΛΟ) +/(2 ^r) -f- 2 S f(2^)),«=i «=i
le terme generai e du pr mier membre etant donne par l'equation (1).
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136 9. Le/ewne Dirichle t, applicat. de twalyse infinittsim. α la thoorie d.

Cela pase, considerons Fintograle
y eos(#2)i?# = a,
— 00

etant une quantite numerique. Posons dans cette integrale χ = ~
sr designant la nouvelle variable et n etant im entier positif divisible par 4.
H viendra ainsi

/'<»*(£,*')<<* = »·Ϊ^Γ·
— 00

Cette integrale etant deeomposee en une infinite d'autres ayant pour li-
mites deux multiples eonseeutifs de 2^r, tels qoe 1s π et 2(^-f-l)^r, et ces
nouvelles integrales etant ramenees a avoir les liinites coinmunes 0 et 2 π
par le changement de % en *ϊ$π-\-ζ, οη aura

o
le signe S s'etendant depuis ^ = — <x> jusqu'a 5 = 00»

En developpant sous le signe cosinus, omettant le terme ^η^ττ,
multiple de 2^? et reunissant les termes de la somme qui repondent a des
valeurs opposees de i? il viendra

le signe Σ s'etendant depuis ^ = l jusqu a s = oo. Si maiatenant ΓΟΗ
fait W r = 2iT on aura

/
nn

co
α α

Comme Fentier n est pair, le premier inembre rentre dans la forme de eelui de
Tequation (2), f(x) etant cos («r— )· On aura donc en vertu de cette equatiou

Si Γόη observe que Γοπ a cos ^2 — - = cos (n — #)*.— , requatian prece-

deite p@urra prendre eette forme plus simple,

Pour determijtier Ia quantite α independante -de iiril suffim ie dofiner a n
nn« valeur pai-tieuliere» Posant, par exemple, n^^ on trouve a= J/^.
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9. Le/ewne Dirichlet, appticat. de fanalyse in nittsim. ά Ια thforie <J. nombres. IS1?

On a dcmc definitivement, quel que soit Fentier n = 4f^,
2 cos*2 — = ̂ .

7l

/
oo
sin(a?7)J#, on trouve aussi

sn s —
7t

le signe sommatoire s'etendant toujours depnis s = 0 jusqu'a « = n — 1.
II seroit facile d'obtenir par une analyse semblable les sommes de

la forme des precedentes, pour les cas ou n est de Firne de trois formes
4f +l, 2, 3; mais il est plus simple eneore de ramener ces cas celiu
ou n a la forme 4 μ.

Pour y parvenir, soient n et m deux entiers quelconques dont le
premier est suppose positif? et posons

o i designe, pour abreger, la quantite imaginaire ^ — 1.
La fonction φ(#ι,η) jouit de plusieurs proprieles remarquables. On

a d'abord evidemment, si m1 designe un troisieme entier tel qu'on ait
m'~m (mod.n)

3. (p(m?n) = <P(m',ri)..
O a encore? en supposant c premier Λ,

4. (P(#i, n) = (P(c7an9n).
Cela resulte de ce que Fexpression cs, en y faisant successivement s = 0,
l, . ..., » — l, donne ces memes nombres pour restes lorsqu'on la di-
vise par n.

Une traisieme propriete est exprimee par Fequatioir
5.· φ (n, m) φ (w;*i) β <p(l,»in)'

qui suppose les entiers n et m Fun et Fautre positifs et premlers entre
eux* En effet, coimne Γόη a

8=n-l θ*?^1ί <em— i Λ 2 ι > 7 Γ £
2 β η = φ (»ι, n), S ^ m

#=rO #=O

il yieedra-en multipliant

ou ce qiri revietit au meme, en ajouta t a> Fexposant Fexpressio» Z
uiulliple de
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138 9. Lejeune Dirich let, pplicat. de Tanalyse infinitdsim. a la thiforie d. nombres.

Le binome ms^nt peut etre remplace par son reste relatif au di-
viseur m n. Or, m et n etant premiers entre eux, il est facile de voir que
les valeurs que ce reste obtient entre les limites de la double Integration,
co ncident, abstraction faite de Tordre, avec les termes de la suite 0, l,
2,.,.., m n—1. Le resultat prend donc la forme d'une somme simple et Γόη a

ce qu'il s'agissait de prouver.
Au moyen des equations qui viennent d'etre etablies, il est facile d'ob-

tenir la valeur de φ (l, n), quelle que soit la forme de rentier n. Si Γόη suppose
d'abord n = 4μ, on aura, en vertu des sominatious effectuees plus haut,

Soit en second Heu n un entier impair. L'equation (5) donne, en y fai*
sant m = 4,

Le second membre est en vertu de Tequation precedente, = 2(l-fi)
D'un autre cote, les deux expressions φ (4, Λ), (β (η, 4) peuvent d'apres les
equations (S) et (4)? dtre remplacees, la premiere par φ (l, n), la seconde
par φ (1,4) ou par (p (3,4), suivant que n est de la forme 4μ+1 ou de
celle-ci 4 μ + 3· Or il est facile de voir qu'on a

On conclut de l
φ(1,η) β /"Λ, n = 4μ+1; (p(l,n) = i/"*, n =

Reste considerer le cas ou n a la forme 4 μ + 2. Comme dans cette
supposition, ^ et 2 sont premiers entre eux, Tequation (5) donnera

et que d'un autre cot6? φ(^9 2) = (f)(l,2) = 09 il s'ensuivra

Considerons specialement le cas ou n est un nombre premier impair p, $t
soient « et b respectivement les residus et les non-residus quadratiques
de p*) moindres que ce nombre. On aura alors, en observant que Fex-

(£2\*
pression i^ 2 J se reduit a l ou i, suivant que p a la forme 4^+1 ou
celle-ci
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Q. Lejeune Dir i ekle f, applicat. de tanalyse infinit&im. a la theorie d. nombres. 139

equation qu'on peut mettre sous cette autre forme, en remplafant s* par
reste:

Ζπ.

le signe Σ s'etendant a toutes les valeurs de a. Si m designe un entier
non-divisible par /?, on aura pareillement en rempla^ant ms* par son reste,

l+22e P ou =1 + 22« ' ,

( \ ?Z? * Z,
—j =1 ou =—1. Puisque d'un autre cote Σ/^1 + Σβ

s=s — l, on pourra reunir ces deux resultats dans eette forinule,

On donnera cette autre forme a Fexpression (f)(m,p\ en y mettant au lieu
de s2 son reste,

n^.^.
i

et la comparaison de ces deux equations fournira celle-ci

Si maintenant F n observe qu'on a evideinment
2m7T . , 2m?r .α t o 1

Fequa on precedente pourra se changer en celle-ci

En soustraiant cette equation de la precedente et divisant le resultat par 2f

on aura definitivement

Cette equation subsiste quel que soit Fentier m, pourvu qu'il ne soit pas
divisible par p. Lorsque m est un multiple de y, le premier membre se
reduit evidemment zero. Nous ecrirons Fequation d'une maniere plus
abregee, et conune il suit

~ *

6.

ou le eigne sommatoire s'etend depuis g = l, jusqu'a ̂ =
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140 9· Ltjeune Diriohlet, applicat* de Tanatyse inßnittsim. a la throne cf. nombrc*.

§. 10.
D'apres les resultats obtenus dans le §.8., oü nous avons fait voir

que la detennination du nombre A des formes quadratiques qui repondent ä
un determinant queleonque, se reduit toujours a une question du meme
genre et relative au cas oü le determinant n'a pas de diviseur carre et oü
les formes dont il s'agit d'obtenir le tiombre, appariiennent a la preroiere
espece, nous n'aurons plus ä nous oecuper que des 4 determinants

P, 2P, —P, — 2P,
Pzzzpp'p" . ..v designant un entier impair et positif dont les diviseurs
simples p, '> pu, .... sont tous diflerents les uns des aulres.

II Importe de remarquer que la lettre P teile qu'on vient de la de-
finir? a la meme significatiou que dans les §§. 5. et 6., iorsque le deter-
minant que nous designerons toujours par J5, est positif, mais que dans le
cas de D riegalif, eette lettre teile qu'elle a ete employee dans les §§.
cites, repond a ce que nous designons maintenant par — P. Cela ne clian^e
rien a Texpression (y)> conteuue dans Fequation (19) du §. 6., et ä la
valeur de fixee par les equations (9) du meme §., cette valeur devant
etre +1 ou — * > suivant que le deierminant, delivre de tout diviseur
carre, est impair ou pair, Mais il n'en est pas de meme de i, cette
valeur dependant du reste qui doiiue P, pris avec son signe? relativement
au diviseur 4. II resulte de lä qu'en posant pour abreger

le signe s'etendant ä tous les entiers n positifs, impairs et premiers a P,
les expressions i=±l, £ < = ± 1 > qui doivent entrer dans la serie F
contenue dans Fequation (19) ou (23), suivarit qu'il s'agit d'un determinant
negatif ou positif, seront determinees connne il suit

I?=sP, P = 4fA + l | , ,
7| ^_ p n _. " · l Ö =
U — -^ - —
T~l «M« f9 fi m- ir

IJ _ r D D -

Z> = 2P, P = 4 + :
Z> r= —2P,P es 4 + ;
I> = 2P, P es 4 + 1 _
ö = _2P, P = " ' · · ' d ~ "" ' f **
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9. Lejeune Dirichlet, appUcat. de Vanalyse infinit&im. a la thiorie d. nombres. 141

Cela pose, nous avons suecessivement considerer les quatres combinaisons
que presentent les equations siraultanees i=e=+l, e = ±1.

I. Supposons d'abord £=1, £ = 1. La serie F etant divisee par
(l — νρ)γ)> ^ viendra

/ 2 \ l
~~ \~PJ~22

le signe 2 s'etendant a tous les entiers positifs W9 premiers P, palrs
ou impairs.

En exprimant la serie par une integrale comme au §. 1., on aura

r1 /W
— "v *p_

ou Γόη a fait pour abreger, f(x) — s-^o?n , le signe Σ s'etendant aux
entiers precedemment defiiiis moindres que P. En appliquant a cette inte-
grale, la methode ordinaire de decomposition, on trouve

' \ r
;*/p 2

le eigne Σ s'etendant tous les entiers mdepuis m = 0 jusqu' m = P — l.
Tout se reduit donc obtenir la fonction

Pour y parvenir, mettons la fraction -^, contenue dans l'exposant,
sous la forme

τ = «+ί+£ + ·"
μ etant un entier positif ou negatif, et g, g* .... designant des entiers po-
sitifs respectivement inferieurs a p, p', . . . . On sait que cela ne peut se
faire que d'une seule maniere (Disq. arith. 311), et il est manifeste, n etani
premier a P, qu'aucun des entiers g, g', .... ne saurait e(re xero. II est
encore faeile de voir qu'en donnant a n toutes les valeurs qu'il doit rece-
voir dans la sommation, g> g'> · · . · presenterout toutes les combinaisons que
Γόη peut formet avec les entiers depuis^r=l jusqu' ^ =p — l, depuis
g4 ass l jusqu' g* ssp' — l* etc. Quant a rentier μ, on pourra le negliger
a cause qtfil est multiplie par 2tw^ri dans Fexposant. Si niaintenant nous
faisons pour un instant — e=r, -7 es r', ...., Fequation precedente donne

CrcUe't Journal d. M. Bd. XXI. Hft 2. 19
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142 9. L c j e u f i e Dirichlet, applicat. de Vanalyse infnit&im. u la IhJorie d. nomltres.

'r1·^ .... (mod.P),
d'ou Γόη conclut ces equations

(»\ _ (*\(JL\ (n\ - (*L\(lL\\j) — \7AP /> v; — v' V'' ····
/ 2m7r Λ

au moyen dfcsquelles la fonclion f\epj se ehangera dans le produit de

\ ) x 7 ) * " β . soimnes

Beinpla^ant ces dernieres par leurs valeurs fournies par requation (6) du
§. precedent, on aura

/ 2m7r Λ
en supposant m preuiier P. Dans le cas contraire f\epj s'evauouira
par ee qu'une au moins des sommes preeedentes se reduira a zero. Quaut
au produit (~~) (^7) · · · ·> on remarqueraqu'il se compose d'autant de pro»

duits partiels de la forme (Λ)(~)> Que ^es nombres p, p', .... peuvent

( v /p/v iP—1 Elzi

/ ) ( ) == ( 1) 2 2

= i 2 2 , on voit que Fexpression qui mul plie i ~j fP dans Fequation
obteuue plus haut, peut preudre la forme

( p-l p'~l \* /P—1"\»
__ + __ ^.. . , . j ? . {^—2~J ^

Nous avons donc definitivemerit

=0 ou e

suivant que in a ou n'a pas de diviseur commuu avee P. Substituant cette
valeur et observant que taut que ηκζΡ, on a

dx

o °° —e

\\ viendra

_(_?ΛL\ = ΪΓΡ~ v^pJ
le signe sommatoire s'etendant a tous les entiers m inferieurs et premiers

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/27/15 12:50 AM



9. Lejeune Dirichlet, applicat. de tanalyse infinitcfsim. a la theorie d. nombres. 143

P. L'equation precedente se simplifie en remarquant qu'on a Σ ^ β 0 ;
eile devient ainsi

. τηπ τηπ \ia-p-— p-·)·
Comme le premier membre est reel, les imaginaires doivent se detruire
dans le seeond, comme il est d'ailleurs facile de le verifier.

Distinguons maintenant les deux formes que P peut presenter, en
supposant suceessivement Ρ=:4μ+1 etJPc=:4|U + 3. Nous obtenons ainsi

p _ 4,. ι ο γ _ _____?L_ Ci_( 2 ^ i \ s i m ^ f ni~ — 'tf* -p· «j, r — - py~p \ \"p"/ 2/ \"p"/ '
le signe S s'etendant toujours aux entiers m inferieurs et premiers a P.

II. Soit en seeond lieu i = —4, ε = 1. Comme le facteur qui
multiplie — dans la serie F, est le meme pour des valeurs de n, qui dif-
ferent d'un multiple de 4P, on aura d'apres ce qui a ete ditdans le §. 1.,

en posant pour abreger

le signe S s'etendant a tous les entiers n, inforieurs et premiers a 4P.
La methode connue pour la decomposition des fractions ratio-

nelles donne

ou le signe Σ s'etend a tous les entiers depuis m = 0 jusqu' »i = 4P — 1.

( Imn ..
«"*prj. Onpenty

parrenir par des considerations analogues a celles que nous avons employees
/ '1τηπ \

dans le numero precedent pour trouver f\ep /, mais il est plus simple
eneore de ramener ce eas celui que nous avons deja examine. Pour
cela on deeomposera la fraction ̂  contenue dans Fexposant, comme il suit

_ , γ , τι7

— f»T f-r-pt
19*
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144 9. Lejeune Dirichlet, applicat. de Tanalysc infinitdsim* d la th^orie d. nombres,

o il est facile de voir qu'en supposant γ et n* positifs et respee vement
inferieurs 4 et P, les valeurs de 7 et de n* presenteront dans la
sominatioii qu'H s'agit d'effectuer relativement n, toutes les combinaisous
des nonibres 7 inferieurs et preiniers 4, avec tous les nombres n1 infe-
rieurs et premiers P. De Fequation preeedente mise sous la forme

tt==P7+4n' (mod.4P),
on conclut facilement

7i—l P—i v- 1 . - -.
(_!)- β (-Ι)" (-1) · , (i) = (^).

( 2m?T Λ
e 4P / deviendra par la Substitution de ees valeurs

( 2m7T Λ P— l y— l 2τηττ . , ι^ , 2m^ ·

β"-') « (-l)" SC-D^/^'.sg)/^·.
Quant a la seconde des deux sommes contenues dans le seeond membre?

/ Η«5Λ
eile est evidemment identique a la fonetion f\e p ), n1 ayant ici la meme
signification que n dans le n°. precedent La premiere somme pourrait se
deduire des formales donnees dans le §. 9., mais comme eile n'a que deux
termes repondaut a 7 = 1? 3^ ou voit sans peine et independamment de

m~l

ees formules, quepour une valeur impairedeaw, eile se reduit a 2i( — 1) 2 ,
et qu'elle s'evanouit dans le cas contraire. Substituaut les valeurs des deux

S=± 7^Z.1

soonnes et rempla9ant en ηιέιηβ temps (—1) 2 par i 2 > on aura

i (—1) 2 5
en supposant m premier a 4P. Dans le cas contraire le premier membre
s'evanouit par ce qu'une au moins des sommes que nous venons de consi-
derer, se reduit z&ro. Au moyen de ce resultat, on conclura

le signe e'etendant aux entiers m inferieurs et premiers 4 P. Sft Γόη ob-
serve que pour ces valeurs on a

s(-i>^(£) = o,
Feqnation preeedente prendra cetie forme plus simple

-- ,
= ~ * S
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9. Lejeunc Dirichlet, apphcat. de Vanalysc infinitesim. a la theorie d. nombres. 145

En distiuguant maintenant les deux formes que le nombre P peut pr senter
lorsqu'on le divise par 4, on aura

P = 4 < x + 3, F = — yttr

m-i

Ρ « 4 μ + 1, Γ=-^^Σ(-1)2 (5)«,
le signe sommatoire se rapportant aux entiers m inferieurs et premiers a 4 P.

III. Les cas qui nous restent a considerer et qui repondent a
i =s l, £cs—1; 5 =— l, ε = —l, etant entierement semblables ceux
qui viennent d'etre traites, nous indiquerons rapidement le calcul qui s'y
applique. En conservaut d'abord la valeur ambigue i= ±1, on aura

TT )Xn

u

le signe Σ s'etendant aux entiers n inferieurs et premiers a 8 P. Οά coti-
elut de la

_
8P /

l d&
—^~·
x e SP l

le signe *2* se rapportant aux entiers compris entre »i = 0 et m = 8P — l,
et Am designant pour abreger la somme

n— l n1— l

etendue aux entiers n definis plus haut. En faisant
n · y , n'

il est faeile de voir que n recevra toutes les valeurs auxquelles la som-
ination doit s'etendre, en eombiuant les entiers γ inferieurs et premiers a 8,
avec les n' inferieurs et premiers a P. Si Γόη remarque en outre qu'en
vertu du §. 2., la congruence »ΞΡγ + δ^ (mod. 8 P) entraine ces
equations

Λ_ι P-i y-i «»-i P?-*
(—1) 8 = (—1) 8 (-

Fexpression J^ preridra la forme^
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146 9. Lejeune Dirichlet, applicat. de fanalyst infinittfsim. a la thJorie d· nombres.

Tout se reduit done a avoir la somme relative a y. On pourrait la de-
duire du §. precedent; mais comine eile ne se compose que d'un nombre
limite de termes qui repoudent a 7 = l, 3, 5, 7, on voit de suite que

m3-!

Torsqu'on a $=1, la somme est zero ou (—1) 8 /"§> et que lorsqu'on a

#:=,— l, eile est zero ou (—1) 2 8 i/"8, suivant que m est pair ou
impair. On conclut de l ces deux equations

3 S Γ -1Λ""8" \~p) β spl — ( j[) β \~p) i^ 2'' 1/̂ 8 P

4. Σ(~ ΐ)^ + ̂ ν?)/^'' = (_ΐ)^ + "8-(5)^)ν8Ρ,
qui supposent m premier a 8 P, et dont les seconds membres daus le cas
contraire, doivent etre remplaces par zero. Au moyen de ces expressions
le calcul s'acheve comme dans les cas dej examines, et Γόη trouve

• TU 7T

^ \ * '
les sommations s'etendant aux entiers m inferieurs et premiers 8P.

IV. Nous allons maintenant resoudre la question dont nousvenons
de nous occuper, par la premiere des deux methodes indiquees plus haut,
qui est celle des series trigonometriques, en nous bornant toutefois, pour
abreger, aux series V qui se rapportent aux determinants oegatifs. Soit
en premier lieu £=1, e = l, Ρ = 4μ+3; on a alors

V - 2 !Lv — 2< >
le signe Σ se rapportant aux entiers n impairs et premiers a P. D'apres
l'equation (1), on a pour un nombre P de la forme 4μ + 3,

ou =0,

suivant que n est ou n'est pas premier P, et le signe s'etendant aux en-
tiers m inferieurs et premiers a P. Si Γόη introduit cette expression dane

la serie F a la place de f4j), on pourra etendre la sommation relative a w,
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9. Lejeune Dirichlet, applicat. de Tanalyse infinit esim. a la theorie d. nomlres. 147

tous les entiers impairs, Fexpression preeedente s'evanouissant pour des
valeurs de n qui ne sont pas premieres a P. II viendra ainsi, en inier-
verlissant Fordre des deux integrations

ττ _ l m\ l · 2m;r

La premiere Integration peut s'effectuer au moyen du resultat eonnu d'apres
lequel la serie

K sina? , sin 3 oc , # . ,5. __+___ + ___ + etc.

a la valeur ^ ou — -j- , suivant que χ est compris entre 0 et ττ, ou eutre
π et 2^. En distinguant donc les valeurs de m, inferieures ^ JP de
celles qui surpassent ^P, et designant ces valeurs respectivement par mf

et m", il viendra

Comme dans la seconde somme on peut evidemment reniplaeer m" par
P — m', et qu*on a d'ailleurs, JP etant de la forme

on aura
V — π

~
expression d'une forme differente de celle que nous avons trouvee plus haut.
Si avaiit de sommer on avaitdivise par fl — (~p)y)? on serait tombe sur
le ineme resultat que nous avons obtenu par Fautre niethode.

Soit en second lieu i = — 1? ε = 1, Ρ = 4μ+1. On a alors

ou n ne doit reeevoir que des valeurs premieres 4P. L'equation (8)
donne pour ce cas

~ / Λ \ ' y-v2 (-p) ou = 0,
suivant que n est ou n'est pas premier 4P, et le signe s'etendant aux
entiers m inferieurs et premiers a 4P. Introduisant cette expression dans
la serie V, il viendra _

— -4P '
Comme Fexpression qu'on a substituee, s'evanouit lorfeque n n'est pas pre-
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mier a 4P, on voit que Γόη peut dans la somrae 2— sin n ̂ ^, supposer
τι 4 JP rr

a volonte que n obtient toutes les valeurs entieres oe seulement celles
qui eont impaires. Daus la premiere supposition on aura en vertu de
Fequation

sinx . sin2o? , . .~ ~ + — - - }- — — etc.
qui subsiste depuis χ = 0 jusqu' χ — 2 π,

et par suite
2 i ·

-«

τη-1

ou ce qui revient au meme9 la premiere somme etant evidemment Dulle,

γ —
ce qui coincide avec la valeur obtenue par Fautre melliode. Si en second
lieu on suppose que n ne re<?oit que des valeurs impaires, on trouvera, au
moyen de l'equation (5), et en designant par m' ou m11 les valeurs de m,
suivant qu'elles sont inferieures ou superieures 2 P

v = «Λ? (2^- « (τ)
ou, en mettant 4P — m' a la plaee de m", et observant qu'on a

ce qui es t urie nouvelle expression de F.
Les deux autres cas etant traites de la meine maniere, on trouvera

outre les resultats deja obtenus par lautre methode, deux nouveaox re-
sultats que nous allons reunir avec les deux precedents,

(d)

m'—l
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Les valeurs m1 sont preinieres P, et en outre impaires dans les trois
dernieres equations. Quant aux limites des integrations, on doit ajouter que
les valeurs de m1 doivent etre respectivement inferieures a \ P, 2P, 4P, 4P.

Les expressions de F peuvent prendre beaucoup d'autres formes
eucore. On obtient, par exemple, des expressions differentes des precedentes
et plus simples, si dans le eas ou le terme general renferme Tun des facleurs

(·—1) 2
 f (—1) 8

 9 ou Tun et l'autre de ces factears, on conserve ces
facteurs dans la serie, en n'introduisant les formules de Mr. Gaufs que pour
reinplacer Fexpressions \£)· C'est ce que nous allons faire pour les trois
derniers eas du tableau preeedent ( ). Dans le premier de ces irois eas5 on a

F = 2(-1)̂ ) l, Ρ = 4μ + 1.
L'equation (1) donne dans ce eas,

ou =0,

suivant que n est ou n'est pas premier P, et m devant recevoir toutes
les valeurs inferieures et preinieres a P. En substiiuant eetle expression

de f-sy* on aura

F =

o la sommation relative n> peut maintenant s'etendre a tous les en ers
impairs. Or; Γόη sait que la serie

co&x cos 3 a? r cos 5 χ ,__ g ^ —- eic.

a la valeur ^, — ̂  ou ^, suivant que χ est compris entre 0 £t ^^

entre ~ et -^, ou enfin entre ~ et 2^r. Si donc Γόη designe par m', m", mtu
& & ^

respectivement les valeurs de m comprises dans les irois intervalles, Oet -]-JP,
l P et | P, l P et P, on aura

On a d'a leurs evidemment

*(ΐ) - 2(ΐ") *
Crelie's Journal d, M. Bd. XXI. Hft 2. 20
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d'ou Γόο eoncliit

m' designant les valeurs premieres P, comprises entre 0 et |P.
Dans le seeond cas on a

, Ρ 8

En sufestituant la valeur de Q~) donnee par Fequation (Ι), Π viendra
n2— l

F β

n pouvanl maiiitenant recevoir toutes ies valeurs impaires premieres P
ou non. Or la serie

sin χ sin 3 oc sin 5 jg . sin73r .̂_ _- - h _ j. etc.

elant sommee par les moyens counus^ on trouve que s valeur est re-
spectivement

' ^ ' ? * '
suivant celui des cinq intervalles

Λ; ^ f 3 ^ 3π
^ e t ^ | ~ ? " J " e t ~ 4 ~ ' "4~

dans lequel o? est compris. En designant done par m1 les valeurs de m
comprises entre ^ P et | P, et parwt'' eelles qui tombent entre |P et |/*
on aura

F - -~
ou plus simplement en observant qu'on peut remplacer mu par P — w'7

, , fP — m'\ /m'Net quon a ^ — p — ) =5 — ̂ --p^ :

On trouve d'une maniere toute semblable, P etant de la forme

en designant par m7 et m" les valeurs premieres a P et respectiveinent
comprises dans les deux intervalles 0 et £P, |P et |P. H Importe de
remarquer que les equations (e) et (y) ne ^appliquent pas au cas ou P= 1.
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§· n.
On pourrait donner beaucoup d'autres formes Fexpression de la

serie F, soit que cette serie reponde un determinant negatif, soit qu'elle
se rapporte a un determinant positif. Mais comme ces details ne pre-
seiitent aueune difficulte, nous ne nous y arreterons pas et nous passons a
Fenumeration des differents theoreines, qui resullent des equations (19) et (83)
du §. 6. , lorsqu'on y introduit les expressions qui yiennent d'etre obtenues.

Determinants positifs.

2-(|)

ou les entiers m inferieurs et premiers a P, sont designes par a ou par i,
suivant que Tequation i^j = ±1 a lieu avee le signe superieur ou avec
Je signe inferieur.

π . bπ
i ΠδΙ114ρ„. D = P, p = 4^ + 3, Λ = lQg(T^f) log^g.

ou les entiers m inferieurs et premiers 4P, sont designes par a ou par i,

suivant que le signe ambigu dans Tequation ( — 1) 2 (^j = +1, est le
signe superieur ou inferieur.

III. Ζ>=
8P

o les entiers m inferieurs ou premiers a 8 P, sont designes par a ou par b sui-

vant que le signe ambigu dans Fequation( — 1) 2 ^j = +1, est le signe
superieur ou inferieur.

r* . bnΠ sin —
IV. Z>=

o les entiers m inferieurs et premiers 8 P, sont designes par a ou par b
m—£. m^ Ĵ / m\

suivant que Γόη a (— 1) * * · \ pV = Ή ou =—1.
80*
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Determinanfs negatifs.

V. D = -JP P =
Dans cette equation a et δ ont la meme siguification que dans le premier
cas, et A et B designent respectivement combien il existe de valeurs a
et δ au dessous de $P: ' %

VI. # = — P, Ρ = 4μ + 1, A = ̂ ^ = — ~.
TTJT ^

Les lettres a et b ont la meme signification que dans le second cas, et A
et B designent respeetivement les nombres des valeurs a et b qui sout
inferieures 2 P. On a encore dans ce sixieme eas, en designant par
A1 et B1 les nombres des valeurs a et δ au dessous de \P^ a et b ayaut
le meine sens que dans le premier cas:

h =
VII. U =

Les lettres α et δ ont la meme signification que dans le troisieme cas et
A et B designent respeetivement les nombres des valeurs a et b moindres
que 4P. On a encore dans ce septieme cas, en designant par A! et B1

les nombres des valeurs a et δ, comprlses entre |P et J-P, α et δ ayant
le meme sens que dans le premier cas:

== 2 (A'— B -
VIIL D = -2P, P - ,

ou α et δ ont le meme sens que dans le quatrieme cas? et A et B de-
signent les nombres des valeurs α et δ qui tombent au dessous du 4P.
On a encore, si conservant aux lettres α et δ la meme significalion que
dans le premier cas, Γόη designe par A1^ B1; A!1^ B" les nombres des
valeurs α et δ qui sont contenues dans les deux intervalles compris entre
0 et -J P, $P et -|P:

= 2 (A* — B'~ A" + B11}.

II nous reste presenter quelques remarques sur les resultats qui
viennent d'elre enonees. Pour parier d'abord des quatre premiers cas>
npus devons dire que les expressions qui s'y rapportent quoique tres simples,
ne sont pas soos la forme qui en montpe la veritable signification. Pour
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leur donner cette forme, nous nous occuperons specialement du premier de
ces cas. Les trois autres donnent Heu a des remarques entierement sem-
hlables. Soit χ une indeterminee et considerons les deux produits

II est evident qu'en posant

ep Ux— ep

le polynome X ne sera autre cliose que le premier membre de l'equation
que Γόη obtient en delivrant l'equation binonie xp — l — 0 de ses racines
non- primitives. II est facile de conelure de la que poura? = l, on a

X = l ou X = P
suivant que le nombre des facteurs simples p, p', p", .... de P est supe-
rieur ou egal Fuiiite. (Le cas o Γόη auraitPsl, est exclu, le deter-
minant etant un carre dans ee cas.)

On a donc suivant les deux cas qui viennent d'etre distingues,

Π (l —^^0(1 — e^1) = l ou = P-
On a aussi

et si Γόη observe que les valeurs α et δ sont en nombre egal, que la
suite des valeurs a renferme toujours avec un nombre a son complement
P — a, et qu'il en est de meme de celle des valeurs δ, on en conclura

et par suite en ayant egard a une equation precedente,

ou = -£Ϊΐ(ί—«
TT . απΠ sin —

suivaut les deux cas deja distiugues. La deterniinatron de A depeiid donc

( 2 b rc .\
l — e* ). Or il resulte d'un theoreme cannu du a Mr. Gaufo

ei qu'il est facile d'etendre au nombre compose P, que le polynome
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f — i\
I\\x — ep ) est toujours de la forme i(F+Z/"P), F et Z etant des
polynomes a coefficients enders. En designant doae par YL et Z0 les va-
leurs que Υ et Z prennent pour # = l , et passaut des logarithmes aux
nombres, Fequation qui determine h, devieudra

suivanl que le nombre des facteurs simples de P est superieur ou egal a
l'unite. Sous cette forme les resultats qui se rapportent a un determinant
positif, parailront bien remarquables, s'il est vrai, comme l'a dit un illustre
geouietre, que Tinteret que presentent les recherehes arithmetiques ait s
souree non-seulement dans la difficulte de la matiere, mais surtout dans les
rapports intimes que les recherches de ce genre devoilent entre des theo·
ries entre lesquelles OB ne soup^onnerait aucutie connexion.

Quant au calcul des polynomes Υ et Z, il peut se faire, soit par
la methode de Mr. Gaufs, soit par un moyen dont Legendre a fait usage et
qui est fonde sur les relations connues qui existent entre les coeffieients
d'une equation et les sommes des puissances semblables de ses raeines. II
est facile de voir qu'a Taide de ces relations ou peut obtenir successive-
ment tous les coefficients d'une equation lorsque les sommes des puissances
de ses raeines sont connues, comme celaarrive ici, la somme des puissances
f/1wmes (jes

» 0,
resultant saus difficulte de la formale (1) du S· precedent

On trouve ainsi, en supposant par exemple P==3.11?
F =
Z = ^0+

et par suite

Comme Γόη a aussi (~)=t, Texpression (Y| + f l P ) ^ deviendra
(23 + 4^33)'. On a d'un autre cote T+ UfP — 23 + 4|Τ33, d'o il
suit h «s 2, ce qui est exact, les formes qui repondent au determinant 33,
etant x1 — 33y% 33#2 — y2. Poar donner un exemple du cas o P se

46, Z, == 8.

~ Y| + l V < P^
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reduit a un noinbre premier, soit P == 17; 011 irouve alors Υλ β 34, ZL = 8,

et Fexpression p^)4^ deviendra (4 + /Ί7)2 = 33 + 8^17
ce qui est la premiere puissance de T+ 17 /"P = 33 + 8 /"17, comme cela
doit etre, puisque pour le determinant 17 il n'existe que la seule forme

Les expressions de A, relatives atix deierminants negatifs, n'ont be-
soin d'aucune explication. Nous ajouterons seulement que pour ua cas
particulier qui se rapporte au D°. V., le resultat avait dej ete indique par
Mr. Jacobi. (Voir ce Journal Tome IX.)

Nous terminerons ce memoire en indiquant une application que
F n peut faire des expressions de A, dans le cas des determinants ne-
gatifo. On sait que lorsqu'un entier k peut etre decompose en trois car-
res, ou en d'autres termes lorsque Fequation ^2 + y2 + ^2 = k est pos-
sible, le nombre de ses Solutions depend du noinbre des fonnes dont le
determinant est — k. Les theoremes qui fixent cette dependance, ontd'abord
ete decouverts par Legendre dans les cas les plus simples et par voie
d'induction. Mr. Gau les a ensuite demontres d'une nianiere generale et
tres ingenieuse daus la 5 ίέωβ section de son ouvrage. II est evident qu'il
suf t de comparer les theoremes dont ii s'agit, avec les resultats aux-
quels nous sommes parvenus dans ce §. et dans le §. 8., pour en con-
clure par la simple elimination du nombre des formes quadratiques, qui
entre dans les uns et dans les autres, de nouvelles expressions pour le
iiombre des Solutions de Fequation o?2 + y2 + s?7=:^? expressions qui ne
renfermeront plus rien qui soit relatif aux formes quadratiques. | Je me bor-
nerai ici a cette seule remarque et je n'entreprendrai pas quant a present
Fenumeration de ces nouveaux theoreines; ces details seront mieux pla-
ces dans un autre memoire dans lequel je chercberai etablir les resul-
tats dont il s'agit d'une maniere directe et saus y faire concourir les deux
theories dont je viens de parier.
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