Il teorema d’Abel sulle superficie algebriche ™.

(Di Francrsco Severiy, a Parma.)

Il

4 noto che il concetto d’integrale abeliano, che ha un ufficio cosl im-
portante nella teoria delle funzioni algebriche di una variabile, & stato tra-
sportato in due modi nel campo delle funzioni algebriche di due variabili:
da un lato, con Creescnt e NotnEr, si sono considerati gl’integrali doppi di
prima specie, e con Picarp (molto pil recentemente; gl'integrali doppi di se-
conda specie; da un altro lato, si sono considerati, collo stesso sig. Picarp,
glintegrali di differenziali totali o integrali semplici (delle tre specie), che
ormai, giustamente, a ricordo delle belle ricerche dell’eminente geometra fran-
cese, si chiamano infegrali di Picarp.

Ma mentre pochi sono per ora i legami tra glintegrali doppi e la geo-
metria sulla superficie algebrica, immagine della funzione (**), numerosi si
sono fatti, specialmente in questi ultimi mesi, i legami tra le proprietd tra-
scendenti degl’integrali di Picarp, e le proprietd geometriche dei sistemi li-
neari di curve, tracciati sopra la superficie.

Questi risultati, di cui discorrerd diffusamente pit tardi, hanno posto in
luce che, prendendo come analoghi degl’integrali abeliani, gl'integrali di Picaro,
il genere dell’ente algebrico oct viene ad avere per analogo I'irregolarity
Pg — Pa (ciod la differenza tra il genere geomelrico ed il gemere aritmelico)
dell’ente oo, Cosicche, da questo punto di vista, le superficie regolari

(*) Un riassunto dei principali risultati di questa Memoria, & gia apparso nei Comptes
rendus, sotto lo stesso titolo: Le théoréme & Abel sur les surfaces algébriques (3 avril 1903).

(**) 1 noto che il numero degli integrali doppi di 1. specie, tra loro indipendenti,
uguaglia il genere geometrico della superficie. Soltanto da poco il sig, Picann ha trovato
un legame tra il numero degl’integrali doppi distinti di 2.% specie ¢ i caratteri geometrici
della superfieie: questo numero si esprime mediante Pinvarianie di ZvuvrneN-Seere, 1'ie-
regolarita py — pe della superficie, e il numero dei sistemi continuai che costituiscono I1a Lase,
Questo risultato dovrd condurre ad altre importanii proprieta delle superficie algebriche!
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(py==pa) vengono ad essere analoghe alle curve razionali; e come queste
ultime son carafterizzate dal fatto di non contenere sistemi continui com-
pleti, non lineari, di gruppi di punti; cosi le prime son caratterizzate dalla
mancanza di sistemi continui completi, non lineari, di curve algebriche.

Si presenta allora naturale V'estensione del teorema d’ApEr, che esprime
la pitt importante proprieth degl’integrali abeliani.

Sopra una curva di genere p>>0, il teorema d’ABeL da la condizione
necessaria e sufficiente, affinché un sistema continuo di gruppi di punti ap-
partenga ad una serie lineare (ciot sia costituito da gruppi di livello costante
di una data funzione razionale dell’ente). Dunque, dal punto di vista da cui
ci poniamo, la questione analoga sulle superficie pud presentarsi cosi: « As-
« segnare una condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema continuo
« di curve algebriche, sopra una superficie d’irregolarita p, — p, > 0, sia con-
« tenuto totalmente in un sistema lineare (*). »

Orbene, in questo Javoro io dimostro che la condizione wichiesta ¢ che
rimangano costanti, per une variazione continua di due curve del sistema, le
somme deglintegrali di Picarp della 1.2 specie, appartenenti alla superficie,
nei punti comuni alle due curve variabili.

E questa proposizione ch’io chiamo il primo teorema d’Aspen sulle su-
perficie (**).

Successivamente trasformo il teorema, rendendolo pill espressivo e pil
utile nelle applicazioni.

Nel n.° 8 di- questo lavoro deduco, dal 1.° teorema d’AsEyn, che una su-
perficie algebrica di generi, geowetrico e aritmetico, pgy, Pa, possiede Py — pa.
inlegrali semplici di 1.% specie; e 2 (pg — pa) infegrali di 2.% specie.

Questo teorema, che trovasi enunciato con un’esposizione sommaria della
dimostrazione (diversa da quella che si legge al n.° 8 della presente Me-
moria}, in una Nota del sig. Castersvovo (Comptes rendus, 23 janvier 1905),

#) Veramente il teorema d’ABer da di pia la condizione perché due gruppi di un ugual
numero di punti {cioé¢ appartenenti ad un medesimo sistema coniinuo), sieno tra loro equi-
ealenti. Sicehé, sulle superficie, converrebhe proporsi di ricercare la condizione affinehé sieno
equivalenti dué curve di un medesimo sistems continuo; ma di questa maggiore deter-
minazione della guestione, mi oceupero in un altro lavoro.

{(¥¥) Non mancano estensioni del teorema ’ABEr in altre direzioni; cosi in Humsrrt
(Sur le théoreme d'Abel et quelques unes de ses applicalions a la Géomélrie, Journal de
Math. 1889), trovasi un’estensione del teorema agl’integrali doppi, ed anche agl’integrali
di differenziali totali (ma in una direzione diversa dalla nostra).
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& il risultato complessivo di varie ricerche, che si sono succedute rapidamente
in questi ultimi tempi.

In una Nota inserita nel settembre del 1904 tra i Rendiconti dei Lincei, io
ho dimostrato che « ogni superficic la quale possegga integrali (traseendenti)
« della 2. specie (in particolare di 1.7), ciod che abbia Pordine di counes-
« sione lineare p, > 1, & irregolare (p, > p,) » (*).

Questo teorema ha stabilito un primo legame qualitativo tra Pesistenza
d'integrali di Picarp della 2. specie ¢ Virregolarita della superficie.

Ma nella stessa Nota 10 ho dato la disuguaglianza

¥ g =Py Pay (1)

ove 7, ¢ denotano i numeri degl'integrali indipendenti della 2." ¢ della
1." specie appartenenti alla superficie di generi pgy, pa.
Questa disuguaglianza, combinata coll’altra

r=2gq, (2)

che si otticne con facilitdh (**), ¢ che del resto & stata da tempo rilevata
esplicitamente, p. es. dal sig. Prearp (*¥¥*), da gih:

9=p;—7ra (3), 1 =2(py—pa) (4.

Il sig. Exriques, dimostrando poco dopo (Rend. delle K. Ace. di DBo-
logna, decembre 1904) I'importante teorema che « sopra una superficie ogni
« sistema algebrico completo di curve (algebriche), ha la serie caratteri-
« stica (****) completa », ne deduceva la caratterizzazione geometrica delle
superfieie irregolari; stabiliva ciod che ogni tal superficie & caratterizzata dalla
presenza di sistemi continui non lineari.

Da cid, in base al teorema che « sopra una superficie priva d’integrali
« finiti di Prcarp, ogni sistema algebrico completo & lineare », teorema dimo-

(*) Un lavoro pitt ampio attorno a questo teorema, ha gia preso da vari mesi il suo
turno di stampa pel Mathematische Annalen. — Il caso di una superficie dotata di p in-
tagrali semplici a 2 p periodi, era stato trattato dal sig. Exriours (Annales de Toulouse, 1001},
— Vedi pure la mia Nota, Osservazioni sui sistemi continui.,, (Atti della R. Ace. di To-
rino, 1904).

(**) Vedi ad es. il n.° 3 della mia Nota, Sulla differenza tra i nuineri degl'integrali
di Procann ... (Atti della R. Ace. di Torino, 22 gennaio 1905).
%%y Journal de Math., 1885, pag. 335.
(*#%% Per la definizione di serie carateristica vedi il n.” 5 della presente Memoria.

Annali di Matematica, Serie III; tomo XIIL 8
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strato dal sig. HumserT in una bella Memoria del 1894 (Jowrnal de Math.)
(nella quale trovansi considerazioni che ricorrono frequentemente in lavori pilt
recenti), il sig. KExriques poteva dedurre l'inversione del teorema da me dato
in settembre. Restava cosl stabilito che ogni superficie irregolarc possiede in-
tegrali di Picarp della 1.* e della 2.% specie, ¢ quindi la disuguaglianza (1),
e le (3), (4), che ne derivano, venivano ad acquistare validitdh per futte le
superficie irregolari.
Nel gennaio decorso il sig. Prcarp ed io siamo giunti, per vie diverse,
all’uguaglianza
r—q=pg—Pa(*); (5)

ma per .ottenere il risultato definitivo mancava una disuguaglianza in senso
contrario, la quale permettesse di trasformare in uguaglianze le (3), (4). Il
sig. Casrensvovo potd fare quest’ultimo passo importante, e tutt’altro che age-
vole, merce I'introduzione e I'uso ingegnoso del gruppo permutabile di tra-
sformazioni birazionali, che mutano tra loro i sistemi lineari di un- sistema
continuo completo, di curve algebriche (**).

Nel n.° 8 di questa Memoria il lettore vedrd come la disuguaglianza del
sig. CasteLyvovo, possa stabilirsi pure coll’aiuto del primo teorema d’AsgL.

Ho citato poc’anzi il sig. Prcarp, a proposito della relazione (5): debbo
aggiungere che in una Nota inserita nello stesso numero dei Comptes rendus,
in cui trovasi un riassunto del presente lavoro (3 aprile 1905), egli, conti-
nuando nello stesso ordine di idee svolto nella Nota citata del 16 gennaio,
accenna ad un’altra via per arrivarc alle uguaglianze

¢=pg—Pay r=2(pg—pal-

It metodo del sig. Pioarp ha un indirizzo cempletamente diverso da
quello del sig. CasteLzvovo e dal mio: assunta come immagine proiettiva
dell’ente oo%, una superficie I’ d’ordine m, le cui sezioni piane appartengano
ad un sistema lineare regolare, 'irregolarith della F' entra negli sviluppi del
sig. Picarp, mediante la deficienza della serie staccata sopra una sezione piana
generica, dalle superficie aggiunte d’ordine m — 3; dopo ¢id tutto procede

{*) Vedile Note dei sigg. Prcarp ed Exriques inserite nei Comples rendus del 16 gen-
naio; nonché la mia Nota citata di Torino, Sulla differenza tra @ numeri deglintegrali . ..

{(**) |1l sig. CasrriNuovo ha sviluppato diffusamente Ia sua dimosirazione nella Nota,
Sugli integrali semplict appartenenti ad una superficie irregolare (Rendiconti dei Lincei,
maggio-giugno 1903)] (9 agosto 1903).
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coll’uso sistematico dell’equazione differenziale lineare E, di cui il sig. Picarp
profittd costantemente e in un modo cosl mirabile, nella sua teoria delle fun-
zioni algebriche di due variabili, fin da quando stabilt il teorema fondamen-
tale che « il numero degli mtegra} distinti di 2.* specie, uguaglia il numero
« dei loro periodi. »

Sinora ho parlato del primo teorema d’Aper sulle superficie. Cid perche,
considerando 1] teorema d’Amer sulle curve di genere >> 0 come csprimente
una condizione affinché un’involuzione di gruppi di punti, sia lineare, si pre-
senta, sopra le superficie irregolari, la questione di « ricercare quand’é che
« una data involuzione di gruppi di punti, & regolare. »

Il secondo teorema d’AsEr, di cuil tratto nella 2." parte di questo lavoro,
afferma appunto che la condizione necessaria e sufficiente perché un’involu-
zione di gruppi di punti, data sopra una superficie, sia regolare, ¢ che le
somme degl’integrali finiti di Picarp, appartenenti alla superficie, nei punti
di un gruppo dell’involuzione, rimangano costanti al variare continuo di
questo gruppo.

Si deduce, dal 2.° teorema d’ABern, che sopra wuna superficie, priva di
fasci irrazionali, ogni involuzione di una serie continua ¢ regolare.

Ma tuttavia la portata del 2.° teorcma d’AserL & inferiore alla portata
del 1.°: basta a provarlo il fatto che, sopra una superficie irregolare, & ec-
cezionale l'esistenza di involuzioni mevo}arr mentre vi esistono sempre si-
stemi completi non lineari, di curve agebmche.

§ 1. In priMO TEOREMA D'ABEL E ALCUNE SUE APPLICAZIONL

1. Un lemma sopra le serie oo' di gruppi di punti appartenenti ad
una curva algebrica. Per ragioni di chiarezza giova staccare dalla dimostra-
zione del 1. teorema d’ABEL alcune questioni accessorie, che, del resto, sono
gia interessanti di per sé. Di tali questioni intendiamo appunto occuparci in
questo numero e nel successivo.

Trorema 1. Sopra una curva algebrica (irriducibile) T, si abbia una serie
algebrica oot (irriducibile) = di grupps di v punti, tale che Uinsieme degli n
gruppi di L che passano per un punto x variabile su T' (inclusovi il punto x
contato n volte), si muova entro una serie lineare (A’ordine nv): allora tutts

\

i gruppt di S appartengono ad una medesima serie lineare (d’ordine v).
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Fissiamo infatti l'attenzione sopra un gruppo G=(x,a,...2,) del si-
stema 3, e, detto » un integrale abeliano di 1.* specie, appartenente a T,
formiamo la somma u (x,) -+ @ (@) + - - - 4+ u ().

Se entro alla superficie di Riemasx T, il punto z, di G descrive il ciclo
lincare o, partendo dalla posizione iniziale fissata e ritornandovi, tra gli n
gruppi di 2 che passano per z, si produrra una certa permutazione, si che,
in generale, a circolazione avvenuta, il gruppo G si sard mutato in un altro
di tali gruppi. Ma & certo che se x, descrive n! volte il ciclo o, dopo un
certo numero s di circolazioni o (m essendo un divisore di »!) s’incontra
la sostituzione identica, sicché anche la circolazione n!e non produrra al-
cuna permutazione tra i gruppi suddetti.

Ne deriva che, dopo tale ecircolazione, la somma u(z,) + - -+ + u ()
sard aumentata di una combinazione lineare a coefficienti inferi dei periodi,
perchd si & prodotta — al pit — una permutazione tra i punti @, z,...x,.
Se ora il ciclo ¢ si deforma con continuitd, assumendo una qualunque delle
forme ad esso equivalenti, I'incremento della somma u () + - - - -+ u (x,) per
la circolazione n! s, dovrad variare con continuith; e poiché i coefficienti dei
periedi, che sono le sole quantitdh variabili durante questa deformazione, deb-
bono mantenersi interi, si conclude che Pincremento stesso dovrd rimanere
costante.

In tal modo ad ogni ciclo @, che abbia lorigine e il termine in un
punto z; del gruppo G, viene associato un -incremento della somma
u(x,) -+ -+ u(x,), il quale pud bensi dipendere dalla posizione del punto x;
entro a G, ma non muta se si sostituisce a o un ciclo equivalente.

Si pud ora far variare con coniinuitd il gruppo ‘G, a partire dalla po-
sizione iniziale fissata e ritornandovi, di guisa che il punto x,, p. es.,
vada nel posto di uno qualunque dei punti rimanenti z,...z,. Conside-
rando sopra la superficie di Riemaxy I' una famiglia di cicli equivalenti o,
definiti in modo ben determinato, p. es. rispetto ai tagli normali, se ne
vileva che l'ineremento della somma u (r,) -+ .- - u(r,), associato ad un
ciclo ¢ che passi per x,, & uguale all’incremento associato ad un ciclo ¢
che passi per x; (1 ==2,..., v), perche, nella variazionc continua di @, quel-
'incremento non pud variare, sempre a causa del suo particolar legame coi
periodi.

Dunque, allorquando un punto del gruppo (z, x,...x,) traversa n! volte,
col medosimo cammino, un determinato taglio normale, ritornando alla posi-
zione di partenza, la somma w(r,) + --- 4 u(x,) subisce un incremento in-
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dipendente dalla posizione iniziale del gruppo e dalla scelta entro al gruppo
stesso, del punto che si fa circolare.

Vediamo ora a quale conclusione pill precisa conduca ['ipotesi che l'in-
sieme dei gruppi di = uscenti dal punto variabile su T, si muova entro una
serie lineare d'ordine nv.

Rappresentando i gruppi di 2 coi punti di un’altra curva algebrica C,
verremo ad avere tra I' e C una corrispondenza (v, n). Quando il punto y
che rappresenta il gruppo (ayx,...2,), descrive »! -volte un ciclo 7, i punti
non si permutano tra loro, cosi che il punto x,, ad es., descrive un ciclo a,
ritornando alla posizione di partenza. Se, dunque, « & !'incremento di
% («¢,) + - - - 4 u x,) quando =, descrive il ciclo n! o, per la stessa circola-
zione n! o la somma U dei valori di » nei punti di tutti i gruppi di X, che
escono da z,, aumenterd di »na.

Non pud quindi essere a==0, perché altrimenti la somma U non re-
sterebbe costante per la circolazione n!o: contrariamente al teorema di
ABEL.

Si conclude pertanto -che la sommwa u(x,) -+ - + u (x,) & funzione uni-
forme, dovunque finita, del punto y; e quindi che, al variare continuo di y,
essa rimane costante. In forza della sufficienza della condizione data dal teo-
rema d'ABer, cid significa che il gruppo (z,....r, varia in una serie li-
neare, ¢. d. d.

2. Lemma sulle corrispondenze a valenza zero tra una curva ed una
superficie. Tra i punti di una curva algebrica I' ed i punti di una superficie
algebrica F, s’'immagini una corrispondenza algebrica, che associ ad ogni
punto & di I', tutti i punti di una curva algebrica C di F, in guisa che, al
variare del punto £, la C descriva un sistema algebrico oo! (irriducibile) S,
di grado n e indice v.

Ogni curva C proverrd da k(= 1) punti di I'; cosl che, al variare di C
entro ad S, questi k punti descriveranno su I' un’involuzione di grado %, ¢
le v curve di S uscenti da un punto di F, saranno rappresentate su I' da un
gruppo di # = kv punti. Il sistema 3 di questi oo® gruppi di »' punti, sard
birazionalmente identico ad F' o ad un'involuzione ivi esistente, secondo che
le v curve di S passanti pel punto generico z di F, non passano o passano
di conseguenza per altri punti della superficie, variabili con x. Se il sistema 8
& composto con un’involuzione di grado /(= 1), per due punti generici di T’

, n C g e - . N v g ,
passeranno v’ = - gruppi di Y; ciog il sistema 3 avra l'indice »'.
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Come naturale estensione delle corrispondenze a valenza zero tra due
curve (*), possiamo definire le corrispondenze o valenza zero tra wna curva
ed una superficie.

Data una corrispondenza, che faceia passare dai punti di T' ai punti
di F, diremo che essa & a valenza zero, quando le curve C omologhe dei
punti di T, appartengono ad un medesimo sistema lineare; e diremo che ¢
a valenza zero la corrispondenza (inversa della precedente), che fa passare
dai punti di I a quelli di T, allorquando appartengono ad una medesima
serie lineare, i gruppi di X, omologhi-dei punti di F.

Premesse queste definizioni, passiamo a dimostrare il

Trorema II. Tra una curva T ed una superficie F' una corrispondenza
che sia a valenza zero in un senso, lo ¢ pure nel senso opposto.

Supposto infatti che le C, di cui sopra, appartengano ad un medesimo
sistema lineare | C'|, prendiamo come immagine di F' una superficie I’ (sem-
plice o multipla), le cui sezioni iperpiane sieno immagini de] sistema |C|;
e diciamo S' il sistema degli oo! iperpiani corrispondenti proiettivamente
alle C del sistema S.

Per un punto di F' passano v iperpiani di S': e poiché la F' nou fa
parte dell’inviluppo del sistema S’ (ch& altrimenti ogni iperpiano di S’ toc-
cherebbe la F’ in infiniti punti), si conclude che per ogni punto dello spazio
passano » iperpiani di S (**), ciod che gli oo® gruppi di v iperpiani uscenti
dai punti di F', appartengono alla serie lineare, d’ordine », staccata entro
all'ente S’ dai punti dello spazio. E siccome il sistema S’ & birazionalmente
identico alla curva I' (o ad un'involuzione ivi esistente, se &k >>1), i gruppi
del sistema X dovranno appartenere ad una medesima serie lineare.

Suppongasi, viceversa, che i gruppi di 3 appartengano ad una medesima
serie lineare g,, e si prenda come immagine della curva I', una curva I’
(semplice o wmultipla), le eui sezioni iperpiane sieno immagini dei gruppi
di ¢gn. Ai gruppi di 2 verranno a corrispondere proiettivamente oo® iperpiani
costituenti un sistema X', tale che per due punti generici di T'" passeranno v’
iperpiani del sistema.

{*) Vediad es. la mia Memoria, Siile corrispondenze fra ¢ punti di una curva alyebricu
e sopra certe classi di superficic (Memorie della R, Ace. di Torino, (2), t. B3, 1003); n.° 14.

(*¥*) Questa considerazione che torna utile spesso (sotto forme pit o meno ditferenti),
& dovuta al sig. Sgere. Vedi la sua Introdusione alie geometria sopra un enle algebrico
semplicemente infinito (Annali di Matematica, 1801), n.° 23, ‘
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Si vede, in primo luogo, che il sistema degli oot iperpiani di £’ uscenti
da un punto generico di I'’y & di classe » (per la solita considerazione di
Seere); e, in secondo luogo, che & di classe » il sistema degli infiniti iper-
piani di £’ che escono da un punto generico dello spazio. Onde, entro al-
Vente 3, il sistema delle varieta oo sfaccale dai singoli punti di ['', appar-
tiene totalmente al sistema lineare di tutte le varieth oc!, di wugual classe,
stacecate dai singoli punti dello spazio. Tenendo conto del fatto che 3" & bi-
razionalmente identico alla superficie F' (0o ad un’involuzione ivi esistente,
se I >1), si conclude che le curve C appartengono ad un medesimo sistema
lineare.

Osservazione. 1l concetto di valenza nulla e il relativo teorema 1I, si
estendono subito alle corrispondenze tra wna curva ed una varielt algebrica
di dimensione qualungue.

Da tale estensione discende p. e. il

CoroLrarto. Sopra una varietd algebrica a k dimensioni V, una varietd
razionale oot di My_, ¢ sempre contenuta totalmente in un sistema lineare (*).

Basta percid rappresentare le My, coi punti di una curva razionale 1';
osservare che sopra T' tutti i gruppi di un ugual numero di punti, apparten-
gono ad-una medesima serie lineare; ed applicare il teorema II esteso.

3. Il primo teorema d’ Abel sulle superficie. Passiamo ora a dimo-
strare quello che io ho chiamato il primo teorema d’Amen sulle superficie.
Eccone I'enunciato :

Trorema III. Sieno I, 1,...1, glintegrali semplici di 1.2 specie (tra
loro indipendenti), che appariengono ad una superficie algebrica F; e sieno
By Xy .. T 1 punti comuni a due curve algebriche, tracciate sulla superficie,
e variabili con continuity entro una medesima serie algebrica S: allora, la
condizione necessaria e sufficiente affinché questa serie sia contenuia totalmente
n un sistema lineare, & che le somme

In(@) + -+ Inlza), (h=1,.., q),
restino costanti.
La necessita della condizione & un’ovvia conseguenza dell’ordinario teo-
rema d’Aeer. Invero, se il dato sistema S appartiene totalmente ad un si-
stema lineare, gl'infiniti gruppi segati sopra una curva C di S, dalle altre C

(*) Cfr. Exriques, Ui'osservazione relativa alla rappresentazione paramelrica delle
curve algebriche (Rendiconti di Palermo, 1898).
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del sistema, appartengono ad una medesima serie lineare; e quindi la somma
dei valori di un integrale abeliano di 1.* specie disteso sulla C, nei punti di
uno di questi gruppi, resta costante al variare continuo di tal gruppo. Cid
accade in particolare della somma dei valori di un integrale Jj, perché que-
st’integrale di luogo sulla C fissata, ad un integrale abeliano (riducibile).

Passiamo a stabilire la sufficienza della condizione.

Senza alcuna restrizione possiamo supporre che il sistema S sia oo! (e
irriducibile). Ne indicheremo con » l'indice; e, per evitare complicazioni di
forma, supporremo dapprima che 1l sistema S sia semplice, ecioé che le »
curve C di S uscenti da un punto generico x di F', non passino in conse-
guenza per altri punti di F, variabili con z.

Rappresentati birazionalmente gli elementi (curve) di S coi punti di una
curva algebrica piana

su I verremo ad avere al solito oc? grappi di v punti (immagini dei gruppi
di carve C uscenti dai punti di I} costituenti un sistema X, d’indice n. Tale
sistema sard birazionalmente identico ad F'; onde, detto u un integrale abe-
liano di 1.% specie, appartenente a I, la somma u (§,) 4 - - - -+ u (Z,), relativa
ai v punti £,...%, che corrispondono al punto z di I7, si trasformera in un
integrale finito di Picarp, J, appartenente ad F (*).

Sicche, se x assume successivamente le posizioni x,, @;,..., &n, in modo
che il gruppo (£, %,...&,) assuma successivamente le posizioni:

iy

(B 8 8V, (B E . 80,y (EE.. 8D,

<

ove sarh ad es. &, =¢\=...==%, {h=¢,= .- =% (¢, £, denotando
i punti immagini di due C che s’intersechino secondo il gruppo z,...xx), la
somma

risulterda uguale ad

e quindi (per I'ipotesi da cui partiamo) rimarrd costante, al variare continuo
dei punti £, Z',.

{*) Questa feconda considerazione & dovuta al sig. HuMBERT: Sur quelques points de
la théorie des courbes et des surfaces algébriques (Journal de Math., (4), t. X, 1894).
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In virth dell’ordinario teorema d’Arer, se ne deduce che I'insieme dei
gruppi di X uscenti da due punti variabili su U, varia entro una serie li-
neare (d’ordine # »).

Applicando il teorema I, si trae da cid che gli co' gruppi di X uscenti
da un punto fissato di I', appartengono ad una medesima serie lineare; e
poiché le serie lineari complete che si ottengono a partire da due punti di-
versi di ', contengono entrambe gli » gruppi di 3 che escono da questi punti,
esse dovranno coincidere: ciod tufti ¢ gruppi di X apparierranno ad una
medesima serie lineare.

La corrispondenza tra F' e I' & percid a valenza zero, e quindi (teo-
rema II) le curve C apparterranno ad un medesimo sistema lineare.

Si & supposto fin qui che il sistema S sia semplice. Se, al contrario, S
¢ composto con un’involuzione di grado I, rappresentando i gruppi di questa
coi punti di una nuova superficie F'', avremo tra F, F’ una corrispondenza
({, 1), che fard passare dal sistema S ad un sistema semplice S’ di curve C'.

Dicast J’ un integrale finito di Prcarp appartenente ad F'': mediante la
sostituzione razionale che lega le coordinate del punto 2’ di ¥, alle coordi-
nate del punto x di F, I'integrale J'(2') si muta in un integrale di 1.* specie
J (x), che appartiene ad F' ed assume lo stesso valore, J' (%'}, in tutti gli /
punti z corrispondenti ad x. Sicché l'ipotesi che sieno costanti le somme
In(z) + - -+ + In(xa), si traduce in cid: che, dicendo

’ ’ ’ n
xixg-.-xm(m:’z*)

i punti comuni a due curve C', ed J' un integrale qualunque di 1." specie
appartenente ad F'', la somma ! U, ove si & posto

U=J @)+ +J (#'n)
rimane costante, al variare continuo delle due C'.

Se ora si fanno variare con continuitd le due €7, ritornando in fine alle
posizioni iniziali, e s’indica con @ 'incremento di U dopo questa cireola-
zione, sard [ a l'incremento corrispondente di I U; e poicht e =0, dovrd
essere a =10: ciot la somma U sard funzione wniforme, ovunque finita, del
gruppo (', &'s .« T'm).

Si conclude pertanto che U==cost.,, e quindi, pel ragionamecnto prece-
dente, che le curve C appartengono ad un medesimo sistema lincare | C'|.

Ne deriva che le C appartengono al sistema lineare trasformato di | C'|.

Annali di Matematica, Serie I1I, tomo X]I, 9
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Osservaziose. In particolare, quando la F' sia priva di integrali finiti di
Picarp, la condizione richiesta dal teorema III & senz’altro soddisfatta, e si
ha il teorema di Humserr (*):

Sopra una superficie priva di integrali finiti di Picarp, ogni sistema
algebrico (irriducibile) di curve algebriche, & contenulo tolalmente in un si-
stema lineare.

4. Un legame trascendente fra tre curve di un medesimo sistema con-
tinuo. Al teorema d’AsEn ora dimostrato, si posson dare altre forme, che lo
rendono pill espressivo e pilt utile. Una di queste forme si ottiene mediante
P'applicazione del seguente

Trorema IV. Sieno C, C,, C,, tre curve algebriche di un medesimo si-
stema continuo S, appartenente ad una superficie F. Allora, se le C,, C,
restano fisse ¢ la C varia con continuity entro al sistema, la differenza tra
le somme dei valori di un integrale di 1.% specie nei punti dei gruppe (C C),
(C C,) (**), st mantiene costante.

Supposto, com’® lecito, che il sistema S sia oo* (irriducibile), di grado »
e indice v, ricorriamo alla solita rappresentazione delle curve di S coi punti
della curva piana I'. Detti (2, 2, ... x,) i punti del gruppo (C C)), (ary Lo .. Tn)
i punti del gruppo (CC;), ed I un integrale qualunque di 1.* specie, appar-
tenente ad F, formiamo I'espressione

@)+ (@) + - -+ I (xa) — I (@) — I (@) — - - - — 1 (7).

Al variare della sola curva C, questa differenza risulta evidentemente
uguale al valore di un certo integrale abeliano (di 1.” specie) della curva T,
nel punto & che corrisponde a (; onde avremo:

T@)+ 1)+ + @) —I@) — - —I(@)= |
=hw (&) + e e (8) 7, ?

ove %, Us,..., Uz SONO 1 = integrali normali di 1.* specie appartenenti a T,
e le 2 son costanti.

Facendo circolare £ in modo che ‘traversi il taglio che corrisponde al pe-
riodo 1 di %,, il primo membro aumenta di una combinazione lineare a coef-
ficienti inter dei periodi di I; mentre il 2.° membro aumenta di 1,. Sicche 7,

(h

(*) Loe. citato,
(*#¥) Con (C.C)) si rappresenta il gruppo dei punti comuni alle curve C, C,.
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risulta uguale ad una combinazione lineare a coefficienti interi dei periodi di I;
e analoghe espressioni si hanno per 2;... 7.

Se ora facciamo variare con continuitd una delle C,, C,, o entrambe,
le X variano con continuitd; e siccome nelle espressioni delle 2., 7;,..., 7»
le sole quantith che a priori risultino dipendenti dalla posizione delle C,, C,,
sono 1 coefficienti interi delle combinazioni lineari, si conclude che le 7,,
Asy..., = sl mantengono costanti (mentre A pud effettivamente variare).

Sieche l'integrale

q;(_%'):::'xg %, (5) + PPN + }u,r‘ufg (E),

risulta indipendente dalla posizione delle C,, C, entro al sistema 8.
Facendo tendere con continuitd la curva C, alla C,, ¢ tenendo fissa la
C, il gruppo (#,%,...%,) tenderd ad (%, %, . .. 2,); sicchd, per un’opportuna
scelta del cammino che porta C, in C,, il 1.° membro della relazione (1) ten-
derd a zero, mentre nel 2.° membro variera soltanto 1, tendendo ad un certo
Hmite 7,.
Al limite avremo dunque:

Tty (8) 4 -+ o 4 Tt (8) 4 Do =0

E poiche tale relazione vale per qualunque posizione della curva C entro
ad S, cioé per qualunque posizione del punto & sulla I, e d’altra parte gli
integrali u, 4,...ux sono linearmente indipendenti, si conclude che le 2 son
tutte nulle. La (1) riducesi percid alla

I) + -+ T — I (%) — - - “I(‘”{t):%
la quale dimostra il teorema.

5. Una seconda forma del teorema  d’ Abel. Avendosi sopra una su-
perficie F' un sistema continuo di curve C, per serie caratieristica di una
curva generica del sistema, §’'intende la serie lineare di gruppi di punti se-
gati sulla curva fissata, dalle C che sono infinitamente prossime ad essa (*).

Chiameremo, per brevith, somme caratteristiche relative ad una C del
sistema S, le somme dei valori assunti dagli integrali di 1. spec’ié IL1,...1,
appartenenti ad ¥, nei punti di un gruppo catatteristico di C. Tali somme
risultano definite a meno di multipli dei periodi.

(*) Vedi la mia Nota, Osservazioni sui sistemi conlinui di curve appartenenti ad uno,
superficie algebrica (Atti della R, Acc. di Torino, 1904).
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Orbene, mediante la proposizione del numero precedente, il teorema di
AseL (n.° 8) si trasforma nel modo seguente :

TroreMa V. La condizione necessaria e sufficiente ajfinché le curve di un
sistema continuo tracciato sopra una superficie -algebrica, sieno tra loro equi-
valenti (cioé appartengano ad un medesimo sistema lineare), & che sieno uguali,
a meno di multipli dei periodi, le corrispondenti somme caratteristiche di due
curve qualunque del sistema.

La necessith della condizione essendo evidente, occupiamoci di stabilirne
la sufficienza.

Se C,, C, son due curve del sistema, e G,, G, due loro gruppi carat-
teristici, segando le C,, C;, una volta con una curva infinitamente prossima
a C,, e un’altra volta con una curva infinitamente prossima a C,, avremo
(teor. IV):

S@ —3(C, 0=k 3(C C)—%G=Fk (modd. periodi),

ove X Gy, 3(C, Cs),... indicano le somme dei valori assunti da un inte-
grale I di 1.* specie, nei punti dei gruppi @,, (C, ,),... Sommando membro
a membro, e ricordando l'ipotesi X G, =2 G,, si ottiene 2 k=0.

Ora, quando C, tende con continuita a C,, la k, essendo esprimibile me-
diante una combinazione lineare a coefficienti interi dei semiperiodi di Z, non
pud variare; e poiché quando C, coincide con C, si ha k=0, dovra risultare:

S G, =3(C, C)=2 G,.

Dunque al variare continuo delle curve C,, C,, rimane costante la £ (C, C,).

Cid prova che il sistema § appartiene totalmente ad un sistema lineare (teor. III).

6. Un criterio di equivalenza per due curve tracciate sopra una Su-
perficie. Prima di passare ad esporre una terza forma sotto cui pud presen-
tarsi il primo teorema d’ABEr, dimostreremo una proposizione che pud rie-
scire utile anche in altre circostanze.

Ecco di cosa si tratta:

Trorema VI. Se due curve C,, C, tracciate sopra una superficie F, se-
gano gruppi equivalenti sopra le curve A di un fascio irriducibile (razio-
nale o irrazionale), esse sono equivalenti o differiscono per curve del fascio.

Invero i gruppi equivalenti (4 C,), (4 C;) individuano sopra la curva A4
una serie lineare g¢i, che li congiunge. Al variare della A otteniamo una
semplice infinith di queste g}, . I loro gruppi si possono percid rappresentare
coi punti di una nuova superficie ®, la quale verrd a contenere un fascio 2’
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di curve razionali A’, immagini delle singole ¢!, . I gruppi segnati sulle
C,, C, dalle curve A del fascio dato X, verranno rappresentate dai punti di
due curve C',, C’,, unisecanti le A’.

Si pud ora costruire in infiniti modi (p. e. aggiungendo ad una delle
unisecanti note, un gruppo conveniente di curve A’) una terza unisecante D,
che non contenga come parte n¢ C’, ne C’;.

Mediante la corrispondenza (1, m) che si ha tra © ed F, alla D’ cor-
risponde su F' una curva D,.secante ciascuna A (fuori degli eventuali punti
bage) in un gruppo della relativa g;,; sicché mediante le terne di gruppi
segati dalle tre curve C,, C,, D sopra due qualunque A4, resta individuata
una proiettivitd tra le relative gi,.

Fissato un gruppo di una g%, gl'infiniti gruppi delle altre, omologhi al
gruppo fissato nelle suddette proiettivitd, riempiono una curva L, che, al va-
riare del gruppo entro la propria gi,, descrive un fascio lineare | L |, le cui
curve segnano sulle A4 (fuori dei punti base) i gruppi delle g¢;,. Al fa-
scio | L | appartengono come curve parziali o totali le C,, C;, Dj; ed & chiaro
che la differenza tra | L | ed una di queste curve non pud che equivalere ad
un insieme di curve A.

Si conclude che le C,, C, sono equivalenti o differiscono per curve del fascio.

Osservazions. Se il fascio dato é lineare e le curve C,, C, son dello
stesso ordine, la seconda alternativa dellenunciato & evidentemente impossibile.

7. La terza forma del teorema d’Abel. Premesso il teor. VI, consi-
deriamo ancora su F un sistema algebrico oo' S (non composto con un’in-
voluzione) di curve C, e (come al n. 3) rappresentiamo le C coi punti di
una curva piava I', conservando le stesse notazioni del n.° 3.

I gruppi di » curve C uscenti dal punto x variabile sopra una curva ir-
riducibile A4 della F, son rappresentati su I' da una oo! irriducibile, 7, di
gruppi (£,8,...8&).

Diciamo (x, 2, . ..%,) il gruppo dei punti segati sulla 4 dalla curva C va-
riabile entro ad S.

Poiché la somma dei valori di un integrale abeliano di 1.* specie u
della T, nei punti del gruppo (£,...%), corrispondente al punto x di 4, &
uguale (come abbiamo osservato al n.° 3) al valore assunto in x da un certo
integrale J, di 1.* specie, appartenente ad F'; se si ammette che la somma
dei valori assunti da un integrale finito della F nei punti @, ®s,..., Tm, Sl
mantenga costante al variare continuo del gruppo (C 4) (ciod al variare con-
tinuo della C), riprendendo il ragionamento del n.° 3, si perviene alla con-
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clusione che la somma dei valori assunti da « nei punti dei gruppi di. T, che
passano per un punto. di ', resta costante al variare continuo di questo punto.

Cid significa (in virtd dell’ordinario teorema d’AsEr), che Dinsieme dei
gruppi di T' uscenti da un punto £ variabile su I' (compresovi il punto £
contato m volte), varia ¢ntro una serie lineare (d’ordine m ).

Applicando il teor. I si conclude che i gruppi di T appartengono ad
una medesima serie lineare, ciod che la corrispondenza {m, v) tra i punti
di A ed i punti di I', & a valenza zero in un senso, e quindi (teor. II) anche
nell’altro. Dunque i gruppi segnati su 4 dalle curve C, appartengono ad una
medesima serie lineare.

La stessa conclusione vale quando il sistema S sia composto con un’in-
voluzione di grado I. Rappresentando i gruppi dell'involuzione coi punti di
una nuova superficie F’, se la 4 non appartiene, neanche parzialmente, al-
Vinvoluzione, se cioé gli I—1 coniugati di un punto generico di A4, sono
tutti esterni alla curva stessa, la curva A’ di F’ corrispondente ad A, sard
segata precisamente in m punti dalle curve ¢’ immagini delle C; e la somma
dei valori di un integrale di 1.* specie J’, relativo ad F’, nei punti di un
gruppo (C’ 4’), risultando uguale alla somma dei valori dell’integrale trasfor-
mato J, nei punti del gruppo omologo (C A4),-resterd costante al variare con-
tinuo di C’. Poichd il sistema delle ¢’ & semplice, si conclude che i gruppi
(C" A", e quindi i gruppi (C 4), appartengono ad una medesima serie lineare.

Se poi 4 appartiene all’involuzione (parzialmente o totalmente), si appli-
cheranno a questo caso le considerazioni colle quali si chiude il n.° 3, e si
concluderad ancora come sopra.

Supponendo ora che la curva A sia variabile entro un fascio lineare | 4],
si vede in primo luogo, che i gruppi segati da due diverse A sopra una C
sono equivalenti, e quindi che un integrale qualunque di 1.* specie apparte-
nente ad F, dd in quei gruppi le stesse somme (a meno di multipli dei
periodi).

Se dunque le somme cui danno luogo gl'integrali di 1.* specie della F'
in un gruppo (C A), rimangono costanti al variare continuo della C, quando
Ja A ha una posizione fissata entro al faseio, lo stesso accadra per ogni altra
posizione della 4; e quindi le C segheranno gruppi equivalenti sulle curve
di | A|: donde segue (numero precedente, Oss.) che il sistema S & contenuto
totalmente in un sistema lineare.

Viceversa, partendo da quest’ultima ipotesi, si vede subito che le somme
degl’integrali di 1.* specie nei punti di un gruppo (C 4), rimangono costanti
al variare continuo delle curve C, 4. Arriviamo cos} al
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Teorema VII. La condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema
continuo di curve algebriche C, appartenente ad una superficie F, sia conte-
nuto totalmente entro un sistema lineare, é che la somma dei valori di ogni
integrale semplice di 1.2 specie della F, nei punti comuni ad una Ce ad una
curva irriducibile A, fissata entro ad un fascio lineare, resti costante al va-
riare continuo della C.

8. Determinazione del numero degli integrali di Picard della 1.5 (e
della 2.%) specie appartenenti ad una superficie algebrica. Come applicazione
notevolissima del primo teorema d’ABEr, possiamo determinare i numeri degli
integrali di Prcarp delle prime due specie, che appartengono ad una super-
ficie F, di generi py, pa.

A tal uopo prendiamo su F un sistema algebrico completo €|, di dimen-
sione pg-— pa, la cui curva generica sia isolata. In base al teorema di Ex-
riQuEs, che afferma la completezza della serie caratteristica di un sistema al-
gebrico completo (*), possiamo ottenere un sistema soddisfacente alle condi-
zioni richieste, imponendo d punti base generici ad un sistema algebrico re-
golare ocod+ps-ps ciod ad un sistema la cui curva generica individui un sistema
lineare regolare oo?.

Fissiamo su F' un fascio lineare irriducibile | 4 | e consideriamo le somme
€1y Csy..., € (definite a meno di multipli dei periodi), cui danno luogo gl'in-
tegrali di 1.* specie I,, I,,..., I, appartenenti ad F, nel gruppo (C 4), co-
mune ad una 4 fissata e ad una C variabile entro al dato sistema.

Yogliamo provare anzitutto che non possono essérvi infinite C che dieno
le stesse somme di una C, generica. Consideriamo percid entro a | C{, un si-
stema algebrico (irriducibile) oo, S, che contenga C,; e rappresentiamo al
solito le curve di S coi punti di una curva piana I'; cosi che il gruppo delle »
curve di S che escono dal punto z variabile su A4, venga rappresentato da un
gruppo di v punti (§,&,...&,) di T, variabile entco an sistema oo* 7',

Tenendo sempre conto del fatto che la somma dei valori assunti da un
integrale qualunque di 1.% specie della T, nei punti del gruppo (£,&,...8&,), &
uguale al valore assunto nel punto z, da un integrale di 1.* specie della su-
perficie F, si vede che, se le curve C,, C, del sistema S, danno luogo agli

(*) Exriques, Sulla proprietd caratteristica delle superficie algebriche irregolari (Rend.
della R. Ace. di Bologna, decembre 1904). - Per un’altra dimostraziene del teorema di
Enriques, ved, la mia Nota, Intorno alla costruziond dei sistemi completi non lineari. ..
(Rendiconti di Palermo, 1905.)
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stessi valori per le somme ¢, ¢;... ¢y, I'insieme G, dei gruppi di T che escono
dal punto &° di T" omologo di C,, dovrd essere equivalente all’insieme G, dei
grappi di T che escono dal punto £, omologo di C,.

Ora: o tatti i gruppi G (ciascuno dei quali & costituito dall’insieme dei
gruppi di 7" uscenti da un punto di T') sono equivalenti tra loro; oppure vi
¢ soltanto un numero finito di gruppi G equivalenti a (. Nel 1.° caso tutti-
i gruppi di T sono equivalenti (teor. I), e quindi lo sono pure tutti i gruppi
segati su A dalle curve di S (teor. II), ciod 8 & contenuto totalmente entro
un sistema lineare (teor. VII). Ma c¢id deve escludersi, per I'ipotesi che la
curva generica C, sia isolata.

Resta dunque possibile soltanto il 2.° caso: e quindi entro ad S non
potrd aversi che un numero finito di curve C, che dieno per le somme ¢,
Cyyee.y €q valori rispettivamente uguali a quelli dati da C;.

Ne deriva che la varietd ¥ di tutte le curve di | C! che danno le stesse
somme di C;, ha comune un numero finito di curve con ogni sistema alge-
brico oo! contenente C,: dunque V & algebrico.

Ogni parte infinita della V, pel teor. VII, dovrebbe esser costituita da
curve tra loro equivalenti. Ma ¢id & inconciliabile coll’ipotesi che la curva
generica di | C| sia isolata. Sicch® la ¥ non potrd contenere infiniti elementi.

Si conclude pertanto che, al variare della C entro al sistema | C|, le
SOMME Cyy Cyyeeny Cq ASSUMORO OOP-P+ gruppi distinti di walori. Cid porta di
necessitd la disuguaglianza

9=pg—Pa- (1)

Indicando con r il numero degli integrali distinti di 2.* specie appar-

tenenti ad F, avremo:
r—gq=p;—pa(*y @)

e inoltre :

r=2gq, (3)
come si vede osservando che i 2¢ integrali di 2% specie aventi per periodi
le parti reali e le parti immaginarie dei periodi di I,, I,..., Iy, sono tra
loro distinti (**). Le disuguaglianze (1), (2}, (3) non possono coesistere, se

(*¥) Cfr. la mia Nota citata, Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di P1-
CARD ..., n.° 3 (Rendiconti dei Lincei, 1904),

(**) Vedi ad es. la mia Nota, Sulla differenza tra i numeri degli integrali di Pr-
CARD,.., n.° 3.
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non essendo
q=pg-—Pa, *=2(Pg— Pa)-

Si perviene cost al

Trorema VILL. Una superficie algebrica di generi pg, ps possiede py — pa
integrali di¢ Picarp della 1.% specie, e 2 (pp — pa) integrali di Picarp della
2.2 specie (*).

9. Alcuni corollari geometrici dei feoremi precedenti.

a) Una conseguenza immediata del teor. VII, che per quanto con-
tenga assai meno di questo teorema, giova tuttavia rilevare per la sua forma
geometrica, & la seguente:

Se sopra una superficie F' le curve di un sistema continuo S segano gruppi
equivalenti sopra uNa curva irriducibile, la quale individui un sistema lineare
almeno oot, il sistema S sard contenuto totalmente in un sistema lineare.

Questa proposizione ha una certa analogia col teor. VI; ma mentre nel
caso attuale, trattandosi di curve C di un sistema coutinuo, basta soltanto
verificare P'equivalenza dei gruppi segati dalle C sopra una curva irriducibile
di un sistema lineare infinito; nel caso trattato al n.° 6 occorreva verificare
I'equivalenza dei gruppi segati dalle due date curve C,, C,, sulle curve di
tutto un faseio.

b) Il teor. II pud pure enunciarsi sotto la forma seguente :

La condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema algebrico oo, S,
di curve C tracciate sopra una superficie F, sia contenuto totalmente in un
sistemn lineare, ¢ che entro all’ente S, appartengano ad una medesima serie
lineare © gruppi di curve C uscenti dai punti di F.

¢) Dato sulla superficie ' un sistema algebrico oo!, 8, di curve ¢, di-
cansi C,, C,..., C, le v curve di S uscenti dal punto x di ¥, e suppongasi
che, variande z, la curva composta C, 4 C;, - .--4 C, varii entro un si-
stema lineare.

Presa su F una curva irriducibile A4, si consideri il sistema oot U, di
gruppi di punti, segato su 4 dalle C. Quando 2 si muove sulla 4, I’insieme
dei v gruppi di U che passano pel punto z, si muove nella serie lineare se-
gata su 4 dal sistema |C, 4+ C, + --. 4 C,|; onde (teor. I) i gruppi di U
apparterranno ad una medesima serie lineare.

(*) Per le citazioni relative a questo teorema, veggasi lintroduzione al presente
lavoro.

Annali di Malematica, Serie 111, tomo XII. 10
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Supponendo che A sia una curva di un sistema lineare infinito, mediante
Papplicazione del Corollario a), si giunge al teorema:

Se sopra una superficie F si ha un sistema algebrico oo*, S, di curve C,
tale che la curva composta dalle v C che escono da un punto variabile su [,
st wmuova entro un sistema lineare, allora il sistema S stesso ¢ contenuto
totalmente in un sistema lineare (*).

§ 2. Iv secoxpo TEOREMA D’ ABEL
E LA SUA APPLICAZIONE ALLE SERIE CONTINUE DI INVOLUZIONL

1. Involuzioni sopra una superficie algebrica. — Ii secondo teorema
d’ Abel sulla superficie. Sopra una superficie algebrica F, una serie algebrica oc®
di gruppi di » punti, tale che » punti generici di F appartengano ad un sol
gruppo, si dird un’involuzione di grado n e specie 2. Una tale involuzione
si riguardersy come regolare, quando la varietd V,, i cui punti rappresentano
i gruppi dell’involuzione, & regolare, cioe priva di integrali finiti di differen-
ziali totali. ‘

Un particolare interesse offre lo studio delle involuzioni doppiamente infinite,
le quali si chiamano semplicemente énvoluzions, sottintendendo « di specie 2 ».
Una tale involuzione si rappresenta coi punti di una superficie, ed & noto (**)
che la regolarita della superficie immagine si pud puré esprimere geometri-
camente coll’uguaglianza dei generi, aritmetico e geometrico, od anche col
fatto che la superficie & priva di sistemi completi di curve, non lineari.

In opposizione alle involuzioni regolari delle varie specie, si parlera di
involuzioni irregolari.

Cid premesso, il secondo feorema d’Abel si enuncia come appresso:

TroreMa 1X. Se I, 1,... 1, son gl integrali semplici di 1. specie, tra
loro indipendenti, che appartengono ad una superficie F, la condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché un’involuzione di grado w (e specie qualsiasi)
data sulla F, sia regolare, ¢ che la somma dei valori assunti da ciascuno

(*) [Di questo teorema ha profittato il sig. CasTELNUOVO a pag. 656 della sua Nota
lincea citata] (9 agosto 1905).
(*¥) Cfr. coll’introduzione al presente lavoro,
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dei suddetti integrali, nei punti di un gruppo dell’ involuzione, resti costante
al variare continuo di questo gruppo.

La necessith della condizione si stabilisce in modo immediato. Infatti
rappresentando i gruppi dell’involuzione coi punti della varietda V, le somme
suddette risultano integrali di differenziali totali’ della V, e poiche, per ipo-

?
tesi, questa varietd & priva di tali integrali finiti (trascendenti), ne deriva che

le somme stesse riduconsi a costanti (¥*).
Supposto, vieeversa, che si abbia:

lgljk (@)=cn (k=1, 2,..., q), (L

ove le ¢z non mutano variando con continuitd il gruppo (x,%,...x,) entro
alla data involuzione y, si rappresentino ancora i gruppi della y coi punti di
una varietd V,,.

Le oo®r-4) involuzioni di 2.* specie, ciascuna delle quali si ottiene con-
siderando 1 gruppi della y dei quali fanno parte » — 1 punti fissati su F,
hanno per immagini su V le superficie ® di un sistema algebrico =, di di-
mensione 2 (r — 1).

Un integrale di differenziale totale J, che resti finito in ogni punto di V,
considerato come funzione di un punto & scorrente sopra una ¢, da luogo ivi
ad un integrale semplice di 1.* specie; e poich® il punto ¢ & funzione ra-
zionale del punto « variabile su F, mediante la corrispondenza (1, n-—7» 4 1),
che passa tra ® ed F, l'integrale J si muta in un integrale I di 1.* specie,
che appartiene ad F e che assume il valore J () in ciascuno degli #n-—1r - 1
punti di ' corrispondenti a £.

Ma dallipotesi (1) segue che la somma dei valori di I in questi
n—r -+ 1 punti, si conserva costante al variare continuo del punto di @;
dunque Vintegrale (n-—r + 1)J (¢) si conserva costante al variare continuo
di £. Ne segue che dovrad esser nullo il valore di J lungo un ciclo lineare
qualsiasi di ®, e quindi V'integrale J di ¥ dovrad esser costante sopra ogni
superficie di 2.

Da cid si trae facilmente che J & costante su tutta la V. Invero, se @,,

(*) Pel caso di un’involuzione razionale, costituita dal gruppl ecomuni alle- coppie di
carve di un sistema lindare, la necessita della condizione enunciata trovasi in PoiNcARE
(Sur les intégrales de différentielles totales, Comptes rendus, déc. 1884). Vedi pure Paltra
Nota, Sur une généralisation duw théoréme d’Abel (Comptes rendus, janvier 1885).
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®, son due superficie di 3 passanti pei punti &,, & di ¥, e se inoltre £ & un
punto comune alle due superficie, sard :

JE)=J () =J(E)

Se le due superficie non s’incontrann, come accadra per posizioni gene-
riche dei punti £,, &, diciamo (', 2'5...2'-)), (", 2"s...2",~,) 1 punti fissi
rispettivi degli oo* gruppi di y rappresentati dalle ¢,, ®,, e prendiamo a
considerare le superficie ¢, ¢ ..., ®-? immagini dei gruppi di y che pas-
sano rispettivamente pei punti fissi:

(@ 2y Xsy)y (B 8 x5 B )y, (8708 2 ey T ).

Le superficie ®,, ¢, ¢®,..., @2, ®, son evidentemente tali che ciascuna
incontra la successiva, onde troveremo ancora J (§,)=J (&,).

Si conclude pertanto che ogni integrale finito di differenziale totale, ap-
partenente a V, riducesi ad una costante; ciod che la V" & regolare, c. d. d.

Osservazione. In particolare si ha che é regolare ogni involuzione esi-
stente sopra una superficie regolare, il che del resto si stabilisce anche con
un noto ragionamento geometrico (*).

2. Sulle serie continue di involuzioni appartenenti ad wuna superficie
algebrica. Giovandosi del teorema stabilito nel numero precedente, si pud di-
mostrare la proposizione che segue:

Trorema X. Se sopra una superficie algebrica esiste un'infinita continua
di involuzioni irregolari (doppiamente infinite), esse risultano composte con
un medesimo fascio irrazionale di curve.

Prima di esporre la dimostrazione, precisiamo che cosa deve intendersi
per involuzione composta con un fascio.

Avendosi sopra una superficie un’involuzione oc?y, di grado =z, ed un
fascio T' di curve algebriche C, privo di parti fisse, si dird che la y & composta
col fascio, quando ogni curva C appartiene totalmente all’ involuzione; ciod
quando ogni C che passi per un punto « della superficie, passa in conseguenza
per tutto il gruppo di y, individuato da z.

Se le curve C sono irriducibili, & ben chiaro che la y si genera come
luogo di un’involuzione oot staccata razionalmente sulla C variabile; se la C

(¥ Ofr. CastELNvovo, Sulla razionalita delle involuzioni piane (Mathematische An-
nalen, Bd. 44, 1894); n.° 10.
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generica & riducibile, dicendo D, D,... D, le sue parti irridacibili — neces-
sariamente variabili in un fascio di curve D — sopra le D, D,...D; la y

. - . P . % . . . .
subordinerd altrettante involuzioni oot di grado -7 riferite biunivocamente

tra loro: onde anche in tal caso risulta chiara la genesi della y.

Tornando ora alla nostra superficie F, contenente un'infinitd continua di
involuzioni irregolari y, osserviamo anzitutto che, senza alecuna restrizione es-
senziale, si pud supporre che quest’infinitd sia semplice e algebrica, in guisa
da poterne riferire gli elementi (inveluzioni) ai punti di una curva algebrica
irriducibile ¢.

Detti I, 1,... I, i g integrali indipendenti di 1.* specie, appartenenti
ad F, si consideri la somma I (x,) 4+ --- + Ix(z,), (k=1,..., q), estesa ai
punti del gruppo (z,%,...®,) variabile entro ad una delle involuzioni y.
Questa somma risulta uguale al valore assunto nel punto x, da un certo in-
tegrale J, di 1.* specie, appartenente ad F'; e poiché, quando =z, si porta
in 2, la somma non s’altera che di multipli dei periodi, si conclude che
J () assume lo stesso valore in ciascun punto del gruppo (z,as...Z,).

Cid posto, si esprima J come combinazione lineare degl’integrali I, me-
diante la formola :

J:)’Iq"}‘"'—%"}q]q“l“l,

ove le 22, ...2 son ¢ + 1 costanti relative all'involuzione; e si osservi che,
al variare continuo dell’involuzione, le 7,%,...%, (ma non gia %) risultano
funzioni razionali del punto £ scorrente sulla ¢, perchd il gruppo (x,2,...%s)
dipende razionalmente da z, e da £, e quindi i coefficienti dei differenziali
delle variabili indipendenti nell'integrale J, risultano funzioni razionali di z,
e di &.

Ma per Pindipendenza lineare di I,...I,, le %, ...%; non posson mai
divenire infinite (*): dunque esse rimarranno costanti al varfare dell’involu-
zione y. L’integrale

K:Aij,+...+.zq]q,

(*) Se infatti nell’ intorno del punto %, di @, lo sviluppo in serie di Laurent della

E=gp

M1+ oo ag dg , dovrebbe risultare a, I, - ...+ ag T, = 0; contro Vipotesi che gl'in-
tegrali I, ... I, sieno indipendenti.

funzione }; contenesse il termine '~ {s=1), affinché restasse finita la somma
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risulta cosi indipendente dall’involuzione comsiderata, e, in virtu della rela-
zione che lo lega a J, assume lo stesso valore nei punti di un gruppo ap-
partenente ad una y qualsias.

Fissiamo ora 'attenzione sugl infiniti gruppi delle y che passano per un
punto generico z di ¥, e diciamo C la curva (algebrica) luogo di tali gruppi.
Se, al variare di i, le curve C, che si ottengono, si segano a due a due in
un punto almeno, poiché I'integrale K & evidentemente costante sopra ogni Cy,
avremo, su tutta la F, K =-cost. Onde 1 integrale J, relativo ad una y fis-
sata, si ridurrd pure ad una costante, ciod la y sard regolare (teor. IX): contro
il supposto. '

Bisognerd dunque che due C, qualunque non si taglino. Ora, se la C,
generica & irriducibile, il sistema di tutte le € sard un fascio I'" (senza punti
base) e ognuna delle y risulterh composta con questo fascio. Di pit I'invo-
luzione di grado n subordinata da una y sopra una Cj, appartenendo ad una
infinitd continua, per un noto teorema (*), sard lineare; onde la superficie rap-
presentativa della y conterrad un fascio di curve razionali, e sarh percid ri-
feribile ad una rigata (**), avente i moduli indipendenti dall’involuzione con-
siderata. Inoltre il fascio I' sard irrazionale, perché altrimenti ogni y risulte-
rebbe razionale e quindi regolare.

In conclusione le y vengono generate intersecando le curve di un fascio
irrazionale, colle curve di un fascio lineare, variabile in un sistema continuo.

Senza difficoltd, si presenta pure la discussione del caso in cui la curva C,
generica si spezza in ¢ curve Dy, D,,..., Dy, variabili certamente in un fascio A,
senza punti base, perch®é due C, non si tagliano.

La curva D di A, uscente da un punto z di F, conterrad —?f punti di

ciaseuno di quei gruppi delle 7, di cui fa parte il punto z; cosicche le Cp
risulteranno composte mediante i gruppi di un’involuzione di grado ¢ del fa-
seio A.

Ora, se n > t, lg infinite involuzioni subordinate dalle y sopra una D,
dovranno essere -lineari, e quindi le y si potranno generare intersecando le

(*) Ofr. CasteLNUOVO, Sulla linearitd delle involuzioni pits volle infinite appartenenti
ad una curva algebrica (Asti della R. Ace. di Torino, 1893); HumBerr (Comptes ren-
dus, 1893) e Sur quelgues propriélés des courbes. ... (Journal de Math, 1894).

(*¥) Enriques, Sopra le superficic algebriche che coniengono un fascio di curve razional;
(Math, Annalen, Bd. 52).
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curve composte dai gruppi di un’involuzione (irrazionale) fissata entro al fa-
scio A, colle curve di un fascio lineare variabile.

Se invece n= ¢, tra due curve D costituenti una parte di una G, si
vengono ad avere infinite corrispondenze birazionali, onde ciascuna D sard
razionale o ellittica. Sicché in tal caso le y risulteranno composte con un fa-
scio irrazionale, la eui curva generica si spezza in n curve razionali o el-
litiche.

Il teorema & cosi completamente dimosirato.

Osservazions. Il teor. X si pud pure enunciare sotto la forma seguente:

Sopra una superficie algebrica, priva di fasci irrazionali, ogni tnvolu-
zione d’una serie continua & regolare.

Si noti 'analogia tra questa proposizione e-quella dei sigg. HumperT e
CasteLnvovo, che afferma 1'impossibilith dell’ esistenza di una serie continua
di involuzioni (oo!) irrazionali, sopra una curva algebrica qualunque.

Parma, 30 aprile 1905,



