
I1 teorema d'Abel sulle superficie algebriche (*). 

( D i  :FY~ANC, F, SCO SEVEI~I, a Part i ta . )  

_l~J note the il concerto d'i,~{ey,'ale abelia,w, ehe ha un ufficio cost im- 
portante netla to.oria delle funzioni algebriche di una variabile, 5 stain ira- 
spin'into in due modi n(:l eampo delle Nnzioni atgebriche di due variabili: 
da un lat% con CLEP.SCH e NSTnET b si son0 eonsiderati g'l'integrali doppi di 
prima specie, e con PICARD (molto pib_ reeentemente) gl 'integrali doppi di se- 
eenda specie; da un altro late, si sono considerati, cello stesso sig. PIcAnD, 
gl'integrali di differenziali totali o integrali semplici (delle ire speeie)~ ehe 
ormai, giustament% a rieordo delle belle rieerehe dell'eminente geometra fran- 
eese, si chiamano inleyrali di PmArm. 

Ma menire poehi sono per era i legami tra gl'integrali doppi e la geo- 
metria sulla superfieie algebrica, immagine della funzione {**), numerosi si 
sono fatti, speeialmente in questi ultimi mesi , i legami ira le propriet'~, tra- 
seendenti degl'integrali di PmARD, e ]e propriet~ geometriehe dei sistemi li- 
heart di curve, traeeiati sopra la superfieie. 

Questi risultati~ di cut diseorrerb diffusamente pih tardi, hanno posto in 
luec ehe, prendendo come analoghi degt'integrali abeliani, gl'integrati di Pm.~uD~ 
il genere dell'ente algebrieo oc* vieno ad avere per analogo l'irregolarit~ 
l~g--p~, (eio~ la d:.fferenza ira il ge~ere geometrico ed il ye~ere aritmelico) 
dell'enie ~ .  Cosieehb, da questo punic di vista, le superfieie regolari 

(:') Un ri~ssunto dei principali risuttati  di questa Memoria,  ~ gi;~ apparso net Comptes 
re,du.~', so,,to lo stesso titolo: Le lll{}or~me d'Abel sur los surfaces al~jSbrirl~es (3 avril  1905). 

(*~') E note che il numero degli integrali doppi di 1. '~ specie, tr~ lore indipO~ndenti, 
ug'm%~;lia il genere geometrico della superficie. Soltanto da poco il sig'. PIc,,~lu~ ha t rovato 
un legume i ra  il numero deg'l ' integcali doppi distinti di 2. ~ specie e i carat ter i  geometrici  
della superfieie: quest,', numero si esprime mediante l'in~arianle eli ZI~UTIH,:N-SF.altE, Fir-  
regolarit;'~pg ~ pa dell~ superficie, e il nmnero dei sisfiemi continui che costituiscono la ba.~.e. 
Qaesto risultato (l()vr~'~ conduere ad nitre importanti  propr ie th  delle superficie algebrichel  
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(pg=:pa) vengono ad essere analoghe alle curve razionali; e come queste 
ultime son caratterizzate dal fatto di non eontenere sistemi continui com- 
pleti, non lineari, di gruppi di punti i cosl le prime son caratterizzate dalla 
maneanza di sistemi eontinui eompleti, non lineari, di curve algebriehe. 

Si presenta altora naturale t'estensione del teorema d'ABm, che esprime 
la pih importante proprieff~ degl'integrali abeliani. 

Sopra una eurva di genere p:2> 0, il teorema d'A~EL d~t la eondizione 
neeessaria e suffieiente, affineh~ un sistema continuo di gruppi di punti ap- 
partenga ad una serie ]ineare (ei0~ sia eostituito da gruppi di livello eostsnte 
di una data funzione razionale dell'ente). Dunque, dal pun to di vista da eui 
ci poniamo, la questione analoga sulle supe,'fieie pub presentarsi eosi: , As- 
, seg,,are una eondizione neeessaria e suil~eiente at~nch~ un sistema eontinuo 
,, di curve algebriehe, sopra una superficie d'irregolarifft pa- - -p ,  > 0~ sia con- 
,~ tenuto totalmente in un sistema lineare (*). ,  

Orbene, in questo lavoro io dimostro ehe ~a co~dizione richiesla ~ clue 
rimangano costaT~ti, per una variazione continua di due curve del sislema, le 
somme degl'integrali di PmARD della 1. ~ specie, appartenenti alla superfieie~ 
nei punti comm~i atle due c~trve variabili. 

1~ questa proposizioue eh'io chiamo il primo teorema d'ABr, i, suite su- 
perficie (**). 

Sueeessivamente trasformo il teorema, rendendolo pih espressi~o e pih 
utile helle applicazioni. 

Nel n. ° 8 di ~ questo lavoro dedueo, dal 1.° teorema d'ABEL, the u~a su- 
perficie algebrica di generi, geometrico e a~'itmetico~ pg, 1)~, possiede pg ~ pa 
inlegrali semplici di 1. ~ speciei e 2 (p.q ~ pa) integrali di 2. ~ specie. 

Questo teorema, the trovasi enuneiato con un'esposizione sommaria della 
dimostrazione (diversa da quella ehe si legge al n. ° 8 della presente Me- 
moria), in una Nota del sig. C.~s:r~nNuo~,o (Comptes rendus~ 23janvicr  1905), 

i*) Veramen~e il teorema d'AI3~L dA di pifi la eondizione perch6 due gruppi di un uguul 
numero di punti (cio6 appar~enenti ad un medesimo sistema eontinuo), sieno tra ]oro effui- 
vrde~ti. Sieehb, sutle superficie, eonverrebbe proporsi di ricercare la condizione affinch5 sieno 
equivalcnti dud curve di un medesimo sistem~ eontinuo; ma di questa magg'iore deter- 
min.~zione de£Ia questione, mi oeeuper5 in un altro l~avoro. 

(*-*) Non mancano estensioni del teorema d'Ab'gL in al~re direzioni; cosi in IhJs~llEaT 
(Sur le th~oceb~e ?t'Abel et cluelcl~es m~es de ses application,s d la G~o'm~t~'ie, Journal de 
Math. 1889), t~.ovasi un'estensione del teorema agl'integ'r~di doppi, ed anehe agl'intcgrali 
di dilNrenziali totali (ma in una direzione diversa dalla nostra). 
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il  risulmto complessivo di varie rieerehe, ehe ,~i .~ono suceedute rapidamenie 
in questi ultimi tempi. 

In una Nora inseriia nel settembre del 1904 ira i Rendiconti dei Lb~cei~ io 
he dimostrato the ,, ogni superficie la quale pos~egga in~egrali (traseandenti) 
, della 2. ~ specie (in particolare di 12). eio5 che abbia l'ordine di eonncs- 
. sione lineare p, :> 1, ~ irregolare (p.q:>p,.) , (*). 

Questo teorema ha stabilito un primo legator qualitative ira l'esistonzn 
d'integrali di PmArm della 2 )  specie e l ' irregolarith della superficie. 

Ma nella stessa Nora io he date la disuguaglianza 

r - -q  ~ p , - - p ~ ,  (1) 

eve r, q denoiano i numeri degl'integrali indipendenti della 2? e della 
1. '~ specie appartenenti alla superfieie di generi p.q, pa. 

Quesia disuguaglianza, eombinata coll'altra 

r ~ 2  q, (2) 

the si ottiene con faeililh (**), e the del resto g stain da tempt, rilovata 
esplieitamente, i ). es. dal sig. Pmarm (***), dg gih: 

q L p g _ p ~  (3), r ~ _ 2 l p ~ - - p ~ )  (4). 

II sig. E~mQUES, dimostrando poco dope (Rend. della R. Acc. di Bo- 
logna, decembre 1904) t'imporiante teorema c h e ,  sopra una superfieie ogni 
, sisiema algebrico complete di curve (algebriche), ha la serie earatteri- 
, stica (****) completa ,,, ne deduceva ]a caralterizzazione geometriea delle 
superficie irregolari; stabiliva cio~ che ogni tal superficle ~ caratterizzata dalla 
presenza di sistemi eontinui non lineari. 

Da rib, in base al tem:ema c h e ,  sopra una superficie priva d'integrali 
, finiti di P,CAaD, ogni sistema algebrico complete ~ lineare ,, teorema dime- 

(*) Un lavoro pi~t ample at torno a questo teorema, ha gi£ preso da varl  mesi il sue 
turno di s tampu pei Mathematische Annalen.  - -  I1 ease di una superficie dotata di p in- 
tegr~li sempliei ~ 2 p periodi, er~ state trattato dal sig. ENI:~.I~.~UES (Annales de Toulouse,  l ,q01). 
- -  Vedi pure la mia Nota, Osservazioni sui sistemi co, t inui . . .  (Atti dells R. Ace. di To-  
rino, 190-i). 

('~*) Vedi ad es. il n." 3 della mia Not~, ,%lla differenza tra i ~umer i  degl'#degrati 
di P z c a l m . . .  (Atti della R. Ace. di Torino, 22 gennaio 1905). 

(**e.) Journal  de Math.~ 1885~ pag. 335. 
(**'**) P e r  la definizione di serie earat ter is t ica  vedi it n. ~ 5 della presente Memoria. 

Annal i  di Matematiea,  Serie Ill, tome XII. 8 
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strato dal sig. HVMBEaT in una bella Memoria del 1894 ( J o u r n a l  de Matin.) 

(nelIa qua]e trownsi considerazioni che ricorrono fl'equentemente in la~'ori pifi 
recenti), il sig. E~rtIQUES poteva dedurre l'inversione del t(,orema da me c]ato 
in settembrc. Restava cos~ stabilito che ogni superficie irregol,~rc pGssiede in- 
tegrali di PICARD delia 12 e della 2. ~ specie, e quindi la disugu~glianza (1), 
c le (3), (4), che ne derivan% venivano ad aCcluisiare validith per tulle le 
superficie irregolari. 

Nel gennaio decorso il sig. PmARD cd io siamo giunti, per vie diverse, 
all'uguagliarrza 

r - - -  q ~ p g - - - p a  (¢) ; (5) 

ma per.otteuere it risultato defiaitivo mancava una disuguaglianza in senso 
eontl'ario~ la quale i)ermettesse di trasformare in uguaglianze le (3)~ (4). I1 
sig. CASTEL~VOVO pot~ fare quest'ultimo passo importante~ e tutt'atiro che age- 
vole~ merc~ l'introduzione e l'uso ingegnoso del gruppo permutabile di tra- 
sformazioni birazionali~ che mutano tra loro i s[stemi lineari di un  sistema 
continuo compieto~ di curve algebriche (**). 

Nel n. ° 8 di questa Memoria i] ]ettore ~,edrh come la disuguaglianza del 
sig. CASTEL~UOVO, possa stabifirsi pure coll'aiuto del primo teorema d'ABEL. 

Ho citato poc'anzi il sig. PmARD, a proposito della re]~lzione (5): debbo 
aggiungere che in una Nora inserita hello stesso numero dei Comptes  rendus~ 

in cui t~'ovasi un riassuuto del presente ]avoro (3 aprile 1905), egli~ conti- 
nuando hello stesso ordine di idee svo]to nella :Noia citata del 16 gennai% 
accenna ad un'altra via per arrivare alle uguaglianze 

q ~ Pa - -  Pa ~ r ~ 2 ( pa --- pa). 

Il metodo det sig. P~CXaD ha ua indirizzo completamente diverso da 
que]lo del sig. CXSTE~UO~O e dal mio: assunta come immagine proiettiva 
dell'ente ~ ,  una superfieie F d'ordine m~ ]e cui sezioni plane appartengano 
ad un sistema ]ineare regolare~ t'irregolarit~ della /;' entra negli sviluppi del 
sig. P~c~D~ mediante ta deficienza delia serie staceata sopra una sezione piana 
generica, dalle superficie aggiunCe d'ordine m -  3;  dopo cib tutto 1)rocede 

(~) Vedi le NoGe dei sigg. PICAaD ed ENRIQUES iuserite net CoJ+@tes re++zdus det 16 gen- 
nab); nonch+ l~ mia Nota citatm di Toriao, Sulla di/fe~'e~+za tra i m+meri degl'i~+teg++ali... 

(:~":+) lit sig. C..~STnhNUOVO h~ sviluppmto diffusamea~e la sum dimos~razione nellt~ Not+a, 
S~tjli inteyrali se~nplici appa~'tene~ti (~d una supe~'fioie 5"~'eyolare (Rendiconti dei Liacei, 
m~g'gio-gitlguo 1905)] (9 mgosto 1905). 
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coll'uso sistematieo dell'equazione differenziale lineare E, di cui il sig. PXCARD 
profittb costantemente e in un mode cosl mirabile, nella sua teoria delle fun- 
zioni atgebriche di due variabili, ft, da quando stabill il teorema fondamen- 
tale che , il numel'o degli integrati distinti di 2? specie, uguaglia il numcro 
. dei loro periodi. , 

Sinora ho parlato del primo teorema d'AuEL sulle superficie. Cib perch,, 
eonsiderando il teorema d'ABEL sulle curve eli genere ~ 0 come esprimentc 
una condizione a~nch~ un'involuzione di gruppi di punti, sia tineare, si pre- 
senta, sopra le superfieie irregolari, ta questione di , ricercare quand'~ che 
,, una data involuzione di gruppi di punti, ~ regolare. ,  

I1 secondo teorema d'ABE% di cui tratto nella 2." parte di questo lavoro, 
affe.rma appunto che la condizio~te necessaria e sufficiente perch~ uu'invotu- 
zione di gr ,ppi  di punti, data sopra u~a superficie, sia regolare, ~ che le 
somme degl'integrali f init i  di P1cAal), appartenenti alla supe~ficie, nei punti 
di un gruppo dell'involuzione, rimanga~w costanti al variare continuo di 
questo gruppo. 

Si deduce, dal 2. 0 teorema d'ABEr,, che sopra una superficie~ v i v a  di 
fasci irrazionali, ogni involuzione di una serie continua ~ regolare. 

Ma tuttavia la portata del 2. o teorema d'ABEL 5 inferiore alla portat~t 
d e l l . ° :  basra a provar]o il fatto che, sopra una superficie irregolare, h ec- 
cezionale l'esistenza di involuzioni irregolari; mentre vi esistono sempre si- 
stemi compteti non lineal'i; di curve algebriche. 

§ I. IL PRIMO TEOREMA D'_~kBEL E ALCUNE SUE APPLICAEIONI. 

1. Un lemma sopra le serie c~ l di gruppi di punti appartenenti ad 
u~za curva algebrica. Per r~lgioni di chiarezza giova staccare dalla dimostra- 
zione del 1. ° teorema d'ABE~ alcune quesfioni accessorie, che, del resto, sono 
gih interessanti di per s~. Di tall questioni intendiamo appunto oeeuparci in 
questo numero e nel successivo. 

TEOaE~.t I. Sopra lma curva algebrica (irriducibile) F, si abbia una serie 
algebrica ¢~  (irriclucibile) "2 di gruppi di ~ puuti, tale che l'insieme degli u 
gruppi di ~ che passauo per un punto x variabile su F (iuclusovi il puuto x 
coutato n volte), si muova entro una serie lineare (d'ordine n ~): allora tutti 
i grut)pi di "2 appartengono ad una medesima serie lineare (d'ordine ~). 
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Fissiamo infatti l 'attenzione sopra un gruppo G=--(xi x ~ . . .  x,) del st- 
sterna x, e, detto u un integrale abeliano di 1. ~ specie~ appartenente a 1", 
formiamo la somma u (xi) -+- u (x~) + . . .  --1- u (x,). 

Se entre alia superficie di RIEMx~ F, il punto xi di G descrive il ciclo 
lincare ~, partendo dalla posizione iniziale fissata e r i tornando'd,  tra gli n 
gruppi di Ii che passano per x~ si produrr~t una ceria permutazion% s'l che, 
ill general% a circolazione avvenuta,  il gruppo G si sarh mutate in un altro 
di tall gruppi. Ma b certo ehe se x, descrive n !  volte il ciclo % dope un 
certo numero m di eircolazioni ~ (m essendo un di,dsore di n !) s ' incontra 
la sostituzione identica, sicchb ancile la circolazione n ! a  non produrdt al- 
cuna permutazione tra i gruppi suddett i .  

Ne deriva che, dope tale circolazione, la somma u ( x , ) + . . . - / - u ( x , )  
sar~ aumenta ta  d i u n a  combinazione tineare a coefficienti interi dei periodi, 
percilb si b prodotia - -  al pih - -  una permu:tazione tra i punti x i x ~ . . . : r ~ .  
Se era il eiclo ~ si deforma con continuith, assumendo una qualunque delle 
forme ad esso equivalenti, l ' incremento della somma u (xi) + . . .  -]- u (x~) per 
la circolazione u!  ~, dow'~t variare con continuit~t; e poiehb i coefficienti dei 
periodi~ che sono le sole quantit~t variabiti durante questa deformazion% deb- 
bone mantenersi inieri, si conclude che l ' incremento stesso devrb~ rimanere 
costante. 

In tal mode ad ogni ciclo z, che abbia l 'origine e i l  termine in un 
punto xi del gruppo G~ viene associate un "ineremento della somma 
u (x,) + . . .  q- u(x~), il quale pub bensl dipendere dalla posizione del punto xi 
entre a G, ma non muta se si sostituisce a z un cicto equivatente. 

Si pub era far variare con continuith il gruppo G, a partite dalla po- 
sizione iniziale fissata e ritornandovi~ di guisa the  Jl punto x~, p. es., 
vada nel posto d i u n o  qualunque dei punti r imanenti  x . , . . . x , .  Conside- 
rando sopra la superfieie di RIrMA~ F una famiglia di eicli equivalenti % 
definiti in mode ben determinate,  p. es. r ispet to  ai tagli normali,  se ne 
rileva che l ' incremento della somma u ( : r ~ ) + . . . - ~  u(x,) ,  assoeiato ad un 
t i t le  a ehe i)assi I)er x, ,  5 uguale a l t ' incremento  associate ad un ciclo a 
chc passi per xi ( i -  2 , . . . ~  ~): perch~ nella variazionc continua eli G~ quel- 
l ' incremento non pub variare, sem.pre a causa del sue particolar legame col 
periodi. 

Dunque,  allorquando un punto dcl gruppo (x, x o . . .  x,) traversa n!  volte, 
cot medcsimo cammino, un determinate taglio normale~ ritornando atta posi- 
zione di partenza, la svmma u (x,) + . .  • -}- u (x,) subisce un incremento in, 
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dipendente dalla posizione iniziale del gruppo e dalla scelta entro al gruppo 
stesso, del punto che si fa circolare. 

Vediamo era a quale eonelusione pih preeisa conduca l'ipotesi che Pin- 
sterne dei gruppi di ".: useenti dal punto vaviabile su F, si muova entro una 
serie lineare d'ordine n u. 

Rappresentando i gruppi di ~ cot punti di un'altra curva algebrica C, 
verremo ad avere tra F e C una corrispondenza (~, n). Quando il punto y 
ehe rappresenta il gruppo (a,~x~...x~), descrive u !vo l t e  un cielo r, i punti x 
non si permutano tra loro, cosl che il punto x,, ad es, descrive un cic]o o, 
ritornando alla posizione di partenza. Se, duuque, a ~ l ' ineremento di 
u ( : c , ) + . . .  4-u(x~) quando x~ descrive il ciclo n!cr ,  per la stessa circola- 
zione n !  a la somma U dei valori di u net punti di tutti i gruppi di Z, ehe 
escono da x~, aumenterb, di n a. 

:Non pub quindi essere a=~,=O, perchb altrimenti la somma U non re- 
sterebbe costante per ]a circolazione n ! q :  contrariamente al teorema di 
.ABEL. 

Si conclude pertanto che  ]a somma u (x~) + • .. q- u (x,) h funzione uni- 
forme, dovunque finita, del punto y ;  e quindi che, al variare continuo di y, 
essa rimane costante. In forza della suffieienza della condizione Rata dal teo- 
rema d'ABEL, cib signifiea che il gruppo ( x , . . . x . i  varia in una serie li- 
neare, c. d. d. 

2. Lemma sulle corrispondenze a valenza zero tra una curva ed una 
superficie. Tra i punti di una curva algebriea F ed i punti d i u n a  superfieie 
algebrica F, s'immagini una corrispondenza algebrica, che assoei ad ogni 
punto ~ di F, tutti i punti di una eurva algebrica C di F,  in guisa che, al 
variare del punto ~, la C deseriva un sistema algebrico oc~ (irriducibile) S~ 
di grado n e indice u. 

Ogni curva C proverrk da k (~__ 1) punti di l ' ;  cosi che, al variare di C 
entro ad S, questi k punti deseriveranno su F un'inv(,]uzione di grado k, e 
l e v  curve di S uscenti da un punto di F,  saranno rappresentate su F da un 
gruppo di n ' -  k ~ punti. I1 sistema Y di questi c~'- gruppi di ~( punti, sarh 
birazionalmente identico ad F o ad un'involuzione ivi esistente, secondo che 
l e v  curve di S passanti pel punto generieo x di F,  hen passano o passano 
di conseguenza per altri punti della superfici% variabili con x. Se il sistema S 

composto con un'involuzione di grado l (~_ 1), per due punti generici di F 

passeranno y' n --~ gruppi di ~; ciob il sistem,'t Z avr~ l'indice ~'. 
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Come naturale estensione delle corrispondenze a valenza zero Ira due 
curve t*), possiamo definire le corrispondenze a vatenza ze~'o tra una curva 

ed una superficie. 

Data una corrispondenza, the faceia passare dai punti di F ai punti 
di F,  diremo ehe essa ~ a valenza zero, quando le curve C omeloghe dei 
punti di r~ appartengono ad un medesimo sistema lineare; e diremo the b 
a valenza zero la eorrispondenza (inversa della precedente), the fa passare 
dai punti di F a quelli di F, allorquando appartengono ad una medesima 
eerie lineare, i gruppi di "2, omologhi-dei punti di F.  

Premesse queste deflnizioni, passiamo a dimostrare il 
TEOREM~. II. T r a  una curva r ed una superficie t~' ulna cor~'ispondel~za 

cite sia a valenza zero in un senso~ lo ~ pure nel senso opposto. 

Supposto infatti che le C, di cui sopra, appartengano ad un medesimo 
sistema lineare [C I, prendiamo come immagine di F una supei'ficie F '  (sem- 
i)lice o multipla), le cui sezioni iperpiane sieno immagini det sisterna [CJ ;  
e diciamo S'  il sistema degli ~ iperpiani corrispondenti proietlivamente 
alle C det sistema S. 

Per un punto di F '  passano u iperpiani di S ' :  e poiehg la F '  non fa 
parte dell'inviluppo del sistema S' (chg altrimenti ogni iperpiano di S '  toe- 
eherebbe la F '  in infiniti punti)~ si conclude the per ogni punto dello spazio 
passano ~ iperpiani di S (~*), clog ehe gli ~ gruppi di ~ iperpiani useenti 
dai punti di F ' ,  appartengono atla serie lineare, d'ordine ~, staeeata entro 
all'ente S '  dai punti dello spazio. E sieeome il sistema S'  ~ birazionalmente 
identico alia curva P (o ad un'involuzione ivi esistente, se k >  I) ,  i gruppi 
del sistema "2 dovranno appartenere ad una medesima serie lineare. 

Suppongasi, vieeversa, ehe i gruppi di y. appartengano ad una medesima 
serie lineare 9",,', e si prenda come immagine della eurva r~ una curva F'  
(semplice o multipla), le eui sezioni iperpiane sieno immagini dei gruppi 
di gn'. Ai gruppi di >2 verranno a corrispondere proiettivamente e,~ iperpiani 
costituenti un sistema Y,'~ tale ehe per due punti generiei di r '  passeranno ~' 
iperpiani del s]stema. 

(*) Vedi ad es. ta mia Memoria, S~tIe eo~'rispo~de~ze tra i D~eJ~ti di t~na cu~'va al(Jeb~'ie~ 
e sopra ee~'te elassi di s~f)er/~cie (Memorie delia R. Ace. dl Torino, (:~). t. 53, 1903); n. ° 14. 

('~) Questa eonsiderazione ehe torna utilo spesso (sotto tbrme pi/1 o meno diiferenti), 
dovuta al sig. SI~aaEo .Vedi la sue IJttrod~zione alt~ geo~netria sopra un e~te alyeb~'ic(~ 

semplicmnm~te infinito (A.nnali di Matematiea, 1891)~ n. ° 23, 
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Si vede, in primo luogo, che il sistema degli ~ i  iperpiani di .E' uscenti 
da un punto generico di F'~ ~ di classe ~' (per la solita considerazione di 
SEQr~E); e~ in secondo ]uog'% che ~ di classe v' il sistema degli infiniti iper- 
plant di Z ' che escono da un purlto generico detlo spazio. Ond% entro al- 
l'ente X'~ il sistema delle ~,arietg ~ staccate dai singoli punti di P', appar- 
tiene totalmente al sistema lineare di tutte le varietg o¢'~ di ugual classe, 
staccate dai singoli punti dello spazio. Tenendo conto del fatto che X' ~ bi- 
razionalmente identico alla superficie F (o ad un'involuzione ivi esistente, 
se 1 > 1)~ si conclude ehe le curve C appartengono ad un medesimo sistema 
tineare. 

0SSERVAZmNE. ll concetto di valenza nulla e il relativo teorema II~ si 
estendono subito alle corrispondenze tra una curva ed una variel& algebrica 
di dimensione qualunque. 

Da tale estensione discende p. e. il 
COROLLAmO. Sopra u~za varlet& algebrica a k dimensioni V, una wu'iet& 

razionale e¢~ di Mh-~ ~ sempre contem~ta tolalmente in un sistema lineare (*). 
Basra percib rappresentave le Mk-, cot punti di una curva razionale F; 

osservare che sopra F tutti i gruppi di un ugual numero di punti, apparten- 
gono ad-una medesima serie lineare; ed applieare il teorema I I  esteso. 

3. I1 ]~rbno teorema d'Abel sulle s~qJerficie. Passiamo ora a dimo- 
strafe quetto ehe io ho chiamato it primo teorema d'ABEL sulle superficie. 
Eccone l'enunciato : 

TEORE~.( III. Sieno I, I ~ . . .  Iq gl'integrali semplici di 1. ~ specie (tra 
loro indipendenli)~ che appartengono ad una superficie algebrica F ;  e sieno 
x, x 2 . . .  xn i punti comuni a due curve algebriche~ tracciate suUa superficie~ 
e variabili con contb~uit~ entro una medesinm serie algebrica S: allora~ la 
condizio;~e necessaria e su[ficiente a/finc]~ quesla serie sia conlenuta totalmenle 
in un sistema lineare~ ~ che le somme 

vestbw costanti. 
La necessith della condizione ~ un'ovvia conseguenza dell'ordinario teo- 

rema d'AB~I,. Invero, s e i l  dato sistema S appartiene totalmente ad un si- 
sterna tineare, gt'infiniti gruppi segati sopra una curva C di S, da]le altre C 

(*) Ct'r. E.~aI(~UnS, U;dosservazione relativa alla rapp;'esentazione parametriea delle 
eu~'ve algebriehe (Rendiconti di Palermo, 1895). 
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del dstema, appartengono ad una medesima serie lineare; e quindi ]a somma 
dei va!ori di un integrale abeliano di 1. ~ specie disteso sulla C, nei punti di 
uno di questi gruppi, testa eostante al variare continue di tal gruppo. Cib 
aeeade in partieolare della somma dei valori di un integrate Ih, perehb que- 
.~t'integrale dh luogo sulla C fissata, ad un integra!e abeliano (riducibile). 

Passiamo a stabilire la sut~cienza della condizione. 
Senza alcuna restrizione possiamo supporre the il sistema S sia ¢~ (e 

irriducibile). :Ne indieheremo con ~ l 'indice; e, per evitare eomplic~zioni di 
forma, supporremo dapprima the it sistema S sia semplice, eio~ ehe le 
curve C di S uscenti da un punto generico x di F, non passino in eonse- 
guenza per attri punti di F, variabili con x. 

Rappresentati birazionahnente gli elementi (curve) di S eel punti di una 
eurva algebriea piana 

[' (~ ~) = 0, 

su P verremo ad avere al solito o¢~ gl.uppi di ~ punti (immagini dei gruppi 
di curve C useenti dai punti di F )  eestituenti un sistema ~,, d'indiee n. Tale 
sistema sai'~t birazionalmente identico ad F ;  onde, detto u un integrale abe- 
llano di 1. ~ specie, appartenente a 1', ]a somma u (~:~) + • . .  -~ u (G), relativa 
a i v  punti ~ . . . G  che corrispondono al punto x di F, si trasformerh in un 
integraie finite di PIeARD, J, appartenente ad F (~). 

Sieeh~, s e x  assume successivamente le posizioni x~, x~,. . . ,  'x,,, in mode 
the il gruppo (~, ~ : , . . . ~ ) a s s u m a  successivamente le posizioni : 

~ . .  : :  . . . . . .  ~ ~'o denotando 
i punti immagini di due C ehe s'interseehino secondo il gruppo x , . . .  x,), ht 

somma  

risulterh uguale ad 

u ~ )  ÷ u(;2) ÷ " '"  ÷ u (~;;) , 

J Ix,) q- J (x~) + . . .  + J (x~), 

e quindi (per t'ipotosi da cui partiamo) rimarrh costante, al variare continue 
dei punti .~'~, ~'~. 

(*) Questa feconda considerazione 6 dovuta 21 sig. HU.~BERT: Sur quehlues points de 
la th~orie des courbes et des sin'/aces atg~b~qques (Journal de Math, (4), t. X, 1894). 
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In virth dell'ordinario teorema d'ABEL, se ne deduce chc t'insieme dei 
gruppi di ~ uscenti da due punti,variabi]i su F, vnria entro una serie li- 
neare (d'ordine n ~). 

Applicando il teorema I, si trae da cib che gli c ~  gruppi di 5 useenti 
da un punto fissato di F, appartengono ad una medesima serie lineare; e 
poich~ le serie lineari complete che si ottengono a partite da due punti di- 
versi di F, eontengono entrambe gli n gruppi di 2 che escono da questi punti, 
esse dovranno coincidere: cio~ tutti i gruppi d i X  apparterranno ad u~a 
medesima serie lineare. 

La corrispondenza tra F e F ~ pereib a valenza zero, e quindi (teo- 
rema II) le curve C apparterranno ad un medesimo sistema lineare. 

Si ~ supposto fin qui the il sistema S sia semplice. Se, al contrario, S 
composto con un'involuzione di grado l, rappresentando i gruppi di ques~a 

coi punti di una nuova superficie F ' ,  avremo tra F~ F '  una corrispondenza 
(1, 1), che lark passare dal sistema S a d  un sistema semplice S' di curve C'. 

Dieasi J~ un integrale finito di PIc~D appartenente ad F ' :  mediante la 
sostituzione razionale che lega ]e coordinate del punto x' di F ' ,  alle coordi- 
nate del punto x di F, l 'integrale J '  (x') si muta in un integrale di 1. ~ specie 
J(x)~ che appartiene ad F ed assume lo stesso valore, 3'  (x'), in tutti gli 1 
punti x corrispondenti ad x'. Sicch~ l'ipotesi che sieno costanti le somme 
Ih ( x , ) + . . .  + Ih (xn), si traduce in cib: ch% dicendo 

~,~X'~ .° .X 'm m ~ -  

i punti comuni a due curve C', ed d '  un integrale qualunque di 1.. '~ ,~peci~ ~ 
appartenente ad F ' ,  la somma I U~ ore si g posto 

U = J~ (x',) + • ..  + J '  (x',0, 

rimane costante, al variare continuo dclle due C'. 
Se ora si fanno variare con continuith le due C', ritornando in fine alle 

posizioni iniziali, e s'indica con a l ' incremento di U dopo questa circola- 
zione, sar~ l a l 'ineremento corrispondente di 1 U; e poie]15 l a  :-= 0, dovrh 
essere a = 0 :  eio~ la somma U sar~ funzione uniforme, ovunque finita, del 
gruppo (x'{ x '~ . . ,  x'm). 

Si conclude pertanto ehe U- -cos t . ,  e quindi, pel ragionamento prece- 
dente, che le curve C' appartengono ad un medesimo sistema lineare t C'I .  

l~e deriva che te C appartengono al sistema lineare trasformato di t C' l" 

Annali di 3fatematica, Ser ie  III, tomo XII.  9 



66 Se v e r i: i l  teorema d'Abel 

OSSERV~ZIO~S. In particolare, quando la F sia priva di integrali finiti di 
P~CXRD, la condizione richiesta dal teorema I I I  ~ senz'altro soddisfatta, e si 
ha il teorema di ttCMBraT (*): 

Sopra una superficie prlva di integrali finiti di Pm.~,RD, ogni sistema 
algebrico (irriducibile) di curve algebriche, ~ contenuto totdlmente in un si- 
sterna lineare. 

4. Un legame trascendenle fra tre curve di un rnedesirno sisterna con- 
tinuo. AI teorema d'ABEL ora dimostrato, si posson dare ~iltre forme, che to 
rendono pica espressivo e plCa utile. Una di queste forme si ottiene mediante 
l'appl!cazione del seguente 

TEOREMX IV. Sie~w C, C~, C~ tre curve algebriche di un rnedesirno si- 
sterna con~inuo S, appartenente ad una superficie F. Allora, se le C,, C~ 
restano fisse e la C varia con continuit~ entro al sistema, la differenza tra 
le somme dei valori di un integrale di 1: a specie nei panti dei gruppi (C C,), 
(C C,) (**), si mantiene costante. 

Supposto, com'~ lecito, che il sistema S sia oo ~ (irridueibile), di grado n 
e indite v, ricorriamo a]la solita rappresentazione delle curve di S col punti 

della curva piana F. Detti (x~ x , . . .  z,,) i punti del gruppo (C C,), (zt x ~ . . .  x,~) 
i punti del gruppo (C C~), ed I un integrale qualunque di 1. a specie, appar- 
tenente ad F ,  formiamo l'espressi0ne 

I (x,). + I (x,) -~ . . . -t- I (z,,) - -  l (x,) - -  I (-x,.) . . . . . .  1(~,~). 

A1 variare della sola curva C, questa differenza risulta evidentemente 
uguale al vatore di un certo integrale abeliano (di 12 specie) della curva F, 
nel punto ~ the corrisponde a C; onde avremo: 

_r(z,) + I(z ) + . . .  + I(z,,> . . . . .  
= u, + . . .  + u ,  + )., i (1) 

ore u~, u , , . . . ,  u~ sono i ~ integrali normali di I. a specie appartenenti a F, 
e le ). son costanti. 

Faeendo eircolare ~ in modo the traversi il taglio che corrisponde al pe- 
riodo 1 di uj~ it primo membro aumenta di una combinazione lineare a coef- 
ficienti interi dei periodi di I ;  mentre il 2. o membro aumenta di ~ .  Siech~ )~ 

(~) Loe. eitato. 
(*~) Con (C, CI) si rappeesenta il gruppo dei punti eomuni alle curve C, C 1. 
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risutta uguale ad una combinazione lineare a coeffieienti interi dei periodi di I ;  
e analoghe espressioni si hanno per ),2.. .  ),,~. 

Se era faceiamo variare con eontinuitk una detle Cl~ C~, o entramb% 
le X variano con continuitY; e siccome nelle espressioni delle ),l, ),~,...~ ;'~ 
le sole quantit~ che a priori risultino dipendenti dalla posizione delle Cl, C..~ 
sono i eoefficienti interi delle eombinazioni lineari, si conclude che ]e )~ 
),2~,.., ),~ si mantengono costanti (mentre ~. pub effettivamente variare). 

Sicch~ l'integrale 

risulta indipendente dalla posizione delle C,~ C~ entre al sistema S. 
Facendo tendere con eontinuitk la eurva C2 alla C,, e tenendo fissa la 

C ,  il gruppo (x~ x~ . . .  xn) tenderer ad (x~ x~ . . .  xn); sicch~, per un'opportuna 
scelta del eammino ehe porta C~ in C~ il 1. ° membro della relazione (1) ten- 
der~ a zero~ mentre nel 2. ° membro varierk soltant~) )~ tendendo ad un certo 
limite )~o. 

A1 limite avremo dunque: 

),, u~ (~) + . . .  + ~., u~ (t) + ),0 ------ o. 

E poieh~ tale relazione vale per qualunque posizione della eurva C entre 
ad S, eio~ per qualun.que posizione del punto ~ sulla F, e d 'al tra parte gli 
integrali u, u~ . . . u=  sono linearmente indipendenti, si conclude ehe le ), son 
tutte nulle. La (1) ridueesi pereib alla 

I (x , )  + . . .  + I ( x ~ ) - -  I (x , )  . . . . . .  1 ( ~ )  = ) , ,  

la quale dimostra il teorema. 
5. Una seconda fo rma  det teorema d'Abel. Avendosi sopra una su- 

perfieie F u n  sistema continue di curve C, pe r serie caratteristica di una 
curva generica del sistem% s'intende la serie lineare di gruppi di punti se~ 
gaff sulla curva fissata, dalle C the sono infinitamente prossime ad essa [*). 

Chiamerem% per brevitY, somme, caratteristiche relative ad una C del 
sistema S~ le somme dei valori assunti dagli integrali di 1. ¢ specie /~ L . .  • Iq, 
appartenenti ad F ,  nei punti di un gruppo eai'atteristieo di C. Tall somme 
risuttano definite a meno di multipli dei periodi. 

(*) V(~di la mia Nora, Osservazioni sui sistemi continui di c~rve appartenenti ad una 
superficie algebrica (Atti della R. Ace. di Toria% 190~). 
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Orbene, mediante la proposizione del numero precedente, il teorema di 
ABEL (n. ° 3) si trasforma ne] modo seguente: 

TEO~.MA ¥." La condizione necessaria e sufficiente affinch~ le curve di un 
sistema continuo tracciato sopra una superficie algebrica~ sieno tra loro equi- 
valenti (cio~ appartengano ad un medesimo sistema lineare)~ ~ c~e sieno uguali, 
a meno di multipli dei periodi~ le corrispondenti somme caratteristiche di due 
curve qualunque del sistema. 

La neeessit~ della condizione essendo evidente, oceupiamoci di stabilirne 
la sufiieienza. 

Se C~, C~ son due curve det sistema, e G,, G~ due toro gruppi carat- 
teristiei, segando le C~, C~., una volta con una curva infinitamente prossima 
a C~, e un'a]tra volta con una curva infinitamente prossima u C~, avremo 
(teor. IV) 

G~ - -  ~ (C~ C~) ~ k, "~ (C~ C~) - -  ":. G2 ----- k (modd. periodi), 

ore ~G~, ~(C~ C~),... indieano ]e somme dei valori assunti da un inte- 
gra]e I di 1. ~ specie, nei punti dei gruppi G,, (C, C~),... Sommando membro 
a membro, e rieordando l'ipotesi ~ G~--'--~; G~, si ottiene 2 k ~-. 0. 

Oza~ quando C2 tende con continuit~ a C,, la k, essendo esprimibile me- 
diante una eombinazione lineare a coeffieienti interi dei semiperiodi di I, non 
pub variare; e poieh~ quando C. coincide con C, si ha/~ ~ 0, dovr~ risultare: 

": G ,  ----- (C,  

Dunque al variare eontinuo delle curve C~ C~, rimane costante ]a ~ (Q  C~). 
Cib prova che il sistema S appartiene totalmente ad un sistema lineare (teor. II[). 

6. Un criterio di e~uivalenza per due curve tracciate sopra una su- 
perficie. Prima di passare ad esporre una terza forma sotto cui pub presen- 
tarsi il primo teorema d ' A B ~  dimostreremo una proposizione che pub rie- 
scire utile anche in altre circostanze. 

Eceo di cosa si t ra t ta :  
T~oa~A VI. Se due curve C,, C~ traeciate sopra 'una superficie F~ se- 

gano gruTpi equivalenti sopra le curve A di un ;fa,scio irriducibile (razio- 
nale o ~rrazionale)~ esse sono equivalenti o differiscono per curve del fascio. 

Invero i gruppi equivalenti (A C,), (A C~) individuano sopra la curva A 
una serie li~mare g:~ che li congiunge. A1 variare della A otteniamo una 
semplice infinit~ di queste g,',~. I loro gruppi si possono percib rappresentare 
coi punti di una nuova superficie (P, la quale verrh a contenere un faseio ~' 
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di curve razionali A I, immagini delle singole g~.  I gruppi segnati sulle 
Ci~ C~ dalle curve A del fascio dato ~ verranno rappresentate dai punti di 
due curve CJ~ C'~ unisecanti le A'. 

Si pub ora costruire in infiniti modi (p. e. aggiungendo ad una delle 
unisecanti not% un gruppo eonvenient~ di curve A ~) una terza unisecante D'~ 
che non contenga come parte n~ C'i n~ CI~. 

Mediante la corrispondenza (1, m) e h e s i  ha ira (P ed F~ alla D:  cor- 
risponde su F una curva D~ secante ciascuna A (fuori degli event~uali punti 
base) in un  gruppo della re]ativa i . g ,~  sicch~ mediante le terne di gruppi 
segati dalle tre curve C,~ C2~ D sopra due qualunque A 1 resta individuata 
una proiettivit~t tra le relative g,~,. 

Fissato un gruppo di una g,~,,~ gl'infiniti gruppi delle altre~ omologhi al 
gruppo fissato helle suddette proiettivith~ riempiono una curva L~ che~ al va- 
riare del gruppo entro ]a propria g~,~ descrive un fascio lineare I L I~ le cut 
curve segnano sulle A (fuori dei punti base) i gruppi delle g,',. h l  fa- 
scio ]L[  appartengono come curve parziali o totali le C~ C~ D; ed ~ ehiaro 
c h e l a  differenza tra I L I ed una di queste curve non pub che equivalere ad 
un insieme di curve A. 

Si conclude chete C~ ~ C~ sono equivalenti o differiscono per curve del fascio: 
0SSERVXZlONE. Se il fascio dato ~ lineare e le curve C~ C2 son dello 

stesso ordine, la seconda alternativa delt~e~u~wiato ~ evidentemente impossibile. 
7. La terza forma del teorema d'Abel. Premesso il teor. ¥I~ consi- 

deriamo ancora su F u n  sistema algebrieo c~' S (non composto con un' in- 
voluzione) di curve C, e (come al n. ° 3) rappresenfiamo le C cot punti di 
una curva piai)a F~ conservando le stesse notazioni del n. ° 3. 

I gruppi di ~ curve C uscenti dal punto x variabile sopra una curva ir- 
riducibile A della F~ son rappresentati su F da una ~ irriducibile~ T~ di 
gruppi (~ ~ . . .  ~,). 

Diciamo (x~ z ~ . . .  x , J  il gruppo dei punti segati sulla A dalla curva C va- 
riabile entro ad S. 

Poieh~ la somma dei valori di un integrale abeliano di 1. a specie u 
della F, net punti del gruppo (~7~... ~,)~ corrispondente al punto x di A~ 
uguale (come abbiamo osservato al n. ° 3) al valore assunto in x da un certo 
integrale J~ di 1. ~ speci% appartenente ad F i se si ammette che ]a somma 
dei valori assunti da un integrale finito della F net punti x~  x, ~...~ xm~ si 
mantenga costante at variare continuo del gruppo (CA) (cio~ al variare con- 
tinuo della C)~ riprendendo il ragionamento del n. ° 3~ si perviene alia co~- 
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clusione ehe la somma dei valori assunti da u net punti dei gruppi di. T, che 
passano per un punto, di F~ resta costante al variare continuo di questo punto. 

Cib significa (in virth dell'ordinario teorema d'AB~n), che ]'insieme dei 
gruppi di T uscenti da un punto ~ variabile su F (compresovi il punto 
contato m volte), varia zntro una serie lineare (d'ordine m~). 

Applicando i] teor. I si conclude che i gruppi di T appartengono ad 
una medesima serie lineare~ cio~ c h e ] a  corrlspondenza (m~ v) tra i punti 
di A ed i punti di F, b a valenza zero in un senso r e quindi (teor. II) anche 
nell'altro. Dunque i gruppi segnati su A dalte curve C~ appartengono ad una 
medesima serie lineare. 

La stessa conclusione vale quando il sistema S sia composto con un'in- 
voluzione di grado l. Rappresentando i gruppi dell'involuzione cot punti di 
una nuova superficie F '  7 se la A non appartiene, neanche parzialmente, al- 
l'involuzione, se cio~ gli 1 - - 1  coniugati di un punto generieo di A, sono 
tutti esterni alla eurva stessa~ la curva A'  di F '  corrispondenie ad A, sar~ 
segata precisamente in m punti dalle cur.re C' immagini detle C; e la somma 
dei valori di un integrale di 1. ~ specie ,//, relativo ad F ' ,  nei punti di un 
gruppo (C I A'), risultando uguale alla somma dei valori deIt'integrale trasfor- 
mato J, net punti del gruppo omologo (CA)~ resterh, costante a] variare con- 
tinuo di C'. Poich~ il sistema delle C' ~ semplice, si conclude the i gruppi 
(C I A')~ e quindi i gruppi (CA)~ appartengono ad una medesima serie lineare. 

Se pot A appartiene all'involuzione (parzialmente o totatmente)~ si appli- 
cheranno a questo caso le considerazioni colle quali si chiude il n. ° 3~ e si 
coneluder~ ancora come sopra. 

Supponendo ora c h e l a  curva A sia variabile entro un fascio lineare f A !, 
si vede in primo tuogo, ehe i gruppi segati da due diverse A sopra una C 
sono equivalenti, e quindi the un integrale qualunque di 1. a specie apparte- 
nente ad F~ dk in quei gruppi le stesse somme (a meno di multipli dei 
periodi). 

Se dunque le somme cut d~nno luogo gl'integrali di 1. a specie della 2'  
in un gruppo (C A)~ rimangono costanti al variare continuo della C~ quando 
]a A ha una posizione fissata entro al fascio~ lo stesso accadrk pet" ogni altra 
posizione della A; e quindi le C segheranno gruppi equivalenti sulle curve 
di I A I: donde segue (numero preeedente~ 0ss.) che il sistema S b contenuto 
totalmente in un sistema lineare. 

Viceversa~ p~.rtendo da quest'ultima ipotesi~ si vede subito the le somme 
degl'integrali di 1. ~ specie net punti di un gruppo (CA), rimangono costanti 
al variare continuo delle curve C 7 A. Arriviamo cos~ al 
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TEOaEM~, VII. La condizione necessaria e sufficiente affinch~ un sislema 
continue di curve algebriche C~ appartenente ad una superficie F, sia conte- 
hUgO totalmente entre un sistema lineare~ ~ che la  somma dei valori di ogni 
integrale semplice di 1. a specie della F~ nei punti comuni ad una C e ad una 
curva irriducibile A, fissata entre ad un fascio lineare, resli cosfante al va- 
riare continue della C. 

8. Determinazione del numero degli integrali di Picard della 1. a (e 
della 2. a) specie appartenenti ad una superficie algebrica. Come applicazione 
notevolissima del primo teorema d'ABEL, possiamo determinare i humeri degli 
integrali di PICXRD delle prime due specie~ che appartengono ad una super- 
fieie F~ di generi pg, pa. 

A tal uopo prendiamo su F u n  sistema algebrico complete I C I, di dimen- 
sione pg--pa~ la eui curva generiea sia isolata. In base al teorema di E~- 
RIQUI~S~ che afferma ]a completezza della serie caratteristica di un sistema al- 
gebrieo complete (*)~ possiamo ottenere un sistema soddisfacente alle eondi- 
zioni richiest% imponendo d punti base generici ad un sistema algebrico re- 
golare c~a,pg-p, eio~ ad un sistema la cui curva generica individui un sistema 
lineare rego]are ~a .  

Fissiamo su F un fascio lineare irridueibite [ A [ e eonsideriamo te somme 
c~ c~. . . ,  cq (definite a meno di multipli dei periodi)~ eui d~mno luogo gl'in- 
tegrali di 1. a specie I~, I~,...~ Iq appartenenti ad F~ nel gruppo (CA)~ co- 
mune ad una A fissata e a d  una C variabile entre al date sistema. 

Vogliamo provare anzitutto ehe non possono esservi infinite C ehe dieno 
le stesse somme di una Co generica. Consideriamo pereib entre a I C]~ un si- 
stema algebrico (irriducibile) ~ S, ehe contenga Co; e rappresentiamo al 
solito le curve di S col punti di una eurva piana F; eosi ehei l  gruppo delle 
curve di S the escono dal punto x variabile su A, venga rappresentato da un 
gruppo di ~ punti (~, ~ , . . .  ~.~) di F~ variabile entre Un sistema ~ T. 

Tenendo sempre conto del fatto che ta somma dei valori assunti da un 
integrale qualunque di i." specie della F~ nei punti del gruppo (~ ~ , . . .  ~), 
uguale al valore assunto n'el punto x 7 d a  un integrale di 1. ~ specie della su- 
perficie F~ si vede che~ se te curve Co~ C~ del sistema S~ d~nno luogo agli 

(,I,) ENRIQUES, Sulla proprietd caratteristica delle superflcie algebriehe irregolari (Rend. 
della R. Ace. di Bologna, deeembre 1904}. -- Per un'altra dimosteazione del teorema di 
EN•IQVSS, red. la mia Nota, Interne alla costruziond dei sistemi eompleti non line,zri... 
(t~endieonti di Palermo, 1905.) 
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stessi valori per ]e somme c, c~. . .  cq~ l 'insieme Go dei gruppi di T che escono 
dal punto ~o di p omologo di Co, dovr~ essere equivalente all'insieme G, dei 
gruppi di T ehe escono dal punto ~', omologo di C~. 

Ora:  o tutti i gruppi G (eiascuno dei quali ~ eostituito dall'insieme dei 
gruppi di T uscenti da un punto di F) sono equivalenti tra loro; oppure vi 

soltanto un nuraero finito di gruppi G equivalenti a Go. Nel 1. ° e a ~  tut t i  
i gruppi di T sono equivalenti (teor. I)~ e quindi lo sono pure tutti i gruppi 
segati su A dalle cur~'e di S (teor. II), cio~ S ~ contenuto totalmente entro 
un sistema lineare (teor. VII). Ma cib deve escludersi, per l'ipotesi e h e l a  
eurva generica Co sia isotata. 

Resta dunque possibile soltanto il 2. ° caso: e quindi entro ad S non 
potr~ aversi ehe un numero finito di curve Q ehe dieno per le somme c~ 
c~,..., cq ~alori rispettivamente ugua]i a quelli dati da Co. 

Ne deriva the  la varielh V di tutte le curve di I C I che dhnno le stesse 
somme di Co, ha comune un numero finito di curve con ogni sistema a]ge- 
brico ~ '  contenente Co: dunque V ~ algebrica. 

0gni  t~arte infinita della V, pel teor. VII,  dovrebbe esser costituita da 
curve tra loro equivalenti. Ma cib ~ inconciliabile coll'ipotesi che la curva 
generiea di I C I sia isolata. Sicch~ la V non potr~t contenere infiniti elementi. 

Si conclude pertanto che, al variare della C entro al sistema I CI, le 
somme c,, c~,..., cq assumono ocp~-p~ gruppi distinti di valori. Cib porta di 
necessit~ la disuguaglianza 

q m p g - - p = .  (1) 

Indicando con r il numero degli integrali distinti di 22 specie appar- 
tenenti ad /~'~ avremo: 

r - -  q - - p .  (*,, (2) 
e inoltre : 

r ~ 2  q~ (3) 

come si vede osservando ehe i 2 q integrali di 2. ~ specie aventi per periodi 
le parti reali e te parti immaginarie dei per~odi di I~  I~. . .~ Iq~ sono tra 
]oro distinti (**). Le disuguaglianze (1), (2)~ ( 3 ) n o n  possono coesistere~ se 

(~) Cfr. la mia Nora citata, Sulle superficie algebriche cite posseggono integrali di P~- 
CARD...~ n. ° 3 (Rendiconti dei Lintel, 1904). 

(**') Vedi ad es. la mia Nora, Sulla differenza tra i humeri degli i~tegrali di PI- 
CARD ... ~ 12, ° 3. 
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non essendo 
q ~ - p g - - - p ~ ,  r-----2(pg--pa).  

Si perviene cost al 
TEOR~MA VIII.  Una supe~:ficie algebrica di generi pg~ pa possiede pg ~-pa 

integrali di PmARD della 1 :  specie, e 2 (pp- -pa)  integrali di PmARD della 
2 :  specie (*). 

9. A lcuni corollari geome~rici dei teoremi precedenti. 
a) Una conseguenza immediata del teor. VII ,  ehe per quanto con- 

tenga assai meno di questo teorem% giova tuttavia rilevare per la sua forma 
geometric% ~ la seguente: 

Se sopra una superficie F l e  curve di un sistema continuo S segano gruppi 
equivalenti sopra u~A curva irriducibile, la quale individui un sistema lineare 
almeno ~ il sistema S sar~ contenuto totalmente in un sistema lineare. 

Questa proposizione ha una eerta analogia cot teor. V I ;  ma mentre nel 
caso attual% trattandosi di curve C di un sistema eoutinuo~ basra soltanto 
verificare l'equivalenza dei gruppi segati dalle C sopra una eurva irriducibile 
di un sistema lineare infinito; net caso trattato al n. ° 6 occorreva verificare 
l'equivalenza dei gruppi segati dalle due date curve C,~ C~, sulle curve di 
tutto un fascio. 

b) Il teor. I I  pub pure enunciarsi sotto la forma seguente: 
La condizione necessaria e suffieiente a/finch~ un sistema algebrico ¢x)~ S~ 

di curve C tracciate sopra una superficie F~ sia contenuto totalmente in un 
sistema lineare, ~ che entro all'ente S, appartengano ad una medesima serie 
lineare i gruppi di curve C uscenti dai punti di F.  

c) Dato sulla superfieie F un sistema algebrico co,, S~ di curve C~ di- 
cansi C~, C~,..., C~ le ~ curve di S uscenti dal punto x di F ,  e suppongasi 
ch% variando x~ la curva composta C~-+- C~ + . . . - [ -  C~ varii entro un si- 
sterna lineare. 

Presa su F una eurva irridueiSile A, si consideri il sistema ~ t ,  U~ di 
gruppi di punti~ segato su A dalle C. Quando x si muove sulla .4, l ' insieme 
dei ~ gruppi di U ehe passano pel punto x, si muove nella serie lineare se- 
gata su A dal sistema I C, + C ~ - - l - - ' - +  C,]; onde (teor. I) i gruppi di U 
apparterranno ad una medesima serie lineare. 

(:~) Per le citazioni relative a questo teorema, veggasi l'introduzione al presente 
lavoro. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. lO 
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Supponendo che A s i a  una eurva di un sisfema lineare infinite, mediante 
t'applicazione del Corollario a)~ si giunge al teorema: 

Se sopra una sul~erficie F si ha un sistema algebrico oo', S, di curve C~ 
tale che ta curva composta dalle ~ C che escono da u~z punto variabile su F, 
si muova entro un sistema lineare~ allora il sistema S stesso ~ conte~+uto 
toialmente in un sistema lineare (+). 

§ ~o IL SECONDO TEOREMA D'ABEL 

E LA SUA APPLICAZIONE ALLE SERIE CONTINUE DI ]N¥OLUZIONI. 

1. Involuzioni sopra una superficie algebrica. - -  II seco~zdo teorema 
d'Abel sulla superficie. Sopra una superficie algebrica 17' 7 una serie algebrica ~2r  
di gruppi di n punti~ tale che r punti generiei di F appartengano ad un sol 
gruppo~ si didt un'involuzione di grado n e specie 2 r. Una tale involuzione 
si riguarder~ come regolare~ quando la variet~ V:, i cui punti rappresentano 
i gruppi dell'involuzione~ ~ regolare~ cio~ priva di integrali finifi di differen- 
ziali totali. 

Un particolare interesse offre lo studio delle invotuzioni doppiamente infinite~ 
]e quali si chiamano semplicemente i~voluzioni~ sottintendendo , di specie 2 ,. 
Una tale involuzione si rappresenta coi puntJ di una superficie~ ed ~ noto (+*+) 
c h e l a  regolarith delia superficie immagine si pub pure esprimere geometri- 
camente coll'uguaglianza dei generi~ aritmetico e geometrico~ od anche col 
fatto c h e l a  superfieie ~ priva di sistemi completi di curve~ non lineari. 

In opposizione alle involuzioni regolari delle varie specie~ si parler~ di 
involuzioni irregolari. 

Ci5 premesso~ il secondo teorema d'Abet si enuneia come appresso: 
T~OREmA IX. Se I~ I ~ . . .  Iq son gl ' integrali  semplici di 1/' specie, tra 

loro indipendenti, che appartengono ad una s+(perficie F~ la condizione ne- 
cessaria e sufficiente affinch~ un'involuzione di grado n (e specie qualsiasi) 
data sulla F~ sia regolare~ ~ che la somma dei valori assunti da ciascuno 

(*) [Di questo teorema ha profiGtato il sig. CASTmL~UOVO a pag. 656 della sua Nora 
lincea citata] (9 agosto 1905). 

(*~) Cfr. coll'introduzione al presente lavoro. 
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dei suddetti inlegrali~ nei punti di un grupl)O dell'b~voluzione, resti coslante 
al w~riare continuo di questo gruppo. 

La necessit~t della condizione si stabilisce in modo immediato. Infatti 
rappresentando i gruppi detl'involuzione col punti della varieth V, le somme 
suddette risultano integrali di differenziali totali' della V, e poich~ per ipo- 
tesi~ questa variefft g priva eli tall integrali finiti (traseendenti)~ ne deriva che 
le somme stesse riduconsi a costanti (*). 

Supposto, vicevers% che si abbia: 

2,. . . ,  q), (1) 
=1 

ore le ch non mutano variando con eontinuit~ it gruppo (x~ x2 . . .  x,,) entro 
alia data involuzione 7, si rappresentino ancora i gruppi della 7 col punti di 
una varietk V~'~. 

Le c¢ ~('-~) involuzioni di 2. ~ specie, eiaseuna delle quali si ottiene con- 
siderando i gruppi della 7 dei quali fanno parte r - - 1  punti fissati su F, 
hanno per immagini su V le superficie q) di  un sistema algebrico Y., di di- 
mensione 2 ( r - -  1). 

Un integrale di differenziale totale J~ che resti finito in ogni punto di V, 
considerato come funzione di un punto ~ scorrente sopra una (I)~ dh luogo i,,'i 
ad un integrale semplice di  I. a specie; e poichg il punto ~, ~ funzione ra- 
zionale del punto x variabile su F, mediante la corrispondenza (1~ n -  r -]-- 1), 
che passa tra ~1) ed F, l'integrale J si muta in un integrale I di 1. a specie, 
the appartiene ad F e che assume il valore J(~)  in ciascuno degli n - - - r  + 1 
punti di F corrispondenti a ~. 

Ma dalt'ipotesi (1) segue ehe la somma dei valori di I in questi 
n - - r  + 1 punti~ si conserva costante al variare continuo del punto di (I); 
dunque l'integrale ( n - - r +  1)J(~)  si conserva eostante al variare continuo 
di ~. Ne segue the dovr~ esser hullo il valore di J lungo un eiclo tineare 
qualsiasi di q), e quindi l'integrale J di V dovr~ esser costante sopra ogni 
superficie di 2;. 

Da cib si trae facilmente the J b costante su tutta la V. Inver% se 0,,  

(e) Pel e~so di un'involuzione razio,~ale~ eostitui~a dai gruppi comuni alle eoppie di 
eueve di un sis~ema lin~are, 1~ neeessit£ delia eonclizione enunci~a trovasi in POINOARI~ 
(Suv les intdqrales de diff&'entieltes totales, Comptes rendus, d6e. 1884). Vedi pure 1' altra 
Nota, Sur une g~n&'alisation du th~or~me d'Abel (Comptes rendus, janvier 1885). 
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% son due superficie di % passanti pei punti ~ ,  ~, di V, e se inoltre ~ ~ un 
punto comune alle due superficie~ sara: 

J ( ~ )  ~ J (~) - -  J ( ~ ) .  

Se le due superficie non s'ineontrano, come aceadr~ per posizioni gene- 
fiche dei punti ~ ,  ~ ,  diciamo (~'~ x '~ , . ,  x',._,), (x'~ x ' 2 . . ,  x%_,) i punti fissi 
rispettivi degli ~ gruppi di 7 rappresentati dalle %,  (I)2~ e prendiamo" a 
considerare le superfieie (V, ~b'~ ",~ ¢r-2 immagini dei gruppi di 7 che pas- 
sano rispettivamente pei punti fissi: 

Le superfieie ¢~, ~', (P"~...~ ~r-2 % son evidentemente tall ehe ciascuna 
~ncontra la suceessiva, onde troveremo ancora J ( ~ ) ~ J ( ~ ) .  

Si conclude pertanto che ogni integrale finito di differenziale totale, ap- 
partenente a V~ ridueesi ad una costante; cio~ che l a  V ~ regolare~ e. d. d. 

OSSERWZmNE. In partico]are si ha che ~ regolare ogni involuzio, e es~- 
stente sopra una superficie regolare~ il che del resto si stabilisce anche con 
un noto ragionamento geometrico (~). 

2. Sulle serie continue di involuzioni appartenenti ad una superficie 
algebrica. Giovandosi del teorema stabilito nel numero precedente~ si pub di- 
mostrare la proposizione che segue: 

TEOREMX X. Se sopra una superficie algebrica esiste un'infinit~, continua 
di i,voluzioni irregolari (doppiamente infinite)7 esse risultano composte con 
un medesimo fascio irrazionale di curve. 

Prima di esporre la dimostrazione, precisiamo che cosa deve intendersi 
per involuzione composta con un fascio. 

Avendosi sopra una superficie un'involuzione 0¢~7~ di grado n~ ed un 
fascio F di curve algebriche C, privo di parti fisse~ si dir~ c h e l a  7 ~ composCa 
col fascio, quando ogni curva C appartiene totalmente all' involuzione; cio~ 
quando ogni C che passi per un punto x della superficie~ passa in conseguenza 
per tutto il gruppo di 7~ individuato da x. 

Se le curve C sono irriducibili~ ~ ben ehiaro che la ~ si genera come 
luogo di un'involuzione o~ staceata razionalmente sulla C variabile; se la C 

(*) Oft. OASTSLNUOVO, Sulla razionalita delle in¢oluzioni piane (Mathematische An- 
n~len, Bd. 44, 1894); n. ° 10. 
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generica ~ riducibile, dicendo Dj D 2 . . .  Dt le sue parti i r r i d u c i b i l i -  neces- 
sariamente variabili in un fascio di curve D - - s o p r a  le D~ D ~ . . .  Dt la 7 

n subordiner~ altrettante involuzioni ~ di grado t - '  riferite biunivocamente 

tra loro: onde anche in tal caso risulta chiara ta genesi della 7- 
Tornando ora alia nostra superfieie F,  contenente un'infinit~ continua di 

involuzioni irregotari 7, osserviamo anzitutto che, senza alcuna restrizione es- 
senziale, si pub supporre che quest'infinit~ sia semplice e algebrica, in guisa 
da poterne riferire gli elementi (involuzioni) ai punti di una curva algebriea 
irriducibile ~. 

Detti / ~ I ~ . . .  Iq i q integrali indipendenti di 1. ~ specie, appartenenti 
ad F, si consideri ta somma I~ ( x , ) ~ . . - +  h (x~), (k ~ 1 , . . . ,  q), estesa ai 
punti del gruppo (x, x~ . . .  xn) variabile entro ad una delle involuzioni 7. 
Questa somma risulta uguale al valore assunto nel punto x~ da un certo in- 
tegrale or, di 1. a specie, appartenente ad F ;  e poich~, quando x, si porta 
in x~, la somma non s'altera che di multipli dei periodi, si conclude che 
J ( x )  assume lo stesso valore in ciascun punto del gruppo (x~ x~ . . .  x,d. 

Cib posto, si esprima J come combinazione lineare deg l ' in tegra l i / ,  me- 
diante la formola: 

J - -~  ~, I ,  -~ . . . ~- ~q Iq ~ ~, 

ove ]e X ~ . . . ) , q  son q -~ 1 costanti relative all'invo]uzione; e si osservi che, 
at variare continuo dell'invo]uzione, le ) , ~ . . .  ?.q (ma non gi~ k) risultano 
funzioni razionali del punto ~: scorrente sulla ?, perch~ il gruppo (x~ z~ . . .  xn) 
dipende razionalmente da x, e da ~, e quindi i coeffieienti dei differenziali 
delle variabili indipendenti nelt'integrale 3", risultano funzioni razionali di x~ 
e di ~ 

Ma per t'indipendenza lineare di I ~ . . .  Iq, te ),~... ).q non posson mai 
divenire infinite (*): dunque esse rimarranno costanti al varY'are dell'involu- 
zione 7. L'integrale 

K = ~,~ L -4:- . . .  -4:- ),~ Iq , 

(*) Se infatti nell ' intorno del punto ~o di ~, lo sviluppo in serie di L,~UICENrr della 

funzione ~i contenesse il termine ai (~ _~o) s (s-~_ l), affinch6 restasse finita la somma 

)q / i  -4- . - .  ~ ;~ Zq, dovrebbe risuttare a, f ,  ,~- . . .  + a~ f~ =:.0; contro t 'ipotesi che gl'in- 
tegrali / 1 . . .  I~ sieno indipendenti. 
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risulta cosl indipendente dall'involuzione eonsiderata, e, in virth della rela- 
zione che lo lega a J,  assume lo stesso valore nei punti di un gruppo ap- 
partenente ad una 7 qualsiasi. 

Fissiam5 era l'attenzione sugl'infiniti gruppl delle 7 che passano per un 
punto generico x di F ,  e dieiamo Cx la eurva (algebrica) luogo di tall gruppi. 
Se t al variare di x~ le curve C,~ che si ottengon% si segano a due a due in 
un punto almen% poich~ l ' integrale K ~ evidentemente costante sopra ogni Cx~ 
avremo, su tutta la F,  K ~ c o s t .  0nde l ' integrale J,  relative ad una 7 fis- 
sara, si ridurr~ pure ad 'una costante, cio~ la 7 sar~ regolare (teor. IX):  centre 
il supposto. 

Bisogner~ dunque che due Cx qualunque non si taglino. 0ra~ se la Cx 
generica ~ irriducibi]% il sistema di tutte le Cx sar~ un faseio F (senza punti 
base) e ognuna delle 7 risulter~ eomposta con questo fascio. Di pih l ' invo- 
luzione di grade n subordinata da una 7 sopra una Cx~ appartenendo ad una 
infinitb, continua, per un note teorema (*), sarh. lineare; onde la superficie rap- 
presentativa della 7 conterr~ un fascio di curve razionali, e sar~ percib ri- 
feribile ad una rigata (**~), avente i moduli iedipendenti dall'involuzione con- 
siderata. Inol t re  il fascio F sar~ irrazionale, perch~ altrimenti ogni ? risulte- 
rebbe razionale e quindi regolare. 

In eonelusione le 7 vengono generate interseeando le curve di un fascio 
irrazionale~ eotle curve di un filscio lineare, variabile in un sistema continue. 

Senza dimeolt~, si presenta pure la discussione del case in cui la curva Cx 
generica si spezza in t curve D~, D..,. . . ,  Dr, variabili certamente in un fascio a, 
senza punti base~ pereh~ due Cx non si tagliano. 

n 
La curva D di A, useente da un punto x di F~ eonterr~, y punti di 

ciaseuno, di quei gruppi delle 7~ di cui fa parte il punto x; cosicehh le C,~ 
risulteranno composte mediante i gruppi di un'involuzione di grade t del fa- 
scio A. 

0ra~ s e n  > t~ l~ infinite involuzioni subordinate dalle 7 sopra una D~ 
dovranno essere-lineari~ e quindi le 7 si potranno generate intersecando le 

($) CfIL CA_STELNUOVO, Sulla linearitd delle involuzioni pile volte infinite appa~:tenenti 
ad una eurva aOebrica (£tti della R. Ace. di Torino~ 1893); HU:~IBERT ((~omptes ren- 
dus, 1893) e Sur quelques propribtbs des courbes . . . .  (Jouraal de Ma~h. 1894). 

(~*) ENRIQUES, Sopra le superflcie algebriche che eontengono un fascio di curve ~'azionali 
(Math. Anaalen~ Bd. 52). 
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curve composte dai gruppi di un'involuzione (irrazionale) fissata entro al fa- 
seio ~, colic curve di un faseio lineare variabile. 

Se invece n ~ t, tra due curve D eostituenti una parte di una G'~,, si 
vengono ad avere infinite corrispondenze birazionali 7 onde eiascuna D sar~ 
razionale o ellittiea. Siceh~ in tal easo le 7 risulteranno eomposte con un fa- 
scio il"razionale, la cui eurva generiea si spezza in n curve razionali o el- 
litiehe. 

I1 teorema ~ eos~ completamente dimostrato. 
OSSEaW, ZIO~E. It teor. X si pub pure enuneiare sotto la forma seguente: 
Sopra una superficie algebrica, priva di fasci irrazionali~ ogni invol~- 

zione d'una serie continu, a ~ regolare. 
Si noti l 'analogia tra questa proposizione e.quella dei sigg. tIUMB~RT e 

CAST~r, sVOV% the afferma l'impossibilitK dell'esistenza di una serie continua 
di involuzioni ( ~ ' )  irrazionali, sopra una curva algebrica qualunque. 

Parma, 30 aprile 1905. 


