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[Yber die Curvatura integra und die Topologie geschlossener 
Fl~chen. 

Von 

WWR~ZR Bor in Leipzig. 

Einleitung. 
In seiner berfihmten Abhandlung: Disquisitiones generales circa super- 

ficies curvas geht {~au~ yon der Definition des KriimmungsmaBes k einer 
Fl~iche in einem bestimmten Punkte aus. Das Integral dieses Krfimmungs- 
maBes erstreckt fiber einen endlichen Bereich einer Fl~he nennt er die 
,Curvatura integra" dieses Bereiches. Wit bezeichnen sie heute zum 
Untersehiede yore ,,Krfimmungsmat~" als ,,Gesamtkrfimmung ~ oder ~,Total- 
krfimmung ~' oder wohl auch noch a]s Curvatura integra, um Verweehslungen 
vorzubeugen, die dadurch ents~ehen kSnnten~ dab man in Frankreich 
unter ,,courbure totale" unser ,rKrfimmungsmaB ~' versteht. Die Curvatura 
integra eines Fl~chenstfickes ist gleich dem Intmlt seines sph~rischen 
Brides, d. h. gleich dem Inhalt des Kugelstfickes, das yon den dutch den 
Mittelpunkt einel: Einheitskugel zu der Gesa,mtheit der Normalen der 
Fl~che gelegten Parallelen aus der Kugeloberfl~iche ausgeschn~tten wird. 
Die Krfimmung eines Fl'~chenstfickes wird positiv oder negativ gerechnet~ 
je nachdem der Umlaufungssinn seines Umfangs bei der ] ~ b e ~  auf 
die Kugel erhatten bleibt oder sieh umkehrt. Beaeckt das sph~rische 
Bfld eines Fl~henstfickes die Kugel mehffach, so zerlegt man dieses 
F'~chens~fick in Teile, die sich einfach auf die Kugel abbitden, und be- 
stimmt die GrSi~e der Totalkrfimmung der elnzelnen Teile; die algebraische 
Summe dieser E~nzelk~rfimmungen is~ dan_n die To~kr~Ammung des ge- 
samten F1Rchens~fickes. 

Auf diese To~!~fimmung geh~ ~raut~ nicht weiter ein. Er sagt am 
Schlusse yon Art. 6 der ange~hrten Abhaudlung: ,Indessen mfissen wit 
die weitere ErSrterung dieses Gegenstaudes, d~r d/e a//ge~ndnste A w ~ f ~ q  
der 2"~ren b~rifft, uns ftir eine andere Gelege~I~ei~ vorbehatten~ Diese 
versprochene Untersuchung fiber die To'talkrfim~ung hat GauB nicht ver- 
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~ffenflicht. Aber aus der gesperrt gedruc~en Bemerkung geht hervor~ 
dab er die Beziehung der Curvatura integra zu den Zusammenhangsver- 
h~]tnissen der Fl~chen gekannt hat. Diese Beziehung ist aufgedeckt 
worden yon Kronecker und yon Dyck. 

Kronecker  definiert in seiner Abhandlung: ,~ber Systeme yon 
Funktionen mehrer Variablen*) ffir Systeme yon Fun~:tionen eine gewisse 
,~Charak~eristik" K~ d. h. eine gewisse Zahl~ die dem Funktionssystem in 
bestimmter Weise zugetcflt ist. Dutch die Gleichung ~ ~ f (x ,  y) einer 
Fl~che und ihre partiellen Ableitungen ist ein Funktionensystem (f, fx, f,) 
bestimmt, (lessen Charakteristik anch schlechtweg als Charaktcristik der 
Fl~che: z = f(x, y) bezeichnet wird. Ist die Fl~iche nun geschlossen und 
hat sie eine st~tige Tangentialebene und eine abteilungsweise stctige 
Krfimmung, so besieht z wischen ibrer Charakteristik K und der Total- 
krfimmung C die einfache Beziehung: 

K = I c  
2 ~  

soweit Kronecker. 
Dyck**) hat nun seinerseits flit Fliichen eine Charakteristik K" durch 

die ZahI der Riickkehrschnitte und der R~i~der definiert, und zwar ffir 
geschlossene Fl~chen in folgender Weise. Eine geschlossene Fl'~che ist 
im Sinne der Analysis situs beka,n~tlich definiert durch die Zahl der auf 
ihr gleichzeitig mSglichen~ einander nicht schneidenden, nicht zerstficken- 
den Rfickkehrschnit~e. Bei diesen mul~ man nun zwei Arten unterscheiden. 
Bei den Schnitten ,der ersten Art" kehr~ die mit einem gewissen R!chtungs- 
sinn versehene Normale nach einmaligem Umlauf l~ugs des Riickkehr- 
sch-lt~s in der Ausgangsrichtung zum Anfangspun~ zurfick. Die Zahl 
dieser Schnitte sei ~. Jeder yon ihnen liefert zwei R~nder. Bei den 
Schn~tten ,der zweiten Art" kehrt sich die Normale bei e~nmaligem Um- 
lauf urn. Ihre Zahl sei ~'. Jeder yon ihnen liefert blol~ dne~ Rand. 
(VergL etwa den Schnitt l~ings der Mittellinie des MSbiusschen Bandes.) 
Dyck setzt nun: 

K ' - ~ 2 - - 2 a - - e ~ ' .  
Danach ist die Chamkteristik der Kugel 2, die der Ringli~he 0 etc. Bei 
zweiseitigen Fl~chen ist # ' =  0. Bei einseitigen sincl, wie wir bemerken 
wollen~ ~ und d nieht fest. Vielmehr kSnnen je zwei SchnW~e a' ersetzt 
werden durch einen Schni~ ~, und bei einseitSgen Fliichen auch umgekehrt 
je ein Sctmitt ~ dutch zwei Schnitt~ ~'. Die Charakteristik K bleibt dabei, 
wie man sieht, unge~ndert. 

*) Berl. Mona~sber, 1869, M~,rz "and Aug. pag. 688f. 
**) Dyck, A-alysis situs I, Ma~. A~nalen Bd. 32, I888. In dieser Abhandlung 

i~  auch die gesamte e ' m s c ~  Li~erat~r in hSchst fihersichtlicher Weise zusam- 
mengestellt, 
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Von dieser Charak~eristik K '  zeigt nun Dyek, da6 sie identisch ist 
mi~ der Ka'oneckersehen Charakteristik des Systems (f~ f,~, f~). Damit ist 
die Totalkrtimmung in Beziehung gesetzt zu den Riickkehrschnit~en, also 
auch zu dem Beg'rift des Zusammenhangs und des Geschlechts yon Fli~chen. 
Ffir zweiseitige Fl~chen, ffir die d ~ 0 ist, ist der Zusammenhang: 
Z ~  1 q-26, das Geschlecht: ~ - 6 .  Also besteht zwischen der Total- 
krfimmung ~9 und den angefiihr~en Ausetriicken bei zweiseitigen Fliichen 
die Beziehung: 

1 C = K = 2 ( 1 - - ~ o ) = 3 - - Z .  
2 ~  

D,.mit ist die yon Gaul~ angedeutete Beziehung zwischen der Total- 
krfimmung und den allgemeinsten Eigenschaften der FI~chen aufgedeckk 
Wie man aber sieh~, is~ der dabei eingeschlagene Weg ein ziemlich 
komplizier~er. Man is~ nicht yon der To~alkrfimmung ausgegangen, sondern 
diese ist beiliiufig in die Untersuchung hineingekommen. Auf Veranlassung 
yon Herrn Prof. Hilbert-GSttingen hatte ich es unternommen, die yon 
Gan6 angedeutete Beziehung zwischen der Curvatura integra und den all- 
gemeinsten Eigenschaften der Fl~chen aufzudecken. Ich ging dabei aus yon 
der geometrischen Bedeutung der Totalkr '~nung und land natfirlich die 
obigen Relationen, konnte diese aber auch erweitern auf Ftiichen, die nicht 
frei yon Singulari~ten sind, die e~wa endende Doppellearven enthalten. 
Das Mittel dazu hot mir eine Erweitmrung des Begrifles der K~iimmung 
auf singulgre Punkte wie gnoten, Spii~zen~ Kantenpunkte usw. Diese ganz 
in Ana.logie zum Kriimmungsmal~ de~nlerte Kriimmung habe ich aus 
einem sp'~ter hervortretenden Grunde Aquivalentkriimmung genannk Diese 
letztere ermSglichte es nun auch, den Beg'rift der Tota l~mmung und 
somit die obige Beziehung auf Polyeder anzuwenden. Durch eine einfache 
Umformung liefer~ die letzi~re dann die als verallgemeiner~ Eulersche 
S~t~ze bek~n~ten Relationen an Polyedern. 

Diese Fragen babe ieh im zweiten Kapitel meiner Dissertation: ,~{;rber 
die Curvatm~ i n ~ r a  und die Topologie gesehlossener Flgcgaen:'*) behandelk 
In {} 1 .... w 4 des Folgenden will ich einen kurzen 13berblick fiber die dor~ 
eingeschlagene Methode und die gefundenen Resultate geben, ohne mica 
abet auf Ausfiihrungen e~n~ulassen, derent;wegen ieh auf die a n g e ~  
Dissertation verweise. 

Diese Beh~hhmgen fiihren nun unmittelbar zur Topologie der 
Fl~chen. Die Ch-51~e der Curvatura integra C bes~imm~ sich dutch die 
Charakterisfik K und die Zahl n der endend~ Doppelkurven als: 

C - -  K .  2~ + n- 4z.  

*) GSttJ~gen, 1901. 

Math~matische Annalen, L~IL 1t 
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Da dr~ingt sich nun die Frage auf: Gibt es zu jedem K ( ~ 2 )  und zu 
zu jedem n~_O) auch eine zugehSrige reelle Fl~che? Die Frage spitzt 
sich dan~ zu der folgenden zu: 

Gibt es eine ganz im Endlichen gelegene, geschlossene, singularit;~ten- 
freie Fl~he,  auf de rnu r  ein Rfick_kehrschnit~ zweiter Art mSglich ist? 
Dabei sehen wir das Auft-reten yon Doppelelementen nicht als Singularit~t 
an, wohl aber das Auftreten yon Enden yon Doppelkurven. Wir ver- 
langen n~imlich, dab jeder Mantel ffir sich vollkommen regul~ir verlaufe. 

Die gesuehte Fl~che existiert in der Tat. Wir werden im Folgenden 
zwei Typen yon dieser Fl~che beschreiben*). Diese Fl~iche interessiert 
nun nicht nur in rein topologischer Hinsicht, sie verdient auch aus einem 
ganz anderen Grunde Beachtung. Sie entsgricht niimlich im Sinne der 
Anal#sis situs voUkommen der lyrojektiven Ebene. Sie entspricht ihr in 
demselben S~nne wie die Kugel der komplexen Zahlenebene. Bei geeigneten 
Festsetzungen wfirde auf unserer Fl~iche die projektive Geometrie gelten 
und zwar ausnahmlos ffir alle Punkte. 

Diese Fl~iche babe ich schon behandelt im Cap. IH, w 3--w 5 meiner 
Dissertation und in einem Aufsatz: ,,l~Tber die Abbfldu_ug der projektiven 
Ebene auf eine im Endlichen geschlossene, singularit~tenfreie Fl~che." 
GSttinger Nachrichten, 1901~ Heft 1. 

Wit woUen im Folgenden das dargelegte Programm ausfiihren. 

w 

Die vo|lkommen stetige Deformation yon Fl~chen. Die Curvatura 
integra als Kurvenintegral. 

Betrachten wir ein fiberall positiv gekriimmtes Gebiet einer Fl'~ehe. 
Sein sphiirisches Bild wird einen gewissen Kugelteil bedecken. Wit w~hlen 
das Gebiet so klein, dab es diesen Kugelteil nut. einfach bedeckt. Halten 
wit dann die Grenzkurve des betrreffenden Gebietes saint ihren Tangential- 
ebenen, & h. den sogenann~en Grenzstreifen fest~ so bleibt sein Bfld auf 
der Kugel, also auch der yon diesem umschlossene Inhalt erhalten, wenn 
wit die yon ibm nmschlossene Fl'~che irgendwie deformieren. Wit sehen 
daraus, dab der Curvatura integra eines Fl~chenstiickes ein holler Grad 
yon Invarianz zukommt. Betrachten wit nun start eines Fl~ichenstiicks 
eine geschlossene F1Kche, et-wa die Kugel, so erkennt man leicht, dab ihre 
To~a!kriimmung bei allen Deformationen unge~udert bleibt, bei denen die 
Fl~che mit ihren Tangentialebenen stetig und das Kriimmungsmaj~ in 

*) Diese beiden Fl~chen sind als Gypsmodetle in dem t~ekannten Modellverlage 
y o n  Martin Schilling, Halle a. d. S. ersehienen. 
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jedem lhln'~te uniter einer endlichen Grenze bleibt~. Die l~otwendigkeit 
der letzteren Annahme babe ich in meiner Dissertation dargelegt (pag. 17). 
Deformationen~ die die genannten Vorausse~zungen efffillen, nennen wir 
,,voUkommen s~etige" Deformationen*). Die Gleichheit der Totalkriimmung 
ist also die notwendige, (abet nicht hinreichende) Bedingtmg daf[ir, da~ 
zwei Fl~hen vo||~ommen stetig ineinander iibergefiil~ werden kSnnen. 
Nun kann ich jede Fr he, die denselben Zasammenhang hat wie die 
Kugel, d. h. fiir die K-~  2 ist, und die auflerdem frei yon Doppelkurven 
ist~ auf die Kugel vollkommen stetig deformieren. Dal~ ich solche Fl~chen 
iiberhaupt auf die Kugel transformieren k,~nn~ ist aus der Funktionen- 
theorie her gel~ufig. Die vollkommene Stetigkeit wird dabei nur beim 
Verschwinden der Doppelkurven unterbrochen. Sind solche nicht vor- 
handen, so l ~ t  sich die Verwandlung vol]kommen stetig ausffihren. Daraus 
ergibt sich: Alle Fl~chen mit der Charakteristik ~: = 2 ohne Doppel- 
kurven hahen die Tota]lrriimmung 4~. 

Wit  kSnnten nun diesen rein auf der Anschauung beruhenden Weg 
welter verfolgen. Wir wollen abet zun~chst rechnerisch aus dem die Curva- 
tufa integra bestimmenden Integral einige Result~te ableiten. Diese werden 
nn.~ dann die Fortsetzung der ~berlegung sehr erleichtern. 

Die Curva~-ara integra C eines St~ickes G der Fl~he: z ~ z ( x ,  y) 
mit der Randkurve c ist gegeben dutch: 

C 

wo d6 das Fl~ichenelement bezeichnet. Damit unser Integral einen Sinn 
h~t, ist vomusgesetz~, dal~ die Fl~che z ~ z (x ,  y) in dem Gebiete G mit 
ihren ersten Differentialquotienten stetig und das Kriimmungsmat~ stets 
endlich sei und dab das letztere sich beim Fortschreiten l'~ngs einer be- 
liebigen Linie in G wenigstens abteilungsweise s~etig ~mdere. Aul~erdem 
ne]~men wit vorderhand ausdriicklich an, die betrachte~en Ft'~chen seien 
zweiseitig. Fl~hen, die diese Voraussetzung ert~llen, erhalte ich, wenn 
ich S~iicke beliebiger Fl~chen so zusammensetz% daft die en~tehende 
Fl~he nirgends Ecken, Kemtmn oder dergl, hat. Am einfachsten'fibersieh~ 
man das bei den Rotationsfl'~chen. Ich kann etwa einen greiscylinder 
yon endlichex HShe dutch ttalblmgeln schliet~em 

*) tn analoger Weise kann man bei geschlossenen ebenen Kurven eine volIkomo 
men ste~ige Deformation definieren. Bes~im~t man dann als Curva~lra in~egta tier 
K utwe f k d s ,  w o k  die bekannte Km~r-mung, ds das L~ngenelement is~ so ergibt 
sich tier h~bsche Sa~z: Di~ Gleic]d~t der C~zvat~,ra in~effra i~,~ die h',n~'ei~ufe ~nd 

~ i g  in eir=c~er d~form~'cn ~ .  (Ve:rgt. Cap. Im.  D~s.) 
Zt* 
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Nun haben wit gesehen, dat~ die Curvatura integra eines ~iiehen- 
stiiekes, dessen Bild die Kugel ehtmal bedeekt, nut abh~ngt yon der 
Randkurve und den Tangentialebenen in dieser. Daraus entnimmt man, 
da$ es miiglic-h ist, das Fl'~chenintegral, dutch das die Curvatura integra 
gegebea ist, daxzustelhrt als KurvenJntegrM fiber den Rand des Gebietes. 
Diese Umformung gelin~ nun unschwer, wenn man bedenkt, (lag das 
Integral der Curvatura integra niehts andere~ darstellt als einen Fliiehen- 
inhnlt auf der Kugel. Einen solchen kama man leicht als Integral fiber 
den Rand darstellen land dieses Integral dann auf der Fl~iche deaten. Aber 
das so gefundene Integral gilt nut fiir Gebiete der Fl~he,  welche Pole 
der Kugel nich~ enthalten. Das abzubildende Fliichenstiick darf also keine 
vertikalen Normalen~ d. h. keine Extreme und Sattelpunkte enthalten. 
Enthiilt es solche Punkte doch, so sind diese durch kleine Ovale ans- 
zuschliel~en. Die Ovale und i~e  Bilder hat man zu den Grenz~n hinzu- 
zureehnen. Wit nehmen nun an, die horizont~len Tangentialebenen 
beriihrten nur in Punkten, deren Krfimmungsmal~ yon 0 verschieden ist~ 
eine h nnahme, die, wie man leicht erkennt, unwesenflich ist. Dann geben 
die Ovale um diese Punkte wieder Ovale auf der Kugel und der Beitrag, 
den eine Oval zur Oesamtkrtimmung liefert, liil~ sich yon vorneherein 
bestJmmen. Wit kSnnen dann die Ovale aus der Begrenzu~t.g des Kurven- 
integrals fortlassen und die ihnen entsl3reehenden Werte zu dem Werte, 
den die eigentliche Begrenzung des Fli4ehensttickes liefert, addieren. Man 
finder so: 

l'zxdzy -- z~dzx 

f z~d%--zvd~  
II. C =  ---j,: ~--~-~----K) + / / ~ . 4 z ,  

f zxdzy ~ ZydZ z 
III. 

W O  : 

w =  + g 
ist und die Indizes partieUe Ableitungen naeh den betreffenden Variablen 
bedeuten. Die Grenzkurve c ist stets so zu durehlaufen, dag das Gebiet, 
dessen Curvatura integra besfimmt werden soll, zur Linken liegt. Die drei 
angegebenen Werte ffir die Totalkrtimmung unterseheiden sieh nut dutch 
die Stellung, die Nord- mad Siidpol in ihnen einnehmen und dement- 
spreeheud in der Bestimmung der Zusatzglieder. 

In Formel I liefern die Punkte, die sich auf den ~'ordpol abbflden, 
keinen Beitrag, die sich auf den Sfidpol abbfldenden Extreme E, und 
Sat~elpnnkte S, einen solehen "yon je + 4~ resp. --4:z, so dal~ ist: 
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In Formel H vertauschen l~orclpol und Stidpol ihre Rollen, sodaB,wenn 
wir die sieh auf den Nordpol abbildenden Extreme und Sattelpnnlr~e resp. 
mi~ E ,  und S, bezeichnen, wird: 

= z . -  s . .  

SehlieBlieh ist in Formel III: 

wo E die Gesamtzahl der Extreme, S die der SattelpunkCe ist. Dutch 
eine leiehte Umformung kann man den Integranden allein als Funktion 
der I~ichtungscosinus ~, ~ ~ auf dem Rande der beh~chteten Fl'~che dar- 
stellen. Der erste Integrand wird beispielsweise: 

Wir erhalten so den Satz: Die Curvatura integra eines Flhc'henstiickes 
h~ngt nur ab yon dem begrenzende~ Streifen und yon der Zahl der im 
Inneren gelegenen Extreme und Sattel~nkte. 

Ffir eine gesehlossene Fliiehe ergieb~ sich: 
Die Curvatura integra einer geschlosser~n ~l~he  h~ngt nur ab yon der 

Zahl der Extreme und Satteltmnkte. 
Zerlegen wit ni~mlieh dureh eine gesehlossene Kurve die Fl~che in 

zwei Teile, so heben sieh aus der Summe der Totalkrfimmungen beider 
Teile die Integrale heraus, da diese fiber dieselbe Kurve in entgegen- 
geset;ztem Sinne zu ers~recken sin& Ger~uer ergibt sich fiir die Total- 
kriimmung einer geschlossenen Fl~he : 

C-- - /~  - 4~r ~- ( E , -  S,) �9 4g 

---- R2 �9 4~ = (E,~-- S,~) �9 4~ 

welche Rela~ionen man leichl in WorSe faBk Es ergibt sich auch: 

(E- s) _ K -  E . -  & = - - s  . 

Die Differenz d~r Extreme und Sattelpunkte ist also stets eine gerade 
Zahl; wit fiigen hinzu bei zweiseitigen Fliichen, denn dJese Voraasse~.vang 
is~ in unserem Resul~a~ wesentlich entJa~altem 

Um nun die To~]!o~immung C zu bes~immen, kSnn~en wit die 
Differenz E -  S zu bestimmen suchen, sie ehva in Beziehung setzen zur 
Charakteristik. Wit  wfirden dann im Prinzip dasselbe Verfahren ein- 
schlagen wie Dyck. Wir verfahren aber anders: wit driieken die Tolal- 
krfimmung dixek~ aus dutch die Charakteris~ik, indem wit alle Fl~chen 
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zuriickffihren auf doppelkurvenlose Fl~chen der Charakteristdk k ~ 2, deren 
To~]l~rtimmung wit schon ats 4~ erkaunt haben. Als MRtel zu dieser 
Reduktion dient die ~quivalentkrfimmung. 

w  

Die Aquivalentkriimmung. 

Wir gehen aus yon der Be~rachtung der Spitze eines Kreiskegels. 
(s. Fig. 1.) Wit legen in clan Kegel sine Kugelschale F E G .  Wit k~innen 
uns nun dis KegelspRze entstanden denken dadurch, dab der MR~elpunl~t 

o M dieser Kugelschale auf der Geraden O H  auf die 
Spitze O sich zubewegt, wiihrend ihr Radius so abnimmt, 
dab die Kugel dauernd den Kegel berfihrt~ his O M  schliel~- 

~ hch unendlich klein wird. Der InhaR der Kugelschale wird 
dabei immer kleiner, abet ihre Curvatura integra iindert sich 

~ nicht. Es hinder~ uns nun nichts, festzusetzen, dab der 
KegelspRze, in die die Kugelschale iibergeht, wenu ihr 
Radius nach 0 bin abnimmt, dieselbe grfimmung zukomme, 

' wie der Kugelschale. Da das die Curvatura integra einer 
Fig. I .  

der Spitze ,,~iquivalenten" Flldche ist, so woUen wir 
diese grfimmung kurz: , .~qu iva~ t~ i immung"  nennen. Es entsprich~ also 
der Kegelspitze auf der Kugel ein endliches Fl~ichenstfick. Das steht 

vollkommen darer in Einl~la.ng~ dat~ das Gaui~sche Krfimmungsmat~: lira t~, 
f=O / 

wo f der Fliicheninhalt einer den Punkt enthaRenden Fl~iche, f '  der ihres 
sphiixischen Brides is~, ftir einen solchen Punk~ oo ist. 

Was wit jetzt bei der KreiskegelspRze gemacht haben, wollen wir 
allgemein durchffihren. 

Wit schliei~en die be~reffende SingularRiit (Punkte oder Kurven) 
dutch eine oder wenu niitig dutch mehrere Kurven ein und denken uns 
diese Kurven so durc-hlaufen, dab die Singularitii~ stets zur Linken liegt. 
Diese Kurven iibertragen wir auf die Kugel, wo sie einen bes~immten 
Fliicheniuhalt umschliel~en, der dutch ein Integral fiber die Kurven gegeben 
ist. Die "die Singulari~t einschlieBenden Kurven lassen wit sich immer 
eager um die Singulari~ zusammenziehen und bilden schliel~lich den 
Grenzwert (indem wit irgend einen ProzeB zugrunde legen, der uns die 
Garantie gibt~ diesen Grenzwert zu erhaI~en, bei einer Spitze e~wa den 
grSBten geod~itischen Abstand der Spitze yon der Kurve nach 0 bin 
konvergieren lassen). Wenn dieser Grenzlage ein bestimmter Fl~cheninhalt 
auf der KugeI entspricht, so schreiben wir ihn der Singulari~ als 
~kquivalentkriimmung zu. 
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Die Aquivalentkriimmung ist also gleich dem Grenzwert des 1715chen~ 
i~haltes, d~n das B~Td einer die Ningularit~t umschlieflenden Kurve auf slur 
Kugd bestimmt, wenn diese Kurve sich in die Si~gularitiit zusammenzieht. 

Dieser Orenzwert ist nach der Definition bei einer kegeff'6rmigen 
Spitze identisch mit der J~quivalentkriimmung der Spiisze des Tangential- 
kegels, da beide ja denselben Grenznormalenkegel haben. Bei der Spiisze 
eines Kegels brauchen wit abet nichis erst den Grenztibergang auszuffihren, 
um die Krtimmung zu erhalten; denn das in w 1 abgeleitete Integral tiber 
irgend einen die Spiisze einfach umschliel~enden Streifen isis gleich dot 
~quivalen~krfimmung der Spitze, da ja das Krfimmungsmat~ des Mantels 
in jedem Punkte 0 ist. Die _&quivaleniskriimmung isis also durch ein 
Integral fiber einen Streifen des Tangentialkegels gegeben. 

Denken wh" uns die Spitze des Tangenf.iall~egels in dem Mi~telpunkte 
der Einheitskugel liegen, so ist der zugehSrige Normalkegel der sogenannte 
zl~m Tangentialkegel ,,polare" Kegel, und die Aquivalentkrtimmung ist 
nichts anderes wie das yon dem Polarkegel ausgeschniY~ene Kugelstfick, 
also die ,Appertur" des Polarkegels. 

Wir woUen im folgenden nun einige Singularit~t~n in Bezug auf 
ihre _&quivaleniskrfimmung betrachten. 

In einer wirklichea Spitze after der Tangentialkegel in eine, Gerade 
aus. Der zugehSrige Normalkegel ist eine Ebene. Die Xquivalentkrfim- 
mung einer solchen Spitze isis also 2:r 

Betracht~n wir jeisz~ eine gescMossene Kant,. Dieselbe wird ein- 
geschlossen durch zwei Kurven. Die In~egrale I, II oder III (w lj  fiber 
diese Kurve geben in der Grenze die Aquivaleniskrfimmung. Hierbei 
miissen natfirlich, wean der Nord- oder Sfidpol innerhalb des der Kante 
~iquivalenten Gebietes hegr diese in riehtiger Weise berticksidhtigt werden. 
Das mach~ abet in speziellen F~ilten keine Schwierigkeit. Diese Definition 
der ~_quivalentkrfimmung einer Kante ist gleichwertig der folgenden, die 
fiir die Anwendung und namentlich ftir die Anschauung meis~ bequemer 
is~. In einem Kantenpunkte nimm~ die Normale zwei bes~.~mmte Grenz- 
werte an. Zu der Ebene dieser Normalen ~ der Normalebene der Kan~e 
legen wir durch den Mig~elpunkt der Einhei~skugel eine Parallelebene. 
Diese schneider auf der Kugel einen griii~ten Kreis aus. Dem Kanten- 
launkge schreiben w,r als _&quivalen~ den zwischen den Bildpunkten der 
beiden Normalen liegenden kiirzeren Tell dieses Kreisbogens zu. Wenn 
wir die beiden Normalen an der geschlossenen Kurve enflang laufen 
lassen, so bewegt sieh der Kreisbogen auf der Kugel, und der yon ibm 
beschriebene Fl~chenraum, in der richtigen Weise in positive und negative 
Teile zerleg%, ist die J[quivaleaf~rfimm, mg der Kanr Diese Auffassung 
der ~.quivaleniskrfimmung einer K~e, die sich in pra~ mi~ tier frfiher 
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entrwiekel~en deek~, ha~ ihr gegentiber den Vorzug, da$ sie einem beliebig 
aus einer Kan~e herausgegriffenen Sttiek eine bestimmte Jkqmvalentkrtim- 
mung zusehreibt, 

Zwei F l ~ h e n m ~ e l  m5gen sieh rings einer Kurve durchdringen; wit 
zersehneiden diese ]~iintel l~iags dieser Kurve und heft~n je zwei der ent- 
standenen R's so zusammen, dab zwei Kanten entstehen. A_us diesen 
Kangen denken wit uns dutch die Normalebenen in einander entspreehen- 
den Pnnk~en tR, R '  und S, S' je ein S~tiek herausgesehnitten und wollen 

sehen, wie sich die _&quivalentkrttmmungen dieser 
S~iicke verhalten (s. Fig. 2). Die Normale auf einem 
Fl~hensttiek bestimmen wir dabei willkttrlich, die 
auf den anderen w~len wir dann so, wie wir sic 
auf der unzersclmi~tenen Fl~ehe h~t~en bes~immen 
miissen. Dann ergibt eine einfache Betraeh~ung: 
Die Xquivalentkrtimmlmgen der beiden Kurven- ~ig. ~. 
s~ticke sind absolu~ genommen gleich, haben aber 

entgegengese~ztes Vorzeiehen; denn die den beHen Kan~en en~spreehenden 
Fliicheninhalte deeken sieh, werden abet entgegengesetz~ durehlaufen. 
Wenn wit also die sich in einer geschlossenen 1)o~t~dkurve durahdringende~ 
Miintel zerschneiden und in at, deter Weise aneinanderheften, so haben die 
e~t~tehenden Kanten ent~egengesetzte f~q~valentkriimmung. Eine einzelne 
Kurve auf einer Fl~che liefert keinen Beitrag zur Totalkriimmung; die 
Kurven, die die geschlossene Doppelkurve auf den einzelnen M~i~teln be- 
s~immt, hefern also keinen Beitrag. Zerschneide ich die Fl~ch% bilde 
dutch Umheftung die Kanten, und rechne ihre Aquivalentkrfimmungen zur 
Curvatura integra hinzu, so hefer~ zwar jede der Kanten einen Beitrag, 
abet diese Bei~rKge heben sich for~, soda$ die Curvalura in~gra der 
Gesamt~t~iche dutch unsere Umschal~ung unge~uder~ bleibt. Wit bemerken 
noch, daB, wenn einer der sich durchd~ingenden Fl'~chenm~ntel eine Kan~e 
entailS, diese Kante beim Umschal~en zwei Ecken hefer~, deren ~quivalent- 
kriimmungen auch entgegengesetzt gleich sind, die sich also auch gegen- 

P sei~ig in ihrem ]ginfluB zers~Sren. 

der Endpunkt einer Doppelkurve. Wir denken uns 
zwei iibereinanderliegende ebene Bl~t~er l~ngs eines 
yore Punlc~e P a,~.gehenden Sh~,d~les zersctmii~en 
und die E/inder naeh Ax~ eines Riemannschen Bla~es 
fiberkreuz aueinauder gehef~e& Dieses Blat~ werde 
dann i n  ~rgend einer Weise deformier~. In dar 

Umgebung yon P ha~ daun die Fl/iche etwa die in ~ Fig. 3 gezeichnet~ 
Form. Den Tangen~alkegel in~ ~P erhal~n wir~ wenn wit zwei KegB1 
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aneinanderlegen (ira allgemeinen mi~ einer scharfen Kan~e), l~ngs der 
Berfihnmgslinie zerschneiden und fiberkreuz aneinanderhea~m Diesen 
Tangentialkegel brauchen wit allein zu be~racht~n. Die Xquivalen~krfim- 
mung der Spitze ergibt sich, wenn wir die Gesamtspitze mi~ einer Kurve 
umgeben und l~ngs dieser Kurve him integrieren. Ihre grfimmung sei A. 
Bezeiclmen wir die beiden Teile, in die diese Kurve dutch die Doppel- 
kurve geteilt wird, mi~ c 1 mad e~, und die Integrale fiber eine Kurve immer 
mit / und dem Index, dutch den die Kurve bezeiehnet wird, so ist: 

Dabei w~hlen wir den Integranden passend nach w 1 I--JU oder umgeben 
die Pole mit Kreisen, die wir als schon in c 1 oder c~ enthalten ansehen. 
Von P aus zerschneiden wit die Fl'~chenm'~ntel l e g s  der Doppelkurve 
und herren die R~inder so aneinander, dat~ aus ~P zwei geh'enn~e Spitzen 
entstehen. Hat die eine yon ihnen die Xquivalentkrfimmung A1, die 
andere A~, so ergib~ sich leicht: 

A~- A~ + A~, 
denu es is~: A t = 11 + Is, A~ = ~ -- Is, wo ~ das Integral tiber den Kreis- 
bogen c~ ist, auf den sich die Kantenpunkte abbilden; derselbe ist, wenn wir 
den Normalen der beiden Kegel ihre ursprfingliehe Riehtung lassen, ffir die 
Punkte beider Kanten derselbe, wird aber bei der Integration 

_ _ 

in versehiedenen Richtungen durcMaufen. Wenn also eine 
Fl~iehe eine endende Doppelkurve enth~t und es naeh dem 
Zersehneiden mSglieh ist, die REnder so zu heften, dab an 
beiden Enden gleiehzeitig zwei getrennte Spitzen ents~ehen, 
(siehe Fig. 4), so wird durch diese Umschaltung die Curva~ura Fig., 
integra der Gesam/dtEehe nieht ge~inder~, (wobei, wie immer, die Xquivalen~ 
krfimmung als ein Teil der Curva~ura integra angesehen wird). 

Die ausges Zerschneidung und UmhefSung einer endenden Doppel- 
kurve, bei der im Ganzen vier Spi~zen en~stehen, is~ abet durehaus nicht 
immer mSglieh. Wen- wir ein ebenes Doppelblat~ 
wie vorhin l~mgs eines S~ah]s yon ~P aus zer- ,~,~,~~,,(,~,!~n~[~ 

je~zt abet nut his zum Punkte P '  (s. Fig. 5), yon 
dor~ ab die direk~ fibereinanderliegenden R~inder . . . . .  
miteinander verb/nden, so erhalf~ wir eine Kurve, ~ig. ~. 
bei deren Umhe~ung~ immer nut an einer Sei~ zwei 
getreunt~ Spleen entsh~hen. Diese Doppelkurven nennen wir: , ~ D ~  
kurve~, mit ung~icher ~ h a t t u n g  ~, die vorigen , ~ D ~ ~ r ~ ' ~  ~ ' t  

En#z  sc '. Ihr Au.. et  vera.ul t  urs z a  F  ge.: 
Wenn ich d~s Ende einer Doppe]ku~e so umschal~, da~ btoB ~ e  Spit~ 
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ents~eh~, wie verh~t sich damn die Aquivalentkrfimmung A' der en~s~ehen- 
den Spi~ze zu der A der ursprfinglieh gegebenen? 

Durch einfaehe Be~mch~ungen finde~ man: 

A---- A'--F 2~:. 

Diese Relation kann bet der &bleihmg tier Curvaturu integra spezieller 
einsei~iger Fl~hen zuweilen gute Dienste tun. 

Noeh eine knrze Bemerkung wollen wit hinzufiigen. Die fiber die 
_~quivalentkriimmung zweier dutch Umsehaltung einer Doppelkurve ent- 
standenen Kantefi angestellte Betrachtung gilt auch in folgendem speziellen 
Falle. Wir denken uns eine Fl~ehe doppel~ beleg~, zersehneiden die beiden 
Belegungen ll~ngs ether geseMossenen Kurve und herren die obere Be- 
legung aa die untere. Die dadurch entstehenden Kan~en haben auch ent- 
gegengesetzt gleiche Aquivalentkriimmung; jedem Kantenpunk~e en~spricht 
ein Halbkreis auf der Kugel. Ein einzelner Kantenpun~ liefer~ zur 
J~quivaleh~kr~immung keinen Bei~rag (vorausgesetzt natfirlich, dab die 
Sctmittkurve in ibm eine s~etige Tangente hat). Zerschneiden wit abet 
jetzt yon einem Pnnkte der Kante ausgehend die beiden Bl~t~r abemals 
und heften die iibereinanderliegenden R~nder zusammen, so haben die tin- 
dutch ents~ehenden zwei Spitzen zusammen die Aquivalentkrtimmung 2z, 
wie man leieht sieh& Das Entstehen eines solehen Punktes vermehr~ a/so 
die Curvature in~egr~ um 2~. 

w 

Die Curvatura integra yon zweiseitigen Fl~chen. 

Wir wollen nun zun~chst die Totalkwiimmung einer beliebigen zwei- 
sei~igen Fl~che bes~immen. Wir haben gesehen: Eine geschlossene Fl~iche 
yore Geschlechte p ~ 0, d. i. eine Fl~che der Charakteristik K ~ - 2 ,  die 
selbst stetig is~, s~etige Richtungseosinus der Normalen hat and deren Kriim- 
mungsm~B nirgends unendlich wird, hat die To~l]cr~immung 4~. Na~h 
Definition der Aquivalentkrtimmung kSnnen wir die obigen Voraussetz~mgen 
fallen lassen his auf die Forderung, dab die Fl~che selbst st~tig ist. Auch 
Fl'achen mit gnu ten und Eeken der Chamkteristik K ~  2, die fret yon 
Doppe]kurven sind, tmben die Curvatura integra 4x. Dabei verstehen 
wit bier unter der Curvatura integra C stets (lie Total]crfimmung der 
regul~ren Fl~henm~ntel vermehr&um die _~quivalentkrfimmung der singu- 
I~ren S~e!len. Unsere Definition der Aquivalentkriimmung rut ja niehts 
an~.eres, als die Stellen mit unendliehem KriimmungsmaB ersetzen dutch 
Fl~chen mit endhcher Krfimmung; sie nmdet (lie Unstetigkeiten ab. Die 
Kurven auf der Kugel, welehe die den Singulari~en en~sprechenden 
Fl~ehens~eke begrenzen, ~re~en gleichzei~ig sis Begrenzung der Bilder der 
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regul~iren Fl~ichenm~in~el auf, so dab die Inbgrale fiber sie sich forCheben. 
Wenn wit ein einfaeh berande~es einfaeh zusammenh~agendes Fl~ehen- 
s~fick doppel~ belegt denken~ und annehmen, die beiden Belege hingen an 
den R~ndern zusammen~ so hat diese Fl~che die Tot~lkrfimmung 4~. Bei 
einem so als doppelt beleg~ aufgefagten Kugelol~anten ha~ z. B. jede Be- 

rg 
legung die Krfimmung ~ ,  jede Kan~e die Krfimmung 0, jede der Ecken 

die Aquivalen~krtimmung z~ so da]~ diese Fli4che in der Ta$ die Curvat~ura 
integra 4~t ha~. 

Wit  denken uns eine zweiseitig% doppelpu_nlcflosd Fliche mit5 tier 
Curvatura integra C und der Charakbris~ik K doppelt beleg~, ziehen 
(lurch beide Belege die 6 nieht zers~fiekenden 1~ti@lcehrsehni~te und hef-~n 
(tie iibereinanderliegenden R~uder aneinander. Wit erhal~en eine Fliiche 
mi~ 2a gesehlossenen Kan~en. Hierbei ~der~ sich n a c h w  4 (lie Total- 
kriimmung nicht, bleibt also in Rtieksieh~ auf die doppelte Belegung 2C. 
Ziehen wit auf der enbtandenen Fliehe 2 a -  1 die Kanbn in bestimm~er 
Weise verbindende, beide Belege durehdringende Schni~b und hefbn die 
iibereinanderliegenden Rinder aneinander, so erhalf~n wir eine Fl~ehe yon 
tier Charakteristik K - - 2 .  Diese ha~ einerseib die Toialkriimraung 4~t, 
anderseits die Kri~m~nung 2 C §  4~r(2(~--1); denn bei jedem tier le~zten 
Sehnit~ entsbhen zwei der am Sehlusse yon w 4 besprochenen Punkb, 
die die Xquivalentkrtimmung 2~r haben. Mithin is~: 

4z  = 2C + 4 ~ ( 2 a - 1 ) ,  
also: 

O =  K .  2 =  = 

d. h. die To~lkriimmung einer geschIossenen zweiseitigen Fltiche ohne Dop~- 
trankte ist gleich der mit 2~t multiplizierten CrlutrakteristtTr der ~l[~che. 

Bevor wir nun die Formeln fiir Flichen mi~ Doppelkurven aufsteUen, 
miissen wir einige Worte fiber Doppelkurven ira allgemeinen sagen. 

Die beiden Arden yon nichtgeschlossenen Doppelkurven: Doppelkurven 
mi~ gleicher und solehe mi~ ungleieher Endenschaltung haben wir schon 
ira w 2 kennen gelern~. Die letz~eren haben sbts die Einseitigkeit~ zur 
Folge, kiimmern uns bier also noch nieht. (In Fig. 5 isr ein Rfi~kkehr- 
sehnitt eingezeichne~, lii~gs dessen sich die Normale u_mkehrt). 

Mannigfal~iger sind scheinbar die Arben der gesetrlossenen Doppe!- 
kurven. Denken wit uns in einem Punk~ der Doppelkurve auf beiden 
Minbln in einer bestimmbn Riehirang die Normalen erriehb~ und nun 
diese beiden Normalen miteinander die Doppelkurve durchlaufen, so k~nuen 
diese nach ihrer Riiekkehr zum/~usgangspun]~b ach~ verschiedene Lagen 
einnehmer. Wie man lebht siah~, sind dreimal je zwei van den erhsl~enen 
Konfig~ra~ionen insofern iden~isch, als sie bei Umkalmmg el_her r 
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~nfangsrichtungen der Normalen oder bei Umkehr des Umlaufungssinnes 
der Doppelkarve ineinander iibergehen. Es bleiben nur noch die ~finf in 
Fig. 6 a--e  dargestellten F~lle ~ibrig. Fig. 6 a stellt die A~fangslage der 

Normalen dar, yon denen die eine yon der an- 
~z b e {_ l. {_ deren durdh Strichehmg unh~rschieden ist. Die 

. . . .  -> (" . . . .  ( . . . .  Normalen kSnnen in den Lagen a, b, c~ d, e 
zurfick~ehren. Die Doppelkurven wollen wir ent- 

a~ e 
§ , sprechend als Typus a e unterscheiden. Fall a 
~ " ', ~ ist der gewShnIiehe. Im Falle b kehren beide Nor- 
I ! 

' * malen ihre Richtung urn. Die zugehSrige Fl~he 
Fig.  6. 

ist also einseitig, und bei ihr is~ t~' ~ 0 (~' ~ 2) 
da die Spuren der Doppelkurve auf den M~nteln zwei Rfickkehrsehnit~e 
der zwei~n Art liefern. Im Falle c kehrt sich die eine Normale urn, die 
Fl~iche ist also auch einseitig. Fall d u n d c  geh5ren insofern zusammen, 
Ms bei ~nen die Normalen nach einmaligem Umlaus nicht auf den Aus- 
gangsm~inimln zuriickk~nren. Bei zweimaligem Umlauf baben bei Typus d 
die Normalen wieder ihre alte Richtung, bei e dagegen die entgegen- 
gesetzte. Erst nach viermaligem Umlauf nehmen in diesem Fa.lle die 
Normalen wieder die Ausgangsrichhmg an. W~hrend Typus d sehr wohl 
auf zweiseitigen Fl~ichen m5glich ist, hat eine Doppelkurve yore Typus e 
die Einseitigkei~ der zugeh~rigen Fl~che im Gefolge. 

Aber eine einfache Bemerkung wird die Zahl dieser Typen abermals 
um drei verringern. Solange man die Fl~che als ein st~rres Gebilde an- 
sieh~, s~eht jeder Typus gleichwertig neben dem anderen. Von dem all- 
gemeinen S tandpu~e  der Analysis situs aus gehSren aber Fl~hen, die 
dutch vollkommen s~e~ige Deformation in einander iibergehen, zusammen, 
und Eigenschaf~en, die bei einer solchen Deformation nicht erhalten bleiben, 
fallen aus dem Rahmen unserer Betrachtung. Dutch eine beliebig kleine, 
vo]!~ommen s~etige Deformation lasseu sich abet die Typen b, c, d auf 
Typus a un4 e reduzieren. Nehmen wit der Einfachhei~ wegen wieder 

Stetigkeit der Tangentialebene an. Dann sind 

berfihr~ngspunl~e mSglich, in denen sich die 
- FI~chenm~in~et  l~ugs zweier DoppelImrven 

durchsetzen (s. Fig. 7 a). Nun sieht man leicht, 
b dab dutch eine beliebig kleine Hebung oder 

Fig.  7. 
Senkung eines Blab~es der Selbstber~ihrungs- 

punkt verschwinde~, und die in Fig. 7 a gezeichne~e Umgebung des Setbst- 
berfil~rungsp,m~'~es das in Fig. 7 b darge~tellte Aussehen gewinnt. Die beiden 
sich im Selbstber~rungspunk~ scb~eidenden Doppelkurven werden ~urc~h 
diese unendlich kleine Deformation also hin~ereinauder geschalte~ oder ge- 
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ire;hr. Mit den Selbstberiihrungspunkten verschwinclen gleichzeitig die 
Typen b, c, d. Wit  haben also blo• die Doppelkurven a und e zu betrachten, 
yon denen die letztere auch aus den Betrachtungen dieses Paragraphen 
herausfiiHt, da sie nur bei einseitigen Flgchen mSglich is& Von den offenen 
Doppelkurven untersuchen wix bier nur die mit gleicher Endenschaltung. 

Die betxach~e~ Fl~che entlmlte e/he gescMossene Doppelkurve. Wit  
zerschneiden die beiden sich durchdringenden Milk, el Fs der Durch- 
dringungskurve und herren so urn, dab wit wieder eine geschlossene Fl~che 
erhalten. Dabei kehren sich eventuell in einigen Fl{ichenteflen die Nor- 
malen urn; das ~inder~ aber nur die Lage der Bilder dieser Teile auf der 
Kugel, nicht ihre GrSl~e. Hiernaeh und nach dem in w 2 tiber solche 
Umsehaltungen Abgeleiteten ist die Totalkriimmung der enkstehenden 
Fliiche gleich der der ursprtinghchen. Liil~t sich zeigen, dab die ent- 
stehende Fl~iche dieselbe Charakteristik hat wie die frtihere, so folgt, dab 
eine geschlossene Doppelkurve die Totalk-rfimmung nieht ~i~dert. 

Dieser Nachweis E4fit sich nun in der Tat leieht fiibren. Somit haben 
wit den Satz: Eine geschlossene, sich nicht schneidende Doppelkurve yore 
Typus a i~ndert die Totalkriimmung einer Fliiche nicht; es ist immer noah: 

C=K.2=. 

Dieses Resultat liil~t sich nun ohne weiteres auf n einander nich~ schnei- 
dende Doppelkurven erweitern. 

Ebenso leicht erledigen sic}, die nieht geschlossenen Doppelkurven 
mit gleicher Endenschaltung. Es sei bei e'mer Fliiche blol~ eine solche 
Doppelkurve vorha~den. Wir zersctmeiden l's der Doppelkurve und 
heft;en so urn, dab an beiden Enden zwei getrennte Spitzen eatstehen. 
Das ist nach Definition immer mSglich und gndert nachw 2 die Curvatura 
integra der Gesamtfl~iche niche. Zerfdllt die Fli4che bei dieser Umschaltung, 
so sind auf den beiden entstehenden Fl~ichen zusammen genau so viel 
Kfickkehrschnitte wie auf dex urspriinglichen; denn der Scb~_itt l~tngs der 
Doppelkurve ist gleichwertig dem Sehniti liings der tier Doppelkurve be- 
liebig nahen Kurve e (s. Fig. 4). Wit kSnnen das System der Rfickkehr- 
schnitte so wghlen, dab es diese gescMossene zersh2ckende Kurve e nicht 
schneideh Bezeichnen wir die Totatkrfimmungen der entstehenden beiden 
Fl~chen und die Zahl ihrer Rfickkehrschnitte dutch die Indices 1 bezw. 
2, so ist: 

c I  = 

C~ = (1--a~)4=, 
C =  C 1 -{- 0~ = { 2 - ( a , - { - a , )  } . 4~ ,  

C =  ( 2 - - 2 a ) . 2 ~  +4~r. 
C ~ K .  2z  + 4=. 
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Dieselbe Formel ergibt sich, wenn cnicht  zers~ick~, denn dann eat- 
h~lt die neue Fl~che einen Rtickkehrschnitt weniger als die alte, hat aber 
dieselbe Tot~krfimmung. Wit sehen also: 

~ine offene ])otoelkurve mit gleicher ~denschaltung erhiiht die Curva- 
tufa integra einer Fl~iche um 4~. 

Hat die Fl:4che n offene, einander nicht schneidende Doppelkurven, 
so finden wia- in ganz entsprechender Weise: 

C ~- K - 2 ~ - 5  n-  4~, 

d. h. die Curvatura integra wird (lurch diese n Kurven um n -4~  erhSht. 
Hiernach hat die zweibliittrige Riemannsche Fl~iche auf der Kugel 

mit; zwei Verzweigungspunkten die Curvah~ra integra 8~, denn bei ihr 
ist K ~ 2, n-~ 1. ])as stimmt aufs beste mit der Anschauung fiberein. 

Haben wit eine zweibl~ttrige Riemannsche Fliiche auf der Kugel mit 
n u so bestimmt sich das Geschlecht p dieser Fl~che 
auf die einfachste Weise. Ihre Curvatura Integra C ist n'~mlich einerseits: 

C = 8 z ,  

anderseits nach vorigem Satze: 

C = (1--p)4~ + n .  4~, 
Mi~in: 

p = n - - 1 .  

Das Geschlecht einer zwe~b~gen  t~iemannschen Fliiche ist also um 1 kleiner 
als die Zahl der Verzweigungsschnitte. 

Wit haben bisher angenommen die Doppelkurven schnitten sich niche. 
Diese Annahme ist nun iiberfliissig~ worauf wit bier aber nicht eingehen 
wollen (vergl. m. Diss. pg. 31). Auch sonstige Besonderheiten lassen sich 
mi~ den bisher besprochenen Methoden leichl behandeln. Das Resultat 
kSnnen wir dahin zusammenfassen: 

Die Curvatura int~jra einer geschlossenen, zweiseitigen Ftiiche mit n 
nichtgeschlossenen 1)ol -kurven ist: 

C - - ' K . 2 z - ~ - n .  4~ .  

Da wit schon f r~e r  gesehen hatf~n~ dut~ die Totalkriimmung einer ]~liiche 
mit st~tiger Tangentialebene, die frei ist yon offenen Doppelkurven, ist: 

so ergibt sich far die Charak~risCik K: 

K-- - - /~- -S .  
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Die Curvatura integra yon einseitigen Fl~chen. Die Polyeder. 
Ein Satz iiber Fliichen yon durchweg positiver Krfnnmung. 

Unter einer einseitigen Fl~che versteht man bek~ntlich eine Fl~che, 
auf der geschlossene Wege existieren, l ~ g s  deren sich die Normale um- 
kehrt, huf  einer bestimmten Fl~che gibt es eine Maximalzahl ~ yon 
solchen Wegen, die einander nichi sc.hneiden. Die Schnitte l~ings dieser 
Wege zerstiicken die Fl~iche nie. Ihre Charakteristik ist dann: 

K = 2  - -  { ~ M .  

Je zwei dieser Schnitte lassen sich zu einem Schnitte erster Art zusammen- 
fassen~ wie das schon in der Einleiiung bemerkt wurde. W~hrend nun 
bei geschlossenen zweiseitigen Fl~chen die Charakteristik stets gerade ist, 
ka~u sie hier jeden Weft ~ 1 ~nnehmen. 

Fiir die einseitigen Fl~chen gebraucht man auBer diesem Namen 
noch die Bezeichnung ,Doppelfl~che"*). Den beiden Bezeichnungen ent- 
spricht eine verschiedene Auffassung desselben Gegenstaudes. Bei einer 
,,einseitigen Fl~he" unterscheiden wir in der Umgebung eines Punktes 
inhere und ~uBere Seite der Fl's gerade wie bei den zweiseitigen 
Fl~ichen. Der Unterschied liegt darin, dab wit bei den einseifigen Fl~hen 
yon der ~uBeren zur inneren Sei~e gelangen kS, hen, ohne den Mantel zu 
durchdringen, was bei den zweiseitigen Fl~chen unmSglich ist. Die gesamte 
einseitige Fl~che hat deshalb nicht zwei Seiten. Eine Kurve denkt man 
sich nich~ ,,auf" sondern ,,in" der Fl~iche gezogen, so dab sie gleichzeitig 
auf den beiden Selden erscheint. Ein Riickkehrschnit~ zweiter Ar~ ist 
nach e~n~aligem Umlauf gesctLlossen. Mi~ dem Namen ,,Doppelfl~he" 
verbindet man die Vorstellung, die einseitige sei d'~rch eine zugehSrige 
zweiseitige Fl~iche ersetz~. Tragen wit auf den Normalen einer Fl~che 
nach beiden Seiten bin das beliebig kleine Sttickchen �9 ab, so bekommen 
wit eine ParaUelfl~he. Bei zweiseitigen Fl~chen besteht diese aus zwei 
getrennten M~iateln, bei einsei~igen Fl~chen bloB aus einem Mantel. Man 
kSnnte f~iglich ein- und zweiseitige Fl~chen unterscheiden als FL~chen mit 
ein- und zweischa|igen Parallelfl~chen. Wenn man eine einseitige F l~he  
eine Doppelfl~che nennt, so denkt man dabei an diese zweiseitige, ein- 
schalige Parallelfl~che, bei der man sich e nach 0 hin abnehmen d e ~ .  
Ein Riickkehrsc~-i~ zweiter Art is~ auf ihr nach zwelma]~gem Uml~uf 

*3 Die Namen einseifJge Fl~ehe, Fl~che mi~ umkehrbarer Normale, FiChe mi~ 
umtcehrbarer Indikatrix sind gleichbedeutend. Wegen tier dem letmf~n Namen zu 
Grunde liegenden u die die Einsei~igkei~ als eine , ~ r e "  Eigensel~f% der 
FiChe zeig~ vergl. Klein, Math. Au~ IX, pg. &79. Dyclc, a. a. O., pg. 4~7& 
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gescMossen. Wir woUen dementsprechend die Bezeichnungen einseitige 
Fl~he mad Doppelfliiche auseinanderhalten. Die letztere ist, wie wit noch 
einmal hervorheben, ein zweiseitiges Surrogat der einseitigen Fliic-he. FaBt 
man die einseitigen Fliichen als Doppeliiiichen auf~ so muB man konsequenter 
Weise auch alle zweisei~igen Fl~ichen dutch ihre unendlich benachbar~en 
Parallelfl~chen ersetzen und ihnen die doppelte Charakteristik geben. Auch 
die Curvatura in~egra der zweiseitigen Fliichen w~e dann zu verdoppeln. 
l~[bertragen wir die einseitigen Fl~ichen auf die Kugel, so entsprechen 
jedem Fl~chenpunkte zwei einander diametral gegeniiberliegende Punkte 
der Kugel. Die Totalkriimmung C' der einseitigen Fli~che ist identisch 
mi~ der der Doppelfliiche. Um sie mit der Curvatura integra zweiseitiger 
Fr~chen vergleichen zu kSnnen, miiB~en wir diese also mit zwei ~multi- 
plizieren. Start dessen wollen wir abet die Curvatura integra C' der ein- 
seitigen Fl~hen dureh zwei dividieren und die erhaltene Zahl C fernerhin 
kurz Curvatura integra der einseitigen Fl~che~ C' Curva~ura integra der 

1 C'. Doppelitiiche nennen, so dat~ ist: C = ~  

.Die Totalkriimmung C der einseitigen ~'liiche bestimmt sich also als 
die Hi~lfte der Tota~kriimmung C" der 1)otoeIfliiche. Da diese abet zwei- 
seitig ist~ so gelten fiir sie die im vorigen Ka2itel gefundene~ Werte, und 
es handelt sich hier nur darum~ die Charakterist~ K '  der Doppelfiiiche 
auszudriicken dureh die K der einseitigen Fliiche, und zu sehen, wio sieh 
die Doppelkurven auf die Doppelfl~iche iibertxagen. 

Nehmen wir an, auf der einseitigen FlU'the seien alle Rfickkehrschnitte 
exster Art durch die zweiter Ar~ ersetzt. Deren Zahl sei a~. Dam1 is~: 
K = 2 -- a~. l~ach Ausffihrung dieser Sclmitte gibt es keinen Weg mehr 
yon der einen Seite auf die andere, die zugehSrige Doppelfi~che besteht 
dann aus zwei getrennten BliitCern. Damit die Doppelfliiche nicht in diese 
zeffT~ll~, miissen wit noch eine Bahn often lassen, die die beidem Sei~en 
verbindet. Ich dad also blol~ 6~ -- 1 SclmitCe legen. Jeder dieser Schnitte 
erscheint auf der Doppelfliiche Ms Rtickkehrsclmitt erster Al~ Danach 
is~ ihre ~ ~ : e r i s ~ k  K' :  

K ' =  = 

K ' ~  2K. 

Die Curvatura integra der Doppelfl'~he ist nun: 

Pi~ s. 

C' ~- K ' .  2~ q- m- 4z ,  

w o m  in noch zu bestimmender Weise yon den Doppel- 
kurven der einseifigen Fliiche abh~ugt. ]~ine geschlossene 
Doppelkurve A des Typus a liefer~ auf der Doppelfl~he vier 
solche Kurven 1, 2, 3, 4 (s. Fig. 8). Einer geschlossenen 
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Doppelkurve yore Typus e entsprieht auf der Doppelit~he dne Kurve 
veto Typus a. Denn erst nach dem Durchlaufen yon 2, 3, 4 (Fig. 8) 
komme ich naeh 1 zuriick und zwar mit der ursprfinglichen Kontigura~ion 
der Normale. Daraus fotgt: Geschlossene Doppelkurven~ der einsei~igen 
Fl~hen ~indern die Curvatura integra der DoppeHt~iche nicht. Anders ist 
es natiirlich mit den offenen Doppelkurven. Eine offene Doppelkurve a 
mit gleieher Endenschaltung liefert, wie die Ansehauung lehrt, auf der 
DoppelflKche zwei entsprechende offene Doppelkurven 1, 2 und eine ge- 
sehlossene Doppellmrve 3, die in Fig. 9a schematisch ge- 
zeichnet sin& In jedem Ende einer Doppelkurve b mit ~ : -  ~x> 
ungleicher Endensehalhmg hat nun die DoppeIfl~che dasselbe ~ .  ~. 
Aussehen wie bei den Enden yon a, nut die Lage der Enden in Bezug 
aufeinander ist gedreht, so da$ einer Doppelkurve b mit 
ungleicher Endenschaltung zwei DoppeIlmrven mit gleicher c ~ , ~  
Endensehalttmg entsprechen (s. Fig. 9b). Jede offene Doppel- ~i~. ~. 
kurve erhSht demnaeh die Curvatura integra der Doppeltt~che um 2 .4~.  
Demzufolge ist: 

C" = K' .  2z~ A- 2 n .  4 ~  

we n die Zahl der offenen Doppelkurven der einseitigen Fl~chen ist~ 
oder da: 

1 1 , c=vc', 

C = K .  2~t + n . 4z~. 

Mehffache Punkte fibertragen sich auf die Doppelfl~che, sie ~udern 
die Curvatura integra dieser und dementsp~rechend die der einsei~igea 
F1;4che nicht. 

Wit  haben also fiir die Curvatura integra der einseiligen Fli ic~ die- 
sdbe Formel gefunden, wie f'dr die der zweiseit~en Flgchen, wenn wir die 
Curva~ra in der besprochenen Weise auffassen. 

Die f~ir die Totallrrfimmung abgelei~eM Formel gil~ nun vermSge der 
Definition der Aqu/walen~krfimmung auch f~r Polyeder. Dor~ liefern abet 
nur die Ecken Beih~e  zur To~!lcrfimmung; diese ist~ gleich der Summe 
der A-quivalen~krfimmungen der Ecken. Die Aqu/valen~krfimmung einer 
Ecke is~ nun nichts anderes wie der yon der Polarecke gebilde~e r~um- 
liche Winkel. Die S~Tmme dieser Wil l ,  el 1~1~ sich in einfacher Weise 
ausdrficken durch die kn~ahl der Kanf~u, Ecken, Fl~che~ und sons~iger 
F-fir alas Polyeder charak~er/sf~isc'her Zahte~ Man erh~!~ so d/e Carva~um 
in~p~a C ausgedrfick~ einmal dureh K und ~ (oder ~ und ~), das andere 
] t~  dutch Kanf~n, Eeken, Fl~chen ef~. Die Gleichse~zung gib~ je nach 
den fiber das Polyeder gemach~en Annahmen die Eulersehen Siitze odar die 

Matheraatische Anaalen. LWI-L ~[2 
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Hessesehen Formeln die so auf elnheitliche Weise aus einem hSheren Pri~nzipe 
abgeleitet werden. 

Bei Fl~chen, die unsere urspriinglichen Voraussetzungen effiillen, die 
also frei yon Kauten, endenden Doppelkurven etc. sind, ist: 

wo E ,  S '  die Zahl der Extreme, resp. Sa~ell0n-lr~e der Dol0pelfl~iche be- 
zeichnet. Jedes Extrem und jedes Maximinimum der einsei~igen Fl~iehe 
liefert nun zwei entsprechende Punkte tier DoppelflRche, so dab wit fiir 
die Charakteristik K, und die Anzahl E und S der Extreme und Sat~el- 
punkte der einseitigen Fliiche die Relation haben: 

K =  .E-- S. 

Diese Relation gilt also i' ir alle gesehlossenen Fl iehen, die in unserem 
S~nne singalarit~tenfrei sind, d. h. f ~  Fl~hen, die ganz im Endliehen 
liegen, keine R'~uder, Kanten, Spitzen oder Verzweigungspunkte enthal~en, 
die dementsprechend keine endenden, wohl abet geschlossene Doppelkurven 
enthalten diirfen. 

Eine solche Fliiche hat notwendig mindestens e/n Maximum und ein 
Minimum, sodal~: 

E~_2 
ist. Da nun naeh obiger Relation: 

also 
S = E - - K ,  

S > 2 - - K  
ist, so ergibt sieh beim Einsetzen der Werte yon K(K-~2 ,  1, O , -  1...) 
nur fiir K----- 2 S ~> 0, 

flit alle anderen K ist: 
S > O .  

Alle Fl~chen, die unsere Voraussetzung erfiillen, auBer Fliichen K----2, 
enthal~en somit Sattelpunkte, also Gebiete negativer Kr~mmung. Das 
liefert den Satz: 

Geschlossene, in obigem Sinne singularit~tenfrde Fl~ichen yon durchweg 
positiver Kriimmung haben stets denselben Zusa~nmenhar~g wie die Kugel, 
d. h. sie en~halten keinen nicht zerstfickenden Riickkehrsehnit~. 

Fiir die Curvatura integra yon Fl~ichen haben wir gefunden: 
C =  K-  2~ + n .  4~. 

Es fragt sieh nun: Wenn wit K und n beliebige Werte ~ ,  die ihrer 
~ u n g  nach zuliissig si~i, d. h. Wer~e K ~_~ 2 und n ~ O, entsFricht 
da~n einem solcIu~ System ein geometrisches Ge~glde? Es ergib~ sich somit 
das Problem, zu zeigen, daft diese Fl~ehen alle existieren, oder abet die 
Unmfglichkeitl der Existenz gewisser Ar~n darzutun. 
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w  

Die bisher bekannten gesehlossenen Fl~ehen. 

Wir wolIen nun nicht bloB die Fl~chen in Bezug auf die Werte yon 
K und n untersuchen, sondern wir wollen bei n un~erscheiden Kurven mit 
gleicher und solche m/t ungleicher Endenschaltung, bei K noch besoi~ders 
berfieksichtigen, ob die Fl~chen ein- oder zweisei~ig sin& 

Die zweiseit~gen Fliichen haben stets eine gerade C h a ~ r i s t i k ,  da 
ja in K ~  2 -  2 6 -  ~' die Zahl ~' stets gleich 0 ist. Die Repr~sen- 
tant~n dieser Fl~ehen mit irgead einer Char~teris~ik erh'~I~ man, weun 
man an die Kugel Henkel ansetzt. Jeder Henkel erh5ht 6 um 1. Die 
Kugel mit einem Henkel entspricht der Ringfl~he. Geschlossene Doppel- 
kurven yore Typus a erh~t man dadurch, dab man an die Kugeln oder 
um die Henkel ringFSrmige Wfilste leg~ und die sich bertihrenden M~intel 
l~ngs der Berfihrtmgskurve aufschneidet und fiberkreuz aueinanderheftet. 
Man kann auch einen Henkel die Kugelfl~iche eine gerade Anzahl yon 
Malen durchdringen lassen. Offene Doppelkurven mi~ gleicher Enden- 
schaltung erh~t man, wenn man eine kugelfSrmige geschlossene Fl~che 
eine Fl~iche mit der vorgeschriebenen Charakteristik berfihren l~Bt l~ngs 
einer offenen Kurve und nun genau wie oben bei den geschlossenen Kurven 
umschaltet. Hierher gehSren auch die Riemaunschen Bl~itter fiber der 
Kugel. Bei einer zweibl~ittrigen Riemannschen Fl~iche mit n Verzweigungs- 
sehnitten ist das Gesehlecht: 

p = n - - 1 ,  
die Charal~ristik also: 

K = 4 - - 2 n .  

Diese Typen ka~n man nun leicht in mannigfachster Weise abiindern. 
Geschlossene Doppelkurven yore Typus e und offene Doppelkurven mi~ 
ungleicher Endenschal~ung kSnnen nich~ vorkommen, da diese ste~;s die 
Einseikigkeit zur Folge haben. 

Weniger beka~n~ wie die Gestal~n der zweisei~igen sind die tier e/n- 
se/t/gen/~'l~chen. Wir kSnn~en bier auch bei den Rfickkehrsctmit.~en erster 
Art im AnschluB an Dyck noch zwei Unterar~n un~rscheiden, worauf 
wit abet nich~ eingehen wollen. In Bezug auf die Gestalten der ein- 
sei~igen Fli~ehen is~ zu bemes dab diese Fl~hen, sowei/~ sie ganz im 
Endlichen liegen, stets Doppelkurven enthal~en miissen. Der Beweis fmde~ 
sieh far algebraisehe Fl~chen bei Darboux*). Allgemein 1"~ er sich 
leicht ffihren mit t]ilfe der Betrachtungen des w 6 (vergl. In. Diss.~ pag. 43~ 

*) Darboux, Lemons sur la Th~orie g~u6rale des surfaces, Bd. H, pg. 360. 
12" 
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Die beka-nteste einseitige Fl~iche otme Singularit~ten ist die Fl~ich% 
die man erhKl~, wenn man einen Sc-hlauch umbiegt~ das eine Ende (lurch 
die Wandung hindurchsteckt und im Inneren weiterffihr~ und dann die 
beiden R~inder aneinanderheftet*). Die Charakteristik dieser Fl~che ist 0; 
die Curvatura integra entsprechend auch 0. 

Einfacher und im engeren AnschluB an die zweiseRigen Fl~ichen ver- 
f~hrt man, we, -  man auch hier an die Kugel ttenkel ansetzt, diese 

Henkel aber die Kugelfl~che e]nmal durchdringen l~Bt 
(s. Fig. 10). Die Anzahl der Henkel ist wieder gleieh ~. 
Die erhaltenen Fl~ichen haben alle eine gerade Charakte- 
ristik. Die geschlossenen Doppelkurven yore Typus a 
lassen sich in bekannter Weise beliebig vermehren. Un%er 
den Fl~ichen, fiir die n = 0 ist~ ist also keine Fl~iche un- 
gerader Charakteristik. 

F i g .  10 .  

Nehmen wir nun offene Doppelkurven zu ttilfe, so 
lassen sich einseRige F1Kchen beliebiger (auch ungerader) Charakteristik 
konstruieren. Die letzteren enthalten immer offene Doppelkurven ungleicher 
Endenschaltung. 

Es sind sogar geschlossene algebraische Repr~sentanten der Fl~ichen 
yon der Charakteristik 1 bekannt: Die Steinerschen Fl~chen mit einer 
oder drei reellen Doppelgeraden**). 

Wir deraken uns ein flaches RotationseUipsoid, pressen die obere und 
untere SeRe yore ~quator aus auf den Mittelpunkt zu zusammen, sodaB 

. oo ~ sich die nSrdliche und siidliche ,,Hemlsphare l~in~ einer 
Strecke der Aquatorialebene berfihren, zersclmeiden l~ings 
dieser Strecke und herren diese R~nder kreuzweise an- 
einander (s. Fig. 11). Wit  erhalten eine Fl~he  yon der 
Charak~ristik 1. Der eine l~fickkehrschnitt zweiter Art ist 
aus Fig. 5 zu entnehmen. Die Fl~he  ist im wesentlichen 

;F-ig. 11 .  

iden~isc-h mR der Steinerschen Fl~che mit einer reellen 
Geraden. Ihre Curvatura integra ist C = 6~. Die Doppelkurve ist eine 
solche m]t ungleicher Endenschaltung. Dutch Vermehrung dieser Doppel- 
kurven a, a' (s. Fig. 12a) l~iBt sich ~' beliebig erhShen. Je zwei solche 
Kurven kSnnen ersegzt~ werden durch eine mit gleicher Endenschaltung. 
Ieh erhalte dieselbe, wenn ich die zwei Doppelkurven a, a" verschiebe 
(s. Fig. 12b) his sie einander berfiln, en, was in einem Selbstberfihrungs- 
pnnl~e der Fl' zhe geschieht, und fiber diesen bin die Doppelkurven in 

*) Vergl. F. Klein, ~ber Riemanns Theorie der algebr. Fu~tionen etc. Leipzig, 
1882, pag. 80 ungen. 

**) Vergl. F. Klein, Bemerkungen fiber den Zus~mmenhang yon Fl~chen, Math. 
Ann. VII. 1874, pag. 55t, 55~. 
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bekannter Weise umsehalte (s. w 3, Fig. 7). Die Deformation ist voll- 
kommen ste~ig. Der Prozet~ is~ angedeute~ in Fig. 12 a - - c .  Das u 
handensein der Dol~pelkurve a in Fig. 12e beeinfluBt die Charal~ristik 
der Fl~ehe nieht. Lassen wit sie fort, so erhalten wit den Typus Fig. 12d 

b 

1rig 12. 

mit der Doppelkurve cmi t  gleicher Endenschaltung. Diese Doppelkurven c 
kSnnen wit beliebig vermehren, wodurch jedesmal die Charakteristik tun 
zwei sinkt. 

Durch geeigne~e Kombination der bisher gegebenen Typen lassen 
sich aUe bekann~en Fl~ichen darstellen. Wie wir sehen, fehlen die singu- 
laritKtenfreien Fl~chen mit ungerader Charakteristik, mit denen wit uns 
im n~ichs~en Paragraphen besch~ffigen wollen. 

Wir brauchen uns zu dem Zwecke nur zu befassen mit der Fl~che 
der Charak~eristik 1. Denn wie wir aus der Kugel alle Fl~chen geradex 
Charak*oeristik ableite~en, so kSnnen wir aus einer Fl~iehe K ~  1 alle 
Fl~iehen ungerader Charakteristik ableiten (dureh Ansetzen yon Henkeln etc.). 

w  

Konstruktion singularit~tenfreier F l~chcn der Charakteristik 1. 

Wie wir in w 4 erkannt haben, erfiillt die Charak~er~s~ik aller 
singulari~'~enfr~ier Fl~hen die Relation: 

K = E - - S .  

Diese Beziehung gib~ uns nun ein Mittel, die Konstrul~ion yon 
Fl~chen gegebener Charakteristik zuriiekzufiihren auf die Konstruk~ion 
yon ebenen Kurvensys~emen mit bestimmten Eigeschaf~en. Denken wir 
uns n'~m]ich eine Ebene z ---- cons~, parallel mit sich im Sinne der wachsen- 
den z beweg~, so schneider sie aus einer Fl~che in jedem Augenblick 
eine unter Umst&uden aus mehreren Teilen bestehende Kurve aus. Diese 
Kurve ~nder~ sich bei der Bewegung der Ebene im allgemeinen voll- 
kommen ste~ig. Nut bei Ber'dhrungen der Ebene mit der Fl~che trit~ 
eine Unst~igkeit in der Deformation des Kttrvensys~ems ei~, und 
zwar entsteht oder verschwindet bei Berfihrungen in einem Minimum 
~:esp.-Maximum je eine ovalfSrmige gurve, w~hrend fiber die Berfflmmg 
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in einem Sat~elpunkt bin eine Umschaltung in unserem System eintri~. 
Im allgemeinen werden sich clor~ zwei getrenn~e Kurven zu einer ver- 

einigen, oder eine Kurve wird sieh in zwei ~rennen 
(siehe Fig. 13). Finder das nun in jedem Satbl- 

w punkte start, so hat die Fl~iche notwendig eine 
gerade Charakteris~ik. Sind ni~mlich m i Minima, m~ 
Maxima vorhanden, so mfissen fiber lml--m~l Sa~tel- 

~ b  punkt bin die m 10vale  in verwandel~ werden. m 2 

Jeder neue Satblpun~ ~inder~ die Zahl der Ovale, 
und da m~ Ovale verschwinden und verschwinden 

~ . ~ l s :  macht werden, so dab die tibrigen Sat~elpunkte not- 
wendig in gerader Zahl 2n vorhanden sind, also ist: 

K = E - S =  + m - + 2 . ) ,  

was immer eine gerade Zahl ist. 
Wenn wit also sin~o~larit~bnfreie Fliehen ungerader Charak~ristik 

erhalbn wollen, so mfissen wir eine Umsehaltung finden, die die Auf- 
einanderfolge der Teile einer einzigen gesehlossene~ Kurve ~inder~. Zu dem 
Zweeke beh~ohten wir eine Umsehaltung genauer. 

Al,~, B1,2, C1,2, JOl,2, seien" Stfieke eines K'~rvensystems in der Um- 
gebung des Sat~elpunk~es (s. Fig. 14). Die Indizes 1, 2 bezeiehnen die 
Enden der Stficke A, B, C, D. Wit nehmen an, w~ihrend des Uberganges 

fiber den Satblpunkt f~inden nieh~ gleichzeitig in anderen 
Teilen der Kurve Umschaltungen stat~. Es ist keine Be- 

% ~ f B / '  schriinkung, wean wit annehmen, vor der Umschalhmg 
~ z  ~ sei A~ mit B~, naehber mit D~ verbunden. Das Ende 

, /  A 1 kann da-n zusammenhiingen mit B1, C1, D 1. Man 
sieht nun leicht, daB, wenn A 1 mit B 1 oder D 1 Zusam- 

t~ig. 14. 
menh~ug~, stets eine Vereinigung resp. Ti'ennung yon ge- 

schlossenen Kurven s~tt  hat, dab dagegen, wenn A i mit C 1 verbunden 
is~, stets eine Umschaltung innerhalb einer gescIdossenen Kurve s~VCmdet 
(s. Fig. 15). Im Augenblicke der Berfihrung haben wir in den ersbn F~llen 

s~ets e/he Kurve mit einem Doppelpnnlr~ im Sa~el- 
punkr (siehe Fig. 13), wogegen im letz~en Falle dan n 
A mid C einerseits B und D anderseits zwei ge- 
trennten Kurven augeh~iren, die sich im Sa~el- 
punkCe sehneiden. Da diese Kurven notwendig noch 

l~ig. 15. 
einen anderen Pun~ gemein haben mfissen, der balm 

]'~[bergang fiber den Sa~elpunkr erhalten bleibt, so erken~ man bier un- 
m ~ I b a r ,  dab die gesc]alossenen Fl~ehen ungerader Charatr[eris~ik Doppel- 
kurven en~haRen mfissen (s. Fig. 16f). Um die verlang~ Umsehalhmg 
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zu finden, brauchen wir also bloB bei zwei ebenen 
o a 

sich schueidenden Kurven einen Doppelpunk~ auf- 
zufassen als hervorgegangen aus der Beriihrtmg in 
einem Sa~telpunk~ und dementsprechend zwei Um- b 
schalhmgen vorzunehmen. Die entstandene Kurve 
miissen wir da.~n durch voUkommen s~e~ige Defor- 
mation under Zuhilfenahme gewShnllcher Umschal- (. ~ ) C 
tungen aus Ovalen erzeugen und in solche wieder 
zuriickverwandeln. Wir se~hen, wie einem Kurven- 
system in der Ebene eine Fl~che entspricht, und ~ d 
welcher Ar~ die Umschalhmgen in dem Kurvensystem 
sein miissen~ wenn die Fl~che eine ungerade Charakte- 
ris~ik haben so]]. Auf die Ablei~ng yon weiteren ( ( ~  ~ ' )  e 
Regeln~ die sich auf dieses Erzeugen yon bes~imm~n 
Fl~chen beziehen und deren Kenntnis uns des Pro- 
bierens iiberheben wiirde, woUen wir bier verzichtmn. ~ f 

Wir wo]]en je~zt sofort die Fl~iche mit der 
Charakteristik 1 be~rach~en. 

Die Fl~che K =  1, die vom Standpun~e der ( ( ~ ~  # 
Analysis situs gleichwertig neben den auderen F~chen 
ungerader Charak~eristik steh~, besi~z~, wie schon in 
der Einlei~ung hervorgehoben, yore St~ndpun~ der ~ ]b 
Geometrie aus noch ein besonderes Interesse. Wie 
n~ml~ch bekannt, ist die in projektivem Sinne auf- 
gefaflte Ebene, ,,die wojektive eine Fl&he f" 'x 
mit der Charakteristik 1"). huf ihr existier~ e/n ~ i 
Rfickkehrschnitt zweiter Art, der nichl zers4iickt, 
und zwar kann jeder unpaare sich selbs~ nicht 
schneidende Kurvenzug als solcher fungieren. Nun ~ ]~ 
isi bei geschlossenen einseitigen Fliichen die Gleich- 
hei~ tier Charakt~is~ik die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dab diese Fliichen urn- ~ l 
kehrbar eindeu~ig aufeinander ~bbfldbar sin& Die 
Fragestellung: ,,Exis~ieren die singularit~tenfreien 
Fli4chen ungerader Charakteristik~' is~ also ~tui - ( ~ " ~ ' ~ - ' f ~  m 
valent mi~ der folgenden: 

,Gibt es eine singulari~tenfreie, ~ . ~  im End- 
lichen gelegene, geschlossene Fl~che, auf die sich die y~ 
projektive'Ebene umkehrbar eindeutig abbflden l~Bt?" 

*) Vgl. schr~fl. Mit~eilg. yon Schl~fli an Klein in . O 
dem erw~n~n Aufsa~z. Math. A~-~en VII, pag. 550. ~g. 16. 
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Diese-Fliiche wiirde zur projektiven Ebene in demselben Verhgltais 
sf~hen, wie die Kugel zur komphxen Zahhnebene. Wie die Kugel uns 
den Zusammenhang der Funk~ionen auch im Unendlichen vor Augen 
ffihr~, so wiirden wir auf der gesuchf~n Flgche die Oebflde der projek~iven 
Geometrie in ihrer Oesam~ausdehnung verfolgen kSnnen. 

Die Existenz der verlangCen Fl'gche K = - 1  und d~mi~ die aller im 
Sinne der Analysis si~us verschiedenen Flgchen, wird bewiesen dutch Auf- 
stellung eines Kurvensys~ems, ffir das E -  S-----1 ist. Wir setzen: 

1) E = 2 ,  S = 1 ,  

2) E = 4 ,  S = 3 .  

Wir wollen fiir diese beiden Wertepaare yon E and S die zugehiirigen 
Kurvensysteme und Flgehen aufs~ellen, uns dami~ uber nieht begniigen, 
sondern fiir die in dem zwei~en Wer~sysfem yon E und S gehSrige Flgche 
eine andere Erzeugungsar~ darlegen and ohne Zuhilfenahme der Relation 
K = ~ : -  S einen einfaehen Beweis daftir erbringen, da$ die Flgche die 

a b 

Fig. I~ ~. ~ g .  17 b. 

Charak~ris~ik 1, d. h. blol~ e~L~eIl Riickkehrsehni~ zweif~r AM; hak Denn 
wegen tier sdbsfgndigen BedeuFang der Fl"gche s~hein~ es wiinschenswer~, 
einen solchen Beweis zu haben, zumal da ein solcher zu eillem ~ieferen 
Versfgndllis des Wesens der Flgche ffihr~. 

Das Kurveasys~em, f'~ das E =  2, S = 1 ist, das also aus e/nero 
Oval ea~teh~ and fiber e/n solches hi.a verschwinde~, und bei dora effte Urn- 
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schal~u.g statt~nnde~, wird dargestellt durch Fig. 16a-o. 
Fig. 16 a, o und f zeigen bezw. die Berfihrung ~m a, 
Minimum, Maximum und im Sat~lpnn],-~. Wit  sehen, 
bei der letzteren zerfi~llt die Kurve in zwei geschlossene 
Teile. Die fibrigen Kurven zeigen, wie Fig. 16e aus 
einem Oval entsteht, bezw. wie Fig. 16g sich in ein 
Oval verwandelt. Denizen wit uns eine aus einem 

b 
Punkt entstehende Kurve das ganze System durchlaufen 
und die die Kurve tragende Ebene parallel mit sieh 
selbst versehoben, so beschreibt das Kurvensystem die 
gew12nschte Fl~ehe yon der Charakteristik 1. Fig. 17 a, b 
zeigen die Fl~iche und zwar zeigt Fig. 17b die R~ek- 
seite yon Fig. 17a, wie sie in einem hinter a auf- c, 
gestellten Spiegel erscheinen wfirde. Die~ Punk~e El,  
E2, S 1 stellen bezw. das Minimum, das Maximum und 
den SaF~elpunkt dar. Die eingetr-agene Kurve ist ein 
Schnit~, l~ngs dessen sich die Normale umkehr~. Bel 
der Ein_fachheit des SchniF~systems brauchen wir woM 
~uf die Gestalt der Fliiehe nicht n~.her elnzugehen, es 
Nur auf einen Ums~ud woden wir noch aufmerksam 
maehen. Mit der geometrisehen Konsfruk~ion ,mserer 
FISiche ist die immerhln befremdliehe M6gliehkeit der 
Existenz yon singulari~tenfreien Flm~ionen f(x, y) 
gezeig~, deren reeUer Werbevorrat ganz im Endliehen 
liege, und die zwei Exbreme und ein Maxim~nimum e 
haben. Die Existenz einer solchen Funk~ion wiirde 
dutch ihre Aufstellung zu beweisen sein. Die Gleiehung 
unserer Flgche, wie der folgenden, wird mindestens 
yore sechsten Grade. 

W~hlen wir jetzt (]as Wer~system E = 4, S----3. f 
Diese Anordnung gibt - ;~  die MSglichkei~, cler Fl'~he 
eine dreiz~hlige Symmetrieachse zu geben, indem wir 
allen unseren Kurven einen Drehlmgsmittelpunk~ yon 
der Ordnung drei geben ~ (er ist in den Figuren 
angedeut~) ---, also die drei Minima und die drei 
Sa~elpunl~te auf die Ecken gleichseitiger Dreiecke, 
ein Maximum in die Drehungsachse selbst legen. ~q 
Auf die MSglichkeit dieser F l~he  m~h~e reich Herr 
Prof. H i l b e r t  aufmerksam, tier aus tier C~esf~lt der 
Doppelkurve der schon beschriebenen Fl~che ihre 
Exisbenz erschloB. Das in Fig. 18a~g wiederge- 

0 0 

, 
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J 

:Fig. 18. 
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gebene Kurvensystem st~llt die Sehaltung in unserem Falle dar. Fig. 16 d 
zeig~ den Augenblick der Beriihrtmg in den drei Sattelunkt~n; in Fig. 18f 
sehen wir den dreifachen Pnn~ der Fl~he. Die Kurve in Fig. 18g ver- 
wander sich in ein Oval und verschwinde~ dann. 

Ger'~te wie die vorige Fl~he baut sich auch diese aus dem Quer- 
sch~ittsyst~m auf. Da dieser Aufban abet hier der Anschauung grSt~ere 
Schwierigkeifen macht, so wollen wir, wie schon gesag~, die FiChe auf 
eine der Anschauung zug's Weise entstehen lassen und im An- 
scrub daran beweisen, daft sie bloB einen Riickkehrsehnitt zweRer Ar~ 
enth~lt, nach dessen Ausfiihrung sie in ein ebenes Blatt verwandelt 
werden kann. 

w 
Eine spezielle Fl~che der Charakteristik 1. 

Bei der Erzeugung der dem Quersc_b~i~system Fig. 18 entsprechenden 
Fl~he bi~e ich de~ Leser, die Operationen an den Figuren 19a--d zu 
verfolgen, die sie viel einfacher darstellen~ als es Worte zu tun verm~gen. 

a. Aufbau der Fl~iche K ~ - 1 .  
m 

Wit nehmen drei cylinderfSrmige Schl~uche yon der L~inge 1 und 
dem in Fig. 19a sichtbaren Querschni~, dessen Umfang gleichfalls I sei. 
Der Querschnitt is~ eine geschlossene Kurve, die eine rechtwinklige Ecke 
hat. An der einen Seite verschliel~en wir die SeM~uche durch ebene 
,,Deekel '~, die die Erzeugenden der Cylinder rech~winklig schneiden. Diese 
Cylinder legen wir mR ihren geradlinigen Kanten (~,Cylinderkanten" zum 
Un~erschiede vQn ,Deckelkanten'O an die negativen Achsen eines recht- 
win~!igen xyz Koordinatensystems so, dass die an den offenen ScMauch: 
seRen liegenden Enden der Cylinderkan~en im Koordina~enanfang liegen, 
die beiden Tangen~ialebenen in den KautenplmI~ten jede rail einer der 
Koordinatenebenen zusammenf~lt und die Cylinder ganz in einem Oktanten 
( , , ) liegen. 

In der Umgebung des Anfangspunktes durchdringen sich die Cylinder. 
Den Tefl jedes Cylinders, der in einem anderen liege, schneiden wir fort 
und vereinigen die so ents~ehenden l~nder. Die dadurch neu hinzugehnn,- 
mene~ Kanten und Ecken denken wit uns gleichm~i~ig abgerundek Die 
GeraZe, die mR den drei Aehsen im Koordinaten~nfaug gleiche Winkel 
bildet~ d. i. die Gerade, die im Koordina~enanfang auf der Ebene x -t- y -b z ~ 0 
senkrecht s~hl, is~ dann ei~ne dreiz's Symme~rieachse unserer so 
erzeug4~en, einem Dreibe~n ~hnliehen Fl~che, d. h. bei einer Drehung tun 
120 ~ -m diese Gerade komm~ die Fl~he mR sich selbs~ zur Deckung. 
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Die Raudkurven der Deckel zeic_h_n_en wir nun dreimal, in jeder Koordi- 
natenebene ei~mal, trod zwar so, da~ sie mit den Ecken im Koo~dina~n- 
anfa~g liegen, trod dab je r yon ihn.en dor~ 

1 
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l~ig. 19e~ a. 

die positive Y-Achse unfl die negagive X-Aehse~ (.4), 
, ,  ,, Z ~ , ,  ,, , ,  r , ,  , ( ~ ) ,  

. ,, X . .  . . . Z . , ( 0 ) ,  
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zur Tangen~e hat uncl zudem die Symme~rie tier Figur gewahr~ bleibt. 
Wir nennen diese Kurven entsprechend A, B, C, die an der X, Y, Z-Achse 
liegenden Schl~.uche A'~ B ,  C:  Die Lage der Kurven A, B, C ist dann 
eindeu~ig bestimmt~ wenu wir verlangen, dab der Deckel yon/~ '  durch 
eine Drehung um 90 ~ auf uns zu um die Fig. 19a gezeichnete Para~ele x" 
zur X-Achse in eine solche Lage komm~, dab sein Rand durch bloBes 
Verschieben l~ugs der Y-ikchse mR A zur Deckung kommt, und die 
Kurven B, C so liegen, dab die Symme~rie der Figur gewahrt bleibt. 

Wit biegen nun den Schlauch .B" um die Kurve B herum, so dab 
die Cylinderkant~ in /~ f~llt (Fig. 19b). Der Endpunk~ der Kan~e f~ll~ 
dann in den Koordinatenanfang, da ja die L~nge der Kante gleich dem 
Umfang yon B is~. Die L~ugen tier iibrigen Erzeugenden dehnen wir 
so, dab der Deckel gerade in die X Y-Ebene, sein Rand also in die 
Kurve A f~II~. In dem Deckelrande soll der Schlauch auf der X Y-Ebene 
senkrech~ aufsRzen. Von den zwei Scharen yon Tangentialebenen, welche 
die j e s t  in B liegende Cylinderkan~e hat, soll die eine in die YZ-Ebene 
fallen, die andere auf dieser Ebene senkrech~ s~ehen (vergl. Fig. 19b). In 
derselben Weise legen wit den Schlauch A'  um die Kurve A, den Schlauch 
C" um die Kurve C (s. Fig. 19c, d). 

In jeder der Kurven A, B~ C liegt dann eine Deckelkante und eine 
Cylinderkaute. Der Deckel des Schlauches B '  bfldet die Fortsetzung des 
auf der einen SeRe der Cylinderkante yon A" liegenden Mantelteiles, dessen 
Grenzt~ngen~ialebenen ja auch alle in der X Y-Ebene liegen. Der Schlauch 
~B' selbst ist die For~setzung des anderen Manteltefles yon A'. Entsprechend 
Iiegen die M~utel an den Kurven ~ und C. Wir zerschneiden nun l'~tngs 
der Kurven A, B, C die sechs Kanten und herren die R~inder kreuzweise 
aneinander. Darer is~ die F1Eche fertig, in den Kurven A, JB, C durch- 
dringt je ein Cylinder senkrecht ein ebenes Blair. Der knfangspunkt ist 

 lllllljjjll!i 
]Fig. 20& 

II I1 ' z 1t! I! 

Fig. 20b. 

ein dreis Punk~ der Fl~che. Die sieh dort durchdringenden M~intel 
haben die Koordinat;enebenen zu Taugentialebenen. Wir sehen, unsere 
Fl~che is~ singularit/i~e~eL Die Kurven A, B, C bflden in ihrer Ge- 
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sam~heit die einzige Doppelkurve unserer Fl~he. (~ehen wit yore Koordi- 
natenanfang in der Richtu:ng der nega~iven X-Achse aus, so durehlaufen 
wit sie in der Reihenfolge A, B, C. Das Kurvensystem Fig. 18, das uns 
urspriinglieh die Fliiehe lieferte, erhalten wir, wenn wir die Ebene 
x + y -~ z -= cons~, fiber die Fliiehe hingleiten lassen. 

Die Figuren 20 a, b veransehauliehen die Fl~he yon versehiedenen 
Seit~n gesehen. Denken wit uns die ~liiehe jetzt dem Kurvensystem 
Fig. 20 entspreehend liegen, d. h. so dab die Symmetrieachse senkreeht 
s~eht, so zeig~ Fig. 20a die Fliiehe senkrecht yon unten, Fig. 20b yon 
der Seite, aber etwas sehr~g yon oben gesehen. M i s t  das Maximum~ 
2~, ~ ,  ~ sind die Minima, S einer der Sat~elpunkte. 

b. Beweis, dab die Fl~che die Charak te r i s t ik  K-~ 1 hat. 

Wir wollen nun den Nachweis erbringen, dab unsere singularit~ibenfreie 
Fl~che wirklich dutch einen nicht zerstfickenden Rfickkehrschni~ in ein 
ebenes Blatt verwandelt wird. In Fig. 20c ist ein Schnit~, rags (lessen 
sich die Normale umkehr~, eingezeichnet, z 
Wit h~i~n nun zu zeigen, dab diese 4 
Kurve yon allen anderen Kurven mit : ? ~ " x  
derselben Eigenschaft geschnitten wird. 
Das wfirde jedoch bei so einfacher Wahl / 7  
der Schnittkurve schwierig sein. Wir 
w~hlen deshalb die Schnittkurve weniger x 
einfach, aber so, daB wir aus allgemeinen - ' ~ ' ~  ~ -  7 . . . . .  ~-a~ 
S~tzen leicht folgera k~nnen, dab dieser ~ . . ~  t ' ~ c ]  
Schnitt der einzige ist. Wir wollen zu 
dem Zweck die Doppelkurve genauer ~ "  
betrach~en. 

t Fig. 21 stellt die Doppelkurve un- 
serer Fliiehe dar. Von den sieh in der rlg. ~. 
Doppelkn_rve durchdringenden Mii.nteln sind nut die r ge- 
zeiehnet, die anderen fallen zusammen mit den Koordinatenebenen. Wir 

P ! �9 wollen die gezeielmeten Cylinders~reifen mi~ A ,  B ,  C,  die ebenen B l ~ e r  
pC' � 9 1 4 9  mit A ~ /~ ,  C" bezeiehnen. Dann sieht man an tier Figur, dab tiber 

den Koordinatenanfang 

Ebene A" in die S~reifen B '  und C'~ 
B "  O' ' 

. ~ "  . . . A r , , B  r 

iibergeht. 
Erricht~.a wit in ei~em Pun]~ der Doppe]kurve auf einem Maat~l 
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die Normale, sagen wit im Punkte E der Kurve A auf dem S~reifen A'~ 
und lassen wir die Normale die Doppelkurve durchlaufen~ so dab wir yon 
E aus zun~chst in die X-Achse kommen, so durchl~uft die l~ormale~ wie 
man an der Figur veffolgt: 

die Kurve A A_ A'  
CA_C" 
B A_/~' | erster Umlauf, 

A _1_ A" J 

C-J-C" ! 
_l_ ~ "  zweiter Umlauf. 

A_LA" ) 

Ersl nach zweimaligem Umlauf kehrt die Normale wieder yon A_A' nach 
/i: zuriick, aber in der der Ausgangsrichtung en~egengesetzten Richtung. 
Unsere Doppelkurve ist also eine Doppelkurve der Art e. Wenn wir im 
Punkte E anfangen, den Cylinder liings der Doppelkurve zu zerschneiden, 
so werden wit, nachdem sich der Schni~ geschlossen hat, beide Miintel 
l~ugs der Doppelkurve zerschnitten haben. 

Nagiirlich mul~ eine singulari~tenfreie Fl~che ungerader Charak~ris~ik 
immer mindestens eine Doppelkurve yore Typus e enthalten, (wenn wit 
die Typen b, c, d dutch die in w 3, Pigg. 7 geschilderte Deformation be- 
seitig~ haben). De-n kommen blol~ Kurven yore Typus a vo D so l~itit 
sich dutch Umschaltung der Doppelkurven stets eine zweiseitige Fl~he 
gleicher Charalr~eristik finden (w 3), diese mug also gerade sein. 

Durchlaufen wit die Doppellmrve nun noch einmal yon E ausgehend, 
und denken wit nns dabei immer in einem bes~immten Mantel befindlich. 
Wit kommen dan n yon A" nach C', durehlaufen C in C" und kommen 
dann zum Koordinatenanfang zuriiek. Dor~ schneiden wit unsere frfihere 
Balm in demsdben Mantel. Zerschneiden wit den Mantel l'~lgs des durch- 
laufenen Weges, so wird durch den Schnitt lii~gs C aus dem ebenen Blatt 
C" ein einfaeh zusammenh~ngendes Stiick herausgesehnitten, gerade das 
S~iick, das frfiher den Deckel des Schlauches A" bfldete. Zersctmeiden 
wir liings der ganzen Doppelkurve~ so trennen wir gerade die drei Deckel 
aus der Fl~che aus. Um dies ZerfaUen zu verhfiten, schalten wit aus 
unserem Wege die drei in die ebenen Bli~t~er fallenden Stficke aus, gehen 
als% wenn wir yon E zum erstenmal in den Koordina~enanfang kommen, 
sofort auf den Streffen B '  fiber usw. Das ~inder~ an der Drehung der 
Normale nichts, da diese sich auf dem ebenen Blatt stets selbst parallel 
bleibt und dieser Weg nut dazu dient, die Fortschreitungsrichhmg stetig 
zu ~nder~ Lassen wir diese Tefle des Weges fore, so erh~ill unser Weg 
im Koordinatenanfang drei rechtminklige Eckam Wir durc~hlaufen je~zt: 
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! A in A ,  

O in C'. 

L~ngs dieses Weges kehrt sich die Normale urn. Wir fassen ihn als 
Riickkehrschnitt auf und behaupten: 

Nach Ausi~ihrung dieses Sch~ttes enth~ilt die Fl~iche keinen Rfick- 
kehrschnitt zweiter Art mehr. 

Ein Rfickkehrschnit~ zweiter Art mul~ Doppellmrven eine ungerade 
Zahl yon Malen iiberschreiten. Nun ist die Doppellrarve auf dem 
Cylinderstreifen unpassierbar, und die in den ebenen Bliiitern liegenden 
Doppelkurven~eile kS_nnen nut eine gerade Anzahl real fiberschritten 
werden, da sie die Fl~che zerstficken. Rfickkehrschnitte zweiter Art sind 
also unmSglich. 

DaB unsere Ftgche keine Riickkehrschnitte der ersten Art enth~lt, 
folgt nach der Zerschneidung direkt aus der Beh~chtung der Fl~he, wie 
auch aus dem Folgenden. 

Nach Ausffihrung eines Riickkehrschnittes d~r zweiten Art soll unsere 
Flgche ~luivaleni sein einem einfach berandeten ebenen Bla~e. Wit wollen 
die zerschnit~ne Fl~he in ein solches deformieren. Eine Flgche wird 
im S~nne der Analysis sit-as nicht ge~indert, wenn wir dutch einen Quer- 
schnitt, der Punkte desselben Randes verbinde~, einfach zusammenh'~,ngende 
Stficke yon der Flgche trennen (Fig. 22, Schnitt a). Wit ~indem deshalb 
eine Fl~che auch nicht, wenn wir dutch dnen Querschnit~, der in dem- 
selben Randpun ~lr~ anf~ug~ und aufhSrt, einCa~h zusammenhgngende Stiicke 
aus einer Flgche ausscb-eiden (vergl. Fig. 22, Sctmitt b). Wit dfirfen 
deshalb die ,,Deckel'~ die dutch solche Schnitte yon der Flgche getrennt 

~ig. ~ .  

s ~ j  2 ~  

e\" ~V "'. _'/b ~.-r -..j- 

l~ig. 23. 

�9 7 

li~ig. 24. 

werden~ aus der Fl~che fortnehmen, ohne ihren Charak~r zu gndern; wir 
vergrSt~ern dadurch blot~ die Rand]mrve. Wie wir nun unsere Flgohe 
aus Fig. 19a erhielten, so k~nnen wit sie jetzt in die dort darges~ell~e 
Fl~che zurfickverwandeln; nut fehlen die Deckel, und die Fl~he ist l~ugs 
der in den Achsen liegenden Cylinderkanten aufgeschnlt~en, tnfolgedessen~ 
kGnnen wit nun die Fliiche in ein ebenes Blat~ yon der in Fig. 23 dar- 
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gest~Alten Form verbiegen. An der geschlossenen Fliiohe waxen die Rand- 
sCiicke, die gleiche Buchstaben tragen, in der dutch die Zahlen angedeu~et~n 
Weise aneinandergeheftet. Die punktiercen Randstficke waren, jedes in 
sich selbs~ dutch die Deckel geschlossen. Deformieren wir noch dies 
ebene BIatt in ein Kreisblat~, in dem die punktierten Randstiicke Ms 
Querschni~ wie in Fig. 22b erscheinen, so erhalten wit das in Fig. 24 
dargestellte Bild~ in dem wit die R~ume d, d'~ d" wieder dutch dis Deckel 
schliet~en k6nnen. Wir haben so nach Ausfiihrang des einen Rfiekkehr- 
schnittes ~msere Fl~che in ein ebenes Blatt deformiert~ (lessen Rand bei 
der FL~che in sich selbst geschlossen war~ und damit ist unabhangl~ yon 
der Relation K = E -  S = 1 gezeigt, dal~ unsere FI~che in der Tat nut 
einen Riickkehrschnitt zweiter ArC en~h~l~. 

Wir haben somit dutch die Be~achtungen der letzten Paragraphen 
den Sa~z gewo-~en: 

Alle in Bezug anf die Charakteristik m6gtichen ein-und zweiseitigen 
_~2~clxn ~ z ~  singulaxitS~freie :Repriisentanten. 

Oder in anderem Gewande: 
Es gibt einv ~4ng~daritiitenfreie ganz im ~Endliclxn gelegene geschlossene 

t~liiche, auf die sich die prt~ektive Ebene umkehrbar eindeutig abbilden liiflt. 
Wie bfldet sich nun die projd~ive Ebene auf unsere Fl~che ab? Da 

herrsch~; natfirlich grot~e Willkiir. Am iibersichtlichsten gestaltet sich die 
Abbildung, wenn wit den in den Cylinderm~inteIn liegenden Tefl der 
Doppelkurve der unendlich fernen Geraden zuordnen. Da ergibt sich 
sofort: JeAer unpaare Kurvenzug, der ja eine ungerade Anzahl real durchs 
Unendtiche geht, schneider die Doppelkurve eine ungerade Zahl yon MaVen 
und ist deshalb ein Rtickkehrschni~ zweiter Art. Das Enlsprechende gilt 
yon den paaren Kurvenztigen. 

Dami6 wollen wit unsere Betrachtung tiber die Curvahlra integra 
und die Topologie yon Fl"hchen schliei~en. 


