
Zur Theorie der Potenzreste. 

Von K. Zsigmondy in Wien. 

I. 

Die vorliegende Arbeit beseh~tigt sich haupts~chlioh mit der 
LSsung des folgenden Problems: 

Es s o l l e n  a l l e  g a n z e n  Z a h l e n  K a n g e g e b e n  werden~ 
w e l c h e  zu z w e i  v o r g e g e b e n e n  g a n z e n  Z a h l e n  a u n d  b 
r e l a t i v  p r i m  s ind  u n d  d ie  E i g e n s o h a f t  b e s i t z e n ~  d a s s  
d i e  C o n g r u e n z  

a" ~ b ~ (rood K) 

d u r c h  d e n  e b e n f a l l s  v o r g e g e b e n e n  g a n z e n  p o s i t i v e n  
W e r t  

u n d  durc 'h  k e i n e n  k l e i n e r e n  e r f f i l l t  w i rd .  
Far b = 1 sind dies jene Zahlen~ bez~iglich welcher a zum 

Exponenten ~; gehSrt. 
In dem allgemeinen~ wie in dem erw~thnten besonderen Falle 

kommt wesentlich ein Theorem in Betraeht~ das naeh durchgeffihrter 
Speeialisierung in folgender Weise ausgesproehen werden kann: 

B e z e i c h n e t  m a n  m i t  q d e n  gr01~ten P r i m t h e i l e r  
d e r  g a n z e n  p o s i t i v e n  Z a h l  7~ m i t  ~ die  h 0 e h s t e  •och 
in 7 e n t h a ] t e n e  P o t e n z  y o n  q~ u n d  s e t z t  m a n  in d e m  
P r o d u e t e  d e r  p r i m i t i v e n  W u r z e l f a c t o r e n  d e r  G l e i -  
e h u n g  x r - - l M 0  an  d ie  S t e l l e  d e r  V a r i a b l e n  x d i e  
i h r e m  B e t r a g e  n a e h  d i e  E i n h e i t  f i b e r s t e i g e n d e  g a n z e  
Z a h l  a~ so s t i m m e n  d i e  v e r s e h i e d e n e n  P r i m f a c t o r e n  

d e s  so e r h a l t e n e n  A u s d r u e k s  m i t  a l l e n  P r i m z a h l e n ~  
b e z i i g l i e h  w e l e h e r  a z u m  E x p o n e n t e n  "; geh0 r t~  u n t e r  
d e r  V o r a u s s e t z u n g  v o l l s t ~ n d i g  i i b e r e i n ~  d a s s  a n i e h t  

z u r  Z a h l - ~  m o d u l o  q g e h 0 r t ;  t r i t t  d i e s  j e d o e h  ein~ so q~ 
i s t  a u s  d e r  R e i h e  d e r  e r w ~ h n t e n  P r i m ~ a c t b r e n  d e r  
D i v i s o r  q a u s z u s c h e i d e n ~  w e l e h e r  d a n n  in  d e r  e r s t e n  
u n d  k e i n e r  h S h e r e n  P o t e n z  in d e m  a n g e f ~ i h r t e n  A u s -  
d r u c k e  a u f g e h t .  
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Es wird sieh zeigen, dass~ abgesehen yon besonderen F~tllen~ 
stets mindestens e in soleher Primfaetor existieren muss; eine That- 
such% an die sieh yon selbst der Nachweis des Satzes knt~pft; dass 
jede arithmetisehe Progression 7j  @ 1 ( j  m_ 17 2, 3 . . . )  unendlieh 
viele Primzahlen enth~lt~ wobei jeweilig eine Grenz% bis zu der 
sp~ttestens abermals eine Primzahl der genannten Form auftreten 
muss, angegeben werden kann. Zam Sehlusse wird die Irredueti- 
bilit~t der Kreistheilungsgleiehung auf Grund des vorhin angeftihrten 
Theorems bewiesen werden. 

II. 

Bevor jedoch zur Behandlung des oben aufgestellten Problems 
gesehritten wird~ sollen die Beziehungen zwischen den beiden Reihen 
der Potenzen yon zwei gegebenen ganzen Zahlen nach einem ge- 
gebenen 3/Iodul etwas naher untersneht werden. 

Die beiden ihrem Betrage naeh yon einander versehiedenen 
ganzen Zahlen cq und a s seien relativ prim gegen den 5Iodul K; 
es muss dann in der Reihe 

2 3 fa z (I) al, al, a l . . . a ,  . . .  

eine dem Betrage naeh kleinste Zahl a~' auftreten~ welehe modulo K 
congruent ist Zahlen der Reihe 

(m 4 

unter denen wieder a'~: den niedrigsten Wert besitze; gehSrt nSm- 
lieh a 1 modulo K zum Ex~onenten ~1 nnd a s zu ~s~ so lehrt be- 
felts die Congruenz @ ~a2-" , das s  es in den Reihen (I) nnd (II) 
stets mindestens e in Paar eongruenter Zahlen gibt. 

D e r  E x p o n e n t  v 1 i s t  i n s o i e r n e  y o n  w e s e n t l i e h e r  
B e d e u t u n g ,  a l s  i t b e r h a u p t  e i n e P o t e n z v o n a ~ e t w a a ~  

dann  und n u t  dann mit  e iner  P o t e n z  yon  as~ e twa  mit a ~  
m o d u l o K e o n g r u e n t s e i n k a n n ~  w e n n  d e r  E x p o n e n t m l  
e in  M u l t i p t u m  y o n  ,q u n d  z u g l e i e h  t ier  E x p o n e n t  ms, 
a b g e s e h e n  y o n  e i n e m  a d d i t i v e n  p o s i t i v e n  o d e r  n e g a -  
r i v e n  V i e l f a e h e n  yon  ~s~ ein M u l t i p l u m  y o n  }~ ist .  1) 

Denn die Congruenz a { ' ~  a. 2 - lasst sieh auch in der Form 
a~ ~ a~ " " ansetzen, wobei n die g'rSl3te noeh in dem Quo- 

�9 ~ n  I t lenten--  entha|tene ganze Z~hl bedeutet un4 somit 0 ~ r ~  ~ v~ 
Vl - - -  

ist. Da aus @ ~ a ~  ~" unmittelbar die Beziehung a~"=a .~  ~ er- 

sehlossen werden kann, ergibt sieh die Relation @ ~ a 2- und naeh 
der Bedeutung yon v~ als des kleinsten Exponenten~ auf den er- 
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hoben sine Potenz  yon a~ einer Potenz yon a s congruent wird~ 
muss r I = 0~ somit rs glsich einem Vislfaehen yon ,as rein. Es  
folgt also m 1 = n h  und m2 = n ~ -4- }' 82. 

Insbesondere sind demnach 8~ und ~ (K) Multipla yon v 1. Be- 
zeiehnet umgekehrt  aX ~ die kleinste Zahl der Reihe (II) die modulo K 

mit einer Potenz a~' der Reihe (I) congruent ist~ so ist auch ,a~ sin 
Mult iphm yon h uach dem Satze 1) und nach dem analogen Satze 
vs Theiler yon ,%~ 8s und ? (K). 

Die Zahlen 
'e t 2~ 'e ~t 1 - -  (III) a 1 ~ a I ~ . . .  a I ~, 

bilden die Gesammtheit derjenigeu modulo K incongruenten In- 
dividuen der Rsihe (I)~ welehe Potenzeu you a s congruent sind ; 
das Analoge gilt you 

8~ 

(IV) a ~  a 2 ~ . . . % ~ .  

Es m~ssen somit die Rsihen (III) end (IV) modulo K genom- 
men~ a b g e s e h e n  y o n  der  R e i h e n f o l g e ~  m i t e i n a n d e r  v o l l -  
s t s n d i g  t i b e r e i n s t i m m e n ;  und es ist also 

Bezeiehnet t den griSl~ten gemeinsamen Divisor you 8 ~ - 8 ~  t 
and g~ - -  g~ t, so wird hienaeh v~ = kgs v.~=- ),g;. Setzt man t ~  1~ 
so folgt: 

Zwei ganze Zahlen~ die modulo K zu gegen einander relativ 
primen Exponenten geh~ren~ erzeugen bei fortgesetzter Potencierung 
nut  versehiedcne Resto nach dem Modul K~ den Rest 1 ausgenommen. 

I l l .  

Dureh Potencieren der Congruenz @~-a '~  werdeu auf der 
linken Seite alle Zahlen der Reihe (III) und damit auch die Rests 
modulo K der Reihe (IV) erzeugt; es muss rich somit zu jeder 
ganzen Zahl n stets sine ganze Zahl m angeben lassen derart~ dass 

m ~ . 2 ~ n v  2 (modS~) odor m'~A~-n (rood wird; dies kommt 
Y2 \ Y2] 

aber bekanntlieh darauf hinaus~ dass 'u-A und ~--~ zueinander relativ 
Y2 '~2 

prim rind; es ist also v~ dsr gr~lSte gemeinsame Theiler yon }s 
und 8 s und danach dann und nur dann gleieh }s~ wenn dieses ia 
8. 2 aufgeht. Analog ist aueh h der gr~Jl~te gemeinsame Divisor 
yon ~ und 8~. 
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Aul~er den Zahlen v~ ~1~ 8i ist noeh ein Exponent s das 
u modulo K der Reihe (I) zu der Reihe (II) yon wesent- 

t lieher Bedeutung. Arts der Congruenz a~ ~ ~ a~ folgt n~tmlich~ 
dass s t e t s  e ine  k l e i n s t e  g a u z e  p o s i t i v e  Z a h l  % e x i s t i e r e n  
muss~ fttr w e l e h e  

r a r (m o d K)  ( t  1 ~ 

w i r d ;  es soll  d a n n  g e s a g t  w e r d e n :  a~ u n d  a s h a b e n  den  
E x p o n e n t e n  ~, g e m e i n s a m  b e z t i g l i e h  des M o d u l s  K. 

Es ist dies eine Verallgemeinerung detjenigen Congruenz 
a,r ~=_ i (mod K)~ welehe die Zahl ermittelt~ zu der a~ beziiglichKge- 
hSrt. In derselben Weis% wie der Satz 1)~ kann nun aueh bier 
tier analoge bewiesen werden: 

E i n e  P o t e n z  y o n  a~ i s t  d a n n  a n d  n u r  d a n n  c o n -  
g r u e n t  d e r s e l b e n  P o t e n z  y o n  as~ w e n n  d e r  P o t e n z -  
e x p o n e n t  e i n  M u l t i p l u m  y o n  % is t .  2) 

Danach sind insbesondere ? {K) und ~ -  Vielfaehe yon V. 

Ebenso folgt ohne weiteres: 
Igaben a~ und a s den Exponenten V gemeinsam~ so haben 

a 
a~ und % den Exponenten i gemeinsam naeh demselben 3fodul~ 

s 

wenn a des gr~6te gemeinsehaftliehe Divisor yon a und ~ ist. 

IV. 

Wie zwisehen h~ ~ und ~ eine Relation bestand~ so stehen 
auch I"~ 8~ und 8s in einer gewissen Beziehung. Aus der Con- 

Y~' ~ 1 (mod K)  folgt n~tmlieh~ dass -; ~ t e i n  Mnl- ~ r u e n z  6t 1 ~ a 2 

v,r ~,r 
tiplum yon % t~ also 7 ein Viels yon 0 2 ist. Da sieh analog 

~ r  
ergibt~ dass aueh o~ in % aufgehen muss~ kann 

r r 

gesetzt werden~ we ~ Divisor yon t sein wird~ well "( in ~1~ 
' t 

ohne Rest enthMten ist. 
Uber diesen Theiler p yon t l~isst sieh noeh etwas Genaueres 

aussagen. Zunliehst erkennt man~ dass t ~, - zu % und zu ~2 relativ 

prim sein muss. Bezeiehnet n~imlieh t~ den grs~ten gemeinsehaft- 
t , , t , 

lichen Divisor y o n -  und 8~ t 2 den y o n -  und 82~ so besitzen 
P P 

. . . .  _t den grOitten gemeinsamen Theiler = p~82 und ~ = p~ P 
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t r 
~ ~ p S~t2~ ebenso analog "~ und 8s den grSf~ten gemeinsamen 

' ~ geh~rt nun modulo K znm Ex- Theiler ~2 = P ~ tl" Die Potenz a 1 

ponenten o~ und a~ z11% Der Definition yon -; zufolge hat man 
~j_ T 2 

s ~  7 also 81 82 ' ' a, %~ - -  = _7 woraus sigh die Gleichllng t, = t 2 ergibt. 
T1 ~2 

Da 8; and ~ z11 einander relativ prim sind, muss t; = t; = 1, 

also auch t , , 211 ~1 11nd z11 82 prim sein. Daher kann p n11r ein 
P 

Multiplum sowohl des grSl~ten gemeinschaftliehen Divisors t, yon 
t and g~ als a11eh des gr013ten gemeinsehaftliehen Divisors t 2 yon 

t 11nd ~; sein; das heigt 7 p muss die Form 

p = ~ t l t  2 

t 
haben 7 wobei der Wert  des Theilers ~ von t ~  wesentlich yon 

der Natur der Zahlen a 1 11nd a 2 abhangig ist~ wie a11s dem fol- 
genden Beispiele erschlossen werden kann:  

Fttr K : =  19; a 1 -=- 3; a 2 = 4 hat man ~ 1 =  18; 82 = 9; " ; =  18~ 
also ~ ~ 9; nimmt man % = 5 statt 47 so ist ebenfalls 8 s = 97 aber 
7 = 67 also ~ ~ 3. Besonders einfaeh gestaltet sieh wieder der Fall  
t = l :  

GehSren zwei gauze Zahlen modulo K z11 Exponenten 7 die 
z11 einander prim sind 7 so hubert sie deren Prodllct zum gemein- 
samen Exponenten nach demselben Modal. 

V o  

In den bisher gepttogenen Untersuchungen konnte der Modal 
a11ch eine z11sammengesetzte Zahl sein; im folgenden mSge er als 
eine Primzahl p vorallsgesetzt werden. Dana soll 7 wie dies analog 
in dem speciellen Falle a 2 = 1 zu geschehen pflegt 7 a11eh bier naeh 
der Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen gefragt werden 7 welche 
mit einer gegebenen Zahl a den Exponenten 7 gemeinsam haben. 
Nach dem Satze 2) erfordert die Existenz soleher Zahlen~ dass 7 
Theiler yon 7 ( / 9 ) : p - - 1  sei. Ist diese Bedingllng erfiillt 7 so hat 
man die verlangten Zahlen unter den W11rzeln der Congrllenz 
x S ~  a s (rood 2) z11 s11chen. Diese werden aber~ falls g primitive 
V~rurzel yon p, a der Index yon a beztiglieh g and $ der yon x 
ist 7 dargestellt durch 

9o+ 71 ' l. (V) g~, . g~ + c~- 1) p-1 �9 7 ; 

denn 
\ ] / 
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Man hs~t mithin aus der Reihe (V) jene Zahlen zu bestimmen, welehe 
mit a den Exponenten ~( gemeinsam hubert. Bezeiehnet 0 den grSl3ten 

gemeinsehaftliehen Divisor yon j und ~b so hat g~+j~A mit a oder 

g~ den Exponenten -~- gemeinsam; es ist n~tmlieh (g~+J = 

~ g ~  0-. g0-(P-~)~(g~)Y, and andererseits muss der gemeinsame 

",.' beider Zahlen ein ~{ultiplum yon ~ sein. ~(' wird nun Exponent 

gleieh ~ dann und nur dann~ wenn 0 = 1 ist, also -; nnd j relative 
Primzahlen sind. Hieraus folgt: 

N~lr w e n n  ~ i n / 9 - - 1  a u f g e h t ,  t r e t e n  Z a h l e n  auf ,  
w e l e h e  mi t  a d e n  E x p o n e n t e n ' (  m o d u l o p  g e m e i n s a m  
h a b e n ,  a n d  i h r e  A n z a h l  i s t  ?(';). 

Es kommen also in einem vollst~tndigen ineongruenten Rest- 

( / 9 -  1) ? ('~) versehiedene Zahlenpaare systeme ttberhaupt genau 2 

vor~ welehe den Exponenten -; modulo 2) gemeinsam haben. Setzt 
man ~( = / 9 - - 1 ~  so ergibt sigh: 

Die Anzahl der versehiedenen Zahlenpaar% welehe den E x -  
ponenten 19--1 beziiglieh/9 gemeinsam haben~ ist gleieh der Summe 
der Zahlen, die relativ prim gegen/9--1 und kleiner als/9--1 sin& 

VI. 

Naeh diesen einleitenden Bemerkangen soll numnehr das Pro- 
blem behandelt werden, alle Zahlen K zu finden, beztiglieh weleher 
die gegebenen Zahlen a 1 und a s den gegebenen Exponenten ~ ge- 
meinsam hubert. 

Zun~tehst ist Mar, dass zufolge der Definition des gemein- 
samen Exponenten nnr solehe Zahlen K in Betraeht kommen k~nnen~ 
die relativ prim gegen el und as sin& Aber aueh a I und a s kann 
man yon vorneherein ohne einen gemeinsamen Theiler annehmen; 
denn w~ire ~ ihr gr~l~ter gemeinsehaftlieher Divisor, so erg~ibe sieh 

7__ s (mod K )  aueh " " " " ( a ~ ) S ~ ( a - a ~ s )  ~ (rood K); and da aueh die &lJ.s a I ~ a ~  \ t t l  \ ' ~ /  

Umkehrung besti~nd% wtirden die Zahlen K far cq und a s voll- 

st~tndig mit denen far a l  und a2 tibereinstimmen. 

Es sei nun -; in seine Primfaetoren zerlegt gleieh q~' ~2' " "q~" 
Wenn dann die Zahlen a~ und a s den Exponenten ;̂ modulo K 
gemeinsam haben sollen, so muss einerseits die Forderung 
a~ ~ aS~ (mod K) erffillt sein, andererseits diirfen n i e h t die Con- 

y y 

gmenzen a~ ~ a~ (mod K) (i = 1, 2 . . .  s) bestehen. Umgekehrt 



Zur  Theor ie  der  Potenzres te .  2 7 1  

sind diese Bedingungen aueh hinreiehend; denn hat man irgend 
eine Zahl K gefanden i beztiglich weleher zwar die Congruenz 

/' y 

a ly ~-  a 2~ stattfindet, aber a~s nicht a[~" (i = 1~ 2 . . .  s) congruent 
ist~ so miissen a 1 and a s relativ prim gegen K sein~ da sie sonst 
gegeneinander nieht prim waren, und mtissen deshalb einen Ex- 
ponenten 7' modulo K gemeinsam haben, der naeh dem Satze 2) 

wohl in 7, aber nicht in ~ (i -~- 1, 2 . . .  s) aufgeht, mithin gleieh ~ ist. 
qi 

Um der aufgeworfenen Frage naher treten zu kSnnen, muss 
man zun~iehst alle P r i m z a h 1 e n aufzusuchen traehten~ beztiglich 
welcher a 1 und a s den Exponenten 7 gemeinsam haben~ das hell't, 

r r aber nicht in a~- -a~  alle Primzahlen~ die wohl in al--as,  
(i = 1, 2 , . . .  s) ohne Rest enthalten sin& ttiefiir erweist sich die 

r r in die Form Zerlegung der Differenz a 1 - - a  s 

q. 

Y Y 7 
a 1 - a ~  = Ct i - - a  i - @ - a  - - a  2 

als zweckma~ig. Durch Einftthrung zweier Symbole kann man 
die reehte Seite dieser Gleichung naeh ihrer Entwicklung mittelst 
des binomisehen Lehrsatzes in einer ttbersichtlichen Form schreiben. 
Setzt man n~tmlieh 

? Y 

a I - -  a 2 = ( to) ,  

worin m irgend einen Theiler yon ~' bezeiehnet, und 

i -q- 
a 2 ~  

so wird 

~ ~" " ~ ~ ' ~ q l  - - 1  g. g. ( o 5 -  + -  �9 �9 + 
a 

7 7 
.~ - -  a~ = ( @  G" 

VII. 

Die verlangten Zahlen mtissen Primfaetoren Yon QI~ Q2"'" Qs 
sein, also auch in dem grSl~ten gemeinsamen Theiler A dieser 
GrSl~en aufgehen. Umgekehrt  wird jeder Primfaetor Yon A, sobald 
er yon ql, q2"'" qs verschieden ist, nothwendig zu den gesuchten 
Primzahlen gehSren. Denn geht die Primzahl /9 in A, also aueh 
in Qi auf, so ist sie gewiss nicht Theiler yon (qi)• ~ 17 2 , . . .  s), 

_r_ 

sonst w~re q /a~  (q~-l) und damit~ da 29 yon ~i verschieden sein soll~ 
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auch % und danaeh a 1 ein Nultiplum yon io~ was nicht angeht: 
weil a 1 und % relativ prim zu einander sind. 

Bevor jcdoch zur Aufstellung des gri~Bten gemeinsamen Thei- 
lers A gesehritten wird: m~ge gleieh an dieser Stelle die Bemerkung 
eingeschaltet werden~ dass A unter der Voraussetzung -r > 2 tiber- 
haupt bloB den grSBten Primtheiler yon % etwa ~/1~ und diesen nur 
in der ersten Potenz als Divisor enthalten kann und zwar dann 

und nur dann 7 wenn a 1 und a s den Exponenten 7 modulo ~ ge- 

meinsam hubert, q~' 

Geht namlich q~ in A und damit aueh in Q~ auf~ so wird naeh 
den eben angestellten Sehlassen gewiss nieht (@ ( j =  17 2 . . .  i - -17  

i @ 1 . . . s )  nnd daher umsoweniger (qjq[~) den Theiler q~ enthalten; 

wohl aber ist dies mit (q~) und danaeh aueh mit (q~t tier Fall; \ i / 
das heiBt 7 a~ und % hubert den Exponenten 7 modulo q~ ge- 

meinsam; dann ist abet: wie  im Satze 2) gezeigt wurd% q ~ =  

= ~  y @ 1~ wo ~ eine ganze Zahl bedeutet. Itieraus ersehlieBt 

man~ dass q~ grSBer sei: als jeder andere in ,; enthaltene Prim- 
theile B dass also q~ selbst tier grSBte Primtheiler q, yon 7 sein 
masse. Umgekehrt  erkennt man~ das% wenn a t u n d  a s den Ex- 

ponenten "~ modulo g, gemeinsam haben 7 k dureh ~, theilbar 

sein muss. Es ist ja  7 aber nieht ~ (j ~ 2~ 3 . . .  s) ein Nultiplum 

yon 7 und daher (15, aber nieht (@ ( j = 2 ,  3 . . . s )  dureh gl 

theilbar~ woraus unmittelbar folgt~ dass Q.2~ Q3""  O~ den Primfaetor 
~, besitzen~ wahrend dies far Q~ yon selbst einleuehtet. 

Was den Grad betriff% in welehem ql in A enthalten sein 
kann 7 hat man die beiden Falle g, > 2 und gl = 2 zu unterseheiden. 
Ist g~ > 2: so ergibt sieh aus 

QI -~-- "ql {~t~ ~yl (ql-l)'-~ (~/11 (ql)~1 (q*--~)]__, ,} 
- - \ 2 /  ql % ' : 

dass, weft der Klammerausdruek nieht dureh g~ theilbar sein kann 7 
sonst ware es ja  auch a~ und al~ Q~ und damit aueh A den Factor 
q~ h~ehstens in der ersten Potenz enthalt. Ist hingegen ~-----2~ 

also " ~ = 2 ~  so hat m a n A ~ a ~  @ %  7 wo a~und a.,. ungerade 
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sein mttssen~ falls h gerade sein soil; und man sieht, dass aueh in 
diesem Fall% sobald x > 1 ist, A nut dureh 2, aber nieht dureh 4' 
theilbar sein kann. Eine Ausnahme tritt mithin nur dann ein, wenn 
~ ; = 2  ist. 

VIII. 
Um einen Anhalt ftir die Form des gesuehten gr~l~ten gemein- 

samen Divisors im allgemeinen Falle zu gewinnen~ mSge der in- 
ductive Weg betreten and zunachst h ftir den speciellen Fall 
7 ~ ~ '  q~" aufgestellt werden. Das obige Gleichungssystem redueiert 
sieh dann auf 2 Gleiehungen 

(1) = (q~) Q~ und (1) ~ (%) Q~. 

Die M5gliehkeit~ einen allgemeinen Ausdruek far den grSfiten 
gemeinschaftliehen Divisor yon Q~ und Qs anzugeben~ beruht 
wesentlieh auf dem Umstand% dass Q~ und (q,) (i = 1~ 2) hSehstens 
q~ als gemeinsamen Theiler enthalten k~nnen. Sieht man yon 
diesem ab~ so  hat man~ um A zu erhalten~ blo13 aus dem Aus- 

y ? 

drueke Q ~ -  a ~ -  a.~ der in seine Primfaetoren zerlegt gleieh 

q~' %'r'~ ~ . . .  sei~ jene Divisoren rOii auszuseheiden~ welehe nicht 
in Q~ also gewiss in (q2) anfgehen. Diese Factoren stimmen mit 
denjenigen yon (%) iiberein~ die nicht in (ffl) enthalten sind und 
werden somit durch den Quotienten yon (q~) durch den grSl3ten 
gemeinsamen Theiler yon (q2) nnd (ql) angegeben. 

Eine einfache ~lberlegung ergibt nun~ dass (qlq.~) der grS~te 
gemeinsame Divisor yon (qt) und (~2)ist. x) Es mtissen namlich die 
beiden Grsl3en 

a~' q' (q~ . ~ - '  und - -  bt~ 2 - ~  

_ _  a q~ q~ ~ ~ ) �9 

% - r \2  ] + .. + 

relativ prim zu einander sein; denn hatten sie den Primtheiler p 
gemeinsam~ so wire dieser sieher Divisor yon (q~)~ aber gewiss nieht 

~) Eine analoge Schlussweise liisst erkennen~ dass allgemein (to) der gr~;l~te 
gemeinsame Divisor yon (to') und (r ist~ wenn mit to das kleinste gemelnschaft- 
liche Vielfache der beiden to' nnd to" yon ]' bezeichnet wird. Es bewelst Theiler f, f '  f,r ,r . 

/ f f digs den bekannten Satz~ dass a I - -a .~ und a I --a~ dm Differenz a t - - a  2 
zum grS~ten gemeinsamen Divlsor besltzen~ falls man unter f den gr~fiten gemein-  
schaftlichen Theiler yon f '  und f '  versteht. 

Monatshi  f. Mathemat ik  u. Physik.  I I I .  J ah rg .  t 8  
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Theiler yon (ql q~). ~ach den bereits aufgestellten S~ttzen mttsste 
somit der gemeinsame Exponent p der Zahlen c h uncl a~ modulo io 
die Form 

,o = ql ~2 (}'1 ~ z l  - -  1) 

besitzen. Da aber andererseits p aueh Theiler des Ausdruekes (q~) 
sei~ muss~ so ergibt sieh hieraus f~r den gemeinsamen Exponenten 
p die Form 

~" ( ~  ~--1). 
Diese beiden Formen yon ~ widersprechen einander und es mttssen 

(~)  (~)  
daher die Grsl~en ~ nnd ~ relative Primzahlen sein. 

Mithin wird das Product jener Faetoren r ~  welche in (q~) 
abet nicht in (~1)~ also in Q1 abet nieht in Q2 aufgehen~ dureh 

(q~) dargestellt und man darf sehlielSen~ dass (~ q~) 

(- -) 
identiseh mit ZX ist~ sobald noeh der Naehweis geliefert wird~ dass 2~' 
dann und nur dann dureh den gr613eren der beiden Primfaetoren 
yon 7~ nsmlieh dureh ~ und dureh diesen nur in der ersten Potenz 
theilbar ist~ wenn a~ und a 2 den Exponenten ~" modulo ~ gcmein- 
sam haben. 

Dass sieh dies in der That so verbal b kann leieht eingesehen 
werden. Angenommen~ es w~re A' und somit aueh (1) dureh q~ 
theilbar, so mttsste naeh einer bereits oben angegebenen {)ber- 
legung~ da ,( > 2 ist~ (~) den Primtheiler ~/~ in einer nan eine Ein- 
heir geringeren Potenz als (1) enthalten. (q~) dagegen enth~tlt ent-. 
weder den Factor ~1 gar nieht oder in genau derselben Potenz~ 
wie (1). Tritt der erste Fall ein~ so kann ~ da es nicht in (~/~) 
aufgeht~ umsoweniger in (~ q~) aufgehen und es wird daher h' den 
Primtheiler g~ nur in der ersten Potenz enthalten. Zugleieh haben 

a, und a~ den Exponenten g~ modulo g~ gemeinsam. Von diesem 
Satze gilt aueh die Umkehrung. Tritt jedoeh der zweite Fall 
ein~ dass (g~) durch ~, theilbar ist~ so ist (q~ ~2) dutch dieselbe 
Potenz yon q~ theilbar~ wie (q,)~ und (1) dureh dieselbe Potenz~ 
wie (g~). Mithin kommt gl in dem Ausdrueke h' als Factor ttber- 
haupt nicht vor. Auf analoge Weise folgt~ dass 2,' niemals ein 
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Nultil?lum yon ~ sein kann, sobald man ~ > 2 hat. Im Falle als 
~ = ~ ist~ and a~ nebst % ungerade sind~ geht 2 in derselben Po- 
tenz in (1) auf~ wie in (~), und ebenso in (2), wie in (2 q~); A' ist 
also ungerade und unter allen Umstanden hat man mithin A ~--~'. 

IX. 

Der so fttr h gefundene Ausdraek eharakterisiert bereits die 
Form des grSt~ten gemeinsamen Divisors im allgemeinen Falle 
7 = q~' ~ 2 " "  ~ "  Man darf nunmehr erwarten~ dass derselbe dar- 
gestellt wird dureh 

: A'  

wo die Produetzeiehen sieh anf die entspreehenden Combinationen 
zu zweien~ dreien u. s .  f. gebildet aas den Elementen q~ q2"'" ~/~ 
zu beziehen haben. 

In der That folgt gerade s% wie vorhin~ aus der Gleiehung 

in weleher P irgend eine Combination der Elemente q l " ' "  ~ be- 
deutet~ dass (P) den Primfaetor p~ wenn er yon qs (i = 1~ 2 . . .  s) ver- 
sehieden ist~ in derselben Potenz enthalt, wie (1). Die Zahlen a 1 
und a s sind dutch p nieht theilbar und mtissen daher modulo/) einen 
gemeinsamen Exponenten besitzen~ weleher als Divisor yon ~; ent- 
weder gewisse Primfaetoren ~i.~ qi2" �9 "q~s (P ~ 1) in niedrigerer Potenz~ 

wie ~,~ enthalt~ oder aber gleieh 7 ist. Im ersten Falle wird 
(~, q , , . . .  ~/(v)) dana and nut dann dutch 2~ und zwar stets dureh 
dieselbe.Potenz theilbar sein~ wean q ' ~ " . ,  q(') irgend eine Com- 
bination der Elemente qs,~ q~, . . .  q~ vorstellt~ and es wird p in tier 

Im zweiten Falle treten dagegen diejenigen Primfaetoren yon 
(1) in h' auf~ die nieht in (qi)(i ~ 1 , 2 . . .  s) enthalten sind und 
zwar in denselben Potenzen~ wie in (1). Damit ist gezeigt, class 
Jdeder Theiler yon h' aneh Theiler yon h sein muss ~ wenn man yon 

en Faet0ren~ die eventuell q~ enthalten~ absieht; dass aueh die 
Umkehrung gilt~ leuchtet unmittelbar ein. 

18" 
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Noch bleibt das Verhalten yon A' beztiglieh der qs zu unter- 
suehen tibrig. Geht qj in (1) und damit auch in (@ auf~ so muss 
der gemeinsame Exponent ~ yon a 1 und a~ modulo qj ein Divisor 

yon ~_X_( sein. Dicjenigen Primfactoren~ welehe in ~ in niedrigerer 

Potenz enthalten sind~ als in ~(~ seien qj~ q~,~ql. '"q;e; alle Com- 

binationen aus diesen.p @ 1 EIementen sollen in 2 Classen ge- 
theilt werden: die elne enthalte nur Combinationen ohne das 
Element qj~ die andere nur Combinationen mit dem Elemente 
gj; ein Repritsentant der ersten Classe sei P~ ein soleher der 
zweiten Pj. Dann geht naeh bereits fr~iiher angewandten Sehlttssen~ 
qj~ sobald es grSf~er als 2 ist~ nut in den Factoren (P) und (P.) 
auf und zwar in (P) in derselben Potenz~ etwa der ,~.te~ wie in 
(l)~ in (P.) jedoch in einer um eins niedrigeren. Mithin wird die 
Zahl~ welche angibt~ wie oft A' den Factor qj enthMt~ dureh 

dargcstellt. Sie ist also nur im Falle ? : 0 yon Null versehieden 

und dann gleieh 1. Dann hat man aber - ---=-- "; und qj = } ~.j , 1~ 
S q~ ~J 

wo } eine ganze Zahl bedeutet. Somit kann hSehstens der grS~te 
Primfactor ~i yon 7 in der ersten Potenz in h' smfgehen und zwar 

miissen~ wenn dieser Fall eintritt~ a 1 und a s den Exponenten 7_ 

modulo q~ gemeinsam haben. Umgekehrt~ hahen ar und a~ den 

gemeinsamea Exponenten ~ modulo ql~ so ist (1) und (~)~ abet  

nieht (gl)(i = 2, 3 . . .  s )dureh  q, theilbar und h' enthglt den Prim- 
factor q, gerade in der ersten Potenz. Endlieh erkennt man~ dass 
h', falls s ~ 1 angenommen wird~ ungerade sein muss ; denn besitzt 
(1) den Factor 2~ so ist 2 aueh in (q~...~ie) ~ falls q~,~"'g(o un- 

gerade Primzahlen sind~ in derselben Potenz~ wie in (1)~ und in 
(2~q . . .~ i  e) in derselben~ etwa der z'te=~ wie in (2)7 enthalten. 2 

kommt mithin auf die Potenz 

erhoben in A' vor. Man hat also wirklieh in dem Ausdrueke A' 
den gesuchten grSgten gemeinsamen Divisor yon Q~ Q~. . .  Q~ auf- 
gefunden und ist damit zu dem folgenden Theoreme gelangt: 
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S i n d  d ie  b e i d e n  g e g e b e n e n  Z a h l e n  a~ u n d  a s r e l a t i v  
p r i m  zu e i n a n d e r ~  i s t  f e r n e r  d ie  g e g e b e n e  p o s i t i v e  
g a n z e  Z a h l  7 in i h r e  P r i m f a e t o r e n  z e r l e g t  g l e i e h  

~2 q ~ ' q ~ . . . f ~  und  i s t  e n d l i e h  q~ d e r  gr~13te P r i m t h e i l e r  
y o n %  so s t i m m e n  a l l e P r i m z a h l e n ~  b e z t t g l i e h  w e l e h e r  
a~ u n d  a 2 d e n E x p o n e n t e n ~ ( g e m e i n s a m  haben~ mit  d e n  
v e r s e h i e d e n e n  P r i m f a e t o r e n  des  A u s d r u e k s  

A ~  

( 
g , ,  . . . .  

u ] . . . .  
q q , u 

i n  w e l e h e m  d ie  P r o d u e t z e i e h e n  s i e h  a u f  d i e  e n t -  
s p r e e h e n d e n  C o m b i n ~ t i o n e n  zu zweien~ dreien u. s. f.~ 
g e b i l d e t  aus  d e n  E l e m e n t e n q l  ~ q~: . . .q ,  zu b e z i e h e n  
haben~ u n t e r  de r  V o r a u s s e t z u n g  v o l l s t a n d i g  t tbere in~  

dass  d ie  Z a h l e n  aa a n d  a 2 n i e h t  d e n  E x p o n e n t e n  

m o d u l o  ql g e m e i n s a m  h a b e n ;  is t  d i e s  j e d o e h  d e r F a l l ~  
so i s t  aus  der  R e i h e  d e r  e r w g h n t e n  P r i m f a e t o r e n  d ie  
Z a h l  q l a u s z u s e h e i d e n ~  w e l e h e  d a n n  in d e r  e r s t e n u n d  
k e i n e r  h S h e r e n  P o t e n z  in h a u f g e h t .  3) 

Damit sind alle Primzahlen gefunden~ beziiglich weleher a 1 
und a s den Exponenten 7 gemeinsam haben: sie ergeben sich als 
die versehiedenen Primfaetoren p yon h. Nan erh~th aber noeh 
mehr. Ist n~tmlich io ~ die hSehste noeh in h enthaltene Potenz 
yon io~ so ist ff~ aueh die hSchste Potenz yon io~ bezttglich weleher 
noch a 1 und a s den Exponenten -( gemeinsam haben. Denn aus 
den Annahmen 

" ~ - - ~ , +  ( i = 1 , 2  .~), 

we die ganzen Z~hlen I~ und ~i nieht dureh iv theilbar seien~ folgt 
durch Erheben der Gleiehungen auf die ir Potenz 

?P rio 

~' " ~:, ~:, ( i =  . s), a 1 ~ a  2 @~io ~+1 und = @-v~ 1~2.. 

we die ganzen Zahlen ~ und ~i wieder durch 19 nicht theilbar sin& 
Die Fortsetzung dieses Verfahrens lehrt~ dass a 1 und a s beztiglieh 
io "~+" den Exponenten 7._P" gemeinsam haben. 
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X *  

Naehdem auf diese Art die hSehsten Primzahlpotenzen der 
verlangteu Eigensehaft gefunden sind~ handelt es sieh noeh um die- 
jenigen Zahlen~ welehe versehiedene Primfactoren enthalten. In 
dieser Hinsieht kommt der folgende Satz wesent]ieh in Betraeht: 

Sind die beideu ganzen Zahlen K und K'  relativ prim zu 
einander und haben a t und a 2 den Exponenten 7 modulo K~ der~ 
Exponenten 7' modulo K '  gemeinsam~ so ist das kleinste gemein- 
schaftliehe Vielfaehe yon ~; und 7' der gemeinsame Exponent yon 
a 1 und a~ beztiglieh des Produetes K.  K'.  

Einerseits muss n~mlieh der gemeinsame Exponent p yon a 1 
und a~ modulo K . K '  ein Multiplum yon 7 und 7'~ somit aueh ein 
solehes ihres kleinsten gemeinsehaftlichen Vielfachen v sein; denn 
eine Congruenz~ welehe beziiglich eines Produetes stattfindet: muss 
aueh hinsiehtlieh jedes einzelnen Factors desselben erftillt sein. 
Andererseits muss abet der gemeinsame Exponent p aueh ein Theiler 
yon v sein. Bezeichnct n~tmlieh r irgend einen gemeinsamen Divisor 

rjZ' y r-- 
r r der Zahlen ~; und 7'~ so finder die Congruenz a 1 z a~ sowohl 

modulo K~ Ms aueh modulo K% somit aueh modulo K K '  statt. Es ist 
77' demnaeh p eia Theiler jedes Ausdruekes r- ~ also aueh ein soleher 

yon v. Diese beiden Bedingungen sind nur erfttllt~ wenn p = v ist. 
Ohne weiteres l~tsst sieh dieser Satz auf eine Reihe yon 

Zahlen K~ K% . . .  K(~) i yon denen je zwei relativ prim zu einander 
sind~ ausdehnen. 

Man erkennt nunmehr leieht~ dass das folgende Verfahren 
die LSsung des Problems~ das am Anfange dieser Arbeit aMgestellt 
wurd% liefert: 

Man b i l d e  zu j e d e m  T h e i l e r  ~ y o n  7~ d i e  E i u h e i t  
e i n g e s e h l o s s e n ~  da s  z u g e h s r i g e  h~ e t w a  A(~); s t e l l e  
f e r n e r  y o n  j e d e m  A(~) M l e  D i v i s o r e n  auf~ a b g e s e h e n  
y o n  d e n  e v e n t u e l l  d u r e h  e in  q~ t h e i l b a r e n  und~ f a l l s  
~ 1  ist~ v on d e m  T h e i l e r  1; c o m b i n i e r e  s e h l i e l ~ l i e h  
a l l e  d i e j e n i g e n  so e r h a l t e n e n D i v i s o r e n s y s t e m e ~ d e r e n  
z u g e h S r i g e  Z a h l e u  ~ das  k l e i n s t e  g e m e i n s a m e  V i e l -  
f a e h e  7 b e s i t z e n ,  m u l t i p l i c a t i v  e in  j e d e s E l e m e n t  de s  
e i n e n  mi t  e i n e m  j e d e n  E l e m e n t e  des  a a d e r n .  

Die Ausdriieke A (8) and A(~') m~issen ja bis h~chstens auf 
den Primfaetor .g~ relativ prim zu einander sein~ da zwei Zahlen 
nur e inen Exponenten beztiglich eines bestimmten Moduls gemein- 
sam hubert kSnnen. 

Auf dem angegebenen Wege erhalt man also lauter versehie- 
dene Zahlen~ bezfiglieh weleher a~ und a~ den Exponenten "; ge- 
meinsam haben. Man gelangt aber in dieser Weise aueh zu allen 
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Zahlen K, welche die eben angeftthrte Eigenschaft besitzen nnd 
zwar aus folgendem Grunde: Beziiglieh eines jeden Primfactors 
yon K haben a~ nnd a~ einen Exponenten 8 gemeinsam~ weleher 
Theiler yon "; ist. Es tritt mithin der betreffende Primfaetor in 
dem Divisorensysteme yon h(8) in jener Potenz auf~ mit welcher 
er in K eingeht. Wenn mehrere Primzahlpotenzen in demselben 
Systeme sieh vorfinden, so enthi~lt das Divisorensystem yon 5(8) 
aueh das Pro'duct derselben. Die Combination dieser Produete gibt 
K und das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen ~ ist 7. 

XI. 

Naehdem somit das mehrfaeh erwithnte Problem gelSst er- 
seheint~ m0gen hier noeh einige Anwendungen der vorstehenden 
Ausftihrungen Platz finden. 

Zunitehst ist nnmittelbar ersiehtlich~ dass das Theorem 3) 
die Frage nach der Form der Divisoren yon dem Ausdrueke h 
beantwortet~ eine Frag% welehe erst vor wenigen Jahren Yon den 
Herren L e f S b u r e  1) und Bang  2) ausftihrlich behandelt wurde. 
Man gelangt zu dem folgenden Satze: 

E i n j e d e r  P r i m i a e t o r  yon A, w e l c h e r  n i eh t  zug le ieh  
"; t he i l t ,  ha t  d ie  F o r m  ~ 7 - ~ 1  (}~---172...).  Von den  i n ' f  
a u f g e h e n d e n  P r i m z a h l e n  kann  h ( i e h s t e n s  die grsi~te,  
n i tml ich  ql~ nnd d iese  nu r  in der  e r s t e n  P o t e n z  in h ohne 
R e s t  e n t h a l t e n  se in;  nnd zwar  t r i t t  dies dann  nnd nur  
dana  ein, w e n n  die  Zah len  a 1 und  a s den E x p o n e n t e n  

m o d u l o  ql g e m e i n s a m  haben~ so dass  dann ~ die  F o r m  

"; @ 1  bes i t z t .  4) 
qt 

Ferner gestattet das Theorem 3) auch die Beantwortung der 
Frage naeh der Existenz Yon Primzahlen, bezfiglieh welcher die 
gegebenen Zahlen a 1 und a s den gegebenen Exponenten 7 gemein- 
sam haben; es wird sich niimlich zeigen~ class his auf besondere 

Fttlle stets --h ~ 1 sein muss~ so dass mindestens ein yon q~ ver- 
ql 

sehiedener Primfaetor yon A existiert. 
Die Anzahl s der versehiedenen Primtheiler yon -~ sei ~ 1; 

der Fall ~ = 1 erledigt sieh ja yon selbst. 
Nimmt man vorerst a 1 und a s positiv nnd a 1 ~ a s an, welch' 

~) Mgmoire sur la composition de polynomes entlers, qul n 'admettent  que 
des dlviseurs premiers d'une forme dgterminge. Par  M, A. Lef~bure. Annales scienti- 
fiques de l 'gcole normale sup~rieur; (3) T. I. 1884, p, 389 u. f.; T. II. p. 113u.  f. 

~) A. S. Bang, tahheoretiske Underssgelser. Tidsskrift for Ylathematik. (Udg. 
af  Gram og Zeuihen), (5) IV. 1886, p. 70 n. f.; p. 130 u. f. 
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letztere Yoraussetzung iibrigens keine Beschrankung der Allgemein- 
heit in sieh birgt 7 so erhMt man unter Beaehtung der Relation 

mit Hilfe der Ungleiehungen 

~ Ot ~ at  e-1 a, > a ,  , ~-[(a, l ) a ~ - a - - a ~ ] ~  " - '  " - -  = ~ - -  al ( ~ = 1 7 2 , 3  . . )  

die Beziehung 

( (o<I I I  

welehe sieh wegen a~ ~ 2 in die Form 

h r (al~ a~) ~ 2 ~<r)-2~-t 

setzen l~sst. 
In dem Fall% dass s ~ 2 ist, besteht die Relation 

aus weleher die Ungleiehung • ~ q~ erschlossen werden kann. Die 
angegebene Relation gilt n~i.mlieh far die niedrigste Primzahlen- 
combination s ~- 37 n~mlich far q, = 5, q~ = 3, q:~ = 27 also umso- 
mehr ~ irgend eine andere Auswahl yon drei Primzahlen. Finder 
aber diese Beziehung fttr alle Annahmen yon irgend s Primzahlen 
statt 7 so besteht sie aueh Nr  alle Ammhmen yon s @ 1 Primzahlen; 
denn dureh Hinzunahme einer Primzahl q zu einer Combination 

~-~ 
yon s Primzahlen verdoppelt sich zwar der Posten 2 7 es tritt 

aber aueh zu ~'~--1 mindestens der Factor 2, da man ja q stets 

grSl~er als 2 7 aber kleiner als q17 wi~hlen kann. 
Es bleiben nur noeh die F~tlle s-----2 und s~--1 za be- 

trachten iibrig. 
Tritt das erstere ein~ so hat man 

~ s i l  xi--I ~2--I 
(7) -- z ---- g~ q2 (ql-- i) (~-- I) -- 2 

und 7 falls wenigstens ein Exponent •  1 > 0 ist7 

"~9(Y)--2 > 2qt--l+[(qt--1)(qs--1)--2] > ffl" 
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Fttr x 1 ----= z 2 = 1 ergibt sieh nach Aussehluss der Annahme 
~i = 37 qs = 2 

2(q'-l)(q=-l)-S>l@(gl--1)(g~--l)--2-l-( 2 > g~' 

wenn ql - -  3 > 2 ist; der Fall g~ ~ 5~ 92 2 bleibt noeh anent/ 
schieden. 

Nun hat man fitr 7-~-6 
(~1.~ 2.3 3 

sobald a~ > 2 vorausgesetzt wird. N u r  w e n n  a~ = 2 ,  a~ = 1 ~  ~ ; = 6  
ist~ e r g i b t  s i eh  e ine  A u s n a h m %  indem A = q ~ = 3  wird. Ftir 
7---10 hingegen hat man stets 

5 5 

a 1 - ~  a 2 
= ~1 + as = a~3 (~  - a~) § a~ a~ ( a ~ -  a~) -4- a'~ > 5. 

Ist endlieh s----1, so ersieht man ebenfalls aus der Unglei- 

chang A > 2 q#'-~(qT~)-~ unmittelbar~ dass auch bier h > ~/1 sein 
muss~ es ware denn z i = l ~  ~ = 3  oder ~ 2 .  lm ersten Falle 

3 3 

folgt jedoch al - -  a2 ~ 2 = aa-4- alas @ a~ > 3; n u r  w e a n  7 =  2 a n d  
a i - -  a s 

A = a l @ a ~ = 2 ~ ( ~ - - - ~ 2 ~ 3 . . . )  ist~ g i b t  es n e b e n  2 k e i n e n  
P r i m t h e i l e r  y o n  A. 

Die eben durchgefiihrte Untersuehung erledigt zugleieh den 
Fall~ dass beide Zahlen a i und a~ negativ sind. Es folgt namlieh 
aas der Gleichung A~ (al~ a2) = ~ A~ ~-- al, ~ a~)~ das s  h i e r  n u r  
d i e  A u s n a h m s f a l l e  a l = - - 2  ~ a ~ = - -  1, 7 = 6  a n d  al@as= 
~ - - - - - 2 " ( } ~ 2 ~ 3 . . . ) ~  7~---2 a a f t r e t e n .  

Sind schlieNieh die beiden Zt~hlen a 1 and as~ deren Betrage 
respective al und a s genannt werden m(igen~ entgegengesetzt be- 
zeichnet~ so kann man wieder~ ohne die Allgemeinheit, za beschran- 

,, ken~ a i > % annehmen. 
Den Fall~ dass 7 dureh 4 theilbar, etwa gleieh 47'  sei~ braueht 

man keiner weiteren Betraehtung zu unterziehen; die Gleiehang 
A ,  (a~, a:) = 5~, (z.1, ~s) ftthrt denselben auf bekannte Falle zarttck. 

Ist hingegen ,~ ungerad% so erhalt man 

n [~: + ~:) . . .  

q 
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A > 2 9'(~')-2~-1 

also dieselbe Ungleiehung~ wie frtiher. Es kann mithin hSehstens 
3 3 

ql + ~2 f~r `; -~- 3~ A - -  ~ also far ql = 27 % ~--- 1 eine Ausnahme 
0{1 + ~2 

eintreten. Dies  e n t s p r i e h t  abe r  den F a l l e n  

{ a ~ = @ 2  { a ~ = - - 2  
a s = - -  1 a s = @ l ~  ";-=3~ 

ft ir  w e l e h e  t h a t s ~ e h l i c h  A = 3  ist. 

XII. 

Es ertibrigt demnaeh nur mehr zu untersuehen~ wie sieh A 
verhalt~ sobald 7 = 27' und 7' ungerade vorausgesetzt wird. Unter 
der Annahme 7 ' >  1 besteht die Gleiehung 

A, (% as) - -  (a. "6, 

welch% wie nebenbei bemerkt sei~ den Satz lehrt~ dass die Prim- 
zahlen~ beziiglieh weleher a 1 und a 2 den Exponenten 2 `;' gemein- 
sam haben~ mit denjenigen fibereinstimmen: beztiglieh weleher die 
absoluten Betrage a 1 und a s den Exponenten `;' gemeinsam hubert. 
Diese Gleiehung lasst erkennen~ dass aueh in diesem Falle stets 
A > q~ ist. 

H a t  m a n  " ; :2~  so b i l d e t  n a t a r l i c h  h ~ a  1 - ~ a , = !  2" 
(F~---1~ 2 . . . )  d i e  e i n z i g e  A u s n a h m e .  

Das Resultat der vorstehenden Betraehtungen lasst sieh in 
dem folgenden Theoreme zusammenfassen: 

S ind  die b e i d e n  g e g e b e n e n  Z a h ] e n  a I u n d  a s r e l a t i v  
p r i m  zu e i n a n d e r  u n d  b e s i t z e n  s ie  i t b e r d i e s  a b s o l u t e  
B e t r ~ g e ~  w e l e h e  n i e h t  z u g l e i e h  d e n  W e r t  1 haben~  
so e x i s t i e r t  s t e t s  m i n d e s t e n s  e i n e  P r i m z a h l ~  b e z t t g l i c h  
w e l c h e r  a 1 u n d  a s den  g e g e b e n e n  E x p o n e n t e n  7 g e -  
m e i n s a m  h a b e n .  A u s z u s e h l i e g e n  h i e v o n  s i n d  n u r  f a r  
~ = 1  a l l e W e r t e  al~as~ w e l c h e  d e r G l e i e h u n g  a ~ - - a s = l  
g e n i i g e n ;  f a r ` ; = 2  a l l e  g a n z z a h l i g e n  L s s u n g e n  a~: % 
d e r  G l e i e h u n g e I ~  a l~-a  ~ = + 2" ( ,~= 1, 2.. .)~ so w e l t  s ie  
d i e  o b i g e n  an a~ u n d  a s g e s t e l l t e n  F o r d e r u n g e n  er -  

e /a =2 f a l = - - 2  f t t l l e n ; f e r n e r f a r ` ; = 3 d i e X u s w a h l  ( a~-~- - -U[a  2 ~ 1  ' 

f~ir ' ( = 6  d ie  A u s w a h l e n  " { a 1 = 2  I a ~ - 2  5) e n d l i e h  
a s ~--- l ~ l a s ~ - - I "  
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Wird nunmehr speciel[ a~ ~-1 ,  a 1 gleich einer ganzen Zahl 
a, deren absoluter Betrag > 1 ist, vorausgesetzt, so geben die ver- 
sehiedenen Primfaetoren yon h~ abgesehen hSehstens yon q~, genaa 
die Primzahlen an, bezfiglieh weleher a z u m  Exponenten ~ gehSrt: 
und der Satz 5) l~tsst sieh in folgender Weise aussprechen: 

Es  g i b t  s t e t s  m i n d e s t e n s  e i n e  P r i m z a h l ~  b e z t t g l i e h  
w e l e h e r  d i e  g e g e b e n e ,  g a u z e ,  y o n  A 1 v e r s e h i e d e n e  
Z a h l  a z u  d e m  g e g e b e n e n  E x p o n e n t e n  7 g e h S r t ,  m i t  
A u s n a h m e  d e r  F ~ l l e  

~ ;=1 :  a=2; ";~2, [ a = - - 2 " - - I  ( ~ 1 ,  2. ; 

~, = 3, a = - -  2 und ~; = 67 a = 2. Hieran sehliel~t sieh yon selbst 
der Satz : 

J e d e a r i t h m e t i s c h e P r o g r e s s i o n ~ . 7 - ~ l ( } = l ,  2 . . . )  
e n t h g l t  u n e n d l i e h  v i e l e  P r i m z a h l e n ~ ) .  

Existiert ja doeh wenigstens je eine Primzahl, bezfiglieh 
welcher z. B. 4 zum Exponenten 7 resp. 2"(, 3"b. . .  gehSrt. Jede 
dieser Primzahlen muss versehieden sein yon allen anderen, da der 
Modul und die Basis den Exponenten eindeutig bestimmen~ and 
jade derselben hat die Form b7-~-1. 

Es ist dies ein speeieller Fall des bekannten Legendre'schen 
Satzes, der zuerst yon Diriehlet bewiesen wurde: Das Anfangsglied 
der Progression ist namlieh gleieh ] angenommen worden; doeh 
gibt tier Dirichlet'sche Beweis keine Grenzen fiir das Auftreten 
soleher Primzahlcn. In dem vorliegenden Falle ersieht man nn- 
mittelbar~ indem man a = 2  setz% dass, " ; ~ 6  vorausgesetzt~ 
spatestens his zu h r (2, 1) eine Primzahl der Form } 7 @ 1 auftreten 
muss. Ist man in der Progression bis 7 ~'-~-1 vorgesehritten, sc~ 
braueht man nur das Product Pal ler  his dahin aufgetretenen Prim- 
zahlen zu bilden, am versichert zu sein~ dass die Reihe 7}'-~--]~ 
7(~ '-4-1)  ~ - 1  u. s. ~. nieht fiber Ar(P , 1) hinaus iortgesetzt~ 
wenigstens eine Primzahl enthMt. 

XIII. 

~immt man in A~(P~ 1) P variabel an, so betritt man das 
Gebiet der Algebra: h r (x~ 1) ist namlieh das Product der primitiven 
Wnrzelfaetoren der Gleiehung x r -  1 ~ 0 and man kann nunmehr 
das Theorem 3) in der zu Anfang dieser Abhandlung angegebenen 
Form anssprechen. 

Ferner ist leieht einzusehen, dass d i e C o n g r u e n z h 7 (x, 1) ~ 0 
(rood is), wo iv e i n e  P r i m z a h l  b e d e u t e t ,  e n t w e d e r  g e n a u  
so v i e l e Z a h l e n  z u W u r z e l n  b e s i t z t ~  a l s  i h r G r a d E i n -  
h e i t e n  e n t h a l t ~  n g m l i e h  d i e  ~(~() Z a h l e n ~  w e l c h e  be -  
z f i g l i c h  is z u m  E x p o n e n t e n . ;  geh i3 ren ,  o d e r  f i b e r h a u p t  
k e i n e ,  j e n a c h d e m  d i e  P r i m z a h l p ~  d ie  u n g l e i e h  qt v o r -  

1) Vergl. Bang,  I. c. and  Lefgbure, 1. c. 
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a u s g e s e t z t  w i r d :  d i e  F o r m  ~7--~1~ (,~---1, 2 . . . )  h a t  
o d e r  n i c h t .  1) 

Das erstere pflegte Herr Kronecker in seinen Vorlesungen 
tiber Zahlentheorie mittelst des Fermat'schen Satzes zu beweisen~ 
indem er denselben auf die Gleichung x p-l - -  1 ~--- 11 A~ (x, 1) an- 

wandt% we 3 alle Theiler yon p - - 1  durehlauft. Dass diese Gleichung 
aueh in ihrer allgemeinen Form x 7 - 1  ----- I1 A~ (x~ ~), we das Product 

3 
sieh auf alle Theiler der ganzen Zahl 7 zu erstreeken hat~ ftir jede 
ganze Zahl und danfit nach bekannten Principien identisch start- 
finder} ergibt sieh auf einfache Weise aus den vorstehend ange- 
stellten Betraehtungen; a geh(~rt ja beztiglieh eines jeden Factors 
yon a r -  1 zu einem Exponenten: der Divisor yon 7 sein muss. 
l~icht minder einfaeh I/~sst sich die I r r e d u e t i b i l i t a t  d e r  K r e i s -  

x q -  1 
t h e i l u n g s g l e i e h u n g  f ( x ) - -  x - - l - - O ~  we q eine Primzahl 

ist~ zeigen; und zwar kann gleich allgemeiner bewiesen werden~ 
class f (ax  @ b); falls q nicht in der ganzen Zahl a aufgeht und b 
eine beliebige gauze Zahl bedeutet: irreductibel ist. ax-~-b durch- 
1/~uft n/~mlieh ein vollsti~ndiges Restsystem: wenn dies x thut. Ffir 
alle Elemente y .~  a x i ~- b (i ~ 1: 2 . . .  q - - l )  desselben mit Aus- 
sehluss des einzigen Elementes a x  At- b~ welches congruent 1 rood. q 
ist~ enth/~lt nach dem Theorem 4 ) f ( y )  nur Primfaetoren der Form 

q-~-1: we ~ eine ganze Zahl ist. Zerfiel e nun f(ax--~b) in 2 
gauze ganzzahlige Factoren y(x) und h(x)~ so enthielte auch y(x~) 
(i ~--- 1~ 2 . . .  q - - 1 ) n u r  Primfaetoren der Form ,~q Q- 1: h~ttte also 
selbst diese F0rm; die Congruenz g ( x ) ~  1 ~ 0 (rood q) h~tte also 
q - - 1  Wurzeln. Sie mtisste mithin, falls ihr Grad geringer w/~r% 
als q -  1~ identiseh erffillt sein: was nicht eintreten kann~ well .ja 
schon der Coefficient der h0chsten Potenz yon x nothwendig iomm 
gegen q ist. 

~) Ubrigsns nur  fiir p ~  ql = ~ - ~  {A_ 1 (p. = 1, 2 . . . )  erleidet dieser Satz 

eine Ausnahme ; dsnn nut  dann bssitzt dis Csngruenz h~, (x, 1) ~ 0 (rood ql ) Wurzeln;  
f ~  

und zwar slnd dies g'enau die ~ ( ] i~ : /  Zahlen, welche mod qt ZUln ~xponenten 

:77 g e h ( i r e n . -  Es sei hier bsmsrkt,\~l/ dass nach  friihersn Entwickelungen das 

Obige allgemsin fiir die Conglxlenz h ( x ,  a 2 ) ~ - 0  (rood 2)  gilt, falls a :  n lcht  
durch p theilbar ist, und dass man hieraus leicht den folgenden Satz ableiten 
kann,  tier die Verallgemeinerung sines fiir a~ ~ - i  bekannten Theorems bildet: 
Das Product  aller derjenigen Zahlen, welche mit elner gegebenen Zahl a~ den 
yon 1 verschiedenen Exponenten y beziiglich einer Primzahl  lo ~ ~. " / ~  1 (,~ ~ 1, 2 . . . )  

gemeinsam haben, is~ modulo /9 mit (--a~) ~(r) congruent ;  die Summe derselbea 
ist hingegen ~_ 0, wenn in 7 ein Quadrat  einer ganzen Zahl aufgeht~ andernfalls 
~ : : k a ~ ,  je  nachdsm y das Product  siner geraden oder ungeraden Anzahl  yon 
Pr imzahlen ist. 


