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22.
Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen
Gleichungen.

(Von dem Herrn Dr. C. H. Graeffe zu Zirich.)

W enn man avs der Gleichung :
' A dyrt A" 4, =0
den Quotienten:

1 R .
1+A a:_l_A x2+ n=1+le+B2m2+uc--Bb_lxk_l—i"B‘_*_xxk

bildet, so giebt der Quotlent —g—- bei numerischer Berechnung in vielen

Fillen den angeniherten Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung.
Dicse Eigenschaft der Gleichungen fand Herr J. J. Raabe bei Gelegen~
heit anderer Untersuchungen, die er bald mitzutheilen beabsichtigt, und
theilte sic dem Unterzeichneten zur weiteren Entwicklung mit, aus der
die Bedingungen hervorgingen, unter welchen eine Convergenz eines Wur-
zelwerthes eintritt. Hat nemlich die obige Gleichung die Factoren:

4 T—0, T—Qy T—03y eoee T—0q,,
so besitzt sie in der umgeiinderten Gestalt, in der sie im Nenner erschein,
die Factoren
1l—ox, 1—axy, 1—a;x, .... 1—gq,x.

Aus
1_1_ 1+.z'+:z' +.... etc.
folgt nun: .i
T—az 14 oxta i’ F....0 o,
1
s = 14ax4a2x*4....a0 2"
1 — 2 2 k .k
ez = 14axtolx*-....a;x
X .

1 - & ok
ez = 14, x4 alx’+4....07x
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Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhiilt man eine
Reibe, deren Coefficienten Variationsformen zu bestimmten Summen aus
den Coefficienten dieser Reihen sind, die aber in Combinationsformen mit
unbedingter Wiederholbarkeit und von bestimmten Classen iibergehen,
wenn @, @, 03, «... @, als combinatorische Elemente betrachtet wer-
den, d. h. man findet die Reihe

k-1 k
1+ Cl'(a, a,.a)x+ (j'(a,az.... a,)x ... C(a,0yu..2,) "'+ C(a, 0,....a,) ¥,
die mit der Reihe (1.) identisch ist. Der Voraussetzung zufolge ist nun:

Ck(a,a2 @y eeendty)
¥
C(a,a,a,....an)
der angenilherte Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung. Es ist aber

k k-1 k
Cla,a,....a,) = a,0(e,a,05....0,) + C(a,0;....a,),
und hieraus folgt:

k k

C cese ceoe
- (ayay an) a, + }_10(02 a, )
Cla,aza; oo an) Claya,ay «vevan)

= ot pratasent)
Cla,ay.. a,.)-l-a,C(a;..a,,)-l—a C(az . @n)..

Die Untersuchung ist jetzt darauf zuriickgefiihrt, die Bedmgungen
aufzufinden, unter welchen dieser an die Wurzel @, gekniipfte Bruch ei-
nen sehr kleinen Werth giebt. Um dieses entscheiden zu konnen, wol-
len wir zuerst annehmen, dafs alle Wurzeln der gegebenen Gleichung
reell sind, und dafs, abgesehen vom Zeichen, a, unter ihnen den grifsten

Zahlwerth besitze. Es sind alsdann Z—‘, gi ;— iichte Briiche, und die Reihen:
b 4 1 x

1 1 1
A = 1+;—;a,+;f-a:+;?a:....;7:-a§
ay
1 L
Py — +-—-a3+ zﬂ + Q .cno"'ia:;
Lot
1 L. L
1 an —— 1+—‘a + + : ,,.---—7‘-0
ay

convergiren. Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhiilt man:
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1
(1_-%)(1-‘51-) (l—%

14 10 1k
— 1+-€:(J((12....an)+-a—:r(4(ag..-.0,,)....;E-C(a,....an)!

k
wo (—}-;C(a,.. ..q,) als eine verschwindende Grifse zu betrachten ist.

Hieraus folgt:
k-1

1

(=) (=2) oo (1=2)

k-2 k-3

= C(ag....a Y4+ a,C(@000e0,) 02 Clay0000a,) ouvs 0™
Durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich der Quotlent

k
Cla,a,....an)
=

Cla,ayecc.an)

ot Bl ). (o

= a, + @ (l————)( \(1——5—‘:—)....( _11) -—kC(a,aa....an)

Nun ist aber ;; C(a,.ar3 «e++@,) eine verschwindende Grifse, wiihrend
1

a

in:

ein Factor von der Form 1—7% nie den Werth 2 ibertrifft; es kann

al
daher der mit ¢, verbundene Ausdruck bis zu jeder beliebigen Kleinheit
hinabgedriickt werden, wenn man nur £ hinkinglich grofs annimmt. Die
Convergenz ist desto grilser, je mehr @, die iibrigen Wurzeln an Werth
itbertriflt, und wenn alle Wurzeln positiv sind,
Entliiilt die Gleichung unmigliche Wurzeln, ist z. B,

g, =a+ B/ —1=w(os@+sinQ@y—1),

ay=oa+Ly—1=w(os@¢—sinQy—1),
so ist die Reihe:

1

1 —:"_(cos @+ sin p V' —1)

=1 +;1—‘-w(cosq>isin¢f—-l)

4 520008 20 £ 8in 20y —1)sues Wi (cos b+ sink vy — 1)
convergirend, wenn a,>>w, d.h. wenn ¢,>y (a4 2°).



29. Graeffe, zur Theorie der Gleichungen. 291

Der Quotient hat alsdann die Form:

ot o, (1—22 c0s@ +25) (1—2) (1—2).... (1—2) 5 C(aeaa-.-.am

a
in der die mit o, verbundene Grofse fiir einen grofsen Werth von k ver-
schwindet. Es kinnen auch noch mehrere Wurzeln unmiglich sein, ja alle,
bis auf ¢,, und der Quotient wird immer einen angeniherten Werth der
Wurzel o, geben, wenn nur allgemein ’
a, > v (2 +Bh),
wo o, + 3,y —1 allgemein ein Paar der unmglichen Wurzeln bedeutet.

Endlich ist noch die Bemerkung hinzuzufiigen, dals fiir o, = a, der
Factor 1-—3—’- nicht zu Null wird, denn i—_i_—i
wir alle Glieder der Entwicklung nehmen; fiir * Glieder ist aber:

=14+1F+1.0.. =k

ist nur dann unendlich, wenn

12

a 1
und daher




