
288 22. Graefft, zur TAeorie cfrr Gleichungen.

22.
Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen

Gleichungen*
(Von dem Herrn Dr. C. H. Grqeffe zu Zürich.)

Wenn tfiati au« der Gleichung:
.a^ + ̂ ^ + ̂ j^*.... An o= 0

den Quotienten:

bildet , so giebt der .Quotient g- ·̂ bei numerischer Berechnung in vielen
Füllen den angenäherten Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung·
Diese Eigenschaft der Gleichungen fand Herr J. J, Raabe bei Gelegen-
heit anderer Untersuchungen , die er bald mitzutheilen beabsichtigt , und
theilte sie dem Unterzeichneten zur weiteren Entwicklung mit, aus der
die Bedingungen hervorgingen, unter wejchen eiue Convergenz eines Wur*
zel wertlies eintritt. Hat nemlich die ojbige Gleichung die Factoren:

— -öi, oc — ß2, a?·— #3 , ···· a?— an 9
so besitzt sie in der umgeänderten Gestalt, in der sie |m Nenner
die Factoren

Aus
- — — ss 1 + -|- ?24- ?3.. . . etc.
l - O? l ;· l

folgt nun:
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22. Graeffe, zur Theorie der Gleichungen. 289

Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhalt man eine
Reihe , deren Coefficienten Variationsformen zu bestimmten Summen aus
den Coefficienten dieser Reihen sind, die aber in Combiuationsformen mit
unbedingter Wiederholbarkeit und von bestimmten Classen bergehen,
wenn al y a29 #3 , . . . . an als combmatorische Elemente betrachtet wer-
den, d. h. man findet die Reihe

*-l

die mit der Reihe (1.) identisch ist· Der Voraussetzung zufolge ist nun:
*

C (<?! α2α3....απ)
der angen herte Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung. Es ist aber

λ Jt-l

C(a, a2....an) = a, C(a,a^ ..,.«„) + C(a2a* · · · Ό >
und hieraus folgt:

k l·
Cfai a 2 ···· <*n) _ ^ ι C(aa q3 . > . > fla)

A_i — ai T" Fo
€(ατ α2α3.*.. σ«) €(αταΛ σ3 .,..ση)

Α-2
,Α-ι

Die Untersuchung ist jetzt darauf zur ckgef hrt, die Bedingungen
aufzufinden, unter welchen dieser an die Wurzel 0X gekn pfte Bruch ei-
nen sehr kleinen Werth giebt. Um dieses entscheiden zu k nnen, wol-
len wir zuerst annehmen, dafs alle Wurzeln der gegebenen Gleichung
reell sind, und dafs, abgesehen vom Zeichen, flrt unter ihnen den gr fsten

Zahlwerth besitze. Es sind alsdann — . —....— chte Br che, und die Reihen:a/ a, ox

A Λ · A ι -L %

I.

4 ^ 2 T Q.
X · ' -'- ~~~~

«1

1 _ ! ι l ι t Γ/» ,
J ^ «I 3 «Ϊ *

«I

1 _ ι ι ±α ι 1 2 -

. a« ai n a? "
ΛΤ_

, 1 , 1t- ^·°Ϊ····^Γ

, ί , i ,\- -^at.,.. -^t

f--a'.... * <
1 1

•La*

*,*

^**n

convergiron. Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erh lt man:
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290 22. Graeffe, zur Theorie der Gleichungen.

l

Λ l J 2 £

— 61(^....ΟΤπ)+~ϊ·6Τ(β2,...(7Μ)·-··-
° G

l *wo £Λ·····ΟΛ) ak e*ne verschwindende Gr fse zu betrachten ist.«?
Hieraus folgt:

-sX'-s) —o-;;)
Durclv Substitution dieses Werthes verwandelt sich der Quotient

3t

C(ol a a .««.On)
in:

« t C(^q, «···«>*) Λ «a\/i σΛ Λ ««r̂ -4- - -τ~ -- 1 1 -- 111 -- ) · § · · i l --1 ' a*~l \ « I / \ αλ/ \ Oj

l ^Nun ist aber -j C(a^.a3.... a„) eine verschwindende Grofse, w hrend

ein Factor von der Form l — — nie den Werth 2 bertrifft; es kann
ai *

daher der mit ατ verbundene Ausdruck bis zu jeder beliebigen Kleinheit
hinabgedr ckt werden, wenn man nur k hinl nglich grofs annimmt. Die
Convergenz ist desto gr fser, j*e mehr al die brigen Wurzeln an Werth

bertrifft, und wenn alle Wurzeln positiv sind.
Enthalt die Gleichung unm gliche Wurzeln, ist z. B.

β. = Λ + β^—1 = α;(οοβ(ρ + 8Ϊη<Ρ/·~1),
fir3 = α-{-β/~—l =s z#(cos< — sin<p /"—1),

so ist die Reihe:

l (cos φ ± siu φ V— 1)

l

convergirend, wenn o^>wy d.h. wenn
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22. Graeffe, zur Thtorie der Gleichung?*,

Der Quotient bat alsdann die Form:

in der die mit al verbundene Grofse für einen grofseii Werth von k ver-
schwindet. Es können auch noch mehrere Wurzeln unmöglich sein, ja alle,
bis auf al9 und der Quotient wird immer einen angenäherten Werth der
Wurzel at gehen, wenn nur allgemein ' ,

wo ^ + ^ ^ — l allgemein ein Paar der unmöglichen Wurzeln bedeutet«
Endlich ist noch die Bemerkung hinzuzufügen, dafs für = 02 der

Factor l — — nicht zu Null wird, denn -\ — 7 ist nur dann unendlich, wenna, 7 l — l 7

wir alle Glieder der Entwicklung nehmen; für k Glieder ist aber:
1 + 1 + 1. . ,* — k,

1 —
und daher

Brought to you by | New York University Bobst Library Technical Services
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:07 AM


