Erlauterungen zu den Anfangsgrinden der Variationsrechnung.
Von

Hrn. Pavr pu Bois-Reymoxp in Tibingen.

Die Grundsitze und Grundbegriffe der Variationsrechnung sind
durchaus nicht unbedenklich fiir den, welcher nicht blos an der Be-
herrschung einiger bekannter Methoden zur Losung von Minimums- oder
Maximumsproblemen sich erfreuen will, sondern der ein genaues Verstind-
niss jener Lehre erstrebt. Vor ihm bidumen Kragen sich anf, denen
scheinbar keine Anstrengung gewachsen ist. Die gebriuchlichen
Methoden waren mir lingst geliufiz wie meine Muttersprache, als ge-
legentlich ein mir rithselbaft falsches Ergebniss mich anf die Unklar-
heit in meinen Grundbegriffen aufmerksam machte.

Die Variationsrechnung lisst sich, wie andere Theile der Integral-
rechnung, kaum noch gegen die Gebiete abgrenzen, in welchen der
neuere Functions- und Integralbegriff massgebend ist. Hierin scheint
mir der Grund zu liegen, weshalb sie heute uns nicht mehr dieselbe Be-
friedigung gewihrt, wie unseren mathematischen Vorfahren. Was
uns zum Bediirfniss geworden, den wiinschenswerthen oder nothwen-
digen Umfang unserer Probleme und ibrer Losungen zu kennen,
kiimmert sie nicht, und ihre Beweise entbehren der Schirfe. So weit
ich die Dinge kenne, treten die angedeuteten Schwierigkeiten nicht
allein gleich bei den ersten Arfangsgriinden der Rechnungsart auf,
sondern sie machen sich spiter bei gewissen mechanischen Problemen
(Gleichgewicht und Bewegung faden- und flichenférmiger Gebilde und
darauf vertheilter Massen) in anderer Form wieder bemerklich. Auf
diese letzteren Probleme, bei denen bis jetzt noch nicht bekannte oder
doch nicht beachtete eigenthiimliche Paradoxa auftreten, beabsichtige
ich spiter einmal einzugehen. Mein gegenwirtiger Vorwurf ist lediglch
die Untersuchung der elementarsten Operationen der Variationsrechnung
vom Standpunkt der allgemeinen Functionentheorie. Ich habe, um den
Betrachtungen eine feste Richtung zu geben, sie in die Form ge-
kleidet, dass ich die einfachste Variationsaufgabe, welcher man an der
Spitze der ganzen Theorie zu begegnen pflegt, das Problem der
kiirzesten Linie zwischen zwei Punkten in voller Strenge zu losen
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versuche. Und wenn mir dies, wie ich glaube, gelungen ist, so darf
man im Nachstehenden den ersten wirklichen Beweis dafiir erblicken,
dass wunter allen rectificirbaren Linten die Gerade die kiirzeste
sei. Auf dem Wege zu diesem Ergebniss sammeln wir einige neue
Sitze der Integrabilititslehre. Kndlich werden zum Abschluss zwei
ebenfalls neue Beweise fiir die isoperimetrische Regel gegeben.

1.
Ueber Sinn nnd Allgemeinheit der Variation Jy einer Function v.

Zun#chst wird die Variation selbst sehr verschieden aufgefasst.
Mir sagt am meisten zu die spitere Lagrange’sche Auffassung, nach
welcher dy = &7) ist, wo & eine differentialische Grosse bedeutet, und
n = A(z) eine zunichst durch nichts beschrinkte Function, so dass
gleichsam & die Kleinheit, 5 die Willkiirlichkeit der Variation vor-
stellt. Die Umkehrung édy = ddy ist Definition. Wenn wir nim-

lich y und o = g—i ‘variiren in y, und y, = %%, und annehmen
, . , d d d

0y = g, 0y = ch, so folgt aus y," — y =.sh=—d3;—' — d—g; = 7%
dey  dy _ dsqp . . e dEn  ddy

+ ag0 dass eh = —-" ist. Nun ist eh =38y, — = A

also, wie man es gewOhnlich schreibt, ddy = ddy.

Was hat man sich nun vnter der Function 1(z) in dy = £1(x)
vorzustellen ? Wie beschaffene Functionen kann 2 (z) bedeuten? Be-
quem ist es allerdings, um Weiterungen wegen der Bedeutung der
Differentialquotienten von §y = ei(r) aus dem Wege zu gehen, i(z)
it einer angemessenen Anzahl Differentialquotienten stetig anzunehmen.
Aber wenn die Aufgaben der Variationsrechnung ihrem eigentlichen
Sinne nach verstanden werden, so ist diese Avnahme einfach falsch,
insofern sie nicht mehr die urspriingliche, sondern irgend eine andere
zu Gunsten der Rechnung beschrinkte Aufgabe voraussetzt.

Betrachten wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben,
die Aufgabe von der kiirzesten ebenen Linie zwischen zwei Punkten.
Ist y = einer Function von z die Gleichung der kiirzesten Linie, so sei
also y + 0y =y + 24 (x) = einer Function von z die Gleichung der
variirten also lingeren Linie. Die kiirzeste Linie muss die kiirzeste
von allen mdglichen rectificirbaren ebenen Linien sein. Wenn wir die
Variation dy nur zu Gunsten der Rechnung beschrinken, so erhalten
wir ein Minimum nur aus einer Gruppe von Linien und nicht die kiirzeste
unter allen mbglichen Linien, welche die Endpunkte verbinden. Anderer-
seits darf man aber auch auf dy = ¢i(z) den allgemeinen Functions-
begriff der neuern Mathematik nicht ohne Weiteres anwenden, eben
weil die variirte Linie eine Linge haben muss. (Mehrdeutigkeiten der
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Funetion 2(x) sind durch die Forderung der kirzesten Linie offenbar von
vornherein ausgeschlossen.) HEs fragt sich, wie man den Bereich der
Function A(z) am richtigsten bestimmmt, damit das Minimumsproblem
nicht beschrinkt und auch nicht iiber seine natiirlichen Grenzen hinaus
verallgemeinert werde. KEs scheint, dass folgende Vorstellung diesen
Forderungen am besten sich anpasst.

Die variirte ,,Linie* muss aus rectificirbaren Strecken bestehen,
so dass der Differentialquotient der Variation integrirbar sein muss.
Wo i(z) von einem Werth zu einem endlich verschiedenen plotzlich
aufspringt, miissen, der Rectificirbarkeit wegen, die beiden Werthe
durch eine geradlinige Strecke verbunden sein. Diese Unstetigkeiten
diirfen sich nach einzelnen Punkten hin upendlich verdichten, die sich
wieder nach einzelnen Punkten hin verdichten kbnnen, u. s. f. Dies
scheint mir die allgemeinste Form der Variation i(x) zu sein, bei
welcher man der variirten Linie eine Ldnge zusprechen kaun. Ich
sage, dass diese Form mir die allgemeinste zu sein scheint, weil man
solche Anschauungen natiirlich nicht beweisen kann.

Der Gegenstand ist gleichwoh! so wichtig, dass wir diese unsere
Ansicht von der grossten Allgemeinheit des Begriffs einer rectificirbaren
Linie etwas genauer durchfiihren und begriinden wollen.

Ueber den Begriff rectificirbarer Linien.
2.
Construction des Begriffs der Rectificirbarkeit.

Der allgemein verbreitete Begriff von der Ldnge krummer Linien
ist zwar kein eigentlich geometrischer, ist aber doch wohl der un-
mittelbaren Naturanschauung entsprossen, indem ihn die Verbiegung
gerader und die Streckung krummer linienformiger (tegenstinde er-
zeugt. Der mathematisch-ideale Begriff der Linge krummer Linien ist
aber ein wesentlich analytischer Begriff, insofern er einen Grenziiber-
gang enthilt. Diese Lange ist nimlich die Grenze einer Summe nach
bestimmtem Gesetz ins Unbegrenzte sich vermehrender und dabei an-
gemessen sich verkiirzender wirklich vorgestellter Lingen. Sie ist also
ein Integral. Der Grenziibergang ist es, welcher den Begriff zu einem
analytischen macht, weil er stets den Fluss der sinnlichen Vorstellungen
unterbricht. Aehnlich verhilt es sich mit den krummlinig begrenzten
ebenen und krummen Flichenriumen und mit dem Rauminhalt.

Hiernach michte die Frage nach der griosstmoglicken Ausdehnung
des Functionsgebiets, auf welches der. Lingenbegriff angewendet werden
kann, wicht aus der Vorstellung Ldnge, welche wir nur bei der gerad-
linigen Strecke haben, sondern aus dem Erfolg jenes Grenziibergangs,
ob er eine feste Grenze lieferl oder wicht, zu entscheiden sein.
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Nur wo die Function geradlinige Strecken ergiebt, werden diese
wirklichen Lingen entsprechen und unmittelbar als solche einzarechnen
sein, Dergleichen geradlinige Strecken werden u. A. auftreten, wenn wir
den Begriff der rectificirbaren Functionen nicht auf stetige beschrinken.
Falls die Function f(x) fir z =z, von einem Werthe f(z; — 0) zu
einem endlich verschiedenem [{(x, + O) tiberspringt, und sie ist auf
beiden Seiten von z, reetificirbar, so rechnen wir*), wo dies, wie in
der Variationsrechnung, einen guten Sinn hat, zur Linge die positiv
genommene Strecke f(z, + 0) — f(z; — 0) hinzu. Wir sind dazn um
so mehr berechtigt, ja aufgefordert, als wir eben eine wirkliche Linge
hinzurechnen, und wir die Analogie der Linge einer treppenprofilartig
gebrochenen geraden Linie vor Augen baben, welche von einem Ende
zum andern eine wirkliche Linge und keine Grenze von Lingen ist.

Zwischen zwei Spriingen, z. B. fiir die Argumentwerthe z = z,,
% = m,, verstehen wir unter Linge der Curve (fir Function) y = f(x)
das Integral

dfvl/l + @),

x;

wenn auch z. B. ein zweiter Differentialquotient f”(x) gar nicht esistirt.
Dieses Integral existirt stets, wenn f” (z) eine integrirbare**) Function

ist, d. 1. Y1 4 f (2)? ist gleichzeitig mit f'(x) eine integrirbare Func-
tion. Denn mit f"(z) ist f’(x)® integrirbar, weil, wie ich gezeigt
habe *#*), das Produet integrirbarer Functionen ebenfalls integrirbar ist.
Nun sei in einem Intervall 4:
f@)f —f @ =1+f @)} — 1+ (@))=u
der grosste Werthunterschied von von f'(x)%. Betrachtet man aber,
a=Vy1+ [ (z)?, b=y1+ f(x,)? gesetzt, die Unterschiede:

u=a® — b?,

v=a — b,
so ist w > v, wegen 4 = v(a« + b). Daher sind die grossten Werth-
unterschiede von J'1 4 £ (2)* kleiner, wie die von f*(x)?, also ist, wie be-
hauptet, mit f(z) sugleich V1 + [ (z)* integrirbar.

#, Siche meinen Aufsatz: Ueber die sprumgsweisen Werthinderungen analy-
tischer Functtonen, diese Annalen Bd. VII, pag. 241.

**) In einem Intervall b—a==d;-}d8,- --4 3, integrirbar heisst eine dort,
wie folgt, beschaffene Function: Bildet man fir jede Theilstrecke d, den grossten
Unterschied der darin auftretenden Functionalwerthe, und bezelchnet ihn, positiv
gerechnet, mit Af,, so muss &, Afy+ 88N +--+d,Af, zugleich mit simmt-
licken &, Null zur Grenze haben.

k) Borch Journ. Bd. 79, pag. 24
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Man f3llt nicht sogleich auf dieselbe Beziehung bei der Nichtinte-
grirbarkeit von f*(x). Falls f(2) z. B. nur von — 1 zu 4+ 1 schwankte,
wire /1 4 f'(#)* =)/2. Ob freilich Differentialquotienten mbglich
sind, die nur derartige Schwankungen zeigen, ist mindestens fraglich,
jedenfalls aber wiirden wir nicht ohne Weiteres behaupten diirfen, dass
die Nichtintegrirbarkeit von f’(z) diejenige von }/'1 -+ f'(z)* bedingt.
Aus diesem Grunde lassen wir es bei der Integrirbarkeit von /1 + [ ()?
als der moglich allgemeinsten Bedingung fiir die Rectificirbarkeit
von f(z) bewenden.

Doch gestattet der Begriff der Rectificirbarkeit noch diese erheb-
liche Verallgemeinerung, dass wir die Anzahl der Sprungstellen nicht
endlich anzunehmen brauchen. Es bezeichne z, allgemein einen solchen
Argumentwerth, fiir welchen f{x) springt, so ist nur erforderlich, dass

die Summe:
2 mod (f(xpﬁ — flz,—0)),

iiber alle Sprungstellen erstreckt sel, Nur pantachisch®) vertheilte
Spriinge vertrigt der Begriff der Rectificirbarkeit auch wnicht im
kleinsten Intervall, weil es alsdann dort keinen Differentialquotienten
giebt. Die Sprungstellen kdnnen sich nach einzelnen Punkten ins Un-
begrenzte verdichten, indem die Sprunghbhe in solchem Masse ab-
nimmt, dass die Summen der unendlichen Reihen, welche die Sprung-
hohen bilden, convergent sind. Die Verdichtungspunkte I. Ordunung
kbnnen sich wieder nach einzelnen Punkten zu unbegrenzt verdichten,
w. 5. . Charakteristisch fir diese Art Punklvertheilung ist, duss man
stets durch eine endliche Anzahl Strecken des betrachieten Intervalls, die
zusammengefiigt eine beliebig kleine Strecke geben, so viel Sprungstellen
ausschliessen kann, dass der Rest eine endliche Anzahl bildet.

Somit gelangen wir zu folgender Definition der Rectificirbarkeit
einer Function [(x):

Die Function muss in dem Intervall, in welchemn sie rectificirbar
sein soll, stets endlich sein. Sie darf sprungweise Werthdnderungen
erleiden in einer endlichen Anzahl Puwkte oder in Punkten, die Ver-
dichtungspunkte endlicher Ordnung bilden. Die Summe ihrer positiv
genommenen Spriinge muss endlich sein. Zwischen je zwei benachbarten

Sprungstellen muss die Function Y1 - f(z)? integrirbar sein.

*; Ich nenne pantachische Vertheilung einer Punkiart in einem Intervall eine
solche Vertheilang, bei der in jeder kleinsten Strecke des Intervalls Punkte, die
zu jener Punktart gehdren, angetroffen werden.
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3.

Polygonale urd mit allen Differentialquotienten stetige Linien, als
deren Grenze eine rectificirbare Linie angesehen werden kann.

An solche Function schliesst sich alsdann stets eine aus geradlinigen
Strecken bestehende gebrochene Linie ¢ (2) an, die mit ihr in den
Eckpunkten fibereinstimmt, und ihr in der Lénge beliebig nahe kommt.
Dies lisst sich, wie folgt, einsehen.

Wir schliessen zuniichst dureh geradlinige Strecken, welche Punkte
von f(x) verbinden, die Verdichtungspunkte der Sprungstellen aus. Die
Summe dieser Strecken sei s,, und dies s, lisst sich durch Verkiirzung
der Strecken beliebig verkleinern. Es bleibt also nur noch eine end-
liche Anzahl Sprungstellen iibrig. Die Spriinge lassen wir zu ¢@(z)
gehbren, ihre Summe sei s,, und dieses s, gehdrt sowohl zu f(z) als
zu @ (z). KEndlich bleiben die stetigen Strecken von f(z) iibrig, und
von diesen ist es bekannt, dass man sie durch polygonale Linien s,
ersetzen kann, deren Linge von fdz J/1 4 f'(z)? beliebig wenig ab-
weicht, und deren Eckpunkte mit /() ibereinkommen. Also wird es
sich nur um die Vergleichung der Strecken s, mit den entsprechenden
Lingen von f(x) handeln kdnnen. Doch auch diese miissen mit den
s, zugleich beliebig kiein sein. Denn sie zerfallen in zwei Theile: in
die in ibnen enthaltenen stetigen Strecken, die offenbar beliebig klein
sind, und in die in ihnen enthaltenen Spriinge. Auch diese miissen
zusammengerechnet etwas beliebig Kleines ergeben. Es reicht aus, dies
an einem Verdichtungspunkt erster Ordnung zu bestitigen. Sind z,,
Lpt1, -+ - die sich 1thm ndhernden Sprungstellen, so muss die Reihe
Zmod [ f(xp+0) — f(z, —0)] convergent sein. Die Strecke, welche
den Verdichtungspunkt ausschneidet, enthilt den Rest dieser Reihe,
den man ihrer Convergenz wegen beliebig verkleinern kann. Da also
die Strecken s, und die ausgeschnittenen entsprechenden Curventheile
f(x) beliebig klein sind, die Strecken s, sowohl f(z) wie ¢(x) ange-
hdren, und der iibrige Theil der Linge von ¢(x) der Linge vou f(z)
beliebig nahe gebracht werden kann, so gilt das Gleiche von der
Gesammtlinge von ¢(x) und f(x).

Was im gewthnlichen Sinne die Rectificirbarkeit kennzeichnet, dass
man z. B. den Kreisumfang als Grenze einer Reihe ein- oder um-
schriebener Polygone auffasst, gilt, wie aus dem eben Gesagten folgt,
auch fiir im allgemeinsten Sinne rectificirbare Linien: Man kann der
Liinge von f(x) sich mit Lingen polygonaler Linien o (x) so nihern,
dass die Linge von f(x) die Grenze der Lingen von () ist, wihrend
allerwdrts der Unterschied f(x) — g (x) unler jede Grenze sinkt.

Man kann @brigens, wie ich kurz berithren will, noch weiter
gehen und zeigen, dass wir jeder polygonalen Linie ¢(z) mit einer
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anderen ®(z), die mit ihren simmtlichen Differentialquotienten stetig
ist, uns in derselben Weise nihern konnen. Wir brauchen nur die
Ecken der polygonalen Linien in geeigneter Weise durch kurze Bbgen
zu ersetzen*). Weiter unten werden wir Veranlassung haben etwas
Aehnliches wie diese Abrundung durchzufithren, woraus das Verfahren,
wie sie zu bewirken ist, einleuchten wird, so dass ich darauf nicht
weiter eingehe. Ich nehme also an, dieser Punkt sei erledigt, und dass
wir schliesslich das Ergebniss haben:

Man kann stets zu einer zwischen den Grenzen x = ¢ und £ =05
rectificivbaren Function [(x) andere zwischen denselben Grenzen mit
allen thren Differentialquotienten stelige Functionen ®(x) finden, der
Art, dass die Lingen von [(2) und O () zwischen den Grenzen a und b
sich beliebig wenig unterscheiden, und dass der Unlerschied f(x)— @ (x)
m ganzen Intervall unter einer beliebig kleinen Grenze sich befindet.

Das Problem von der kiirzesten ebenen Linie zwischen zwel
Punkten.

4.

Das Problem der kiirzesten rectificirbaren Linie wird auf das der
kiirzesten rectificirbaren und stetigen Linie zuriickgefiihrt.

Die Aufgabe wird also, wie oben verlangt, so ausgesprochen und
gelost werden miissen:

Es soll unter allen miglichen rectificirbaren Functionen, welche
zwischen den Punlten p, und p, gegeben sein kinnen, die kiirzeste an-
gegeben werden.

Die Methode Lagrange’s zur Losung solcher Aufgaben beginnt
nun, wie folgt. Man nimmt an, die gesuchte Function existire und
sel y = f(z). Wenn wir mit 8,, die Lénge der Linie (fiir Function)
von f(z) bezeichnen, mit S,, die irgend einer anderen Linie 5 = 9 (2),
so muss also S,, > S,; sein. Aber, den Grundsitzen der Theorie der
Maxima und Minima gemiss, wird die Linie ¥ (z) dahin beschrinkt,
dass ihr Unterschied von f(z) lings des Intervalles eine gewisse Grosse
nicht éberschreiten darf. Um diese Bedingung gleich auch formal zu

*) Es kann iibrigens auf sehr mannigfaltige Weise eine solche Function @ (z)
bestimmt werden. Man verbinde z. B. die Endpunkte von ¢ (x) durch eine nicht
in der Ebene von ¢ (x) gelegene Linie, 50 dass man im Ganzen eine geschlossene
Linie erhilt. Die Niveaulinie der durch diese geschlossene Linie gelegten Minimal-
fliche nihert sich in der verlangten Weise der Linie ¢ (%), als einer Grenzfigur.

Ein Abrundungsverfahren, wie das im Text gemeinte, habe ich auch schon
durchgefiihrt bei Gelegenheit der Functionen, deren Fourier'sche Entwickelung
nicht convergirt (Abh. d. Minch. Akad. IL. Cl. XIL Bd. II. Abth. Unters. dber die
Convergenz und Divergenz etc. Art. 42 sqq.).

Mathematische Annalen, XV, 19
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erfiillen, setzt man, wie oben bemerkt, ¥ (2) = f(z) + £i(x), wo & die
kleine Grosse.

Hier aber fangen schon die Schwierigkeiten an, wenn man nach
den iiblichen Regeln die Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit in
Formeln kleiden will, um die Bedmgunwen zu finden, aus denen f(z)
bestimmt werden kann

Wenn wir f(z) nicht durchweg stetig voraussetzen, so besteht
die Linge S,; aus den Integralen

A
JazyiETEr,

zwischen deren Grenzen f(x) stetig und J'1 + f'(2)? integrirbar ist,

und den Strecken

2 mod [£(z, 4 0) — £ (@, — O)],
und wenn man nun die analogen Aggregate fiir die variirte Funetion
¥ (x) aufstellte und beide vergleichen wollte, so wire dies auf dem
Wege der gewdhnlichen Variationsrechnung nicht moglich wegen der
Summen, die zu den Integralen treten, und wegen der Zerfillung des
Integrals von @ bis b in die unbestimmte, ja unbegrenzte Zahl Theil-
integrale von « bis g.

Hier muss also irgend ein Kunstgriff helfen, sonst wiren wir so-
gleich gezwungen die Bedingungen der Aufgabe einzuschrinken, und
blos nach der kiirzesten stefigen Linie zu fragen.

Ich habe mir Miithe gegeben ein allgemeines analytisches Verfahren
auszusinnen, um den bekannten Methoden der Variationsrechnung die
volle Aligemeinheit zu ertheilen, ohne jedoch zum Ziele zu gelangen.
Mein Ziel war, unter Benutzung des Satzes am Schlusse des vorigen
Artikels die Grossen unter dem Integral in geeigneter Weise in einen
stetigen und einen zu vernachlissigenden unstetigen Theil zu zerlegen.
Es scheint dies aber schwierig zu sein. Allein ich wurde fiir diese
Misserfolge einigermassen schadlos gehalten durch die Bemerkung, dass
es nicht allein bei dem Problem der kiirzesten Linie, sondern auch
bei zahlreichen andern Aufgaben der Variationsrechnung durch ein
blosses Raisonnement, aber mit Hilfe jenes Satzes, gelingt, den Fall
der Unstetigkeit auf den der Stetigkeit zuriickzufithren. Der Sehluss
lautet so:

Wir suchen zuerst die kiirzeste unter allen stetigen Linien. Ich
nenne sie L. Dann suchen wir die kiirzeste unter allen rectificirbaren
Linien iiberhaupt. Sie heisse L, und sei stetig oder unstetig. Ist sie
stetig, so kann es keine andere als L sein, da sie auch die kiirzeste
unter den Stetigen sein muss. Ist sie unstetig, so sei L — L, =¢.
Alsdann kann man nach dem Saiz am Schluss des vorigen Artikels
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stets eine stetige Linie L, finden, welche L, in der Linge beliebig
nahe kommt, also sich von L, um weniger als & unterscheidet. Sie
miisste kleiner als L sein gegen die Voraussetzung, also giebt es keine
solche unstetige Linie, die kiirzer ist als die kiirzeste stetige Linie.
Nun ist durch diesen Gedankengang noch nicht ausgeschlossen, dass
es nrehrere kiirzeste (gleich lange) stetige oder unstetige Linien geben
kann. Dass es nur eine stetige giebt, wird der Calciil zu beweisen
haben. Dann konnte es aber noch, und dies ist das logische Residuum,
unstetige kiirzeste Linien geben, die gleich lang wiren wie die kiirzeste
stetige. Diese letzte Moglichkeit widerlegen wir so. Der Calciil ergiebt
die Gerade als kiirzeste stetige Linie. Also sind in der hypothetischen
kiirzesten unstetigen Linie alle stetigen Strecken, die nicht gerade sind,
durch gerade zu ersetzen. Daun wird sie eine polygonale, aus geraden
Strecken zusammengesetzte Linie, und von einer solchen lehrt die
Elementargeometrie, dass sie keine kiirzeste Linie ist, wenn ihre Winkel
nicht alle zwei Rechte betragen.

So ist denn das Problem vollstindig auf die stetigen Fuunctionen
zuriickgefiibrt, Verfolgen wir nun die Methode weiter.

5.

Die Methode verlangt abermals eine Beschrinkung der Functionen, aus
welcher die der kiirzesten Lénge gesucht wird, jedoch ergiebt sich
wieder, dass diese Beschrinkung das Resultat nicht beschrinkt.

Wir nehmen also die hypothetische kiirzeste Linie y = f(z) und
eine andere beliebige, mit der sie verglichen werden soll, n={(z) - 24 (2),
stetig an, und es soll

O e/ T @ TER — [doy T @R >0

sein. Wonach wir streben ist () nicht weiter zu beschrinken, als
durch die Bedingung der Rectificirbarkeit von f(z) 4 &1 ().

Hier aber erhebt sich ein neues Bedenken. Wenn nimlich
& nicht beschrinkt wird, so kann allerdings f(z) 4+ £4(z) jede nahe
und ferne Linie vorstellen. Wenn f(z)+ ¢d(z) z. B. gleich ¢(2)
sein soll, und f(z) — @(x) ist durchweg klein, so kinnen wir eine
nach dem Parameter ¢ variable Curvenschaar /(z} 4 £4(z) annehmen,
wo A(z) = i@—:—}@ , und & den grossten Unterschied zwischen

1

f(z) und @(z) vorstellt. Dann gehdrt @(z) in der That zu dieser
Schaar. Aber wenn, wie es die analytische Methode heischt, fiir &
eine Grenze besteht, die von der Beschaffenheit von 4(x) abhingt,

so ist dadurch wieder ein Theil Functionen ¢(x) ausgeschlossen, und
19%
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1

wir erhalten wieder zunichst nur ein partielles Minimum. Indessen
hilft folgende Erwigung iber diese Schwierigkeit hinweg:

Wir erhalten eine Bedingung fiir das partielle Minimum f(z),
welcher auch das wirkliche gentigen muss, denn wenn die ihm ent-
sprechende Function bekannt und von vornherein eingesetzt wire, so
konnte durch die weitere Unterstellung, dass sie auch einem parfrellen
Minimum entspricht, was ja doch auch zutrifft, nichts Falsches heraus-
kommen. Das wirkliche Minimum muss also ebenfalls der Bedingung
gentigen. . Findet sich sodann nur eine Function, die der Bedingung
geniligt, so muss sie mit der wirklichen Minimumsfunction identisch
sein. So dass also auch diese neue Einschrinkung der Funetionen,
unter denen die kiirzeste Linie zu suchen ist, die Allgemeinheit des
Resultats nicht beeintrichtigt.

Eine letzte Einschrinkung, die jedoch eben wahrscheinlich keine
ist, lisst sich aber nicht vermeiden. Es ist die, dass wir f'(«) und
2’ (x) integrirbar annehmen, und die Integrirbarkeit also nicht blos

von ¥'1 + (f'(«) + &4’ (x))® voraussetzen. Denn durch die Anwendung

der Methode erhalten wir die erste Potenz von f’(z) und 2°(z) unter
dem Integral.

6.

Die Gleichung, aus der die Variationsrechnung die Differentialgleichungen
fir die unbekannte Funetion mit Hilfe partieller Integration sehliesslich
findet, wird anch hier nach Beseitigung einiger Bedenken erhalten.

Nun also wird unsere Bedingung (I) des vor. Art.,, wenn wir darin
das Differential des ersten Integrals (micht das Integral selbst*)) nach
Potenzen von & mit dem Lagrange’schen Rest entwickeln:

N ¥ (2
an e dx———,-——!—‘—fdx >0,0<e <e
Vitge: = ® U+ @+ar@yl

Es giebt ohne Zweifel fiir jede Function 4'(z) ein hinreichend
kleines ¢, damit das erste Glied das Vorzeichen bestimme. Schreiben
wir die vorstehende Formel einen Augenblick ¢4 4 2B > 0, so
braucht nur (eB)® < A® zu sein. Dies wird stattfinden, wenn dem
numerischen Werthe nach:

*) Weil man, wenn man das Integral selbst nach ¢ entwickeln wollte, erst
seine Differenzirbarkeit untersuchen miisste, was bei Integralen nur integrirbar
angenommener Differentiale nicht einfach ist. Der Unterschied bei den Opera-
tiopen thut sich darin kund, dass &, bei Entwickelung des Integrals von den
Integrationsvariabeln unabhiingig wird, was bei Entwickelung des Differentials
nicht der Fall ist.
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dzd dz l(x)f'(.‘z:
./ ok (@) <f Vi¥F@r

ist. Ks muss also wirklich fiir jede Funection 4(x) sein:

11 ‘e AOf@
(1 j CVitrer

o
Doch wir haben etwas versiumt. Wenn wir ein Integral einer
integrirbaren Function zerlegen, miissen wir erst zeigen, dass jedes von
thmen fir sich integrirbar ist. Wir haben:

fdx VIF[F&TFei @) =fdx Vit (@F + Efa?w Til%%((%

Z,
]

—(—%2 [ dx Mz _%=C+£A+eQB-
L+ @+ & @)]

Das erste Integral rechts hat ein integrirbares Differential. Wenn
man bei dem dritten die — 3 Potenz vor das Integral nimmt, so ist

deren Mittelwerth < 1, und in das Integral [ dz 2’ ()* multiplicirt,

welches ein integrirbares Differential hat. Es ist gleichgiiltig, ob der
Factor dieses Integrals unbestimmt ist. Es reicht aus, dass er kleiner
als Eins ist. Zunichst muss ¢4 - ¢2B zusammen bestimmt sein, weil
der tibrige Theil der Gleichung es ist. Dann muss aber sowohl 4 wie
B bestimmt sein, denn da sowoh! 4 wie ¢B endlich sind, also, falls
sie unbestimmt wéren, zwischen endlichen Grenzen schwanken miissten,
so konnte die gleichzeitige Unbestimmtheit von sB diejenige von A
nicht aufheben, weil ja ¢B durch Verkleinerung von & gegen 4 be-
liebig klein gemacht werden kann, so dass also doch £4 4 &2B un-
bestimmt wire. Dieser Beweis fiir die Integrirbarkeit der Function
unter dem Integral 4 lisst sich auf andere #hnliche Fille ausdehnen.
Uebrigens kann man die Integrirbarkeit dieser besonderen Function
auch direct beweisen, was bei einer spiteren Gelegenheit (Art. 14)
geschehen wird,

Nun endlich kann uns die Gleichung

X
i} K@i g
{m dz Vidf @p

zﬂ

nicht mehr streitig gemacht werden. Wir haben sie in ihrer vollen
Allgemeinheit gliicklich durch alle Klippen gefiihrt.
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7.

Die Gleichung (III) und die aws ihr mit Hiilfe partieller Integration

erhaltene werden discutirt. Wir kdnnen von nun an die Allgemeinheit

nicht mehr wahren, sondern miissen einschrinkende Voraussetzmngen

machen. Indessen kann das allgemeine Resultat auf anderem Wege
erhalten werden. Kin Satz der Variationsrechnung,

Aber was ist nun mit der Gleichung (III) anzufangen? Sie steht
da, allein die partielle Integration, zu der man nun weiter seine Zu-
flucht nehmen soll, hier diirfen wir sie nicht anwenden, wenn wir
nicht die Allgemeinheit unserer Voraussetzungen, die wir bisher so
sorglich geschiitzt, plotzlich zum besten Theile preisgeben wollen.

Der Umfang, in welchem die gew®dhnliche Formel fiir partielle
Integration angewendet werden kann, wurde von mir bestimmi, wie
folgt:*)

Falls im Intervall a - - - b von x f(x) und @' (2) nickt in denselben
Punlten und nur so unendlich werden, duss die Imtegrale convergent
sind, und dbrigens diese Functionen die Bedingung der Integrirbarkeit
erfiillen, wihrend ¢ (x) stetig sein muss, hat man:

jdatp(a)f(a)=qv(b)'/l.daf(a)—j.d“‘])'(“)';‘dﬂf(ﬂ)’

In unserer Formel entsprechen _r@
Vit F iz
o (z) und f(z) in dieser.

Wiiren jene Bedingungen der Formel fiir partielle Integration

erfiillt, so hitte man:

und 4'(z) den Functionen

(4, Far@ A @) @) @) J doi(m) L L@

./ NFr e Vitrwr ViFf (e @ VitF e’
und wenn zudem —VTT—}-%)_(?T nur darin die Bedmgung-en nicht erfiillte,
dass sie einzelne Sprungstellen hitte fiir die Punkte x,, so kiime noch
(der Kiirze halber F(x)=— V%’%ﬁ gesetzt) rechts der Term

X4 (2p) [F(2p+0) — F(z, —0)]

hinzu.

*) Abh. d. K. baier. Acad. d. Wissensch. II. Cl. XII. Bd., I. Abth,, Beweis
dass die Coefficienten etc. Art. 12. Mittheilungen des Hrn, Thom3 in Schlomlehs
Zeitschrift.
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Wenn wir an unser Problem der kiirzesten Linie zwischen zwei
Punkten und an unsere bisherige Untersuchung denken, so hat i(z)
folgende Bedingungen zu erfiillen:

1. Es ist 4(x,) =0, i(z,) =0,

2, X (z) ist im Intervalle von z, bis z integrirbar, und () stetig.

Wie wir 4(z) diesen Bedingungen gemiiss auch bestimmen mdgen,
stets ist Formel (III) richtig, wenn nur f(x) die oben besprochene
Minimalfunction ist.

Die Bedingungen fiir die partielle Integration sind von 2(z) jeden-
falls erfiillt. Aber die Stetigkeit von _re beschrinkt die Gruppe

Vitf (@)
der rectificirbaren Function bedeutend.

Um so erfreulicher ist es, dass es doch noch einen Weg giebt
auf dem man wenigstens im Falle der kiirzesten Linie die Allgemein-
beit aus dieser letzten und bedenklichsten Gefahr unverktimmert retten
kann. Ich werde ibn weiter unten (Art. 14.) mittheilen.

Zuvorderst will ich die gewdhnliche Methode verfolgen, und ihren
Schltissen die grosste Allgemeinheit und Strenge zu ertheilen suchen,
wobei sich neue S#tze der Integrabilititslehre ergeben werden.

Wir nehmen zu diesem Zwecke an, wir hiitten unsere Voraus-
setzungen den Bedingungen der Formel fiir partielle Integration gemiss
beschrinkt, und wollen die durch partielle Integration umgeformte
Gleichung (III) so schreiben:

A(@) F(2,) — A(my) F(wo) + Z2(%p) [F(2p+0) — F(w, —0)]
+f:1wl(x) F(z) =0,

indem wir vorerst vereinzelte Spriinge von F(x) zulassen. Ich habe
um die Formel in ihrer Vollstindigkeit zu geben 4(x,) und i(z,), die
bei der kiirzesten Linie eigentlich Null sind, noch nicht unterdriickt.

Nun ist 4 (z) blos rectificirbar anzunehmen. Wir werden also, ich
werde alsbald zeigen, wie dergleichen Fuunctionen analytisch darzu-
stellensind, 4{z) Nullannehmen diirfen ausserin Strecken £, —8& - 2,448,
in denen sie von Null verschieden ist, und zwar so, dass 4(z;) dennoch
durch das ganze Intervall x, und =z, stetig bleibt.

Setzen wir noch 4(z,) =0, i(z,) =0, so reducirt sich der

Ausdruck auf:
Zp +(’1

D h@n)Fap+0) — Fle—0) + 3 [dwd@) F'(2) =9
z,—-0
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Wir konnen ihn noch weiter kiirzen, indem wir alle 1(z,) bis
auf eines, 4(z,), Null annehmen:
Zp o0y

(@) (F (%p+0) — F(z,—0)] + J ‘A2 @) F' (z) = 0
z,—0

Den Werth des Integrals kéonnen wir durch in unserem Belieben
stehende Zusammenziehung der Grenzen verkleinern, bis es kleiner
wie der von Null verschieden gedachte Werth von i(z,)[ 1 wird.
Also kann dieser Werth nicht wirklich von Null verschieden sein, also
kann F(z) keine einzelnen Unstetigkeiten haben, wenn sie sonst stetig
angenommen wird. '

Es ergiebt sich hieraus ein Satz der Variationsrechnung:¥)
Wenn in

fdx V(%) F(z) =0

X (x) dem integrirbaren Differentialquotienten einer stetigen IFunction
darstellt, die beliebig ist bis auf die Endwerthe A(z,) und i(z,), die ge-
geben und zwar der Einfuchheit halber = O angenommen werden, und
wenn man von F(x) weiss, dass sie eine bis auf einzelne Sprungstellen
stetige Tunction ist, so sind auch diese einzelnen Sprungstellen wicht
vorhanden, und F(x) ist im ganzen Intervall z, - - - z, stetig.

Hiernach bleibt von der transformirten Gleichung (IIT) iibrig:
av) '/ ‘Az (@) F (z) =0

und wir haben nun zu untersuchen, was aus der Willkiirlichkeit von
A(z) in Betreff.der Function F"(z) folgt, die, da wir von F(x) nichts
ols die Stetigheit wissen, nur integrirbar zu sein braucht.

*) Was diese Annalen Bd. II, pag. 190 von Hrn. Heine erértert wird, hat
zwar die Richtung obigen Satzes, erreicht ithn jedoch nicht ganz, da wir von
F’(z) nur die Integrirbarkeit brauchen, L c. aber F'(zx) = 0 zu Grunde gelegt
wird,
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Ueber den Hauptgrmndsatz der Variationsrechnung.

8.

Besondere Bestimmung der Variation i(x) und Formulirung des Haupt-
grundsatzes im Falle die Function F'(x) Stetigkeitseigenschaften hat.

Wir diirfen nicht, wie in der Variationsrechnung geschieht, aus

(Iv) fdxl(x)F'(x) =0

sogleich schliessen F'(z) =0. Man kann dies ohne Zweifel ihren
Hauptgrundsatz nennen, es miissen jedoch die Bedingungen seiner Giiltig-
keit sorgfiltig untersucht werden. Wir setzen zuerst Stetigkeitseigen-
schaften der Function 7" () voraus.

Um die Formel (IV) alsdann discutiren zu kénnen, ist es zweck-
missig, in besonderer Weise iiber die Variation 2(z) zu verfiigen.

Ich habe schon von einer solchen Bestimmungsweise der willkiir-
lichen Function A(z) Gebrauch gemacht, bei der sie bis auf gewisse
Strecken Null und dennoch stetig ist. Dergleichen Functionen lassen
sich auf mannigfache Art construiren. Zwei solehe Constructions-
methoden werde ich hier mittheilen, deren erste eine so beschaffene Fune-
tion ergiebt, dass sie mit einer beliebigen Anzahl Differentialquotienten
stetig ist, wihrend die zweite Functionen liefert, die mit allen ihren
Differentialquotienten stetig sind, und die, weil sie sich beliebig nahe -
an polygonale Linien anschliessen, in allen Theilen der Variations-
rechnung sich gut verwenden lassen, indem man sie namentlich auch
leicht als Flichenvariationen darstellen kann.

Nach der ersten Constructionsmethode nehmen wir zwel Argument-
werthe « und § an, die der Ungleichheit

a<laelf<h
geniigen, und bestimmen 4(z) so:
fir e<az< e ist A(z)=0,
fir <a<b ist A(z)=0,
fir e<ze< B ist A(x)=[(z—a)(d—2)]*T.
Alsdann ist A(z) im Intervall o und b nirgends negativ und sammt

seinen % ersten Differentialquotienten stetig.
Die Gleichung

fdwl(x) Faxy=0

ergiebt also:
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0=F'(g)'j:1(x)dx, a<ELB,

oder F'(§) =0, « <E<fB. Lassen wir « und § einem Argument 2’
bis auf beliebig kleine Unterschiede sich nihern, so ist lim F ()= 0.
Der Werth F"(£) ist irgend ein unbekannter Werth, der zwischen dem
grossten und dem kleinsten Werth liegt, den die Function F'(z) im
Intervall « <z < B erhdlt. Wird nun eine Grosse ¢ alle Zahlen von
einer gewissen an durchlaufend unbegrenzt klein, und werden es mit &
zugleich entweder F" (<) — F'(&' —¢) oder F'(2') — F'(2' &), oder
diese beiden Unterschiede zugleich, so ist nothwendigerweise F” (z) =0,
Wenn also F'(z) fiir 2 = &’ nach links oder nach rechts oder nach
beiden Seiten stetig ist, so folgt immer ¥’ (z) = 0, und da der Punkt
z" irgendwo liegen kann, so ist die Function F'(z) allerwiirts, wo sie
die angegebenen Steligkeitseigenschaften hat, Null.

9.

Die Anwendung des Hauptgrundsatzes anf das Problem der kiirzesten

Linie, und die Probleme der Variationsrechnung iiberhaupt, verlangt

eine neue Einschrinkung der Allgemeinheit der Voraussetzungen, Der

ganze Inbegriff rectificirbarer Linien wird durch sie sehr verkiimmert,

und man erh#lt die kiirzeste Linie nur von einem beschrinkten Théil
rectificirbarer Linien.

In der Bedinaung fiir die kiirzeste Linie

f (JG) —
wird, wie gesagt, von F'(z) = % —]71—{—;(;)— keineswegs Stetigkeit

verlangt, F’(z) braucht entschieden nur integrirbar zu sein, nur so
weit waren wir behufs Anwendung der iiblichen Regeln der Varlatlons-
rechnung gezwungen von der Allgemeinheit unserer Ausgangsannahmen
nachzulassen. Wenn wir also aus

fdx Az)F (x)
den Schluss ziehen %
F’ (x) = O)

so kénnen wir dies nur auf Grund einer neuen Einschrinkung thun.
Wir greifen eben aus dem Inbegriff der rectificirfachen Functionen
einen noch engeren Inbegriff heraus. Die erste wirkliche Einschrinkung
war, dass wir die Stetigkeit von F'(z) = re

Vi+r @y
also wohl die Stetigkeit von f'(z), nachdem W1r schon frither f(x)

- voraussetzen mussten,
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selbst hatten stetig annehmen miissen, allerdings ohne dabei die Allge-
meinheit der Losung zu beschrinken. Nun also wiirde

(1 +F @y
auch stetig sein sollen, also gewiss ”(x). Weunn mithin die Variations-
rechnung auf die Gleichung

F'(z) = S 1 C) NS S
+remt 7
d. i. f”(z) =0 der kiirzesten Linie fiihrt, so gelangt sie dahin nur
durch folgende Beschrinkung der natiirlich sich darbietenden Voraus-
setzungen:

Die Variationsrechnung schliesst aus, wm sum Resultat zu gelangen,
von dem Inbegriff aller Functionen, die den Begriff der Linge zulassen,
alle solche Functionen, die nickt sammt thren ersten und zweiten Differen-
tialguotienten stetig sind.*)

Jene Methode bringt es also nur zu einem sehr verkiimmerten
Ergebniss, und es ist durchaus falsch, wenn man ihr nachrihmt, sie
liefere den Beweis, dass die Gerade die kiirzeste Linie ist. Wie an-
gekiindigt, werden wir den Beweis dafiir wirklich fithren, allein durch
ein ausserhalb der Methode sich bewegendes Verfahren. Dieser Beweis
erscheint vom Standpunkt der allgemeinen Raumtheorie aus keineswegs
tiberfliissig, abgesehen davon, dass man es der Mathematik doch nicht
gern vorhalten lassen will, sie sei noch nicht im Stande solche An-
schauungswahrheiten zu beweisen.

Zunichst aber wenden wir uns im Anschluss an das Vorstehende
zu einer Untersuchung, welche auch der Integrabilititstheorie zu Gute
kommt. Es werde also F’(z) nicht mehr stetig vorausgesetzt, und

von Neuem die Bedingung ./ dzl (2)F' (x) betrachtet. Wir schreiben

sie behufs dieser allgemeinen Untersuchung etwas anders, und stellen
uns zuerst die Frage:
Wenn iiber 2(x) und f(x) wichts als die Integrirbarkeit voraus-
gesetat ist und A (z) ist eime somst willkiirliche Function, was
folgt aus der Gleichung

f dz () f(x)
in Bezug auf f(x)?

*) Durch unsere Richtigstellung des Hauptgrundsatzes (Art. 12, I. Sats) wird
die Beschriinkung, dass f(«) stetig sein miisse, auf die Bedingung der Integrir-
barkeit herabgesetzt.
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10.

Einfiihrung der begrenzten mit allen ihren Differentialquotienten
stetigen Variationen.

Als bequemes Instrument fiir diese Untersuchung wollen wir jetzt
nach der zweiten der (Art. 8.) angekiindigten Constructionsweisen eine
Function 4(x) angeben, die bis auf eine oder mehrere beliebig lange
Strecken Null ist. Sie hat vor der ersten im Art. 8. angegebenen
voraus, erstens, dass sie in den Strecken, in denen sie nicht Null ist,
bis auf beliebig zu verkleinernde Intervalle an den Enden der Strecken
constant ist, und zweitens, dass sie im ganzen Intervall ¢ .- .5 mit
allen ihren Differentialquotienten stetig ist. Dies konnen freilich alge-
braische Functionen nicht leisten, und wir werden eine Exponential-
function zu Hiilfe nehmen miissen.

Wir theilen das Intervall @ - - - b in fiinf Theile wie folgt:

@it B
und verfligen iiber 4 so, dass diese Funetion Null ist in den Strecken
aLe<le, Blalh
und Eins in der Strecke
o <alf.
In den iibrighleibenden Strecken « < z < &, § < z < 8 soll sie so
bestimmt werden, dass sie von « bis & stetig von O bis 1 wiichst, von
f bis B stetig von 1 bis O abnimmt, und dass in «, &, §, B ihre
simmtlichen Differentialquotienten stetig sind. Es geniigt, dies fiir die

Strecke ¢ - - - ¢ einzurichten.
Wir setzen zu diesem Zweck:

Az) = {arctd () + %}
und:

1
— (x__ a—lz- o ) e(z—a)(a'—z).

Das Minimum des Exponenten fillt auf z = “'1:“' . Wihrend daher
z von «-+0 bis o —O wichst, steigt nur zunehmend g(x) von
— 00 bis 4- 0o und der arctg ¢(x) von — % bis 4 —Z—, und 1(2)
von O bis 1.
Weiter ist:
’ ’” . 209
220 (x) 1+ 1 £ o2? 2 (x)‘—'_ 1+ o®? + 1+ 3 ete.

Die Differentialquotienten bestehen aus Briichen, deren Zihler eine
niedere Potenz der Exponentialfunction enthdlt als der Nenner, und
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weleche differenzirt immer &#hnlich zusammengesetzte Briiche ergeben.
Sie sind Producte rationaler Functionen in Briiche der Form:
eT,Uv,

(1w
1

WO = o e T und # << 2%. Der Differentialquotient ist:
(r+2yu T
_ 'L Oud e ru’ e .
n(u + ’M(L) (1+ue2p)n+l (1-}—%6?‘“)"

Im ersten Bruch steht im Zihler die » 4 2t*, im Nenner die 25 -4 2t
Potenz der Exponentialfunction. Also werden in der That s&mmtliche
Differentialquotienten von 4(x) bei Anniherung an « und o« Null
Wenn man daher A(z) im Intervall g ... dhnlich bestimmt, wie
im Intervall «.--a', so hat diese Function die verlangten Eigen-
schaften im ganzen Intervall @ - - - b.

Der Verlauf der Funetion i(z) ist etwa dieser:

Fig. 1.

a «d BB b
und da die Strecken «¢’ und §'f8 beliebig kurz im Verhiliniss zu
¢ gemacht werden kdnnen, so ist die Function 1(x) beliebig wenig
verschieden von dieser:
Fig. 2.

a @ g b
in dem Sinne, dass die Unterschiede der Integrale, in welchen die Func-
tion 4(z), und derer, in welchen die letztere unstetige auftritt, beliebig
verringert werden konnen. Dabei ist aber A(x) stets mit allen Dif-
ferentialquotienten stetig. Die in diesem Artikel construirte Form der
Variation soll begrenste Variation genannt werden.

11,

Anwendung der mit allen Differentialquotienten stetigen begrenzten
Variationen um unstetige Variationen durch stetige zu ersefzen.

Fihren wir die Function i(z) in unserem Integral

0 =fdx1(m)f(:c)

ein, so folgt zunichst, weil i(z) ausserhalb des Intervalls a.-.f
Null, im Intervall ¢ - .- § Eins ist:
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4 x
0 =Jf(x) dz +J dz(A(@)—1)flz)+ [dz(A(@)— 1f ().

Da in den beiden letzteren Integralen 4 (x) — 1 nur wichst oder nur
abnimmt, so konnen sie, unter der Voraussetzung, dass j/(x) dz
zwischen keinen inmerhalb « und b gelegenen Grenzen eine gewisse
Grisse iiberschreitet, auf Grund meines Mittelwerthsatzes beliebig klein
angenommen werden. Setzt man daher:

: £ :
Jr@as= faz0 -2yt + [as0—r@)fe),
a o I3

so kann die rechte Seite durch Verkleinerung der Unterschiede «do,
B beliebig klein gemacht werden. Sie enthilt aber die Grissen &'
gar nicht, weil die linke sie nicht enthilt, also muss sie so klein sein,
wie eine Grosse iiberhaupt sein kamn, d.i. Null

12.

Die mit der Variationsrechnung in Zusammenhang stehenden allge-
meinen Sitze der Integrabilititstheorie.

Hieraus ergiebt sich:
1. Wenn das Infegral

fdx A(x) f(x)

Null ist, welche Function mit stetigen Differentialquotienten
man auch an die Stelle von 1(x) setzen mige, so ist f(x) eine
solche integrirbare Function, deren Integral swischen beliebigen
dem Intervall a - - - b angehirigen Grenzen Null ist.

Es hat Interesse, festzustellen, ob nicht mehr iiber die Function
f(z) folgt. Zu diesem Zweck wollen wir den umgekehrten Satz, jedoch
in dieser allgemeineren Form beweisen:

1. Wenn die Function f(x) integrirbar ist und ihr Integral,
genommen zwischen dem Intervall a.--b angehirigen Grenzen,
stets Null ist, so ist auch

j.dx Alx)f(z)”

Null, wenn dic Function A(z) ebenfolls integrirbar ist. Der
Finfachheit halber werden beide Functionen A(x) und f(x)
endlich angenommen.

Beweis. Wenn f(z) im Intervall @ - - - b integrirbar ist, und wir



Zur Variationsrechnung. 303

in einem Theilintervall 9, mit f;,, f., den grissten und kleinsten Werth
von f(x) bezeichnen, so ist nach dem Begriff der Integrirbarkeit:

jf(a:)dx —lim ) fupd, =1lim ), fo,0,,

wo die d, in jeder der Summen rechts beliebig sind, und in der einen
Summe anders wie in der andern angenommen werden diirfen.

Falls weiter [f(2)dz =0 ist, so muss in einem Intervall §,, wo
der kleinste und grésste Werth nicht verschiedenes Vorzeichen haben,
entweder der kleinste oder der grosste Werth Null sein, wobei ich —
um Einwendungen vorzubeugen — ausdriicklich betonen will, dass ich
nicht behaupte, die grossten und kleinsten Werthe wiirden von den
Funectionalwerthen wirklich erreicht.

Da demnach in Xf,, 0, die Grossen f,, Null oder negativ, in
Zfop 0p die Grossen f;, Null oder positiv sind, so wird, wenn man
die positiven Werthe der Funection f(x) durch Null ersetzt, und die
so definirte Function f,(#) nennt, [f,(z)dz Null sein. Desgleichen
muss, wenn man die negativen Werthe von f(#) durch Null ersetzt,
und die so entstandene Function /,(z) nennt, f fi(z) dz Null sein.
Auch ist f;(2) 4 7> (2) = f(2).

Sodann setze man:

Sazi@yr@ - f doi, (2)f (@),

wo 2, (x) = 4(2) -+ ¢ positiv sei. Endlich zerlege man:

Jisn@r@) = fazi @i + fan@re).

Beide Integrale rechts sind Null, wie sich ergiebt, wenn man mittlere
Werthe von 4,(z) herausnimmt. Ks fragt sich aber, was diese Her-
leitung in Bezug auf 1(z) fiir Forderungen stellt. Offenbar nur, dass
A@)f (@), A(2)f,(2) und A(x)f,(x) integrirbare Functionen seien. Nun
habe ich aber gezeigt, dass das Product zweier integrirbarer Functionen
wieder eine infegrirbare Function ist. Also braucht i(x) nur eine
integrirbare Function zu sein, muss es aber andererseits sein, wenn
nichts iiber f(z) als die Integrirbarkeit nnd das Nullsein ihres Integrals
vorausgesetzt ist. Q. e. d.

Nun nehmen wir an, fiir irgend eine Functionengruppe 1(z), die
der Gruppe der integrirbaren Functionen angehort, sei stets

[z =o,

wobei {iber die Function f(x) nichts als die Integrirbarkeit vorausgesetzt
wird, und es folge daraus zunichst das Nullsein des Integrals f f(@)dz.
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Wenn noch mehr in Betreff der Function f(z) daraus folgen soll, so
muss es eine jener Gruppe angehorige Function 4*(z) und eine Function
*(x) geben, der Art, ddss

fd:z:}.* @)f*(x)

nicht Null ist, auch wenn f*(z) die Bedingung der Integrirbarkeit und
des Nullseins seines Integrals erfiillt. Es ergiebt sich aber aus dem
umgekehrten Satze, dass dann immer [dzA*(z)f*(z) = O sein muss,
also kann auns der Willkiirlichkeit von 4 () iiber f(z) auch nichts weiter
geschlossen werden, wie deren Integrirbarkeit und das Nullsein ihres
Integrals, auch wenn man die Willkiirlichkeit von 1(z) bis zur blos
integrirbaren Function erweitert.

Hiermit sind die allgemeinen Sitze der Integrabilititstheorie, auf
welche die Variationsrechnung fiihrt, im Reinen.

Ich bemerke noch, dass die Function f(z) in einzelnen Punkten
unendlich werden darf mit den iiblichen Einschrinkungen, anf welche
niheren Ausfiihrungen ich indessen nicht eingehen will.

Beide Sitze, der Satz I. und der Satz II, haben gleichsam ent-
gegengesetzte Ziele. Bei Satz 1. besteht das Interesse darin, wie sehr
man die Function A(z) beschriinken darf, ohne dass ein anderes Er-
gebniss tiber f(z) als das in ihm behauptete hervorgeht. Wir werden
wohl mit der Bedingung, dass die Function 4(z) sammt allen ihren
Differentialquotienten stetig sei, hart an die Grenze streifen. Bei Satz II.
handelt es sich darum, wie wenig 2(z) zu beschriinken sei, damit aus
dem Nullsein des Integrals der integrirbaren Function f(z) das Null-
sein des Integrals [dzi(z)f(x) folge. Hier haben wir mit der Inte-
grirbarkeit von 4(z) die Grenze wirklich erreicht.

Unterwirft man 4(z) grosseren Beschrinkungen, setzt z. B. i(x)
=@—y)(@w—p,) - (@—ya), so ergeben sich in Bezug auf f(z)
Folgerungen, welche diese Function in dem Masse, wie die Function
A(z), mehr und mehr beschrinken. Man hat dann nicht mehr den
Vortheil die Function 4(2) in einer Strecke gleich Eins, im iibrigen
Theil des Integrationsintervalls Null setzen zu kdnnen, und muss viel-
mehr den Umstand benutzen, dass ein Integral mit nicht negativem
Differential Null sein kann, nur wenn sein Differential es ebenfalls ist.
Der Variationsrechnung ist mit der weiteren Verfolgung dieser Frage
kaum gedient, wihrend in der Integralrechnung sonst wohl Fille vor-
kommen, in denen willkiirliche ganze rationale Functionen unter dem
Integralzeichen eine #hnliche Rolle wie Variationen spielen.
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13.
Anwendung dieser allgemeinen Principien auf die Variationsrechnung.

Aus dem Obigen folgt zuniichst, dass die Function f(z) zwar, wie
bereits gezeigt, Null ist, wo fiir einen Punkt 2" entweder an der Seite
#'—O0 oder an der Seite 2"+ 0 oder an beiden die Stetigkeitsbedingung
erfiillt ist. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass f(z) in unzdhligen
Punkten von Null verschieden ist. Wenn bei den gewChnlichen Pro-
blemen der Variationsrechnung die allgemeine Folgerung, dass nur das
Integral f f{x)dz Null zu sein braucht, durch die einfachere, dass f(z)
selbst Null ist, ersetzt zu werden pflegt, and sich auch Irrthiimer
darans nicht ergeben haben, so ist es doch mdglich, dass bei tiefer
liegenden Aufgaben aunf die aligemeine und correcte Bedingung wird
Riicksicht genommen werden miissen. Uebrigens auch bei den ge-
wohnlicken Aufgaben konnen ,,durch Abinderung einzelner Functions-
werthe hebbare“ Unstetigkeiten der sonst iiberall verschwindenden
Function f(z) auftreten, deren Unschidlichkeit fiir die Aufstellung der
Differentialgleichung hiermit dargethan ist.

Nehmen wir, um noch den gewthnlichen bei der Variation der Inte-
grale betrachteten Fall besonders zu erwihnen, an, dass es sick um das

b
Maximum oder Minimum von f Vdx handele, wo ¥V von z, 4, ¢f,--- y™
a

abhingt. Ks hat sich also ergeben (wenn man nur auf das durch
partielle Integration erhaltene Integral Riicksicht nimmt), dass die
DBedingung des Nullseins von:

b
; P24 d av
jdwygw —dzay T |
fiir das Mazximum oder Minimum unter Vorausselzung einer dergestalt

unbeschriinkten Variation 0y, dass sie nur eine inlegrirbare Function
2u sein braucht, stets erfillt ist, wenn das Integral

J}z{%—g—%%—k---}

zwischen Grenzen, die dem Iniervall @ - - - b angehdren, immer Null ist.
Und wenn diese Bedingung durch
_ov.__ a4 oV, 4 & oV
O_a_y T dx oy + — da* gy™
ersetzt wird, so kommt dies mit der Annahme iiberein, dass die Mini-
malfunction y und die Functionenclasse, aus der sie ausgesucht werden
soll, beschriinkt wird durch die Vorschrift, dass sie sammt ihren 2%
ersten Differentialquotienten stetig sei, welcher Vorschrift auch die

Mathematische Annalen. XV. 20
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Variation gentigen muss, da sie zur Klasse, aus welcher das Minimum
bestimmt werden soll, gehdrt. Nur vereinzelte Sprungstellen bei der
2nter Ableitung schliesst die Methode nicht aus.

Was endlich unsere Einfijhrung auf eine beliebige begrenzte Strecke
beziiglicher Variationen anlangt, in welcher sie bis auf die unmittelbare
Nihe der Enden constant, und ausserhalb deren sie Null sind, so
erleichtert sie in der That manche Untersuchungen ungemein, und ist
auch sofort auf Flichen ete. zu iibertragen.

Der Vortheil besteht darin, dass man von der kurzen Strecke oder
dem kleinen Gebiet, in welchem die Variation von Null zu einem
anderen Werth stetig ansteigt, in prazi absehen kann. Man kann,
was bequemer ist, sie sich plotzlich, sprungweise von Null aus ihren
anderen Werth annehmend denken, weil man ja in der Idee die un-
stetige Function durch stetige ohne Weiteres ersetzen kann.

Wir konnen z. B. in dem Oberfliichenintegral [d08N U das 6N
Null annehmen bis auf ein Oberflichenstiick 0, wo 6N einen con-
stanten Werth hat. Man hat sich dies wohl schon immer so gedacht,
wenigstens ich bekenne es. Allein ich habe das Bewusstsein mit einer
legitimen Vorstellung zu operiren, erst seitdem ich die Function 4(z)
mir bereit zu halten gewohnt bin, um meinen Schlissen erforderlichen
Falles sogleich volle Strenge ertheilen zu kdnnen.

Das Problem iiber die kiirzeste Linie.
14,

Vergleichung der Willkiirlichkeit der Variationen selbst mit derjenigen

der Differentialquotienten der Variation. Der Beweis dafiir, dass die

gerade Linie die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte ist, wird
nach einem ersten Verfahren zu Ende gefiihrt.

Wir betrachteten bis jetzt moglichst unbeschrinkte Variationen
und wollen zum Abschluss dieser Erliuterungen auch mit einigen Be-
schrinkungen der Willkiirlichkeit der Variationen uns beschiftigen.

Deren einfachste wurde zuerst verkannt und man fand darin
kurz nach Lagrange’s Verbffentlichung in den Turiner Mémoiren
einen Einwand gegen die Allgemeingiiltigkeit seiner Methode, welcher
freilich bald genug entkriftet wurde. Es handelt sich darum, dass
wenn die Variation 0y als vollkommen willkiirlich (innerhalb der
Grenzen der Integrale) angenommen wird, die Variationen 8%/, dy", .- -
es dort nicht zu sein brauchen, falls niimlich die Variation dy in gewissen
Punliten, z. B. an den Grenzen der Integrale, gewisse Bedingungen
erfillen muss. Also um umstindlichere Auseinandersetzungen zu ver-
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meiden, kehren wir zu unserem Problem von der kiirzesten Linie, die
zwei Punkte verbindet, zuriick. Wenn man f(x) aus:
0 = ;Z A‘/ F F = —:.fl(.._.a.:__*)__
i@ F), Fa =t
zu bestimmen hat, so untersagt es die Methode den Coefficienten von
X (z), also F(z) Null zu setzen, sondern erst muss eben durch

partielle Integration A'(x) durch A(z) ersetzt worden sein, und dann
ist der Coefficient von A(z) gleich Null zu setzen.

Man hat in der That:

J;lx}.’(x) = A{z) —A{z,).

Nehmen wir nun fiir 4'(z) etwas Willkiirliches an, z. B. eine begrenste
Variation, welche in der Strecke « ... gleich einer von Null ver-
schiedenen Function y(x) ist, ausserhalb, also in den Strecken a - - - «,
B---b, Null, so hat man:

4
A(x) — A(zy) =dey(x).

Fiir (2) konnen wir entweder ((z — «)(8—a))""", oder die Function

% {arctg o(x)+ %} des Art. 10., oder einfach eine Constante, jedenfalls,

um den Mittelwerthsatz anwenden zu kénnen, nur eine positive Grosse
setzen. Dann konnen die Variationen 4 (z,), 4 (,) nicht, wie die Aufgabe
verlangt, Null sein. Umgekehrt, wenn man A(z) willkiirlich annimmt,
und diese Grisse so bestimmt, dass sie von @ bis « und von 8 bis b
Null ist, von « bis § positiv, so ist 4'(z) im Intervall ¢ - .8 ent-
weder durchweg Null oder wechselt dort sein Zeichen, so dass anf
das Integral mit A'(z) der Mittelwerthsatz nicht angewendet werden
kann, und dass also auch nicht bewiesen werden kann, dass der Coef-
ficient von 0y verschwindet, was eben auch nicht der Fall ist.
Nehmen wir aber die Aufgabe der kiirzesten Linie so gestellt an,
dass sie die kiirzeste Verbindung zwischen den zwei auf den Abscissen
% =@, £==">0 errichteten Ordinaten sei, so liegen die Dinge ganz
anders. Alsdann sind die Variationen A(x,)), A(z,) ganz willkiirlich,
da die Endpunkte der Liirzesten Linie auf den Geraden x = %,, x ==
beliebig verschoben werden kimnen. Hier also ist auch 4'(z) ganz will-
kiirlich, und somit setzen wir nach der Regel der Variationsrechnung

A
Vitrf (22

F(z) =
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woraus folgt /' (x) = O, weleches dewnach auch die richtige Losung
der Aufgabe ist.

Nun endlich kbnnen wir das allgemeine Problem der kiirzesten
Linie l6sen.

Wir behandeln zuerst die Aufgabe der kiirzesten rectificirbaren
Linie zwischen den zwei Geraden z = z,, £ = z,. Ks muss also Null

sein das Integral
f{z)
fdx O e

wenn A'(z) eine willl\urhche endliche integrirbare Function, und auch
f (z) eine integrirbare Function ist.

Ich bemerke zuniichst, dass wenn in einem Intervall x, .- -z,
eine Function ¢(z) integrirbar und >1 ist, so ist im ndmlichen Intervall

_¢5<1~’6—) integrirbar*). Denn es seien ¢, und @, der grosste und kleinste
Werth von ¢(x) in der Theilstrecke &, so ist

L S T %—__“

Py Po Py Po
jedenfalls nicht grisser als ¢, — @,, und jede andere Differenz 510 —51;

ist @ fortiori nicht grosser. Da also J'14-f"(2)? integrirbar ist, so ist
es auch ! Weiter setzen wir

Vit @r

1 (z)

Vitrer M@

Alsdann ist in
j ‘dzA (@) (%)

A(z) nicht minder willkiirlich als 2°(z) und ist integrirbar. Dann
folgt aber aus dem allgemeinen Satze Art. 12.:

ST @de=0

zwischen irgend welchen dem Intervall z,-.-x, angehdrigen Grenzen:
d. h. f(z) ist im ganzen Intervall #,-..-x, constant, so dass wir hier
in der That auf die horizontale Gerade fallen.

Das weitere Raisonnement ist sehr einfach. Die Gerade ist also
die kiirzeste Verbindungslinie zwischen den beiden Geraden = z,,
% =®x,, also jedenfalls zwischen ihren eigenen Endpunkten, denn
konnte man zwischen diesen eine kiirzere Verbindung herstellen, so
wire sie es ja auch zwischen den Geraden z = =z,, £ = z,. Von der
Lage der Punkte ist aber die Eigenschaft der kiirzesten Verbindung

*) Wenn @ (z)>> als eine beliebig kleine positive Grosse ist, kann man sie
stets mit einer Grdsse multipliciren, dass sie = 1 ist,
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unabbingig, was aus den Symmetrieeigenschaften des Raumes folgt,
also wird man durch je zwei Punkte zwei auf ihrer Verbindungslinie
senkrechte Gerade legen konnen, und durch unsere bisherigen ~Be-
trachtungen beweisen kbnnen, dass sie die kiirzeste ist. Q. e. d.

15.
Die isoperimetrischen Probleme,

Man kann noch auf einem anderen Wege bei Problemen wie das
der kiirzesten Linie die letzte Differentiation unter dem Integralzeichen
umgehen, indem man sie nimlich als soperimetrische Probleme auf-
fasst. Bevor ich dies zeige, will ich einige Bemerkungen iiber die
isoperimetrischen Probleme voranstellen.

Es sind Probleme der Variationsrechnung, bei demen die Will-
kiirlichkeit der Variationen eine allgemeinere Art Beschrinkung erfihrt,
als die im vorigen Artikel erdrterte. Die isoperimetrische Beschrinkung
besteht darin, dass die Variationen 8y, 8y, - - - einer Bedingung fiir
ihren ganzen Verlauf:

6]de—-jdx{~—d1+———6_; % 0

zu geniigen haben, um ein Integral ‘/ Udz zu einem Maximum oder

Minimum zu machen, so dass gleichzeitig:

aJde_.[dx 3UaJ+ Loy 4} =0

ist.
Die isoperimetrische Regel, dass alsdann das Integral

b
de(U+6 V)

zu variiren und so zu behandeln ist, als ob die Variation dy unbe-
schrinkt wiire, die Constante ¢ aber so bestimmt werden muss, dass

f Vdz den gegebenen Werth erhdlt, diese Regel ist daraus ent-

standen, dass bei der dlteren vor-Euler’schen und der Euler’schen
Behandlung der isoperimetrischen Probleme die Bedingungen fir die
Variation wirklich auf Eliminationen fithrten, die dann durch Ein-
fihrung solcher Multiplicatoren geleistet wurden. Seit Lagrange
findet man die Regel meist so begriindet, dass man sagt, wegen
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J 0 Vdz =0 stehe es nicht in Widerspruch mit [0 Udx — 0, wenn
man f (0U-+4687V)dx == 0 setze, wihrend eben 6 dazu dient, nach-
triglich [ Vdx — seinem gegebenen Werth zu machen.

Wenn dies nun auch richtig scheint, so behdlt man doch das
Gefiihl, dass eine genauere Begriindung der Regel nicht tiberfliissig ist.

Ich kenne solcher Beweise Manche, die hier und da mitgetheiit
sind. Zwei weitere habe ich aber noch nicht gedruckt gesehen, und
so migen sie hier noch ihre Stelle finden. Der erstere ist die’ An-
wendung auf den gewdhnlichen Fall eines Gedankens des Hrn.
R. Reiff*), den anderen erlaube ich mir vorzulegen.

16.
Erster Beweis fiir die isoperimetrische Regel.

b b
Es sel j Udz ein Maximum oder Minimum, wihrend J Vdz
a a

einen vorgeschriebenen Werth behalten soll, so dass also

& 4
| U”—l—deU’&y:O
ist, wihrend die Variation dy die Bedingung:
b 0
L /di’dy:O

erfiillen muss.

Wir nehmen U”, ¥ an den Grenzen Null an, und setzen dy Null
ausser in zwei gleichen, kleinen Strecken e, --- 8, «,---8,, wo dy
constant sei und resp. gleich dy, und d4,. Aus der ersten Gleichuung folgt:

A

o
ayojdru U 4 By,J(Zx U =0,

und hieraus folgt wegen 8, — e, = 8, — «;:

0y, Uy + 0y, U, =0,
wo, wenn man f, — &, unendlich klein amnimmt, U und U/, die
urspriinglich Mittelwerthe waren, den Werthen z,==a,=8,, z,—a,=§,
zugehtren. Ebenso folgt aus der Variation & [ Vda«

8y, Vo' + 6y, V' =0,
was beweist, dass unsere Annahme iber die Variation dy erlaubt war,
da die Bedingungsgleichung erfiillt werden kann.

*) Inaugural- Dissertation tiber den Einfluss der Capillarkrifte auf die Form
der Oberfliche einer bewegten Flissigkeit, Tibingen, 1879, pag. 8.
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Aus beiden Relationen folgt aber:
uvy —U/vy=0.
Denken wir uns nun den Punkt z, fest, den Punkt z, beweglich,

u/ . .
den wir sodann z nennen, und setzen noch Vﬁ=—~ @, so ergiebt sich:
0

UA406V =0
entsprechend der hypergeometrischen Regel.

Wenn die Variation 8 fdzU verschwinden soll, wihrend dy die
zwel Bedingungen

6fde=O, d‘fdx W=0,
zu erfiillen hat, so ist der Beweis ebenso einfach.

Man setzt 0y = O, ausser in den drei gleichen, unendlich kleinen
Strecken e, - - - f,, @, - - - By, &y - -+ By, in welchen dy die constanten
Werthe dy,, 0y,, 0y, erhalten mdge. So erhdlt man die drei Glei-
chungen:

Oy, Uy + 0y, U0 + 3y, Uy =0,

Sy Vy + 0y VY + 90y, V), =0,

Oy, W, + 0y, W, 4 8y, W, =0.
Eliminirt man dy,, 0y, 0y,, nimmt die Punkte x, = a, =g,
@, = a, = B, fest an, und den Punkt z = a,=p§, beweglich und
lisst den Index 2 fort, so ergiebt sich wieder

U4+6,V +e,W =

wo die ¢, und 6, nur von den festen Punkten z, und x;, abhingen,
welches wieder die isoperimetrische Bedingung ist, die man so auf
eine unbegrenzte Zahl Integrale ausdehnen kann.

17,
Zweiter Beweis fiir die isoperimetrische Regel.

Der zweite Beweis ist dieser:
Es soll sein:

o_fade_de {2loy+ 22 oy + -,

-fBde———de 6y+ay6y—}— 4,

wo wieder die zweite Gleichung die Bedingungsgleichung fiir die dy

vorstellt.
Nun seien 8,y und &,y zwei unbeschrinkte Variationen, d'e man

sich also von vornherein beliebig aussuchen kaun.
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Stets lidsst sich in

0y =0,y + Cdyy
C s0 bestimmen, dass die Bedingung erfiillt ist. Denn aus

oV . ov , ,
0= [az{S7 0,y+Com+ 25 @5 +Co)+ -}
folgt:
./‘“”{gv 'J+a_'3ny+ 1

J‘dxz‘g_vt az./‘*' oy 61?/ +-- }

Diese Form der Variation dy fuhren wir in [ Udz = 0 und
J8Vdz =0 ein, und erhalten:

0= fa2{2¥ o,y + 200,y 4|40 faeftlo,y+ 200,54,

12 ,
0= faw{Z28,y+ 2005+ - +0 fanfel s,y+5) s+
Durch Ehmmatmn vor C folgt:

0=de{9%(U—|—6 V42 (Ut V)d‘iy'+'--}=de61(U+6V)

wo

Juetez y

Jas {—‘;7" 62y+—‘g—;- b+
von 0,y unabhiingig ist, J,y aber eine unbeschrinkte Variation vorstellt.

Dies scheint die beste Begriindung der isoperimetrischen Regel zun

sein, weil ste in keiner Beziehung unserer Verfiigung iiber die Natur
der Variationen und der Functionen U/ und ¥, ob wir sie blos inte-
grirbar, oder stetig, oder wie sonst annehmen wollen, vorgreift. Es
wird ohne irgend welche Einschrinkung das relative in ein absolutes
Maximums- oder Minimumsproblem tibergefithrt. Dagegen ist die im
vorigen Art. mitgetheilte Reiff’sche Ableitung der Regel dienlich, um
die isoperimetrische Beschrinkung der Variation schnell in die Rechnung
einzufiihren, falls, wie bei physikalischen Aufgaben, die Stetigkeit der
zu variirenden Functionen nicht in Frage steht.

C= —

18.
Die kiirzeste Linie als isoperimetrisches Problem.
Wir sahen, dass in der Bedingung:

s
jd“(x) Ve
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die Willkiirlichkeit von 4'(x) durch die vorgeschriebenen Werthe
A{z)) =0, A{(xy) = 0 beschriinkt wird, so dass man nicht den Coef-
ficienten von A'(z) Null setzen darf. Dies veranlasst zu priifen, ob
man die Beschrinkung von 4'(x) nicht als isoperimetrische auffassen,
und die Aunfgabe nach der isoperimetrischen Regel behandeln konne.
In der That muss:
£2)
fl’(x}dw = A(z)) — A(z,) =0
X
sein. Damit ist jedenfalls ein Theil der Beschrinkung in die ent-
sprechende Form gebracht. Nun soll noch ausserdem 1(z,) oder i(x,)
fir sich Null sein. Hieraus kann aber eine weitere Beschrinkung von
A (x) nicht entspringen, denn, wie X' (z) auch beschaffen sein mag, ein
Functionalwerth der zu A’ (x) gehirigen Function A{x) ist stets will-
Liirlich, so dass also wirklich die Bedingung

Jl’(x)dw= 0
Ly

die ganze Beschrankung darstellt, welche die Bedingungen 1(z,) =<0,
A(z,) = 0 dem A'(z) auferlegen.
Nach der isoperimetrischen Regel ist daher in

7@ '
fd““ Nyizrar T

A’ (x) eine unbeschrinkte Variation. Wenn pun auch, um hieraus
¢
ViFrar
gesetzt werden muss, und fiir die Losung des Problems der kiirzesten
L1u1e also nicht dieselbe Allgemeinheit wie durch den Kunstgriff des
Art. 14. erreicht wird, so setzt dies Verfahren doch die Beschriinkungen
der allgemeinen Methode herab, indem der zweite Differentialquotient
aus dem Spiele bleibt. Ich habe diese Bemerkung, weil sie unter

Umstéinden niitzlich sein kann, nicht unterdriicken wollen.

+ ¢ = 0 folgern zu konnen, die Stetigkeit von f”(x) voraus-

19. :
Schluss der Untersuchung des Problems iiber die kiirzeste Linie.

Unser Hauptzweck war, wie in der Einleitung angegeben, nicht
die Losung des Problems der kiirzesten Linie, sondern dies Problem
diente uns als leitender Faden durch das Labyrinth der Schliisse, aus
denen die Methode der Variationsrechnung zusammengesetzt ist.

Handelt es sich aber nur um den Nachweis, dass die Gerade die
kiirzeste Linie ist, so empfiehlt es sich den geometrischen Beweis und
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den analytischen moglich von einander zu trennen. Der geometrische
ist offenbar schon in dem Satze enthalten, dass man der rectificirbaren
Strecke sich mit einer geradlinig-polygonalen beliebig nihern kann.

Denn es sei eine andere Linie L zwischen zwei Punkten kiirzer
als die Gerade, so giebt es also eine an I sich anschliessende Poly-
gonale A, die L beliebig nahe verliuft, und an Linge ihr beliebig
nahe kommt. Diese miisste mithin bei hinreichender Anniherung von
L kiirzer als die Gerade werden. Nun setzen wir den elementaren
Satz voraus, dass zwischen zwei Punkten die Gerade die kiirzeste aus
geradlinigen Strecken bestehende Linie sei. Daraus folgt dann, dass
eine solche Linie L, die kiirzer als die Gerade ist, nicht existiren kann.

Unter Voraussetzung dieses letzteren Satzes kinnen wir auch die
analytische Lisung des Problems der kiirzesten Linie von dem Satze
betreffend die unbegrenzte Anniherung geradlinig-polygonaler Linien
an stetig gekriimmte Linien unabhingig machen. Allerdings gewihrt
dieser Satz, sowie seine weiteste Consequenz (am Schluss des Art. 3.)
den grossen Vortheil, dass man durch ganz #hnliche Schliisse, wie die
am KEnde des Art. 4. mitgetheilten, die Art. 7. und 9. geriigte Be-
schrinkung der Voraussetzungen, welche durch die Methode der
Variationsrechnung gefordert wird, in vielen Fillen unschidlich machen
kann. Man wird es aber bel einer rein analytischen Frage vorziehen,
von den Sitzen Art. 3., wenn mbglich, keinen Gebrauch zu machen,
weil sie anf Anschawung bervhen, theilweise -casuistischer Natur
sind, und folglich nur sehr mithsam rein analytisch sich beweisen
lassen wiirden.

Bei dem Problem der kiirzesten Linie kdnnen wir die Benutzung
dieser Sitze wie folgt umgehen. Wir suchen zuerst die kiirzeste unter
allen stetigen rectificirbaren Linien, und finden nach dem Obigen rein
analytisch die Gerade. Wiirde nun eine unstetige Linie kiirzer sein,
so miisste sie jedenfalls aus lanter geradlinigen Strecken bestehen,
denn eine stetig gekriimmte Strecke ist ja bewiesenermassen durch
eine kiirzere geradlinige zu ersetzen. Nun braucht man nur noch den
oben schon benutzten elementaren Satz, dass die Gerade die kiirzeste
geradlinig-polygonale Verbindungslinie zwischen zwei Punkten ist,
womit auch das analytische Problem, wie jich glaube, auf das Be-
friedigendste gelost ist.

Tibingen im Mairz 1879.



