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28.
‘Remarques sur l’equauon O (fa)=
('Pair Mr Ramus § Copenhague)

dfr
xd.r'

Dans 1e 1+ cah. du 7;“;’ vol. de ce journal Mr. le Dr. Hill a probosé
le probléme de trouver la fonction ¢ liée par I'équation

A la fonction donnée S La solutmn, qui en est donnée par Mr. Th.
Clausen daus.le 4" eah, du: méme, vol., mé me semble pas étre exacte.
En effet il pose fxr = xpx-l—xlz’x, ce qul donne, la substltutxon étant faite

dans I'équation donnée,

ekya) _ dys +-dw'm,
Cpa . dx dx ’

& ou il veut condure

O (Vi +¥ia) = E(pa) F O
C'est ce qui n'est pas admissible, la fonction @ en general n'étant pas la
méme pour f=+}, f= \L’ et f==1+ 4, ensorte quil n'est pas permis

de poser @(Vx) au lieu de Qx —— d px > et @(gb’x) au lieu de Px— é——‘p—f

Aussi I'équation @(¢ x4 'x) = @(\Lx)—}-qo(\p' x) n'est autre chose qae
la formule fondamentale de la multiplication, d’ot il auroit di suivre, que
@ (fx) seroit toujours o fx, et Qx seroit ax, résultat évidlemment ermné
Cependant Mr. Clausen donne la solution suivante:

contraire au résultat précédent, mais pas moins inexacte. En effet, en la

combinant avec l'équation. proposée, on trouve Pxr=uwx, ce qui donne

@(fx) =fx, partant fx=m%1;£ s d’ou suit fo = Cx, cas spécial et le

seul oul la solution dont il s'agit peut étre juste.

Le probléme de Mr. Hill ne peut pas étre complettement résolu
pav les forces actuelles de lanalyse, cest ce qm sera sans doute évident
par les recherches suivantes, B
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L’équation donnée peut étre écrite en eette forme:
1 _¢_i_£ _dfx_
Toex T 9w’
d'oti suit, en posant f —— e

2 yYyx= sl/(fw)rl-ﬂa
C étant la constante arbitraire. En suivant la méthode de Laplace pour
lmtegratnon des equatlons aux différences variables, ;e pose

i r=u, fx-"-—-u,,,.,
ce qui donne

3. .fu; = Hagy e
En changeant successivement z en z-}1, 22, 543 etc., on trouye
Sru, = Uy,
f* étant la fenction f repétée n fois. En posant £==0 et n=12, on a
4 fruy=u,.,
ce qui est lintégrale compiette de l'équation (3.), #, étant la constante
arbxtraxre. Si pour plus de simplieité on éerit ¥(z) au liey de f*(u,), on a
- 5. z—F(u)—-F(x),
I, étant la fonction inyerse de F. Cela posé on peut facilement intégrer
I'équation (2.), puisque en fesant
Yr =du = Yz
\b(f‘t) = ‘Puft-}-x: Yty

y: =yt 0

on trouve

‘dont lintégrale est
Ye=95.—0z
(en négligeant la fonction arbitraire périodique = (cos2 z#, sin2z%) quil
est permis d'y ajouter). La valeur de z, donnée par I'équation (5.),
tant substituée dans cette intégrale, on troyve
6. y.=y,—CF,(x) = Y=

yo—CFi(x) = [ 22

. px?

ce qui donne par la différentiation ( 1

C'F.(»)?

F! (x) dés;gnant le coefficient différentie] de F, (x). Enfin la solution pré-
sentée sous la forme la plus simple sera

7. ¢S=F,‘—‘z—x'5

ou

Qx = —
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a étant une constante arbitraire, dont I'équation proposée elle méme ‘mon-
tre 'existence, cette équation réstant la méme si au lieu de @ on écrit a Q.

La solution précédente est trés facile dans le cas fx-x". Lé-
quation (4.) devient .

u, = u,p* = I (2),
ce qui donne

loglogx —loglogu
i (x) = Togp

1
’ — —————— s et
Fi(x) = logp.logx.x*

Ainsi 1a fonction cherechée est
Qxr = axlogx.
En effet cette fonction rend évidemment I'équation Q&P == @x .p2™"* iden-
tique. Il est seulement & remarquer, que dans le cas spécial p=1 la
fonction @ reste tout-i-fait arbitraire, I'équation proposée étant identique
en elle méme,
Le cas fo = cx donne facilement par la méthode exposée
Qxr = ax,

et en y posant 2 ==c, on a Qr=x dé i_x, conformément 4 la solution par-
ticeliére de Mr. Clausen.

En général on peut exprimer la fonction F,(x) au moyen de ¥ (r)
par la formule d’inversion de Laplace sous la forme d’une série infinie ou par
sa somme exprimée par P arseval, sous la forme d'intégrale définie; mais
tout cela ne serait qu'un symhole, dans lequel la fonction cherchée @ seroit
genéralement aussi cachée que dans Féquation proposée elle- méme, ensorte
quelle reste généralement irréductible A des fonctions connues. Ainsi dans
lexemple particulier de fxr=a" on est porté jusqud la transcendante

inconnue ¢*” , dont il a été question dans le 2. vol. de ce journal pag. 99.
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