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l~'ber Polar- und Nullsysteme. 

Von Theodor Schmid in Steyr. 

Der Zusammenhang des Polarsystemes einer Fl~,ehe zweiten 
Grades m i t  anderen Correlationen~ sowie der Ubergang des aus 
den letzteren abgeleiteten Nullsystemes zweiten Grades in ein 
solehes ersten Grades ist der Gegenstand der nachfolgenden 
Untersaehung. 

1. Das Polarsystem einer Flache zweiten Grades sei als Ver- 
einigung won zwei correlativen R~tnmen >2 und 2 ~ betrachtet. Nan 
werde x2~ durch eine ,eigentliehe H e r mi  t e' sche Transformation" 
in 2o~ abergeftthrt~ wobei jede der beiden Regelscharen der Fl~ehe 
zweiten Grades in sigh selbst -abergeht. Von jeder Schar bleiben 
zwei Erzeugende ange~ndert und bilden das Hauptvierseit der Trans- 
formation. Die eine Diagonale # dieses Vierseites tr~gt eine 
Reihe yon selbstentspreehenden Punkten (darunter die Schnitt- 
punkte S und T) und zwei selbstentspreehende Ebenen a und L3 
(welche die Fl~tche bei A und B bertihren); die andere Diagonale h 
(die polare Gerade zu g) tr~igt ein Bttsehel won selbstentsprechenden 
Ebenen (darunter die Bertthrnngsebenen ~ und :) nnd zwei selbst- 
entspreehende Punkte A n=d B. 

Nan kann diese Transformation als ~sprojeetive Rotation" 
won 2 o nm die Aehse # in die neue Lage 2 ~ auffassen. Zwisehen 
E nnd 2 ~~ besteht dann eine C 0 r r e 1 a t i 0 n ~ deren Kernfl~tchen 
dem Bttsehel angehSren~ welches dureh das Viereek A S B T  be- 
stimmt ist. 1) 

Ist ,~ die Polarebene eines Pnnktes P~ so entsprieht ihr 
in )2 ~ ein Punkt  PI;  wenn man sie aber als zu E ~~ gehSrig be- 
traehtet~ so entsprieht ihr in E ein Punkt  Pn- Die Verbindungs- 
gerade yon PI nnd P~I - -  ein Weehselstrahl - -  liegt mit P auf 
einer Eben% welehe dnreh h geht. Dem Pnnkte P entsprieht 
in 2 ~ eine Ebene si~ nnd als Punkt  yon yo~ entsprieht ihm in Y 
eine Ebene '~ii. Die Sehnittgerade yon ~i und ~r n - -  ebenfalls 

1) Rudolf  Sturm, Mathematische Annalen~ Band "26. 
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ein Weehselstrahl - -  geht mit ~: dureh einen Pankt yon 9. Die 
hier vorkommende Correlation hat daher das besondere an sieh~ 
dass tier tetraedrale Complex der Weehselstrahlen in die beiden 
linearen Complexe (Strahlengebttsehe) mit den Aehsen 9 und h 
zerfgllt. Dutch Vergnderung des Drehnngswinkels o~ erhglt man 
ein ganzes System yon solehen Correlationen. 

Wenn bei tier H e r m it e'sehen Transformation insbesondere 
die eonjugierten Ebenen tier auf 9 befindliehen Ebeneninvolution 
in einander ttbergehen~ was man als ,,projective Rotation um einen 
Reehtwinkel" bezeichnen kann~ so ergibt sieh e i n e  b e s o n d e r e  
C o r r e l a t i o n ,  b e i  w e l e h e r  d i e  P u n k t k e r n f l g e h e  aus  
d e n  P u n k t f e l d e r n  ~ a n d  z, d i e  E b e n e n k e r n f l a e h e  a u s  
d e n  E b e n e n b a n d e l n  S u n d  T b e s t e h t .  

Wenn endlieh die H e r m i t e ' s e h e  Transformation in die ge- 
seharte Involution mit den Achsen g xmd h ttbergeht~ was als eine 
,projective Rotation um einen gestreekten Winkel" bezeiehnet 
werden kann~ so wird aueh die Correlation involatoriseh. Jeder 
Punkt P geht nsmlieh in einen Punkt Q tiber~ in welehem PI 
und P~r vereinigt sind; ebenso sind die Ebenen '~I und ~ii ver- 
einigt. Weil nun nicht jeder Punkt in seine Polarebene gelangt, 
so ist d i e  b e s o n d e r e  C o r r e l a t i o n  ein  P o l a r s y s t e m .  Die 
Kernflaehe desselben ist die zweite Doppelflaehe des Bttsehels yon 
Kernfl~ehenpaaren der Correlationen und ist der urspr~tngliehen 
Fl~tehe harmoniseh zugeordnet~ ~) n~tmlieh jede yon ihnen ist in 
Bezug auf dis andere ihre eigene Polarfl~tehe. 

2. Aus jeder Correlation 
z w e i t e n  G r a d e s .  s ) 

~[an erhglt fiir eine Ebene 
yon ~ den Nnllpunkt M als 

Sehnittpunkt mit der Verbin- 
dungsgeraden des entspreehenden 
Pnnktes PI yon 2 ~ und des ge- 
wahlten tIauptpunktes S. 

ergibt sieh ein N u l l s y s t e m  

Man erh~lt fttr einen Punkt 
PI yon ~o~ die Nullebene [~ 
als Verbindungsebene mit der 
Sehnittgeraden der entspreehen- 
den Ebene ~ yon ~ und der 
zu S zugeordneten Hauptebene s. 

Ein anderes Nullsystem ergibt sich, indem man die Ver- 
bindungsgeraden mit T~ beziehungsweise die Sehnittgeraden mit 
beniitzt. Zwei weitere Nullsysteme ergeben die Punkte Pir  Alle 
diese Systeme sind yon besonderer Art~ da der Hauptpunkt auf 
der Hauptebene liegt. Aus den beiden Polarsystemen gehen polare 
Nullsysteme hervor. Besonders erwi~hnenswert ist jedoeh~ dass bei 
einer der obigen Correlationen die daraus abgeleiteten Nullsysteme 
z w e i t e n  Grades in solche e r s t e n  Grades ttbergehen. 

1) H e i n r i e h  S c h r S t e r ,  Theorle der Kegelsehnitte (2. Auflage) S. 385. 
C h r i s t i a n  W i e n e r ,  Lehrbuch der darstellenden Geometrie, IL Band, S. 99. 

~) A d o l f  A m e s e d e r ,  Das allgemelne r~umliehe Nullsystem zweiten 
Grades. Journal fiir die reine nnd angewandte Mathematik. 97. Band (1884), 
Seite 73. 
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A u s  d e r  C o r r e l a t i o n  7 ft ir  w e l e h e  d i e  P t t n k t k e r n -  
f l /~ehe  a u s  d e n  P u n k t f e l d e r n  z und  % d ie  E b e n e n -  
k e r n f l ~ t e h e  aus  den  E b e n e n b t i n d e l n  S u n d  T b e s t e h t ~  
e r g e b e n  s i eh  be i  A n n a h m e  yon  S o d e r  T a l s  H a u p t -  
p u n k t e  z w e i e n t g e g e n g e s e t z t g e w u n d e n e I q u l l s y s t e m e  
e r s t e n  G r a d e s .  

Der 1~ einer Ebene des Btindels S kommt n~mlich dureh 
Rotation auf die Schnittgerade dieser Ebene mit z zu liegen. Die 
Verbindungsgerade mit S f/tilt daher mit der Schnittgeraden zu- 
sammen~ so class einer Ebene des Biindels S nicht nur ein Punkt~ 
sondern ihre ganze Schnittgerade mit ~ entsprieht. Einem be- 
liebigen Ebenenbtindel entspricht nut ein ebenes 10unktfeld~ denn 
dem Ebenenbtischel~ welches dureh S geht~ entsprieht das Strahlen- 
btischel S ~  so dass die Hauptebene ~ einen singul/~ren Bestand- 
theil jeder 1N'ullflaehe bildet. 

3. Es sell nun der besondere Fall des R o t a t i o n s e l l i p s o i d e s  
n~ther betraehtet werden. Die Gerade g sei die Rotationsaehse der 
Flitch% S und T seien ihre Scheitel, ~ und ~ die Scheiteltangential- 
ebenen~ endlich A und B seien die abso!uten Kreispunkte auf der 
unendlieh fernen Geraden h~ der Kreissehnittebenen. 

In der Figur (auf der niiehsten Seite) sind P'~ P "  die Bilder 
des 10unktes P und P2 ist die zweite Spur seiner 10o]arebene ~ 
ferner sind s 2 und t~ die zweiten Spuren yon z und ~ . . . .  

Durch Rechtsdrehen yon yo kommt P nach PI und zwar 
bei einem gewissen Drehungswinkei (~ auf seine 10olarebene ~ so 
dass P~ der 10unktkernfl/~ehe, ~ dagegen der Ebenenkernfl/~che der 
C o r r e l a t i o n  angehSrt. Diese Kernflachen sind Rotationsfliichen 
mit den Aquatorialradien b und b. 

l~un ist far Punkte~ welche auf dem Aquator der Punktkern- 
flaehe liegen~ 

b.b=b  und bo:b=cos% 

b 
- -  und  b "-'- b I / c o s  o~ also 

Wenn der Drehungswinkel o~ ein Spitzwinkel ist, so sind die 
Kernfli~ehen Ellipsoid% ist er ein Rechtwink@ so bestehen die 
Kernfl/ichen aus z z und ST, ist ~o ein Stumpfwinkel~ so sind die 
Kernfl/~chen Hyperboloide~ endlich fiir einen gestreckten Winkel ~) 
ergibt sieh als Kernil~tche das harmoniseh zugeordnete Hyperboloid 
mit den Aehsen a und b.i. 

Bei der Corre]ation~ welche dureh Drehung um einen Reeht- 
winkel entsteht~ sollen die der Ebene = entspreehenden 10unkte 

1) Die Drehung um elnen gestreckten Winkel hat Herr W i l h e l m  F i e d l e r  
eine ,,Wendung a genannt. XII. geomeirische Mittheilmtg; Vierte]jahrssehrlft, 
36. Bd.~ S. 85. 
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mit /~ und Rn, die dem Punkte P entspreehenden Ebenen mit 
p~ und P~t bezeiehnet warden. Der Complex der Weehselstrahlen 
redueiert sieh hier auf die Congrnenz yh. Je zwei Strahlen R IR~  
und PIP~I sind in Bezug aaf die Fl~ehe zweiten Grades polar. 

Die Punkte R~ und RI~ bestimmen mit S und T ein voli- 
standiges Vierseit, 1) dessen zwei weitere Eekpankte M und N 

1) In  aer l?igur um 900 um die Aehse g zur;d.ckgedreht. 
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(wegen der harmonisehen Eigenschaft)auf dem Wechselstrahle 
liegen, weleher sieh auf der Ebene = befindet. Der Punkt _~I~ 
dureh welchen die Geraden R~S und RIIT gehen, ist der Null- 
punkt der Ebene r ffir ein rechts-gewundenes Nullsystem ersten 
Grades; der Punkt N~ durch welehen die Geraden R~ T und RII S 
gehen~ ist der Nullpunkt yon = far das links-gewundene Nullsystem. 

Ebenso bestimmen die Ebenen p~ und Pn mit s und �9 ein 
vollst~tndiges Vierkant: 1) dessen zwei weitere Ebenen } und ,~ 
durch den Wechse]strahl gehen~ der den Punkt P enthglt. Die 
Ebene ~, welehe die Sehnittgeraden p~i~ und pxz enth~lt, ist die 
Nullebene des Punktes P fiir das reehts-gewundene Nullsystem; 
die Ebene v~ welehe die Sehnittgeraden pl~ nnd Pn~ enthalt~ ist 
die Nullebene yon P far das links-gewundene Nullsystem. 

Man sieht hieraus~ dass R I u n d  M~ sowie pr und ~ (aueh RII 
und iY, sowie PlI and v) entspreehende Elemente einer p e r s p e e t i v e n  
I n v o l u t i o n  sind~ s welehe S das Centrum and ~ die Involutions- 
ebene ist; ebenso sind R I und N, sowie 2i und ,~ (aueh Rri 
nnd M, sowie PII und }) entsprechende E]emente einer perspeetiven 
Involution~ fgr welehe T das Centrum und s die Involutionsebene 
ist. Dies gilt ~tbrigens s jede beliebige Flgehe zweiten Grades. 

W e n n  das  P o l a r s y s t e m  e i n e r  Fl~tehe z w e i t e n  
G r a d e s  d u r e h  p r o j e c t i v e  R o t a t i o n  um e i n e n  R e e h t -  
w i n k e l  nm e i n e  G e r a d e  g a ls  e i g e n t l i c h e  H e r m i t e -  
s e h e  C o l l i n e a t i o n ~  s  d u r e h  p e r s p e c t i v e  I n -  
v o l u t i o n  Sv o d e r  Ta t r a n s f o r m i e r t  wird~ so b i l d e t  
d e r  n e u e  R a n m  mit  d e m  u r s p r t i n g l i e h e n  e i n  r e c h t s -  
o d e r  l i n k s - g e w u n d e n e s  N u l l s y s t e m  e r s t e n  G r a d e s .  

Man kann nun aueh die metrisehen Beziehungen des er- 
haltenen Nullsystemes zum Rotationsellipsoide leicht auf~nden. 
Die Gerade O~P schneidet die Ebene ~ in einem Punkte J; in der 
perspeetiven Involution To entsprieht ihr daher eine Gerad% 
welehe dutch J parallel zu ~, geht, well dem Punkte 0 der unend- 
lieh ferne Punkt yon 5, entspricht. Diese Parallele muss den zu P 
gehSrigeIi Punkt Ar 0 enthalten. Der Abstand der Nullpnnkte M 
und N yon der Aehse ~, ]st der Strecke SJ gleieh. Bewegt sich 
der Punkt P auf der Geraden 0J~ so bleibt die Polarebene .~ 
parallel, und ihre Nullpunkte bewegen sich auf Parallelen zur 
Achse ft. 

Die  l ~ n l l p u n k t e  yon p a r a l l e l e n E b e n e n  l i e g e n  a u f  
e i n e r  z u r  A e h s e  p a r a l l e l e n  G e r a d e n  - - e i n e m  D u r e h -  
m e s s e r .  

Die Polare yon J "  in Bezug auf die Contourellipse geht 
durch S"  und ist zu 1% parallel.' Die Ellipse hat das Polaren- 

" ' S  t~ - �9 �9 bu chel S , welches der Re, he s~ entspr~cht~ m~t dem Kr~immungs- 
kreis fiir den Sehe]tel S"  gemeinsam. F~tllt man daher yon 

2) In  der F igur  um 900 um die Achse ff zuriickgodreht.  
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jedem Punkte J "  auf p~ nine Normale, so geht die letztere durch 
den Mittelpunkt K" des Krtimmungskreises. 

Da nun S " J "  dem Abstande ~n des Punktes M yon der 
Aehse y und Winkel S" J"K" der Neigung ~ der Ebene = gegen 
die Achse y gleich ist~ so folgt aas den rechtwinketigen Drei- 
eeken S"J"K",  in welehen S"K" als Radius des Krfimmungs- 
kreises dem Parameter ]c (der halben Brennpunktsehne) der Ellipse 
gleich ist: 

b-2 
~t 

W e n n  m a n  das  P o l a r s y s t e m  n i n e s  R o t a t i o n s -  
e l l i p s o i d e s  nine D r e h u n g  yon  90 o n a e h  r e c h t s  a m  d ie  
R o t a t i o n s a c h s e  a u s f f i h r e n  l~tsst und  d a n n  d u r c h  d ie  
p e r s p e c t i v e  I n v o l u t i o n S z t r a n s f o r m i e r t ,  so b i l d e t  d e r  
n e u e  R a u m  m i t  dem a r s p r f i n g l i c h e n  e in  r e c h t s - g e -  
w u n d e n e s  h T u l l s y s t e m  e r s t e n  G r a d e s ,  d e s s e n  Con-  
s t a n t e  d e m P a r a m e t e r  d e s R o t a t i o n s e l l i p s o i d e s g l e i e h  
ist.  D a s s e l b e  N u l l s y s t e m  e r g i b t  s i ch  a u e h  d u r c h  
D r e h u n g  n a e h  l i n k s  u n d  p e r s p e c t i v e  I n v o l u t i o n  T~; 
d a g e g e n  e r g i b t  d ie  D r e h u n g  n a c h  l i n k s  und  I n v o -  
l u t i o n  S% s o w i e  d ie  D r e h u n g  n a e h  r e e h t s  u n d  I n v o -  
l u t i o n  T~ e in  l i n k s - g e w u n d e n e s  N u l l s y s t e m  mi t  de r  
C o n s t a n t e n  - - i n  

Da die Ebene ~ den Punkt Q als Pol in Bezug auf das 
harmoniseh zugeordnete R o t a t i o n s h y p e r b o l o i d  (mit den Achsen a 
und b.i) hat, so sieht man sofort, dass auch far diese Fl~che der 
obige Satz gilt~ nut dass ~Drehung nach rechts ~ mit ~,Drehung 
naeh links" zu vertansehen ist. 

Das e i n s c h a l i g e  R o t a t i o n s h y p e r b o l o i d  hat imagin~re 
Scheitel and liefert daher aueh imagin/~re Nullsysteme. 

R~ekt der Scheitel 2' ins Unendliche, so geht das Ellipsoid 
in ein nach oben geSffnetes R o t a t i o n s p a r a b o l o i d  fiber~ das 
zugeordnete ttyperboloid geht in ein congruentes nach unten ge- 
5ffnetes Paraboloid fiber. Far das Paraboloid gehen daher die 
perspeetiven Involntionen Sx nnd Ts in die centrische~ beziehungs- 
weise planare Symmetrie (S bezw. ~) fiber. 

Den letzten Fall (fiber Drehung und Spiegelung) nntersu..chte 
Herr G u i d o  H a n e k  in seiner anregenden Abhandlung ~,Uber 
die Beziehung des Nullsystemes und linearen Strahlencomplexes 
zum Polarsysteme des Rotationsparaboloides ~ [Zeitschrift ffir 
Mathcmatik und Physik, 31. Jahrgang~ 1886]. 


