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SUR UN THt~0RI~ME DE M. HADAMARD DANS LA THE,0RIE 

DES FONCTIONS ENTIERES.  

Par M. E r n s t I_ i n d e I ti ~ (Helsin~ors). 

Adunanza del a 4 novembre *907. 

Soit f ( x )  une fonction enti~re d'orclre fini ?, c'est-,~-dire telle que l'on ait, quelque 
petit que soit le nombre positis % 

d~s que Ix[ est sup~rieur ~t une certaine limite, et d'autre part 

[f(x)l > e '=te-~ 

pour une infinit6 de points x tendant vers l'infini. Dans le th~or~me que nous avons 
en vue 5), M. HAI)A~A~D a &abli l'existence d'une suite de cercles de rayons indtfi- 
niment croissants sur lesquels est vtrifite l'intgalit6 

I f ( x ) l  > e-,=, e+~ . 

P/us tard, ce r~sultat a fait l'objet des recherches d'autres auteurs, qui l'ont pr~cis+ et 
g~n+ralis+ dans diff~rentes directions ~). 

Nous allons reprendre ici cette question par une m&hode nouvelle, en nous 
,tppuyant sur certaines considerations d'un ordre tr~s ~l~mentaire dfivelopp~es par 
M. P H ~ A ~ N  et par nous dans un M+moire qui parakra prochainement a). 

5) fz'tude sur les propri~t~s des fonctions enti~res et en particulier d'une fonction considdrde par RIE~aANN 

[Journal de Math~madques pures et appliqutes, 4 ~ s~rie, t. IX (I893), pp. I7I-ai5],  pp. 2o4-2o8. 
~) Voir en pardculier les travaux suivants: 

PIERRE BOUTROUX, Sur la croissance des fonctions entikres [Comptes rendus hebdomadaires des 

s+ances de l'Acad(:mie des Sciences (Paris), t. CXXXIV (Ier semestre Igoa), pp. I53-155], p. 155; Sur 

quelques propri~t~s des Jbnctions enti~res [Acta Mathematica, t. XXVIII (I9O4), pp. 97-2241, pp. r3I-t33. 

ERNST L~DELOF, )ddmoire sur la tb~orie des fonctions enti~res de genre fini [Acta Societatis Scien- 

tiarum Fennicae, t. XXXI (I9o3), n ~ I (I6 d~cembre rgoI ), pp. I-IV, 1-79], pp. 8-IL 
ED~. MAn.LET, Sur les fonctions entikres et quasi entikres [Journal de Math~madques pures et 

appliqutes, 5 ~ s~rie, t. VIII (I9O2), pp. 329-386], p. 339. 
B. LINDCREI, I (61~ve de M. WI~Alv), Sur ~c le cas d'exception de M. PICArtD ,~ [Th~se pour le doctorat, 

Upsala, I9O3], p. 22. 
A. WI~tAN, Sur une extension d'un thdor~me de M. HADA~tARD [Arkiv f tr  Matemadk, Astronomi 

och Fysik, Band II (I9O5-I9O6), N ~ I4, pp. I-5]. 
a) E. PHRAGta~N et ERNST LINDEI.OF, Sur une extension d'un principe dassique de rAnaIyse, et sur 

quelques propri~t~s des fonctions monogdnes dans le votsinage d'un point singulier [Acta Mathemadca, 

t. XXXI (i9o7)]. 
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I. Nous empruntons au M6moire cit4 le lemme suivant, dont nous indiquerons 

ici rapidement la d6monstration: 

Soit une fonction monog~ne f ( x )  de la variable complexe x ~ re ~, qui jouit des 

proprigtgs suivantes : 

x ~ Elle est rgguIikre it l'intgrieur et sur le contour d'un domaine connexe T faisant 

partie de I'angIe 

O) 2 - -  - -  

2 ~ Sur le contour de ce domaine T on a 

If(x)l d c,  
c grant une constante finie. 

3 ~ A l'intgrieur de T l e  module If(x)l crolt moins rite que l'exponentielle e r oiz 
k ~ % en sorte que l'inggalitg 

i f (x ) l  < 

est vdrifige dans T d~s que r est sz~samment grand. 

Dans ces condition} on aura 
( 2 )  If(x)l  L C 

pour tout point x du domaine en question. 

Consid&ons en effet le produit 

F ( x )  = e-~l*'-'%?'f(x) (k < le < ~3, 

&ant un nombre positif arbitrairement petit mais fixe. Le module du facteur expo- 

nentiel s'&rit 
r kt e--~r (<p--%).r . 

O" Dans l an~,ie ( i )  cette expression reste inf6rieure k 

e -a~rt=' , 

[5 d6signant la quantit6 positive c o s - - - .  On en condut, en tenant compte de la con- 
2 ~  

dition 2 ~ que [FEx)l C sur le contour du domaine T, et d'autre part, d'apr& la 

condition 3 ~ que F ( x )  tend uniform4ment vers z4ro lorsque x tend vers l'infini en 
restant k l'int&ieur de T, et cela qudque petit qu'on ait choisi a. 

Ayant fix4 arbitrairement un point x o dans l'int6rieur de T, on peut donc trouver 
un nombre positif R, sup6rieur k txol et tel que l'in~galit6 [ F ( x ) [ ~  C air lieu sur Fare 

ou les arcs du cercle Ix I = R compris dans le domaine T et, par suite, sur tout le 
contour de la portion finie, retranch4e de ce domaine par le cercle en question, qui 

renferme le point x ~ . D'apr6s un principe bien connu, l'in6galit4 [F(x)l L c aura alors 

lieu aussi pour x - - X o ,  de sorte qu'on aura en ce point 

[J(x)l < 
Cette conclusion restant vraie quelque petit que soit r il en r&ulte bien que l'in& 

gaiit& (2) est v6rifi~e pour x - -  xo, et eLle se d~montre de m~me pour tout autre point 
du domaine T. 
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u. Le lemme que nous venons de d6montrer conduit facilement -4 cette cons6quence : 

Le module d'une fonction enti~re dont Fordre est infirieur it ~ ne saurait rester au- 

dessous d'une Iimite finie sur aucun rayon, d moins que la fonction ne se rdduise iz une 
constante. 

X 

Soit, en effet, f ( x )  une fonction enti~re d'un ordre ~ < -7, et admettons qu'on 

ait, pour une certaine valeur 3o de q~ et pour routes les valeurs de r, 

If(x)l c ,  
C ~tant une constante finie. 

Cela &ant, la fonction f ( x )  v&ifie dans l'angle 

routes [es conditions Lnum~r&s au n ~ I. Ceci est &qdent pour les deux premieres de 

ces conditions, et, quant ft ia troisi~me, il suffit d'observer qu'on a dans le cas present 
I - - - 7 ,  tandis qu'on peut choisir pour k un hombre quelconque sup&ieur -4 e, doric 

aussi un nombre inf&ieur -4 ~. 
Le lemme du n ~ ~ nous apprend &s lots que l'in$galit~ If(x)[ ~ C est v&ifi~e 

pour tout point de l'angle considerS, ou, en d'autres termes, pour route valeur de x, ce 

qui exige bien que ]a fonction f ( x )  se r&duise .4 une constante. 

8- Nous alions maintenant d~montrer la proposition suivante: 

f~tant donnge une fonction enti}re quelconque, f (x ) ,  qui ne s'annule pas identique- 

m e n t e t  dont l'ordre est infgrieur i~ •  on peut trouver une suite de cercles concentriques 
2 

de rayons ind~finiment croissants sur lesquels on a 

[f(x)l > C, 
C grant une constante positive. 

Cette proposition est 6vidente dans les cas off f ( x )  se r~duit .4 une constante ou 

un polyn6me.. 

Soit donc f ( x )  une fonction enti&re transcendante d'ordre p ( ~  ~),  et admettons 

d'abord sans d~monstration qu'elle puisse se mettre sous Ia forme d'un produit canonique : 

= e/x"  I , 
n ~  1 a 

d d~signant une constante diff6rente de z~ro et m un entier positif ou nul. On sait 

que les z4ros a sont tels que la s6rie 

I P+a 

converge ou diverge suivant que ~ est positff ou n~gatif, et, inversement, que le pro- 

duit ci-dessus d~finit une fonction enti&e d'ordre p toutes les fois que les zfiros satis- 

font .4 cette condition 4). 

r Yoir par exemple le livre de M. BoauL : Le;ons sur les fonctions enti~res (Paris, Gauthier-VilIars, 
I9oo), et notre M~moire cit~ darts la note 2). 
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Pour tout point x de la drcons Ix[ = r, on a 6videmment les in4galit4s 

I ~ I X I" _ r 

En posant 

= d x "  I , 

ce qui est ~galement une s enti~re d'ordre ~, d'apr~s la remarque fake tout 5 

l'heure, on aura donc sur la me:me circonffirence 

(3) [q~C-- r)[ ~ If(x)[ ~ [?(r)t - 

Or la proposition &ablie au n~ 2 nous apprend que le module de la fonction 

? (x)  ne reste sur aucun rayon au-dessous d'une limite time. I1 en rdsuite qu'on peut 

trouver une suite de valeurs positives ind~finiment croissantes~ r ,  r_., . . . ,  r~, . . . ,  

telles qu'on air pour chacune de ces valeurs de r 

( - -  r)j > c ,  

la consmnte positive C &ant donn~e atissi grande qu'on voudra: D'apr~s (3), on aura 

donc aussi if(x)[ ~: C sur chacune des circonfdrences 

. . . .  ) .  

La d~monstration ~tant ainsi fake pour le cas d'un produit canonique, on en con- 

clut, 5 l'aide de th~or~mes connus 4), que toute fonction enti6re transcendante dont 
" I l'ordre est inffirieur 5 T se'ff2duit effectivement h u n  tel produit. La proposition est 

donc exacte. 
4. Nous sommes maintenant en &at d%tablir en quelques lignes ie r~sultat suivant, 

qui sert ~ pr~ciser beaucoup le th~or~me de M. HADAMAaD rappel~ au d~but. 

Soit f(x) une fonction enti~re quelconque d'ordre fini qui ne s'annule pas identique- 
ment, et soit M (r) la plus grande valeur que prend Ie module de cette fonction sur la 
circonfgrence Ix] = r ;  on pourra trouver une infinitd de cercles concentriques de rayons 
indgfiniment croissants sur lesquels on a 

I 

]f(x)l > (M(r))--~h, 

b grant une constante finie. 

Pour les fonctions d'ordre inf+rieur ~ + ,  ceci rfisulte de la proposition &abtie au 

n~ 3, qui comporte d'aiileurs, dans ce cas, une plus grande pr&ision. Nous suppose- 
I rons donc l'ordre ~ de la fonction f ( x )  sup+rieur ou ~gal ~ 7" 

60 u I l e  

racine primitive k i~"'~ de Funk& Nous formerons le produit 

F ( x )  ---- f ( a ) f @  x) . . .  f (o2 -~ x). 

C'est une fonction enti~re de x ~ qui ne s'annule pas identiquement. D'autre part on a, 
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quelque petit que soit le nombre positif e, 

IF(x)l < e 

d~s que r e s t  suffisamment grand, ce qui nous montre que i'ordre de la fonction F(x) ,  

consid~r~e comme fonction de x k ~ ' , est au plus ~gal fi T et, par suite, inf6rieur fi 7" 

D'apr~s le n ~ 3, le module de F ( x )  restera donc sup~rieur ~ une certaine con- 

stante positive C sur une infinit~ de cercles de rayons ind~finiment croissants. Sur ces 

cercles on aura ainsi 
C 

[f(x)l > If(o~ x ) f  (o~ 2 x) . . .  f (o~ ~-' x)] '  

et par consequent, ,~ plus forte raison, 
C 

If(x)l > 

d'ofi l'on tire imm6diatement la proposition finonc~e, en observant que M ( r )  croit in- 
d~finiment avec r. 

5- On peut &ablir un rfisultat bien plus pr6cis dans le cas off ? ~ ~-. A cet effet, 

nous commen~ons par pr&iser la proposition &ablie au n ~ 2. 

Soit V(x) .  une fonction monog~ne de la variable complexe x ~ re ~ qui jouit des 

propri&~s suivantes : 

I ~ Elle est rggulikre pour tout point du domaine 

- - ~ ? f , %  r ~ R ,  
exceptg Ie point ~t l'infini. 

2 ~ EIle prend des valeurs rdelles et positives pour ? ~--- o, r ~ R. 

3 ~ QueIque petit qu'on se donne le hombre positif ~, l'expression 

tend unif  ormCment vers ~r pour - -  x L_~ ~ / r: lorsque r augmente inddfiniment. 
4 ~ r tendant vers l'infini, le rapport 

rz (r) 
tend uniformdment vers e ~ pour - -  ,x ~ o? ~ /  ~. 

TeUe est, par exemple, route fonction de la forme 

x'  (log x) ~', (log log x) *" . . . ,  

ies exposants ~ &ant des quantit6s r~elles quelconques. 

Cela pos6, nous allons 6tablir cette proposition: 
I Soit une fonction entikre, f ( x ) ,  dont I'ordre p est infgrieur d 7 et dont le module, 

quelque petit qu'on se donne le hombre positif ~, vgrifie I'inLgalitd 

(4) [f(x)l > e ~'~-''vl'' 

pour une suite ilIimitde de points x tendant vers I'infini, A dgsignant une constante posi- 
tive et V une fonction monogkne qui ]ouit des proprigtis gnumgrges ci-dessus. 
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Dans ces conditions, il existe sur tout rayon une infinitd de points x tendant vers 
l'infini pour lesquels on a 

]f  (x)l  > e ca~~ , 

le nombre positif ~ dtant donng aussi petit que I'on veut. 
Ce rdsultat subsiste aussi pour ~ - - - o  s). 

Si cette proposition n'&ait pas vraie, on aurait pour une certaine valeur % de % 
partir d'une valeur finie de r, 

(5) If(x)l < e *'~~ 

d '  d~signant une constante positive inf6rieure g d .  Choisissons une constante .4" teUe 
que A' ~ d "  ~ A, et formons l'expression 

F ( x )  - -  e -w'vl*"-;% f ( x ) ,  
off q~ = % - { - ~ .  

D'apr~s les propri&4s de la foncfion F(x) ,  cette expression d4finit une fonction 

monog~ne qui reste r~guli~re dans le domaine 

(6) - - , ~ - - ~  /_~, r__~R. 
D'autre part, la partie r&lle de V(xe  -~,~) pent se mettre sous la forme 

[cos p - -  (r, V(r), 
e(r, ?) tendant uniform&nent vers z&o pour --,-v ~ - - ? ,  ~ x lorsque r augmente 
ind~finiment. En tenant compte de l 'hypoth&e (5), on en conclut que le module If(x)] 
reste au dessous d'une limite finie C sur le bord du domaine (6). Comme ce domaine 

fail partie d'un angle inf~rieur ~t x - - ,  et comme, k l'int&ieur du domaine, te module 

r0-+~ [F(x)l croit moins vite que e , quelque petit que soit le nombre positif ~, il r~sulte 
donc du lemme d6montr6 au n ~ I qu'on a IF(x)[ ~ C pour tout point d~ domaine 
en question. 

Dans i'hypoth6se (5) on aurait ainsi, quelque petit que soit ~, 

If(x)l < e (At'+r 

d~s que r d@asse une certaine limite. Or cette conclusion est en contradiction avec la 
condition (4), ce qui 'd4montre l'exactitude de notre proposition. 

On se convainc ais&nent que la d6monstration qui pr&6de subsiste sans modifica- 
tion lorsque p m_ o. 

6. En supposant toujours O < ~-, nous aUons maintenant d6montrer le th6or6me 

suivant, qui ne saurait &re pr&is6 davantage: 

Soit f ( x )  une fonction enti)re dont I'ordre ? est infgrieur it -~ et dont le module, d~s 

que ~ > o, vdrifie l'indgalitg 
(7) If(x) l > eCA--e) V(r) 

8) Cette proposi t ion se t rouve 4galement  d4montr4e dans le M4moire  cit6 dans la note  a), et 

m6me pour routes les valeurs de O inf6rieures ~t l 'unit6. 

Rr Circ. Matem. Palermo, t. XXV (x o sere. x9o8 ) . -  S tampato  il 7 gennajo 19o8. 30 
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pour une suite illimitge de points x tendant vers l'infini, A dgsignant une constante po- 
sitive et V une Jonction monog~ne telle qu'il est dit au n ~ 5; on pourra trouver, quelque 
petit que soit ~, une infinitg de cercles concentriques de rayons indgfiniment croissants sur 
lesquels on a 
(8)  If(x)1 > e 

Ce rgsultat subsiste dgalement pour ? - -  o. 
l~crivons, en effet, la fonction donn6e f ( x )  sous forme d'un produit infini et for- 

mons la fonction c?(x) correspondante, comme nous l'avons dit au n ~ 3- On aura, 

d'apr~s (3), 
I (r)l Lf(x)l pour Ixl = r, 

d'ofl il r&ulte, en vertu de l'hypoth~se (7), que la fonction enti~re 9 (x), qui est du 
meme ordre que f ( x ) ,  v&ifie l'in6galit6 

(x)I > e 

pour une infinit6 de valeurs x tendant vers l'infini. La proposition d6montr~e au n ~ 5 
nous permet d'en conclure qu'il existe une suite de valeurs positives de r ind6finiment 

croissantes, r, ,]ra~ . . . ,  r~, . . . ,  pour lesqueUes on a 

I~ ( - -  r)[ > e c~"~ 

Mais, d'apr~s (3), l'in~galit& (8) est alors v&ifi~e sur chacun des cerdes [xl = r , .  Le 

th~or&me est donc exact. 
it(x) &ant d'ordre ?, on sait qu'on a, d~s que a ~ o, 

(9)  [f(x)l > d~-* 

pour des valeurs x de modules ind6finiment croissants. Dans le th6or~me ci-dessus il 
est donc permis de prendre pour V(x )  la fonction x ,~ et on trouve ainsi que, lorsque 
? < - ~ ,  il existe une infinitg de cerdes de rayons inddfiniment croissants sur lesquels est 

vgrifi& l'inggalitg (9), le hombre positif a gtant donng aussi petit qu'on le veut. 
Ce r~sultat avait d~j~ &~ &abli par M. WrMAN, par une voie moins &l~mentaire, 

dans le travail cit~ au d&but. 

Helsingfors, novembre I9o 7. 

E R N S T  L I N D E  L(3F. 


