Zur Transformationstheoric der elliptischen Funetionen.

Von

A. Hurwrrz in Hildesheim.

Betrachtet man den Modul % des elliptischen Integrals erster
Gattung als Function des Periodenverhiltnisses o, so ist bekanntlich
cine Haupteigenschaft dieser Function in dem folgenden Satze aus-
gesprochen:

wZwischen den Werthen k(o) und E{o,) besteht cine algebraische
Gleichung, wenn die Argumente o und o, eine Lelation der Gestalt

aww, +bo - co, +d=0
befriedigen, wo a, b, ¢, d ganze Zallen sind, deven Dderminante
ad — be positiv ausfdlll.«*)

Es kniipft sich nun naturgemiiss an dicse Eigenschaft des Moduls
die folgende Antyabe an, deren Erledigung der Zweck der vorliegenden
Arbelt ist:#¥)

» Alle algebraischen Gleichungen zwischen o wnd o, su bestiminen,
welche der Anforderung geniigen, dass die Werthe k(w) und k(w))
sclbst algebraisch zusammenhingen, wenn © wund @, threrseils jene
algebraische Gleichung befriedigen.

Den nachfolgenden Entwicklungen vorgreifend will ich gleich hier
das Resultat nnserer Untersuchung in folgendem Satze aussprechen:

Unter allen algebraischen Gleichungen geniigt nur die in o und o,
bilineare Relation wmit ganzzalligen Cocfficienten und positiver Defer-
minante der gestelllen Anforderung.

# Der Modul % tritt hier und im Folgenden nur als Repriisentant einer
ganzen Functionsclasse, niimlich der endlichwertligen Modultunctionen von end-
lichem Index auf. Is ist nur der concreteren Darstellungsweise halber, dass ich
mich auf die Betrachtung de~ Moduls beschriinke, eine Beschriinkung, die ibrigens
bei den anzustellenden Untersuchungen nm so weniger verschligh, als jede andere
Function der genaunten Classe von Transcendenten eine algebraische Function
des Moduls ist.

#x) Iis ist dieses dieselbe Aufgabe, auf welche ich im XVIIL. Bande dieser
Annalen, p. 568, gelegentlich hingewiesen habe.
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Tndem ich mich dem Beweise dieses Satzes zuwende, will ich an-

nehmen
flo, o) =0
sei eine Gleichung, welche die geforderle Eigeuschaft besitzb. Danmn
kinnen wir zuniichst voraussetzen, dass diese Gleichung irreductibel
ist, denn widrigenfalls wiirden wir cinen irreductibeln Factor der-
selben in Bettacht ziehen. Tragen wir nunmehr successive o 4 1,
w42, wt3,..., an Stelle von o in upsere Gleichung ein, so
miissen wir sehliesslich zu einer Zahl o 4 # kommen, so dass die
Gleichung

fl@-+mn, 0;;) =0

mindestens eine Wurzel @, liefert, die mit einer Wurzel @,? der
urspriinglichen Gleichung

flo, o) =0

dquivalent ist, das heisst in folgender Weise zusammenbiingt:

—_— & w®
0 = vm:°ig ’
wobei €0 — By =1 ist und «, B, , 0 ganze Zahlen bedeuten.

In der That, der Modul % kann nur dann fiir verschiedenc Argu-
mente ©,° und @,° denselben Werth annehmen, wenn dieselben in
der angegebenen Art zusammenhiingen.*) Fiir die Argumente o, o -1, -+,
nimmt der Modul aber nur eine endliche Anzahl von verschiedenen
Werthen an, und unter den zu allen diesen Argumenten @ 4+ »n ver-
moge f(@, o) = 0 gehorigen Werthen @, muss man daher unzihlig
oft zwei solche wie ®,° und w,” auswihlen konnen, die in der ge-
nannten Relation stehen, da widrigenfalls zu cinem Werthe L(w) un-
zihlig viele Werthe %(w,) gehtren wiirden.

Somit ist klar, dass fir irgend einen Werth von » und fiir
passende Werthe von «, 8, y, & die beiden Gleichungen

und f(CO,ﬁ)‘)-:‘-O

o n 32 =0

eine Wurzel ,° und folglich — wegen der vorausgesetzten Iyreducti-

bilitét der Gleichung f(®, 0,) = 0 — alle Wurzeln gemeinsam haben.
Jetzt miissen wir zwei Fille unterscheiden :

*) Des Naheren ist k(o) =¥({w) dann und nur dann, wenn in der Be-

ziehung

o4 @By __ (10 © 10
3 wl—“—ym—{wé‘ 5 (y s :(O { oder (2 1) {mod. 4)
18t '
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1) Die Substitution
0 = *otl
. . : yay -+ 9
18t purabolisch.

In diesem Falle konnen wir dieselbe in folgende Gestalt setzen:*)

aow +b a0 4D 5
co; +&  ca 4 d + %,

wo k eine ganze Zahl bedeutet. IFithren wir jetzt die Grosse

) b

Q — cwf—iﬂ-—dﬁ
statt @, in unsere Gleichung f(w, @) = 0 ein, so geht letztere iiber
in eine irreductible Gleichung

fi(e, Q!) =0,
und von dieser neuen Gleichung wird nun verlangt, dass sie sich
reproducirt, wenn @ 4 n statt @ und gleichzeitig Q; 4 &k statt Q
gesetzt wird,

Deuten wir aber @ und @, als Cartesische Coordinaten in der
Ebene, so stellt £, (w, Q) =0 eine irreductible algebraische Curve
vor, die bei einer endlichen Translation der Ebene in sich iibergehen
soll. Die Curve ist daher nothwendig eine in der Richtung der Trans-
lation laufende Gerade, die Gleichung f(w, Q,) =0 also linear In o
und Q,. Wir erkennen so, wenn wir schliesslich wieder @, an Stelle
von Q, einfithren, dass unsre urspriingliche Gleichung f(w, @,) =0
nothwendig bilinear in ® und o, war.

2) Die Substitution
LS of
yo, -+ &
ist elliptisch oder hyperbolisch. Dann lisst sich dieselbe in die Gestalt
getzen:®)

0@y

- a w0 —
T s ) T Az,

w — b w;— b7

und unsere Gleichung

flw, @) =0

geht, durch Einfibrung der Grdsse
®, — o
Q‘ = —70.)7,7; b

an Stelle von ®,, in eine neue irreductible Gleichung

fl(wagzi) =0

*) Siehe Klein, Uesber die Transformation der elliptischen Functionen und
dic Auflosung der Gleichungen finften Grades, Math. Annalen XIV, pag. 122 — 124,
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Diese letztere Gleichung soll nun ungeiindert bleiben, wenn @
in @ 4+ n und gleichzeitig Q, in 1Q, verwandelt wird. -

Deuten wir wiederum @ und Q, als Cartesische Coordinaten,
so muss also 7, (0, Q,) = 0 eine irreductible algebraische Curve C vor-
stellen, die bei der linearen Transformation ihrer Ebene

w=0+n Q =1 Q

in sich tibergeht. Daraus folgt aber, dass die Gleichung f;(®@, ;) = 0
@ gar nicht enthilt, und folglich f(w, ®) =0 gar keine Lelation
awischen o und @, darstellt.

Zunichst schliessen wir nimlich, dass die Curve € die Gerade
Q, =0 {@-Axe) nur im unendlich fernen Punkte der letzteren treffen
darf, da jeder im Endlichen liegende Schnittpunkt von C und Q, = O

eine unendliche Zahl solcher Schnittpunkte hervorrufen wiirde. Dem-
nach ist:

fl(ws‘Ql) = Q,fy(0, Q) + k;
Aofo(@—4n,4Q) =f(o, Q),

und daber muss die Curve fy(@, Q) = O entweder die Gerade Q, = O
als Bestandtheil enthalten, oder diese Gerade im unendlich fernen
Punkte treffen, Es ist also

Q) =Qfi(0, Q) + &,

Auf f; sind dieselben Schliisse anwendbar, wie auf fiundf, u s f.
Wir erhalten somit eine Reihe von Identititen folgender Gestalt:

=90 + ki,
fo= Q)fg + kz,

. .

es folgt:

2= Q kngr + k.

Hierbei bedeuten die %; constante Grossen. Aus diesen Ldentititen
ergiebt sich nun unmittelbar £, als ganze Function von Q, vad £,
enthilt also in der That gar nicht die Grosse w. .

Bs ist somit erwiesen, dass nur in @ und @, bilineare Relationen
zu algebraischen Gleichungen zwischenr den Werthen k(o) und % (a,)
des Moduls Anlass bieten kbnnen. Wir haben diese bilinearen Rela-
tionen noch niher in Bezng auf ihre Coefficienten zu untersuchen.

Bei dieser Untersuchung werden wir von der Gleichung

a0, 4-bo 4 co, +d =0

anzunebmen haben, dass sie nur eine endliche Zahl von indquivalenten
Werthen @, (resp. ) liefert, wenn fiir @ (resp. w,) alle einer festen
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Zuhl #quivalenten®) Werthe eingetragen werden. Driicken wir nun
zunfichst aus, dass irgend eine ganze Zahl n existirt, so dass der zu
© -+ n gehbrige Werth von w, fiquivalent ist dem zu @ gehirigen
Werthe, so folgt:

Die Substitution

¢ d A —f: albn Un
“b—d=mb\x x ) [T a
a b uln A — abn
¢ etma) \—gx T —& A

ist nothwendig ganzzahlig. Hierbel ist ad — be == A gesetzt. Da

abn P®n : ”
sonach ==~ und —~ ganve Zablen sein miissen, so muss

abn  bn a

AT A Ty
eine vationale Zahl sein. Wegen der vollkommenen Gleichberechtigung
von o und o, muss daher auch »Z— eine rationale Zahl sein. In gleicher

Weise ergiebt sich aus der Forderung, dass fiir eine passende ganze

Zahl # der zu — m—:—n’ gehirige Werth von @, dem zu @ gehorigen
Werthe dquivalent sein wird, dass %« eine rationale Zahl sein muss,

Diese Resultate zusammengefasst ergeben schliesslich:

Die Verhiltnisse a : b:c:d wmiissen rotionale Zahlen sein, und
die Grissen a, b, ¢, d kinnen daher als ganze Zahlen angenommen
werden.

Damit ist der Beweis unserer Behauptung geliefert, bis auf die
kleine in die Aussage unseres Satzes aufgenommene Beschréinkung,
dass nimlich die Determinante ad — b¢ der bilinearen Gleichung positiv
sein soll.

Dieser Zusatz motivirt sich durch die Eigenthiimlichkeit des Mo-
duls nur fiir Argumente mit positiver zweiter Ordinate definirt zu sein.

Dadurch wird es némlich erforderlich, dafiir zu sorgen, dass zu
Werthen o mit positiver zweiter Ordinate nur Werthe @, gehoren,
die gleichfalls in der positiven Halbebene liegen, was, wie man sich
leicht iiberzeugt, durch die Annahme ad — be > O erzielt wird.

Hildesheim, den 11. August 1851.

*) Zwel Werthe w und o heissen Aquivalent resp. iniquivalent, jenachdem
es mdglich resp. unmdglich ist, vier ganze Zahlen «, §, y, 80 zu bestimmen, dass

ad —fy=1und o= —g%ig ist. (Cf. p. 68.)



