
Zur Transformf~tionsi~heorio d e r  el l iptisehen Funct ionen.  

Von 

A. Hu~wvrz in I4[ldesheim. 

Betrachtet man den Modul /~ des elliptisehen Integrals erst, er 
Gattung als Function des Periodenverhgltnisses t% so ist bekanntlich 
eine Haupteigensehaft dieser Function in dem folgenden Satze aus- 
gesproch en : 

,,Zwischen den Werthen k(co) u~,d k(ah) bestch, t eine a~gebraisehe 
Glcichung, wenn die Arg,~mente co u n d  co~ eine ~elation der Gestalt 

aco% -? boo § c~, q- d :  0 
befriedigen, wo a,  b, c, d ganze ZaMen sinful, dcren Deter.minante 
a d - -  b e ~ositiv a usfgi~lt. "*) 

Es kniipft sich nun naturgem'~ss a,a diese Eigensehaft des bIoduls 
die folgende Aui'gabe an, deren Erledigung der Zweck der vorliegenden 
Arbeit ist: **) 

. A g e  algebraisehen Gleiehungen zwisehen oa und co E zu bestimmen, 
welche tier Anfor&.rung ge~digen, class die Werthe k(co) und k(coj) 
selbst algebraisch zusammc~zhiingen, wenn co u n ~ 1 %  ihrerseits jene 
algebraisehe Gleichung befriedigen." 

Den nachfo]genden En~wacklun~en vorgreifend will ich gleich bier 
(his Resultat unserer Un~ersuchung ia folgendem Satze aussprechen: 

U~#er allen cdgebraisehen Gleichu~zgcn geniigt nu t  die in co ~z(l co 1 
bilineare Reh#io~'~ mit ganz,~.'c~ltloen Coeffieicnten u.nd positiver Deter- 
minante der 9estdlten Anforderung. 

*) Dcr h'Iodui h tritt hiev und im FoIgcaden nut als [~eprSsenta.nt einer 
g~nzen Functionsclasse, n~mlich der endlichwerthigen Modult'unetionen yon end- 
lichem Index auf. Es ist nut der concreteren Darstellungsweise halber, dass ieh 
reich ~uf die Betr~ch~ung de. ~Iodu]s besehr~nke, eine Besehr~nkung, dic fibrigens 
bei den g~nznstellenden Untersuehungen um so weniger verschlSgt, a, ls jede aadere 
Function der gen,~nnten Classe von Transeendenten eine algebraisehe Function 
des Moduls ist. 

**) Es is?: dieses diesell:,e Aufgabe, auf welehe ich im XVIII. Bande dieser 
Annalen, p. 5~6, getegentlieh hingewiesen hale.  
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Indem ich reich dem Beweise dieses Satzes zuwende, will ich a n -  
ne]3mell 

f(co, ~ol) = 0 

sei eine Gleichung, welche die geibrderLe Eigettschafb besitzt. D~n~x 
kSnnen wit zun~chst voraussetzen, d~ss diese Gleichung i r reduct ib(~l  
ist, denn widrigenfalls w~rden wir cinen irreduc~ibeln t actor  d e r -  
setben in Beti'acht ziehen. Tragen wit nunmehr successive co-~- l~  

+ 2, co + 3 , . . . ,  an Stelle yon co in unsere Gleichung ein,  s o  
m~issen wit schliesslich zu einer Zahl co-+-n kommen, so dass d i ~  
Gleichung 

f(co + n,  col) ----- 0 

mindestens e i n e  Wurzel ~ t  ~ liefert, die mi~ einer Wurzel cozo d e r  
ursprilnglichen Gleichung 

f(co, o~) ---~ 0 

:,~quivalent ist, das heisst in folg'ender Weise zusammenhSng~: 

toto + 6 

wobei a~ --  f17 = 1 ist und t~, fl, ~, 0" ganze Zahlen bedeuten. 
In der That,  der Modal k kann nut dann ffir versehiedenc A r g u -  

mente o~j ~ und col ~ denselben Werth annehmen, wenn dieselben i n  
der angegebenen Art zusammenh.~ngen. ~-) Ffir die Argumente co, co + 1 , . . . ,  
nimmt der Modul abet nu t  eine endliche Anzahl yon verschiedenen  
Wer~hen an, nnd unter den zu allen diesen Argumenten co + n v e r -  
mSge f(co, cot) -= 0 gehSrigen Werthen cot, muss man daher unz .~hl ig  
of~ zwei solehe wie ah~ und co-o ausw~hlen k~nnen, die in der g e -  
nannten Relation stehen, da widrJgenfalls zu einem Werthe k(o~) u n -  
zShlig viele Werthe k(co~) gehSren warden. 

Somit ist klar, dass flit irgend einen Werth yon n und f'fir 
passende Werthe yon a, fl, 7 ,  ~ die beiden Gleichnngen 

f ( ~ ,  co,) = 0 
und 

f(co + 
eine Wurzel coo und folglich ~ wegen der vorausgesetzten I r r educ t i -  
bilit~t der Gleichung f(co, c%) = 0 - -  alle Wurzeln gemeinsam h a b e n .  
Jetzt  mtissen wit zwei F'~lle unterscheiden: 

*) Des N~Lheren ist k(m)~-~-k((ot) clann und nur dann, wean in der Be- 
ziehung 

oo+ (o ~ ~ 
e~ ~ ~ oder (rood. 4) 7 m + 6 "  ' y 0 1 2 1 

ist, 
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1) Die Substitution 
, ~ + F  

ist 1)arabolisch. 
In diesem Falle kSnnen wir dieselbe in folgende Gestalt setzen:*) 

arol' Ac b aah -~- b 
e~o,'+-------~ - -  e~o,+ d + k, 

w o k  eine ganze Zahl bedeutet. Ftihren wir jefzt die Gr5sse 

ac~, + b 
~' = eo~(-t- a 

start co I in unsere Gleiehung f(eo, r ~-- 0 eia, so geht letztere fiber 
in eine irreduetible Gleiehung 

f', (~ ,  Q,) = o ,  

und yon dieser neuen Gleiehung wird nun verlangt, dass sie sieh 
reprodueirt,  wenn co - t -n  start co und gleiehzeitig f~j-t-lc start Q, 
gesetzt wird. 

Deuten wir abet ra und Qj als C a r t e s i s e h e  Coordinaten in der 
Ebene,  so stellt ['j (co, Q , ) =  0 eine irreductible algebr~isehe Curve 
vor, die bei einer endliehen Translation der Ebene in sich fibergehen 
soll. Die Curve ist daher nothwendig eine in der t~ichtung der Trans- 
lation laufende Gerade, die Gleielmng fl (o~, Qj) = 0 also linear in co 
und Qj. Wir erkennen so, wenn wir sehliesslieh wieder co 1 an Stelle 
yon ~,  einfiihren~ dass unsre ursprtingliche Gleiehung f(co, co,)=0 
nothwendig bilinear in co und r war. 

23 Die Substitution 

CO i "  
~oJ, + 6  

ist elliptisch oder hyperbolisch. Dann l:.iss~ sieh dieselbe in die Gestalt 
setzen:*) 

r i - -  a ~ t - -  (~' 
�9 ~---/~ . . . . .  ~. 1 

o h -- b co, -- b ~ 
r 

und unsere Glelchun~ 
f ( ~ ,  o.,) ----- 0 

geht,  dureh Einftihrung der GrSsse 

O), - -  b 

an Stelle yon co,, in eine neue irreductible Gleiehung 

f, (~, ~ , )  ---- 0 
tiber. 

*) Siehe Klein, Uober die Transformation der elliptisehen Funetionen und 
dic AuflSsung der Gleichungen ffinften Gr~de~, Math. Ann~len XIV, pag. 122--124. 



70 A. Hu~w~vz, 

Diese letztere Gleichung soll nun unge~ndert bleibell~ wenn ~o 
in eo-~-n und gleichzeitig ~1 in ~ 1  verwandelt wird. 

Deuten wir wiederum co und ~1 Ms Car t e s i sche  Coordim~tclJ, 
so muss also/~ (co, ~1) ~ 0 eine irreductible algebraische Curve C ~ror- 
stellen, die bei der]ine~ren Transformation ihrer Ebene 

in sich tibergeht. Daxaus folgt abet, dass die Gleichung f~ (co, ~ ) ~  o 
gar nieht enthiilt, and [blglich f(eo, co , )~  0 gar keine I2elation 

zwischen co und co~ darstellt. 
Zuu~chst schliessen wir niimlich, dass die Curve C die Gerade 

~ ~ 0 (oz-Axe) nur im unendlich fernen Punkte der le~zteren treffen 
darf, da jeder im Endlichen liegende Sehnittpunkt yon C und ~ ~---0 
eine unendliche Zahl solcher Schnittpunkte hervorrufen wiirde. Dem- 
naeh ist: 

f~(co, ~ )  - -  ~f~(~, ~ )  + ~ ;  
es folgt : 

�9 f~(~ + n, ~ , )  =:  f~(~o, ~), 
und daher muss die Carve [.~(a~, f l ~ ) ~  0 en~weder die Gerade ~, ~ O  
als Bestandtheil enthalten~ oder diese Gerade im unendlich fernc~ 
Punkte treffen. Es ist also 

f~(~) --~ ejt~(o, ~ )  + J~,~. 
Auf f:3 sind dieselben Schlfisse anwendbar, wie auf f] und ]~.~ u s. L 

Wir erhalten somit eine geihe yon Identit~ten iblgender Gestalt: 

. �9 . . �9 

�9 �9 . . 

Hierbei bedeuten die ~ constante Grhssen. Aus diesen Identit'~ten 
ergiebt sich nun unmittelbar fl als ganze Function yon Q1, u~d f l  
enth~lt also in der That gar nicht die Grhsse co. 

Es ist somit erwiesen, dass nur in co und co I bil'ineare Relationen 
zu algebraischen Gleichungen zwischen den Werthen k(co) und k ( ~ l )  
des Moduls Anlass bietea khnaem Wit hubert diese bilinearen Relu- 
tionen noch n~iher in Beztlg auf ihre Coefficienten zu untersuchen. 

Bei dieser Untersuchung werden wir yon der Gleiehung 

a ~ %  + beo + ceo I + d ~  0 

anzunehmen haben~ dass sie nut eine endliche Zahl yon in~quivale~ten 
Werthen col (resp. co) liefer~, wenn ffir co (resp. col) alle einer festea 
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Z~hl ~quivalenten*) Werthe eingetragea werden. Drflcken wit nun 
zunfichst aus, dass irgend eine ganze Zahl n existir~, so dass der zu 
co d_ n gehSrige Werth yon co I ~quivalent ist dem zu co gehSrigen 
Werthe,  so folg~: 

Die ~u )stltutmn 

- - b  - - d -  n b  - -  Z . . . . . . . . . .  

a c + n a /  - - Z -  - - A  \ - - - ~ -  

is~ no~hwendig ganzzahlig. Hierbei ist a d - -  bc ~ A gese~zL Da 

abn und b2n gan~e Zah]en sein m~issen~ so muss sonach - ~  ~ --h-- 

a b n  b2n a 

: ---s . . . .  h- 

eine rationale Z a h l  sein. Wegen der vollkommenen Gleichbereehtigung 

a eine rationale Zahl sein. In gleicher yon co und co I muss daher auch - j -  

Weise ergieb~ sich aus der Forderung,  dass ffir eine passende ganze 
1 

Zahl n' der zu - -  ~ +  n '  gehSrige Werth yon eo~ dem zu ~ gehSrigen 

Wert  he iiquivalent sein wird, dass --d- eine rationale Zahl sein muss. 

Diese Resuttate zusammengefasst ergeben schliesslich: 
.Die VerMiltnisse a : b : c : d milssen rationale Zah len  sein, und  

die Gr~ssen a ,  b, c,  d kSnnen daher  als ganze Zah len  angenommen 

werden.  
Damit ist der Beweis unserer Behauptung geliefert, his auf die 

kleine in die Aussage unseres Satzes aufgenommene Beschr~nkung, 
dass niimlich die Determinante a d - -  b c der bilinearen Gleichung positiv 
sein soll. 

Dieser Zusatz motivirt sieh durch die Eigenthfimlichkeit des Mo- 
duls nur ftir Argumen~e mit positiver zweiter Ordinate definirt zu sein. 

Dadurch wird es n~mlich erforderlich, daftir zu sorgen, dass zu 
Werthen co mit positiver zweiter Ordinate nur Werthe eo I gehSren, 
die gleichfalls in tier positiven Halbebene liegen, was, wie man sieh 
leicht tiberzeugt, dutch die Annahme a d  - -  bc > 0 erzielt wird. 

t l i l d e s h e i m ,  den l l .  August 1881. 

*) Zwei Werfha to und cot heissen ~,quivalent resp. in~quiwlent~ jenachdem 
es mSglich resp. anmSglich ist, vier gauze Z~hlen a, ~, ~,, 5' so zu bestimmen, dass 

a ~ - - f l 7 ~ l  und ~ o ~  ist. (Cf. p. 68.) 7a~1-{-6 


