Ceber die Darstellung der hypergeometrischen Reihe durch
ein bestimmtes Integral.

Von
Pavy ScuarueiTii io Berlin,

Schon seit Euler ist es bekannt, dass die hypergeometrische Relhe
bis auf einen constanten Factor dargestellt werden kann durch das

Integral
1

‘/u‘“‘"(l — w1 — ruye du.
o

Es diirfte vielleicht nicht ohne Interesse sein, eine von dieser
vollig verschiedene Integraldarstellung mitsutheilen. Diese neue Dar.
stellupg enthiilt unter dem Iulegrationszeichen Bessel'sche Functionen
und wihrend obige Darstellung giltiyg ist fiir alle Werthe von z mit
Ausnahme der auf der reellen Axe zwischen 1 und oo liegenden, wird
die neue Darstellung sich beschrinken auf Punkte der recllen Axe.

Um nachher den Gang der Entwickelungen nicht zu unterbrechen,
soll zuerst ein Hilfsintegral abgeleitet werden.

Bezeichnet man die Bessel'sche Funetion »r Ordnung mit J"(x),
50 lIst:

.

) o -
1 AT J I T cos(L cos> W) sIn** e dw,

V= '.”"’TT(n-_l,)
sobald 2 > — 1, - Durch partielle Integration folgt:

t A . - Vo ime
gy = o sin (2 cos @) sln** 4o cos & dw.
;72 ._,l—‘ln'(n_ '))
v

Dividirt man diese Gleichung durch z*~*7! und integrirt alsdann
nach x von U bis oc, so wird das entstehende Integral
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I
f n*ﬁl dz

o
einen endlichen Werth besitzen, sobald # > O (wegen der unteren
Grenze) und % < —§~ 4+ n (wegen der oberen Grenze); die Ermittelung

des Integrales geschieht durch Umkehrung der Integrationsordnung
auf der rechten Seite. Es ist:

@

J*
® [ Far e

¢
2

2 @

1 . co8 o sin (& cos w

= e - o sin®* 260 d® —i—.}—_(x_‘—) dzx.
‘3"_2 . Vﬂ T (n——o—)

=70

]

Das innere Integral hat nur dann einen endlichen Werth, wenn
0 < %< 2 mit Ansschluss der Grenzen. Unter dieser Annahme be-

. 'or 7% : . .
hilt es avch fiir ® = - eine Bedeutung; denn es ist, wie aus der

Theorie der Euler'schen Integrale bekanunt ist:

@«

/. c08 o sin (z cos @) dz = T{x — 2) - sin

—1 2—x
P ~ % - Cos** .
P 2

Somit geht (2) iiber in:

wlw

«

% — 1

TI(% — 2) sin * . 4

3) {._.521 dz = - 2 3 sin?* 2@ cos** @ do.
P YR (n——-;-)

9 0

Das in (3) vorkommende Integral ist ein Euler’sches erster Gattung

und man erhilt, sobald = > ;—i—:

a

1—%y . x—1
" M — ) TT( )sxn 7
@ 2 e 2 .
/ xn-—x-}—l (222 ’ (0 < % < 2).

T YT n—--’—:—)

[
Nun ist:

sinu-.zln- Va .
TR
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Also:

Ferner ist nach einem bekannten Gauss’schen Theorem:

MG

FF T (¢ —2)

V=
Somit ergiebt sich schliesslich:

. e (e U( n > 13
“4) e di ==
& on—s+1 77 n-——) O<x<?

0

; e e 3
Die untere Grenze von # kann hierin bis anf — = herabgesetst
werden. Nimlich aus den bekannten Formeln:

(ha) 2 Jr(g) = I () 4 I (),
(Bb) 2 20 gei(gy — S ()
folgen die beiden anderen:

(64) A ITE) o g,
6h) ‘g.(x«;gﬂ_('fl) = e g I

Vermtge (6a) erhilt man:

«x €&

J* Yz 2 Iy
f‘;:;— diz == e 4%
K K
I BTN A o) | LB gy
- o + = LRt '

t

Ist O <<+ 71;, so versghwindet die Klammer und man er-

hilt vermittelst (4):

*®

1
J“Alix; ﬂ(: Mf) n > "2
Tax d.’ﬂ == - ~—*“"T‘“‘" 3 N . 1 y
« 2 (T —1) 0<% <2 resp. nt

@

i
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oder bei Vertauschung von # — 1 mit %:

s % 1
/J'(z) d ﬂ'(?—— 1) n>—z
n—%+1 n—% 4 3
, 2 '“Tf(n-—-%) 0< %<2 resp. Nt
Durch nochmalige Anwendung dieses Verfahrens ergiebt sich:

w© u 3
Jrz) n('é'—l) ”>‘;

D [arde= . %Y ? 3

oR—xF T[(n-?) O<a<<2 Tesp. n+?

[

Kleiner darf, wegen der Beschrinkung von %, % nicht sein. Auch
die obere Grenze von % lisst sich genauer feststellen, Durch An-
wendung von (6b) folgt:

T (g) Jr@)
f e f T

0

Die Klammer verschwindet, sobald 0 < % < % -+ -2~; folglich:

. % 3
I g (%) n>— 5
n—x = ?
z A 1§ n—ﬂ;) 0<% <2 resp. n+—;—

0

Setzt man » an Stelle von » 4+ 1 und % — 2 an Stelle von x,

so folgt:

o % !
ERC (31 n>—g
sy dz = —x41 k1 ’ 3

z o ﬁ(n—?) 2< %<4 resp. n+t3

]

Da nun (4) auch fir » = 2 giltig ist, wie unmittelbar aus (6b)
erhellt, so folgt:

w0 "3 3

It mE ) "
) [aardr= e :
R (ﬂ - ?) 0<x<4 resp, nt5

]

Durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens erhilt man schliess-
lich die Formel:
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L

R aicol n(% _1) "> :'s?
@) [t = Ay >
2:—8-{—1 n(n_?) O < x < ” + ey
. 4

Diese Formel ist fiir ein ganzes % schon von Herrn H. Weber®)
gefunden worden.

Nunmehr schreiten wir zor eigentlichen Aufgabe dieser Arbeit.
Es sei:

(10) P(5) = [ _*’_"_(?)il”,fff). dz,

.
so 1st:
20

, v [ e ad”(
‘W)'—’Tf o e da,

]

(1) ]
” v [ J* RS (22)
g =t [ L By,
v

Damit die Integrale in (10) und (11) nicht sinnlos sind, missen
die Bedingungen erfullt sein:
(11a) 1<i<p+v+ L

Bei Benutzung der bekannten Bessel'schen Differentialgleichung
erhilt man aus (10) und (11):

f1 ” ion)
{12) ¢ \z)_a___q, (2)— = ?_ o () = _/ (x) xz) i

Aus (11) ergiebt sich ferner durch partielle Iutegration:

, 1—1 1 [ J ez adPin

(13) ¢'(z) = L@ - / SR 2 da,
. 1~l 1—2

(14) g (@) = LTRATD o

s {oww _ 2=z ad*@l .

T z‘ 2 ozt [ ox

Aus (13) und (14) folgt:

*) Crelle, Journal f M. Bd. 69, pag. 3L



162 Pavr Scrapmenvin,

(15)  2¢"(zy — 24— 3)z9'(d) + {(A — 1)* — &%} 9(2)

a0

T T () T x2)

o
Aus (12) und (15) erhdlt man nun:

(16) A — 1) g"(s) — 2{(24 — 3) 2 + 1} ¢'(2)
F{IA— 1 — 2] 2+ 27} p(5) =0,
Setzt man:
17 p(5) = 2¥(2),

so ergiebt sich aus (16):

(18) 22 — 9" () + 2 {2y — 24 +3)2* — 2v + 1)} ¥/(y)
+{v(vr —244+2) + (1 —1)> — p*} 2¢%(2) =0.

Setzt man ferner:

(19) 2 =4,

so folgt aus (18):

(20)  EE—DE O+ {—A+DE— @+ D} YO

w—r+i—N@at+r—2+1)

: e Ly =o.

Setzt man:
=g,
v=y—1,
b=y =B,
so geht (20) iiber in die bekannte hypergeometrische Differential-
gleichung. Bezeichnet man somit:

@

‘ -#, =1 (e
@1) / 7D I 2D gy

xf e heid
0

mit @(«, B, », 2), so erhilt man mit Ricksicht auf (17), (19)
und (20):
(22) pa, B, v, 2) = Ao Fla, B, p, 2%)
+Ba P —y+1, f—y+1, 2—y 2

hierin bedeuten 4 und B noch niher zu bestimmende Constanten.
Die Bedingungsgleichung (11a) geht iiber in
(23) y—a—f—1>0 und «>0.

Ausserdem darf weder « — 8 noch py — 1 eine negative ganze

Zahl sein. Um zur Bestimmung von 4 und B zu gelangen, gelte
folgendes:
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Iu der Reihenentwickelung von J*(x) bezeichne wman die nach
Abtrenuung des ersten Gliedes verbleibende Beihe mit H=(c); es wird
alsdaun H=(z) mit der (n -+ 2)» Potenz von x beginaen.

Dann i1st

F

1} /V.zcv-a'-x‘}a—ﬁ(‘c) dz

JO P (z) Hr N z8)
+ / ey P
]

vorausgesetzt, dass das erste Integral einen endlichen Werth besitat.
Ubter dieser Anpahme ist nach (9):

7—1

o{«, B, 7, 8) = TG

'y_ln(a — 1)

J" #x) ur ‘_.c:) dx
AEAM— Ty — 1)

T

(24) @, ,7,2)=

Setzt man fiir Jdie linke Seite dieser (nleichuug den aus (22)
folgenden Werth, dividirt dunn durch ¢7—' und setzt alsdaun g = 0,
0 verschwindet wegen der obigen Bemerkung tber K *(x) das Integral
auf der rechten Seite. Ist > 1, so sieht man, dass dann I den
Werth Null hat; auch fir y = 1 muss B Null gesetzt werden, weil
dann die zweite Losung der Differentialgleichung logarithmisch un-
endlich wird, Somit ergiebt sich fiir kleine Werthe vou 2:

oz ' M« —1) sy—1 [
30) QU ﬂy Y, 3) )y—u-—x n:_ ﬁjn(;:———l) 24 JI(“ ﬁ Y. 2 )

vorausgesetzt dass (nach (9,}:
(26) et p—a< s ud p2L

Von diesen beschiizkenden Bedinguugen kann man sich indess
befreien. Es ist:

- N J P I Lix2)
(27) e(«, B,7) =/ a4
5
e AT e, JY sy
(28) glat1, B, /;—/ L e

Hieraus folst mit Hilfe von (9a):

2w 2e+B) e —olatl)= *-—"*,-ra,;,r“m- dz.
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Aebnlich folgt:

Je Bz Jr(zd)
B0) 20—VDe—splr— 1= Zf~——-—,,-{,~1
0

dz.
zr

Aus (30) folgt vermoge (5b):

/‘?J""‘ﬁ ) Fi _
y—NDNoe—z9ly— 1)=“J’ ;,_T,(TiT'jg {1 (z2)} dz

]

Jo A (2) T @) ]* / y—e— - NI T @ I )
R e z

0

1}
y—1 N a—pg—1 __ Je—-p+1
+}7fJ @ {J @ — o}
[]

xy-—a—p—l
Da wegen (23) die Klammer verschwindet, so erhilt man mit Riick-
sicht von (27), (28), (29):
B 2(r—e—1) (& B, 7) + (e+1, B,7) — 2¢(e B, 7~ 1) =0.
Analog ergiebt sich:
(32) 2¢—B—D o, . 7) — 9@, f+L,7) —29(«, 8,7y —1) =0.

Denselben beiden Gleichungen geniigt die Fanction

Ma —~ 1) 1 2
2y—a—p‘ﬂ(_ ﬁ) -n(y —1) & F(“J ﬁ: ?’ Z ))

wie aus zwei bekannten Gauss’schen Formeln*) sich ergiebt. In (25)
kann «, das positiv sein muss, willkiitlich gewihlt werden. Dane
werden f§ und y beschrinkt wie aus (26) folgt, durch die Bedingungen:

ﬁ<%""“: yZI

Formel (31) hebt aber die Beschrinkung von y und (32) die von
B auf.

Ferner musste im Verlauf des Beweises angenommen werden, dass
y —a— f — 12> 0; sonst lisst sich nimlich ¢ nicht zweimal nach
z differenziren. Das Integral @ selbst bleibt aber endlich, sobald nur
y —a—f+1>0; es lisst sich zeigen, dass anch hierfiir noch
(25) bestehen bleibt.

Man dividire (25) durch z7-! und differenzire unter Anwendung
von (6b), so folgt:

*) Gauss, Disq. circa ser. inf. ete. formula 5, 12. Werke III, pag. 130.
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®

ST IMen g Te— D -t GFa, By, 29
LY—a—f—1 or—a—p M—FHTy -1 ds >

[

y—a—pg—1>0).
Nach der Formel

el % Fat1, p+1 oyt

ergiebt sich aus obiger Formel:

’ Joe=Biz) J7 (£2) d
Pt xz

SR L1 1. S t 1, &
27-4:‘,5-—1 n(_ﬁ_ 1)]1(7) s F(a—*— 1! ﬁ+ ? 7+ H Z.),

(r—e—B—-1>0)
oder wenn «, B,y an Stelle von « + 1, 8+ 1, » 4 1 gesetzt wird:

-3

/ I Sz
°

1o

e M- 1) 1 2 — — 0).

Zf—a—ﬁn('ﬁ)n(y’__l) = F(a) ﬁ) 7’2)1 (7 « ﬁ> )
Durch nochmalige Anwendung desselben Verfahrens erhilt man schliess-
lich fiir kleine Werthe von z:

@

pgy f IR N g Te=D  aap 2
\53)'/ P dz= ;y'_'.?z—/] =My —1) ~ 1(“) 8.7,

[
(¢>0; y—a~p+4+1>0; weder « —f noch y—1 negativ
ganzzahlig).
Piir 7= 0 und 7 — 1 bleibt (33) uur giltig, sofern a4-B<~-
Wie schon erwahnt gilt (33) in der Umgebung des Nullpunktes;
es ist noch zu untersuchen, wie der Werth des betrachteten Integrales
sich iiber den Puukt 7 = 1 hinaus fortsetst.

Ist 2> 1, so setze man
1

2 =
und man erhilt:
% J"—/’(:C) Jy—l(:{)
() = | gyt da G < 1)
Z

]
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Man substituire unter der Voraunssetzung § > 0,
g = 'a‘:’;

so folgt:

) = o [ LI g
oder ’
Gy = / R TN 2Y)

Mit Hilfe von (33) erglebt sich hieraus:

a—p y—-1
@ S,
v
—_———— e 2ot Flo gyl a— 1
,y—a—p’n(/__a__‘)n-(a___ﬁ) 18 (“: a—y-+l, a—p41, Zg)
(# > 1)

Es geht somit das Integral an der Stelle z =1 in eine andere
Function Gber, da die in (33) vorkommende Function nicht die regu-
lire Fortsetzung der in (33) vorkommenden ist.

Man sieht leicht ein, dass ¢(«, 8,7,2) fir 2 =1 endlich und
stetig bleibt, sobald y — & — 8 > 0; bezeichnet man die in der Zahl
enthaltene grosste ganze Zahl mit E(xn), so bleiben auch die Ab-
leitungen von @ bis zur Ordoung E(y — « — B) endlich und stetig.
Die hoheren Ableitungen dagegen sind fiir z = 1 unstetig. Es folgt
dies daraus, dass ¢ selbst an der betreffenden Stelle unstetig wird,
sobald y — & — B < 0. Setzt man nimlich in diesem Falle

“+p‘,_7=l~';";

wo
0<2<,
50 ist:
(36) @(1) =j ' Ja-3g) Jr-1(x) dz.
)]

Fir die obere Grenze ist die zu integrirende Function gleich:

2y —_
cos{;w 4(3)+!

>
2y 1
— x} cos — o —
k4 }Ob{ 1 b4 .’E}

- 2
. Cos{lig_ﬁn-lx}-{-coa" afﬁ_l 3
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Wegen des zweiten Sumwmanden wird ¢(1) im allgemeinen unendlich
werden; nur in dem Falle, dass y — & 4 § eine gerade Zah! ist, wird
(1) endlich bleiben. Dieser Grenzwerth ist noch zu ermitteln,

Es sel
(3D r—u«+p=2m
wo m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Aus der Un-
gleichhert

I<y—a—-p+1<L1

folgt alsdann:

(38) m_<ﬁ<m+é

und es ist zu ermitteln das Integral:

(39) J zrd—m Ja— 8 (g)Ja—sHn—t{g) dx == P (m).

[{]

Fiir o = 0 und 1 ldsst sich der Werth von (39) leiclit finden. Namlich
aus (Da) und (3Db) folgt:

(40) LI () +

Setzt man n = « — § und multxplicirt (40) mut z%Jo=8(z) so
folgt:

4@ _ Jemi(a).

a3
(#1) (@ — B, a2B-1 [J i () 4 a3 J? () - dJ¢ x(Z)
=—=g*8 Je—p /.£ Ja- At (.’L’)
Nun ist:

L Jes (@) — peet [Jr (@,
somit erhilt man aus (41):
) (@—2p) T @+ gy BT F@)

= z28 Ja—p (z) Jo—F—t{z).
Integrirt man diese Gleichung zwischen O und o, so ver»chwindet
das Integral aus dem zweiten Gliede, da « > Ound § < 5 (nach 138))

und man erhilt:

43) (a—213)J gt Job (5) Jo3 (z) dz = $(0).

Auf das Integral in (43) lasst sich (33) anwenden, da | — 28 > 0,
und es folgt, wenn man in (33) y = a — f 4 1 setet:
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_ TH(e— 1 T (—28) 0<8< LY.
u) ¢ (0= 2T (= T~ T« —26~1) ’ (0=h<3)
Successive l3sst sich aus (44) der Werth von 3 fiir kleinere und
grossere m finden. Durch Induction findet man so:

. Mae—1TT2(m—§)
W) ¥(m) = m i T~ pTiem—f - DTt en—3f—1)’

(‘n’éﬁ < m+%)

Um die Richtigkeit von (4D) zu erweisen, sefze man:

(46) Yy (m) = [ 228 Jo—§(g) Jo—btimtl (z) d,

so ergiebt sich vermdge (5a) aus (39) und (46):

(A7) ¥ (m)+ ¥, (m) = 2 (a— +2m) j iw—mw Ja—8 (z) Jo~0+2m (g d.z.
Das Integral in (47) lisst sich w:eder durch (33) finden und man

erhilt unter der Annabhme der Richtigkeit von (45):

_ TV () TT2(m—8)
8 wy(m) 22— BYTT(— f— )T (2m — ) T @+ 2m — 26)’

(m_é_ﬁ<m+%)-

Nun sieht man auvs (48) dass

(49) ¥ (e, fm) =1d(a+1, f+1, m-1).
Mit Hiilfe von (49) folgt aus (48):
(50) ¥ (e, B, m+1) = e

P (g L 1) TT (— ) TN (2m— 1) THef-2m—26+1)
(m+1gp<mtd)

Setzt man aber in (45) m + 1 an Stelle von m, so folgt auch (50).
Nach der bekannten Kistner'schen Schlussweise folgt somit die Richtig-
keit von (45).

Das Resultat der bisherigen Untersuchungen lisst sich nun folgen-
dermassen zusammenfassen:

Ist weder &« — B noch y — 1 eine negative ganze Zahl und sowohl
« als auch y — &« — B -+ 1 grisser als Null, so ist:

- ® Je=g (g7
<°*> e,
b
- MW(e—1)
P (— )T (y—1)

! F(“: B,7,7% (z<1),
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¢ Jo B () J7 (x35)
(52) J’ IrmIrien g,
- M(e—1)

B (y— a—1) T («—B)

mit Ausnahme der drei singuliven Punkie 8 =0, 1, oo.
Fiir £ = O bleibt (51) giltiz, mit Ausnahme des Falles

P21 F (g, a—p+1a—p+15) (6> 1)

r=1
und gleichzeitig

atf> 3

Fir 2 = oo hat in jedem Fall das Integral den Werth Null
Fir £ =1 bleiben (51) und (52) giltig und gehen in einander
iiber, sobald
y—a—§>0.
Ist
y—a—p<L0

so wird im allgemeinen das Integral fiir z = 1 unendlich gross; nur
wenn alsdann

y—ea+ f=2m,
wo m eine positive oder negative ganze Zahl mit Einschluss der Null
bedeutet, ist

J“H@J**m) TMa— )Ty —a—F—1)
(03)/ oo " TS (- Ty a— DTy —p—1)
(r—a—B<0)

und

54) f-’ B (2) IV (z) dz =(—1)-1. ';—’ B>0, y—a—p=0),
ER — (=17 - L, (B0, y—a—p=0).

Durch Specialisirmng von «, § und y ergeben sich aus den
Formeln (51)—(54) viele theils schon bekaunte Integralformeln.
Setzt man:

@= 2T ”—2"“, y=n-+1

80 erhilt man:
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?J”‘ @) J*(22) dz

) ;
n m--n __1)
1 2 — ,
Il Z‘F(m'g'"’-, 11«2’") n4-1, 2%, (z<1)’
- M—Hfx
sin mon x
! 2 2
- P s Sy (z=1),
2
n.(m-{-n _ 1)
— — 1
%—' n—om r”‘F(m;‘—n’ _'m_ n, m~+1, =h (z>1),
{ TT( 3 )ﬂm

unter der Voraussetzung m + » > 0. Ist speciell m — # eine positive
gerade Zahl, so ist:

(56) fJ'"(ac)J" @2 7.

n(m+w )
N gt PR, 2 b1, ), <),
m(2F)
0 2 (ZZI)!
und ist m = n, so folgt
1
® a n EV R (Z<]),
(37) /J (x)i = dz =, 21”' 1
E on '_ZT: (ZZI)
Setzt man: n n .
o = ".2‘; ﬂ = — ?’ y = —_T’
so folgt, bei Beriicksichtigung von
(58) Jﬂ%(z)*’_-]/%- €os z,
(89) I =y 2 sine,
aus (61) und (52):
J?J'(z)::os(xz) dz
1 n 1 (n>0)
ﬂ e
PG =3 o), (z<1),
= V=l . -
(-2 D e ot _) (zz 1)
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Es ist

T-3-Dn+I-)-—5%

w

und

folglich

@ [rome,.

!
< |Q

n .(22)'
Ist » eine ungerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral fir
2> 1. Setzt man fiir 22 < 1:

z==sinw (-—;gmsf’_f),
so folgt aus (60) mit Riicksicht auf eine bekannte Gauss’sche Formel®):
@ k1 n
61) JJ"(x)cos(xsinm)%=£?-s;ln—‘i, ('- K] SWS?).
n>0

Vermittelst (59) ergiebt sich entsprechend fir

1 —1 3
a=n—?—---, ﬁ=—”2 ) y=-—.):
(62) j'—-——"'@)“i‘”” dz
. x
(n>—1)
z F f‘_:i‘__l_’ ——”-g{: _;'a z?) (Zzgl)!
siun% 1 P(® n-f 1 1 1 (>l)
o PG A e L w), G2

Ist n eine gerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral fir z>1.
Macht man fir 22 < 1 dieselbe Substitution wie oben, so folgt:

% x x
in (o 5in @) 92 = B ~Z<og?
63 [P@sinsine T =02, ( z—“’—--).
0 n>—1

*) Gauss' Werke, Bd. lI, pag. 127. Form. XX,
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Mit Riicksicht anf die Kummer'sche Gleichung:*)

F(eB28, >=22°(1+V——®—2«F{a, bt 0+ 3 (1) }

ist:

68 F(2, "5 a1, D)= () T 2y,
(z>1).

Somit ergiebt sich aus (60) und (62):

(65) ;N(x)cosxz%:%cosf‘zi,(z__l/;{—:i)n’ (Zi(]) ,

[

(66) ,/:]“(x) sinxz%:—;‘siai;_.(z__;/m)n’ (ZZI )
0

n>—1
Setzt man:
st Yy =« =1-— @
so ist:
® . . i
(67) /J Hl ) I ) iy RN <D
” 0 , (£>1.
(«>0; p>0)
ist speciell
o = 1, y, = .%.’

so folgt:

@©

1 2y
(68) finmJO(xg) da = ) V1—=2#" (2<1),
0 4 (Z2>1)r

0
und ist
1 1
o = ;-’ y' = _2_,
80 erhalt man:

*) Crelle Journ. f. M. Bd. 15, pag. 77, Formel 43, (NB) In der Formel ist
oin Druckfehler; statt § + - steht dort & — § + —-
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_._.l__ (e'.’ < 1)
(69) f]“(:c) cos (zz) dz = | V1—#"’ '
o, (2>1).
[
Diese Formeln lassen sich auch schreiben:
fu)a (az) Jbz)dr = Vbil‘ W
(70) v b > al,
Jsin (ax) J°Qzx) dec =0
und b
fcos (ax) JoMbz)dz =0
a ¥ | > 0.
u R (T2 AP P !
L‘/.m (ax) J*{ba) dx Va‘-—l;_*J
[}

Diese vier Formeln sind zuerst von Herrn H. Weber¥) aufgestellt

worden.
Aus (1) —(54) lassen sich auch einige

auf die Kugelfunctionen

P und ¢ beziigliche Integralformeln ableiten.

Es ist:*%)
-3-

Pr(z) = (-1)" e )n_” F(n + ?}, -, -3-, x'*’),
me—wAr-””““F@+n—,§ﬁ)
Plosty=  Fltt, —n 1, s 2),

Pricosd)=(—1) Fn+1,

Hieraus folgt:

g

(12) [ I+ (2) cos 22 82
Ve

u

*) Crelle, Journ. f. M. Bd. 75, pag. 77.

‘:"P2"<Z),

—mn, 1, cos® —'::-)

(# < 1),
) (‘72 hiad l)’

1
T

, (2> 1)

*%) Heipe, Handbuch d. Kugelfunct. I, §§ 4, 5.

Mathematisohe Annalen. XXX,

12



174

(73)fJ2"+’} (z) sin xzi;—;- =
0
(14) / J+(z)J *(z sin 2 ) de=

(75)/J2"+1 (2)J° (x 08 -";) dz==
[}

1

\

,

Aus (74) und (75) lassen sich auf einfache Weise die von Dirichlet
und Mehler angegebenen Integralformeln der Kugelfunctionen ableiten.

Setzt man in (74) fir JO (:c sin —Z—) den bekannten Integralausdruck

.

Pavr Scaarserrin.

1Y/ 2 Pri(a), (2 < 1),
—1Y/35 @@=,
0 , (.2‘2 > 1)
" s0 &
P*(cosd), (sm2 5 < 1),
=5 (9 =),
0 , (singg > 1),

(—1)» Pr(cosd),

1

(_ 1)u g

Y

0

)

und kehrt die Integrationsordnung um, so folgt:

0

(16)

f J41(2)J (2 sin 51) iz

=z
2 g g .
=—4de'/=7“+‘ (z) cos (x sin 5-sin m)dx.
% 2

Auf das innere Integral wird man gefiihrt, wenn man in (51) setzt:

a=n-++1, ﬂ=-——n, 7—__—;"
Man erkennt hieraus, dass dasselbe endlich ist, sobald
sin % -sin @ < 13

dagegen unendlich wird fiir

N
sin — -sin @ = 1.

2

Damit also die Umkebrung der Integrationsordnung in (76) zuldssig

sei, muss sein

o< x.

(cos? % < 1),
(&= O))

(cos'3 % > 1)-
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Unter dieser Voraussetzang ist, wie sich sofort darch Differentiation
ans (63) ergiebt:

@©

1
(17 /:72-+x(x) cos (:c sin % sin a)) da =— fﬁ‘l" T 2)" ‘

c08—2-¢
0

wepn man setzt

(18) sin 3?— sin @ = sin Z-.

e

Somit erhilt man aus (76):

o * cos (n -+ —-)w
i) Prcosd) == fdo ——— "~

m[a

"
cos ;.’;-—

v
Fiihrt man ¢ als Integrationsvariabele ein, so erhilt man:
3

Pcost) — ; ot z)ode

7
‘zl/hm’—— — 5in? - (p
9

o cos&n-lr-—)q: ® _
80)  Prleos®) =1 [ otoemie o (0<9<7)

V’(ws«p —_ coa&,

Setzt man
& ®
cos - - sin @ == sin -3,
so folgt auf demselben Wege aus (15)
a-3 "
L P ° cos(n+-;;)<pdqa
—_ = s & — e e e
(—L)" P=(cosd)=— "l/‘“’b"i T ®
[] - 2 :
" P 2 ""“("'*' )‘9 - 0cs
81) {cos &) = — Vz(co.«‘rm_’ O<o<x).

s
Die Formeln (80) und (81) ribren von Mehler*) her. Addirt man

¢} Mathem. Aaonalen Bd. V, pag. 141.
12*
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(80) und (81) und subtrabirt man dieselben, nachdem man % mit n —1
vertauscht hat, so ergeben sich die Formeln:

¢ ks
. . 1
cos(n+ ’é‘) pdy s ('n—{»- —;)cp d
*(cos@)= [ —ro—mm—— Vet
% P*(cos®) 5 (cosg — 608 0) 2(cosd — cosg)
. s

k3

4
(n>1) 0 cos(n-—;—)q:dqa /sm n——%)q:dq:
n>> — ————

= Valcosg — cos ) Vi(cos & — cosqp)
0

Durch Addition und Subtraction folgen hieraus die beiden Dirichlet-
schen Formeln:#)

s %
'” €O8 7L €O8 % de €08 % sin %—d@
— P#(cosd) = e ot oo _—
2 ( ) V2 (cosp — cosd) + V2 (cos# — cosg) ?
0 5
(82) 5 s n
u sin » @ sini:-dqz sinng cos%dqz
- P*(cos®) = — = + .
2 V2(cosp —cos &) Va(cos & —cosg)
0 s

Die Formeln (82) verlieren fiir n == O ihre Giltigkeit, wihrend (80)
und (81) fiir diesen Fall auch giltig sind.
Fiir ein reelles < 1 bestehen die Gleichungen:

R 4 2 i
¢ @=(1r EEooa Platl, +—a, 5,2,

1~3.~.(‘2n ~2~_—
u o 2.-4... 20 1 1
@ +l(x)—'(‘_1)”+13.5...(2n+1) F(n+1’ —F % x?),

ferner fir z > 1

@ (z) =3.5...:;!n+1)' z»1+1 ‘F({)i +1, 7?"*'%:”‘!’"%, ;12_ »**)

wahrend fiir £ =1 @Q* unendlich wird.
Setzt man demgemiss in (51) und (52)

1 3
ae=n-41, B= T8 Y=,
resp.
i 1 1
« n 1} ﬁ 2 ”) }’—- 20

*) Crelle, Jourpal f. Math. Bd, 17, pag. 41,
**) Heine, Handbuch der Kngelf. I, §§ 17, 29.
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so ergiebt sich nach einigen einfachen Reductionen:

(83) ffﬂ% (%) sin xzfy—f_‘ =(—1r ]/_;2— ¢ ),

(84) f It (@) cos w5 22 = (—1pm )/ Z gan(s),

0

Diese Formeln gelten fiir jedes reelle 7 und sind eine Erginzung der
Formeln (72) und (73).
Als letzte Anwendung der allgemeinen Formeln setze man
§=—m, y=a—m,

wo m eine positive ganze Zahl mit Einscbluss der Null bedeutef. Aus
(B1), (52) uud (54) folgt alsdann:

(bf)) .JJ“""”‘(;;) Ja-—m-l(xz)dz::
'nZTr’TTT(:‘::,);:ET gt Fla, —m, a—m, 8%, (<),
== (,_1"".;;T , (z=1),
0 s (g>1).

Setzt man in (85) m = 0 und dividirt durch 29!, 80 erhidlt man den
discontinuirlichen Factor

1, (<,

1 7o
(86) z;:‘/ Jo(z) Jo~V(zz) dz = [%, (22=1),
3 0, (#>1).

Setzt man bierin im speciellen « = 1, so erhilt man den Weber™
schen discontinuirlichen Factor:*)

1, (@<,
’;‘: (#=1),

6D J:]’(z) Jo(52) dz =
0, (#>D.

Fir « =—,’;, ergiebt sich der bekannte Dirichlet'sche discontinuirliche

Factor :

%) Crelle, Journal f. Math, Bd. 75, pag. 80.
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N 1, (#<Y),
(88) -j-‘[——————“*”:"”i d:cx{—;—, (#=1),
0, @#>1),
Als Erginzung des Integrales in (88) sei noch erwdhnt der Fall

1 3
a=1, ﬁ—_“f, v=5"

Diese Substitution ergiebt ans (51) und (52):

s 1, 142
sinz singz 2 log 1—2z° (Z<]):

®9) .f 7 8=, s41
o 5 log—+,  (2>1).

Fiir z == 1 wird das Integral unendlich.

Berlin, im Februar 1887.



