
U e b e r  d ie  D a r s t e l l u n g  d e r  h y p e r g e o m e t r i s c h e n  Re ihe  du rch  

e in  b e s t i m m t e s  I n t e ~ a l .  

Von 

PACL SCHAP~WITLI.~ in Berlin. 

Schon seit Euler ist es bekannt ,  da~s die hypergeometrische Reihe 
his auf einen constanten Factor darge~tellt werden kanu durch das 
I nte~o-ral 

1 

/ : ~ - I ( 1  --  u)~-,~-'(1 - ~'u)-- du. 

Es diirfte vi~lleicht nicht ohne ]nteresse sein, eine yon dieser 
v511ig verschiedene ]ntegraldarstellung mitzutheilen. Diese neue Dar- 
stellung enth.51t unter dem lutegrationszeichen Bessel'~che Functioncn 
und w&hrend obige Darstellung gil t ig ist flit allc Werthe yon x mit 
Ausnahme der auf der reellen Axe zwischen I u n d  o:. liegenden, wird 
die neue Darstelluug ~ich beschr:~nkcn auf Pankte dcr reellen Axe. 

Um nachhcr den Gang der Entwickctunge~A nicl,t zu uuterbrecheu, 
soil zaerst ein l l i lfsintegral  abgelei~et werden. 

Bezeichnet man die Bessel'sch, Function n r Ordnung mit J"(x), 
so ist: 

/[ 

g 

' --- : : '  / c o s ( x  co~ ~) ~in ~" ~ ,t,~, 

d 2 
o 

sobald n ~ - -  1 Durch partielle lntegrat;on folgt: 
"2 

g 

o 

Dividirt man diese Gleichang darch x *-x'rl und integrir t  .'.l~dann 
nach x wn  O his ~ ,  so wird das ent~teheade Integral 

~.~atLemat~he An:Jail .z, .  X-KX. II 
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J" (x) 

0 

eineu endllchen Werth besitzen, sobald z > 0 (wegen der unteren 

s (wegen der oberen Grenze); die Ermittelung Grenze) und ~ < : ~ + n  

des Integrales gesehieht dutch Umkehrung der Integrationsordnung 
auf der rechten Seite. Es ist: 

J"(x) (2) ~,,_~+~ dx 
O 

.-f 

_ 1 f sin~,,_~co dco f co~,osin(=eo~,~) dx" 

0 0 

Das innere Integral hat nur dann einen endlichen Werth, wean 
0 "~ u <: 2 mit Aussehluss der Grenzen. Unter dieser Annahme be- 

h.:tlt es aueh fGr co ~ - y  eine Bedeuttmg; denn es ist, wie aus der 

Theorie der Euler'schea Iategrale bekannt ist: 

(3) 

/ " cos co sin (x cos ~) d x = ~ ( g  2) sin ~-~1 
X 2 ~ x  - -  �9 - -  7g �9 C O S  2 - x  CO. 

0 

Somit geht (2) fiber in: 

,~ " g - - I  

z ' ( z )  dx  . . . . .  ~ / s i , ~  eos~-',, ,  d~. 
~ " - ' + '  ~ ' -~/ /~ rr ( . , - •  ! - 

~, 2 J  t /  
o 0 

Das in (3) vorkommende Int~n'al ist ein Euler'sehes erster Gattang 
i und man erh~lt, sobald n :> ~-: 

a "(=~ n (. - ..,) n ( - T - )  ':'~ ~ " 

0 

Nun ist: 
u - - 1  

x, 2 I x 2 J 
Y;, 

, (o < ~, < 2). 
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Also: 

/ x ~ +  J "  (x) d x  ~-.  F'~ rT (~, - ~) 

" - '  ~.- ,  rr ( _ ,_~_)  n ( # _  ~: ) 
0 

Ferner ist nach einem bekaanten Gauss'schen Theorem: 

Somit ergiebt sich sehlie~slich: 

f - 
(4) z,,_~:+l d x ~  z , . . 

,a',-,+~rT(,,-~) O <  . < 2  
0 

Die untere Grenze vo~ n kalm hierin bis auf - -  :a- herabge~tzt 

werden. Namlich aus den bek~mn~n Formeln: 

(Sa) "-"~ J ' ( x )  ~-- J " - = ( x )  4 -  J ~ + ~ ( . e ) ,  
:C 

d J  '~ ,x) (5 b) 2 - - a x  -~ J ' - '  (x~ ~ d '+~ (z) 

tblgen die beiden aaderea: 

-'-.{-(~' J'-(--~-) = x" J ' - '  (:c), 

(6 b) d(x-"  !.".!E}) - -  x : "  J '§  (.e). 
d x  "=~ 

VermSge (6a) erh-:i.lt mau: 

. ]  , . - .  . ]  :r 
o o 

, [ J"(x;)  

o 

I Ist 0 < u < n d- T '  so versehwindet die Klammer umt man er- 

h'~lt vermittelst (4): 

( ' ) f ,~("-0 '~ > =. J " - l ( x ~  d x  ~ ~ . " 

u 

l i *  
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oder bei Vertauschung yon n - -  1 mit  n:  

j ~ , ~  = . ( ._ ; )  
0 

<~<2 ~esp. n+~)" 
Dutch nochmalige Anwendung dieses Veffahrens er~eb~ sich: 

0 

Kleiner daft ,  wegen der Beschr'~nkung yon ~, n nicht sein. Auch 
die obere Grenze yon ~ ]~sst sich genauer fest~tellen. Dutch An- 
wendung yon (6b) folgt: 

j~(x)  

d x ',-~' 
0 o 

Die Klammer verschwindet, sobald 0 < ~ < ~ ~ -~-; fo/g|ich: 

�9 ~ ( y )  . > _ 

~ " - " . e - ~ )  < ~ < ~o~ . +  
0 

Setzt man n an Stelle yon n-~- 1 und ~ - - 2  an Stelle yon ~, 
so folgt: 

j ~gn__~tjff I d x  ~ .  - -  j �9 ,.,--.+,.(._~) V<.<~ ~o~p..+y 
0 

Da nun (4) auch f~r ~ ~ 2 giltig ist, wie unmittelbar aus (6b) 
erhellt ,  so f o l ~ :  

(s) . ]  ~._,+, d x  = , 2 . 

0 

Dutch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens erh~It man schliess- 
EcE die Formel:  
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( to )  

so ist: 

- 1 )  . > - 
(9) ( -)' ~"-"+~ rr n -  ~ 0 < x < n q- 

o 

Diese Formel ist ffir ein ganzes n sehon yon Herr-, H. W e b e r * )  
gefundea worden. 

Nunmehr sehreitea wir ztrr eigentliehen Aufgabe dieaer Arbeit. 
Es sei: 

__ f dS (x) J" (xz) 
~(~) _ 1  ~ az, 

0 

I f'J*'~x~ bJ'(xz) dx 

(11) t FJ~'(x) ~J"fxz) dx. 

Damit die Intega-ale in (10) and (i1) nicht sinalos sind, milssen 
die Bediagangen erffillt sein: 

O l a )  I < x < p + v +  1. 

Bei Benutzung der bekannten Bessel'~ehen Differentialgleiehung 
erh~lt man nus (10) and (I1) :  

1 ~' - / c'J"~x~ J ' - ~  d~. 
0 2 )  ~" (z )  --r- u ~ ' ( z )  - ~,- ,~(z) - - j  ~_= 

0 

Aus (11) ergiebt sich ferner durch paxtielle Iategratio~: 

1 f.d"(xz) bJ~';x~ dx~ 
(13) q~'(z) ---~ z-z I ~o(z) - -  -z-fl - za=x . . . .  b~--:- 

0 

(14) r ~-- (Z -- U0---e)  q~(z) gz 

1 [~'J"(xz) ~ ~'d~(x) : ( l - - ~ ,  bJ'~(x) t 

C, 

Aus (13) und (14) tblgt: 

") Cretle, Journal f M. Bd. 69, pa.g. ".31. 
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(15) Z%p"(Z), - -  (2,~ - -  3)ZCp'(Z) q- {(). - -  1) 2 - -  W ~} ep(Z) 

'~J~(x) J ' ( x z )  dx .  

0 

Aus (12) und (15) erh~lt man nun: 

(16) z~(z 2 - -  1) r -- z{(2~. - -  3) z ~ q- 1} r 

+ {[(x - 1)~ - W] z ~ + ~ }  ~(~) = o. 

Setzt man : 

(17) ~ (~) = ~" v ( z ) ,  

so ergiebt sieh aus (16): 

(18) zZ(z 2 - -  1) ~"(z) -[- z{ (2v  - -  2). + 3) z" - -  (2v  -{- 1)} ~b'(z} 

+ { ~ ( ~  - 2 z  + 3) + (z  - 1) ~- - W }  z ~ , ( z )  = o.  

Setzt man ferner: 
(19) z e = ~, 

so iblgt aus (18): 

(20) ~(~ - -  1) 0"(~) -[- { ( v  - -  ~. + 2) ~ - -  (v  -[- 1)} ~p'(~) 

4 

Setzt man: 

v ~ 7 - - 1 ,  

X =  7 .... a - - ~ ,  

so geht (20) fiber in die bekannte hypergeometrische Differen~al- 
gleiehung. Bezeichnet man somit: 

a~ 

(21) [ Ja-J~(x)Jr-~ (Xz) d x  
f a  

J x: ' -"- ,  ~ 
0 

mit ~(ez, fl, ?, z), so erh:,ilt man mit Riicksicht auf (17), (19) 
und (20) : 

(22) ~ ( - ,  ~, 7, z ) = - A ~ - ' F ( . ,  ~, 7, z-") 

+ B z ~ - r . F ( a - -  7 " ~ 1 ,  ~ - -  7 . - [ - 1 ,  2 - - 7 ,  ~2); 

hierin bedeuten A und B noch n~her zu bestimmende Constanten. 
Die Bedingungsgleiehung (11a) geht fiber in 

(:).3) ~ / - - t z - - / ~ - - l ~ > 0  und ~ > 0 .  

Ausserdem darf weder a -  fl noch 7 -  1 eine negative ganze 
Zahl sein. Urn zur Bestimmung yon A und 2~ zu gelangen, gelte 
folgeades: 
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In der Reihenentwickelung yon J"(x) bezeichne maa die nad~ 
Abtrennung des ersten Gliedes verbleibeade 17~ihe mit H',(x); es wird 
alsdauu H"(x) mit der (~ -~- 2) t~ Potenz yon x begiaaen. 

Dann ist 
a~ 

. y - - i  F x ~ . i _  " 
~'-~ 11 (~, - -  1) . ]  

0 

f ja-g(=)//v--l(x~} 
+ zz_~_, ~ dz, 

0 

vorausgesetzt, dass das erste Integral einen eadliehea Werth besitzt. 
Uuter dieter Aunahme ist nach (9): 

0 

Setzt man f~r ,lie linke SeiLe dieser (Heichung defJ aus (22) 
folgenden Werth,  dividirt danu durch zr-~ uud ~etzt alsdaun z ~ -0 ,  
~o verschwindet wegeu der obigen Bemerkung fiber H ' ( x )  da~ Integral 
auf der rechten Seite. ]st ? ~ 1~ so ~ieiat man, dass dann ]3 den 
Werth Null hat i aueh ffir y ~-- 1 muss /)' Null gesetzt werden, well 
dana die zweite LS~ung der Differentialgleichung [ogarithmiseh uu- 
endiich wird. Somit ergiebt sich fiir kteine Werthc w)n z: 

n ( .  - J) z~-' F ( . ,  t~, r ,  z'-'), 
(:~5) ~ ( " '  ~ '  ~" ") = S ; - " - < r T (  - ~;ni~- 1) 

vorausgesetzt da~ (naeh (9,): 

:~ =7, uud 7 :> 1. (26 )  ~ -4- ,~ "~ -:,-, f l  - -  ~' "< :~ 

Von diesen beschr,iukeudcu Bedinguugc. kanu man ~ich iudes~ 
befreiem Es ist: 

f J"-fl~x) jr ~;xz) dx. 

]~J= (x, jv ~(xz) 

Hieraus folgt mit Hilfe you (Sa): 

~--,~"~'n 2 ( . - I - ~ )  ~ - -  ~ " .  N 1) - - /  ~__._~_~ ,t~. 
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Aehnlich folgt :  

[*ju-fl(x) Jr(zz) 
(ao) ~(r - 1) 9, - ~ ( r -  1 ) =  ~ f l  g~-~-7:~-~ ' ~  

0 

Aus (30) folgt vermSge (5b):  

! 
( r - 1 ) , - - a g ( r - 1 ) = -  / J ' -~(~)  a 

0 

[ da-'-a(x)dT-l-(x'z)] ~--- ; ( ~ - - e ~ - - ~ - -  l)ora-l'#(.,'r,)J)'-l(xz. ) 
~- - -  xy-a-# -~ 30 . xr_~,_ ~ dx 

0 

ct~ 

1__ f j r - - l  (x~) { j a - # - I  (x) - -  ja-,*+l (x) } 
+ " ]  xr-"-~-~ dx. 

o 

Da wegen (23) die Klammer verschwindet,  so erhglt man mlt Rtick- 
sicht yon (27), (28), (29): 

(3I) 2 0 , - , , -  :) ~(c,, 3, r) + , ~ ( . +  1, 3, r) - -  a~(,~, 3, r -  ~)--o. 
Analog ergiebt sich: 

(32) 2(~ , - - /~- -  1) cp(a, 3, y) - -  ~ ( a ,  3--}- 1, 7) - -  z ~ ( a ,  3, Y - -  1) ~- O. 

Denselben beiden Gleichungen geniigt die Function 

rr(, - 1) - -  z~ - t  F ( a ,  3, r ,  z~), 
2r-" -~  rr(-- ~) n'(~, -- ~) 

wie aus zwei bekanntea Gauss'schen Formela*) sich ergiebt. In (25) 
kann a,  das positiv sein muss, willkiirlich gew~ihlt werden. Dann 
werden fl und 7 beschr~nkt wie aus (26) folgt,  dutch die Bedingungen: 

3 3 < ~ - a ,  r>__l. 

Formel (31) hebt aber die Beschriiakung yon 7 und (32) die yon 
auf. 

Ferner musste im Verlauf des Beweises angenommen werden, dass 
), ~ a - -  fl - -  1 > 0; sonst l~sfi sich n~imlich r nicht zweimal nach 
z differenziren. Das Integral 9 selbst bleibt abet endiich, sobald nur 
y ~ a ~ fl + 1 > 0; es l~isst sich zeigen, dass auch hierfiir noch 
(25) bestehen bleibt. 

Man dividire (25) dutch gr-1 und differenzire unter Anwendung 
yon (6b). so f o l ~ :  

*) Gauss, Disq. circa ser. inf. etc. formula 5, 12. Werke I I I ,  pag. 130. 
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.= 
/ d~ J r (x z )  U(a - -  1) dF(a ,  #, y, z e) 

. }  x--f~_~_~z i d x  ~ 2r_,,_~ ~(- ~) r1(r _ 1) zr-~ d~ ' 
0 

( v - - a - -  # - -  I > 0 ) .  
Nach der Formel 

a_~'(u,#.~,.~) at~ ~ ' (a--I-1 , f l + l ,  ~ , + 1 , : )  

ergiebt sieh aus obiger Formel: 

" j~_l~(x ) dr  (xz) 
d x  

IT(.) ~ E(a + 1, ~ + l ,  ~ + 1, ~'3, 

( ~ -  ~ - ~ -  ~ > o ) ,  

oder wenn e~ ~, ~, an Stelle yon ~ q- 1, /~ q- 1, F -{- 1 gesetzt wird: 

d"-r  dr-~ (xz) 
dx 

0 

n(~ - ,~ ~ - ,  F ( , ,  ~, r, ~'), O' -- " - fl > o). 
:.r ( -  r n(~-  t) 

Dutch nochmalige Anwendung desselben Verfahrens exh-~lt man scMiess- 
lieh f~r kleLue Werthe yon z: 

(33 . J"-r~fz)J)~-~(xz)  dx~- -  2 1 _ , _ ~ r i ( _ ~ l r f ( ~ _ l )  
0 

( a ~ O ;  7 - - a - -  / ~ +  1 ~ 0 ;  weder a - - f l  noeh 7 - -  1 negativ 
ganzzahlig). 

3 
Fiir z ~ 0 and 7~ I bleibt (33) nur giltig, sofern a+~<_. 

Wie schon erw~hnt gilt (33) in der Umgebung des Nullpunktesl 
es ist noeh zu ~mte~uchen~ wie der Werth des be~raehteten IntegrMe~ 
sieh fiber den Punkr z ~ 1 hinaus fortsetzt. 

Ist z> I, ~o setze maa 
1 

Lind man erlffdt: 

~(") ~d :~,-~a d,~. (~ < I). 
0 
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Ma~ substituire unter der 

so folgt: 

oder 

(34) 

~0(z) 

~D~.U L ~C HAFHEITLIN. 

Voraussetzung ~ > 0, 

~ ---- --~, 

0 

Mit Hilfe yon (33) e r~eb t  sieh hieraus: 

" ja-t~ (x ) yy-1 (xz) 

0 

zr-"-~l~(.] - - .  - -  l) rr(u - -  6) 
( z >  1). 

Es geht somit das Integral  an der Stelle z ~ 1 in eine andere 
Function iiber, da die in (35) vorkommende Function nicht die regu- 

:1 1" F, ixe t~ortsetzung der in (33) vorkommenden ist. 
Man sieht leicht ein, dabs q0(a, 15, 7~ z) ffir z ~ 1 endlich und 

stetig bleibt, sobald 7 - -  a - -  15 > O; bezeiehnet man die in der Zahl n 
enthaltene grSsste ganze Zahl mit /iT(n), so bleiben auch die kb- 
leitungen yon r his zur Ordmmg E ( y -  a -  15) endlich und stetig. 
Die hSheren Ableitungen dagegen sind fiir z ~ 1 unstetig. Es fblgt 
dies darans, dass q~ selbst an der betreffendea Stelle unstetig wird, 
sobald 7 -  a - - /~  ~ 0. Setzt man n~mlieh in diesem Falle 

WO 

O<Z<. i, 
-~o ist : 

(36) cp (1) = f x ~-~ J'-.~'(x) J~'-' (x) dx. 
0 

Ffir die obere Grenze ist die zu iategrireade Function gleich: 

o __ | 

1 COS { Y + " - ~ ' 2  ~ t - - 2 x }  -~  c08 y --  ~ + ~ - -  1 . 2  

ao 

j a 
0 
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Wegeu des zweiten Summanden ~zird q~(1) im allgemeineu unendlich 
werden; nur in dem Falle, dass 7 -- a -[- ~ eine gerade Zahl ist, wird 
qv(1) endlich b|eiben. Dieser Grenzwerth ist noch zu ermitteln. 

Es sei 

(37) ? - -  a -{- fl ~ 2 m 

w o m  eine posi t ive oder  negat ive  gauze Zahl  bedeutet.  Aus der lJn- 
g le ichhei t  

folgt  a l sdann:  
1 

(3S) m _</~ < m + ~- 

und es ist zu ermi t te ln  das In t eg ra l :  

P l 

~ x  ~,~ "~J"  ,~ (x)J~-,  ~+~"-' (z) dz  = ~ (,,,). (39) 
0 

Fii r  m ~--- 0 und 1 IMst sich der W e r t h  yon (39) leicht finden. N'~nlich 
aus (Sa) und (5b) fo lg t :  

,1J'(x~ J~-~(x). " ji,,, (x) + (4o) u dx 

Setzt  man n ~ - - - a -  fl und mult lpl ic i r t  (40) m~t x~, 'J~-,~(z) so 
folgt :  

(41) ( a - - f l ,  Z ~ t J - ' [ J " - ~ ( x ) .  2 "-~ x",~J"-,~(x) dJ"- '~(z)  
" . . . .  dx - 

-~- z'-',~ J " - ,  ~ (x~ J " -  ~- '  (x). 
Nun i~t: 

x. , .~j , ,_~(x ) d . l" - / (x> __ 1 d r ~ # j , _ ~ ( x ) ]  2 f l :~ , ' - ' [J"- ,~(x)] : ,  
d x .z -d 5 - - -  

~omit erh~lt  man aus (41):  

(42) ( a - - ' 2 f l ) x ' , ~ - ' L J " - * ( x ) ] 2 - ]  - ~ -dd-k [ z~J"  g(x)] ~" 

= ~ J . - ~  (z) d~ -~ - '  (z) .  

In t eg r i r t  man diese Gle[chtmg zwischea 0 und o~, so verschwindet  

1 (nach {38)) da~ In tegra l  aus dem zweiten Gliede,  da a ~ 0 mid fl < ~- 

und man erhralt: 

(43) (ec--  2 f l ) ~ - -  , ' - '  J ' - ~  (x) J~-',~ (x) d x ~ V (0). 

Auf  das In tegra l  in (43) l~sst sieh (33) ~nweaden,  da  l - -  2fl  > O, 
uad es f o l ~ ,  wenn man in (35) 7 ~ e t - -  ~ -b  1 setzt :  
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(44) ~,(o) = ~"~ ,~n ' c ' ~3n i ' ~ )n i~ '~o -~ ) '  = 

Successive l~st  sich aus (44) der Werth yon ~ fiir kleinere and 
grSssere ~ finden. Dutch Induction finde~ man so: 

(45) #,(r~) = r r (~-  1)~2(m-lz) 
~+~",-~(~_ ~)r~ (-~)rf(2~-~- i)l~(~-l-~m--~ # -i)' 

Um die Kichtigkdt yon (45) zu erweisen, setze man: 

=J~x~p - ~  J~-~ (x) j~-~+2 ~+~ (x) dx, (46) (~) 

so ergiebt sich vermSge (5a) aus (39) und (46): 

(47) ~ (~) q- "1 (m) -= 2 ( a - -  ~ + 2  m) . /~s~ -m) - I  j ~ - ~  (x)J~-rJ+~= (x) d x .  
0 

Da~ Integral in (47) l~sst sich wieder dutch (33) linden trod man 
erhiilt tinter der innahme der Richtigkei~ yon (45): 

n'(,~) n'~(m-- #) 
(48) ~,,(m) ---= ~t+~_~(,~_ #)rr(_ #_l)rr(.a,~_#)rr(~+~,~_ o#), 

Nun sieht man aus (46) dass 
(49) V~(a,/~ m) ~ ~(aq--l,  fl--}- 1, mq-1) .  
Mit Hiilfe yon (49) fol~ aus (48): 

rr(~- 1) rr~ (~z - # +  1) 
(50) r (~,t~, r~+i)  = ~_~_~ (g_#+,)  n (-~)n(.,=-~+~) n(~+.~=-'-,~+,) ' 

( ~ +  1 _ ~  < ~ +  ~)- 

Setzt man aber ia (45) ~n q- 1 an Stelle yon m,  so folgt auch (50). 
Nach der beksanten Kgstner'schen Schlussweise folgt somis die Richtig- 
keit von (45). 

Das Resultat der bisherigen Untersuchungen lgss~ sich sun folgen- 
dermaasen zusammenfassen: 

Ist  weder c~ - -  ~ noch 7 - -  1 eine negative 9anze Zahl und sowold 
a als audit ~ - -  a - -  ~ q- 1 gr6sser als Nul l ,  so ist: 

f J'-~ (x) j r - t  (zz) (51 ) 

0 

n(~-~)  ~.r--~ F ( a ,  t~, ~', z ~) (~< 1), 
== o r--~-~ r~(--#)rl@-- l) 
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f ' ~ " - a  (=) 4r- ~ (xz) (52) ~ /  x~..~_ ~ dz 

I) 
2r-*-#TT (~,-- .. --i) rr (..-- ~) 

rait  A u s ~ m e  der  dre i  s i ~ / u l i i r e n  2 ~ u n l ~  ts ~ O, 1 ,  or .  

bSar z ~ 0 bleibt (51) giltig, mit  Aumahme des Fallen 

7 '~--1 
mad gleichzeitig 

3 
a - t - F  > u  

Ffir z ~-- ~ hat in jedem Fall das Integral den Werth Null. 
F~r ~ ~ 1 bleiben (5l) und (52) giltig und gehen in einander 

~ber, sobald 
y - , ~ - - F  > 0 .  

Ist  
~ , - - ~ - - ~ 0  

so wird im allgemeinen das Integral f~r z ,=~ I unendlich gross; nur 
wenn alsdann 

r - -  ~ + ~ ---- 2m, 

w o m  eine positive oder negative ganze Zahl mit  Einschluss der Null 
bedeutet, ist 

(53)  l ~" ~ Y - ~ - t t r ~ ( -  F) 17 ( y -  , , -  :) n (y - F-- t) ' 
I 
0 

O '  - " - F < o )  
und 

(54) 
o u 0 ~ o ,  r - a - ~ ) .  

Dutch Specialisirung von a ,  ~i trod 7 ergeben sich sus den 
Formeln (51)--(54) viele thefts schon bet~-ute  Integr~formeln. 

Setzt man : 

so erh~it man:  
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(55) [" x"(:%x'(~=) ~ x  r = 

F [ ~, + ~ ,',-,',', z~ ~ ~ ' 2 , n + l ,  z2), i f < l ) ,  

sin - .~ 7t 
1 "2 

( r e + n )  r l  m - - ~  T n --~-- 

Y" "2 

, ( z = l ) ,  

, )  - - - - ,  r e + l ,  V-" ' ( z > t ) ,  

t inter  der Voraussetzung m q-  n > O. Is t  speciell ~n - -  n e i n e  positive 
gerade Zahl~ so is t :  

(5% r x d x 

o _ o  

~ ~t  f 

0 

und ist m = n ,  so folgt  

(57) . -~ d x  --~ 

o I. 2n 

Setzt m a n :  n n 
~ = - - ~ ,  ~ =  ~,  

so f o l ~ ,  bei Ber i cks i ch t igung  yon 
/ - ~ -  

J - �89 = ~ - ~ .  co~ x, (58) 

(59) 
aus (51) mad (52): 

J+  '~ (x)=/~"~-~.  s inx ,  

, n + l ,  z:), 

z ' ,  (z_< 1), 

1 (Z~>~ 1) .  

1 y ~ -:j-,, 

~*1 ~17, f ~ 'tl 1 

- - _ - T - - ~  -5 -V - ~ "  
[ , , r t ( - - 7 .  - O f t , ,  ." 

j " J ' ( z )  cos (zz) 
d x  

Q 

(~ > o) 

(z < I), 

(z>_1), 

P ~ ,  "+'.., , = +  ,, ~ ,  (=>_ 1>. 
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Es ist 

und 

folglich 

(60) 

# 1 n( :, = 

I :  

r  
2 

u ~-~ 
13"n 2it  2 

~"J"(x)~s (zz) dx 
g 

(n > o )  

11 F('* . I 
oo~. =., ~ F( ~ . +  ~ ,) (~>_~). 

" (2z)" v,, "- ' -T- '  n - I - l ,  ~ , 

1st n eine ungerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral ffir 
z ~ _ l .  Setzt man fiir # 2 < 1 :  

~ sin w - - ~ < ~  , 

so fol~ aus (60) mit R~icksicht auf eine bekannte Gauss'sche Formel*): 

�9 a �9 X C08 ~.r 
(61) J (x) cos (xsm co) --~- ~ , 

n \ n>O 

Vermittelst (59) ergiebt sich entsprechend ffir 
3 n -']- 1 ~ - - 1  

o /  x 
0 

(n> - 1)  

Is ~(.+i .-, , _ ~ -  ( z : ~  1) ,  

Ist ~ eine gerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral filr z> 1. 
Macht man ffir z 2 ~ 1 dieselbe Substitution wie oben, so folgt: 

�9 . d z  ~ i . , ~ ,  - - T ~  co < . 
(63~ -(z)sm(zsmco)-~-~ ~ ' ~ > -- 1 

0 

�9 ) Gauss' Werke ,  Bd. [ lI ,  pag. 127. Form. XX. 
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Mit  Rticksicht  s i f t  die Kummer ' sche  G l e i c h u n g : * )  

i s t :  

( , >  ~).  

Somi t  e rg ieb t  sich aus (60) und (62):  

z ---- -g cos . ~ -  \ n  > 0 ) '  
O 

(66) jJ'~(x)sin xz -~- -.~ ~ sin n~r ..-w---7 ~ z >_1 

0 

Setzt  man  : 

so is t :  
7 - ~ e q  ~ 1 - - 9  

, ]  ~ - '  

0 

( . > o ;  ~ > 0 )  

1 
�9 ~-~ . ( l - -z '~}  "-~,  ( z< l ) ,  

0 , (~>1). 

1st speciell  

so fo lg t :  

(68) 

und is t  

1 

in x j o  (x~)  d x  ---- 1//i-=~--~ ' 

0 ~ 
0 

so erh~lt  m a n :  

1 1 
a ~ 7 '  9 ~ '  

(z ~ < 1 ) ,  

(z '~ > 1 ) ,  

�9 ) Crelle Journ. f. M. Bd. 15, pag. 77, Formel 43. (NB) In der Formel ist 
! 1 ein Draekfohler; at~tt ~ "Jr -~- steht dort ,~ ~ f] -'l- -2i" 
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(69) j o ( z )  ~ (~..) a~ = 

0 

1 
y i - - z ~  ' (z~" < 1 ) ,  

0 , (~'-' > 1 ) .  

Diese Formeln la~sen sieh auch schreiben: 

(,~ (ax) J ~  - = - f - ~ -  b e > a-, 
( 7 0 )  " 

/ /  j sin (ax) J~ dz  .~- 0 

und 

(71) u ~ a ' > b  ~. 

:in (ax) J~ dx= ~ 

Diese vier Formeln sind zuerst yon Herrn H. Weber*) aufgeste]lt 
worden. 

Aus (51)-(54) lazsea sieh aueh eiaige ~uf die Kugelfunctionen 
/~ und (2 bezfigliehe lntegralformelu ableiten. 

E s  i s t : * * )  

( , , ) 1 . , ' ~ - . - ( 2 n - - l )  23 7 ~/, + T ~  --~, :;'~ x~ P - o ' ( z )  = ( - 1 ) "  ~ . ~ . .  .,, ,  . . , 

~ " " : ~ " + ' ;  . v ( , , +  ' ' ,  ) 
/ , o . , ,+~(x)  = ( -- 1)* ~ :  ~_.-: ~ x . , ,  - -  n ,  .; x ~ , 

.F(n-.{.-I, - -n ,  l ,  sin" ~-), 

Hieraus folgt: 

(72) / j2 , , ,+�89 dx T , f~ = i). ]I/:,. -., , (~ = I), 
u 

0 , ( z  2 > 1 ) ;  

*) Crelle, Jourm f. M. Bd. 75, pag. 77. 
**) Heine, Handbuch d. Kugelfunet. I, w167 4, b. 

M ~ L e m / t ~  A ~ 1 4 ~ .  YYI_ 12 
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0 

: ( - - I ) " ] / ' ~ .  ~ " 4 " ( z ) ,  (z ~ < I),  

1 , . / u  - -  ' V : i "  2- ' (z2 = 1) ,  

0 ) (z 2 > 1); 

o 

1), P " ( c o s g ) )  (sin ~ y < 

1 ( -  1)-. y , (~2 = ~), 

o ) ( s i n ~  > O, 

. ( - 1 ) -  ~ (r (co=- T < 1)) 

)jj (75 ( - 1  , 

~ (~176 0 , T >  

Aus (74) und (75) lassen sich aaf einfache Weise die yon Dirichlet 
und Mehler angegebenen Integralformeln der Kugelfunctionen ableitem 

Setzt man in (74) ftir J~ sin -~-) den bekannten Integralausdruck 

trod kehrt die Integrationsordnung urn, so folgt: 

(76) A2"+l(x)J~ sin ~) dx 

2 

== o "J~,+l (x) cos x sin ~ sm o dx. 

Auf das innere Integral wird man geffihrt, wenn man in (51) setzt: 

1 

Man erkennt hieraus) da~s dasselbe endlich ist) sobald 

sin -~- - sin co <: 1 ; 

dagegen unendlich wird fiir 

sin - ~ .  sin o ~- I .  

Damit also die Umkehrung der Integrationsordnung in (76) zul~ssig 
sei, muss sein 

# < : ~ .  
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Unte r  dieser Vorausset~aug ist ,  wie sieh sofort dutch Differentiation 
aus (63) e rg iebt :  

( ) ' . ~ ( - + ~ . ) ~  
(77) ~ '+ l (x )  cos x sin V sin ~ d x  = t ' 

co8 ~ ~ 
O 

wenn man setzt 

(78) sin 7 " sin ~ = sin ~".z 

Somit  erhnl t  man aus (76): 

oo.( .+ .~)~ 
(79) / ' ,  (cos a )  ~ l ~  . . . . . . .  

( '08 4 

0 

Fiihrt  man  cp als Integrationsvariabele ein~ so erh'~lt man :  

P " ( c o s e )  = "--" ~ = = ' 2 -  = -  - -  

0 

,9 

(so) e-(~o~o) = - ]  -//;{~.~;-~=::E~:#(" (o<0<~)  

0 

Setzt man  

cos V " sin ra ~--- sin ~ -.~-3 

so folgt auf  demselben Wege  aus (75): 
.,t ~ 3" 

o /" oo.(-+ I ) ~  
( - -  1)..P* (cosO) = ~ -  I . . . .  - ~ - = U d - - : - - .  = - -  , 

0 

. . . . . .  .., s 1 7 6  . 

@. 

Die Formeln  (80) und (81) rRhren yon Mehler*) her. Addirt  ma~ 

*) Mathem. Anaalen Bd. V, p ~ .  141. 
12 m 
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(80) und (81) und subtrahirt nlan dieselben, nachdem man n mit n -- 1 
vertauseht hat, so ergeben sich die Formeln: 

0 .9" 

@ :a 

foo.(o- 
(=> , )  o --J ~ = : o ~  j ~ ; o ; ~  

o .9- 

Dureh Addition und Subtraction folgen hieraus die beiden l)irichleg- 
schen Formeln:*) 

v-(r . . . . . . . . . . . . .  :-'-=: + _  
J 

(s2) 

-~-= P-(eosa)  

o @ 

o 8 

Die Formeln (82) verlieren ffir n ~ 0 ihre Giltigkeit, w.~hrend (80) 
mad (81) f l r  diesen Fall auch giltig sin& 

F i r  ein reelles x < i bestehen die Gleichungen: 

2.4-.. ~= ( i a ) 
Q-" (x )=( - -1 )  ~ 1 .3 . . . (2n_ l ) -x -W n-~-]., - f f - -n  ~ ,  x ~" 

i 2 . 4 - .  2 n  F(n.-{.-1, 1 1 Q2 + (x)=(_l)~+~3._:~_=..(~_~,) ~ n,  ~ ,  x~), 

ferner fiir x > 1 

Q'~x) =- ,,: I (,~ ~ , a ) 
�9 , ) a . s . . . ~ + , )  z~-~ F + 1 ,  T -4 -T ,  n-4-E,  ~-' ** 

wihrend ffir x ~ 1 Q" unendlich wird. 
Setzt man demgemS~ss in (51) und (52) 

1 3 

r e s p .  
1 1 

a----n-4-1,  ~ =  ~ n, 7 = E ,  

*) Crelle, Journal  f. Math. Bd. 17, pag.  41. 
**) Heine,  Handbuch  der  Kugelf.  I, w167 17, 29. 
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so er~ebt  sieh naeh ehaigen eiafaehe~ l~luet ionea:  

A dz ":v 
0 

(s41 cos  ( 

0 

177 

Diese Formeln gelten f~r jedes reelle z und sind eine Erg~,nzung der 
Formeln (72) und (73). 

Als letz~ Anwendtmg tier allgemeinea Formela setze man 

r �9 w o m  eine positive ~,anze Zahl mit Einscbluss der Null bedeutet. Aus 
(51), (Se) ~ d  (54) fol~ alsdann: 

i 
(~5) v] J " + "  (~) J . . . .  ~ ( z z ) d z  ~-  

rr( .-O z ,*-~,- tF(a,  - - m ,  a - - m ,  z~), ( s< t), 
~ m  IT (~ - , , -  1) 

___~ 1 ( z ~ l ) ,  (--i" E 

o , 

Setzt man in (85) m---~ 0 und dividirt dureh ~ - t ,  so erh~lt man den 
discontbaairliehen Factor 

, 1 ,  (z ~ <  1), 

1 J r  f* I (86) z~-~-I/d"(x) d'-~(xz)dx = V't (z:-~-l),  

o O, (z ~ > 1). 

Setzt _man hierin im speeiellen a ~ I ,  so erhRlt man den Weber'- 
sehen diseontinuirliehen Factor :*) 

�9 ~ ,  ( z~<  1)' 
--  { 

(87) [J~(x)JO(x~)dx-~ --.~, (z -~- l ) ,  

O, (z ~ > 1). 

1 Ffir a-~--~, ergiebt sich der bekannte Dirichlet'sehe di~eo-tiauirliche 

Factor : 

*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 75, p,*g. 80. 
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1, (z=<l), 

(88) = q  . a .  = y ,  ( ~ =  1), 

O, (z~>l), 

Als Erg~nzung des Integrales in (88) sei noch erw~hnt der Fall 

a ~ - - - l ,  fl_.. 1 ,  ? 3, 
2 

Diese Substitution ergiebt aus (51) trod (52): 

{ !  1+~ (z< l ) ,  f ~ �9 log I--z (89) sin x sin x z  

o -~- log (z > 1) 
z , _ l  ~ 

FOr z ~ 1 wird das Integral unendlieh. 

Berl in,  im Februar 1887. 


