
Ueber eine einfache Gruppe yon 504 0peraLionen. 

V o n  

RO~.RT FRICK~. in Braunschweig. 

In Band 41 der Mathem. Annalen pag. 443ff. habe ich eine Unter- 
suchung verSffent|ich~, welche den arithmetischen Charakter der Drei- 

ecksfanctions(-~ = = J )  ' 3 ' -~; zum Gegenstande hat. Die Subs~i~ations- 

coefficien~en der Gruppe dieser Dreiecksfunction" liessen sich als ganze 
algebraische Zahlen eines gewissen KSrpers sechsten Grades darstellen, 
der aus dem bei der Siebentheflung des Kreises auftretenden reellen 
cubischen KSrper dutch Adjunction einer gewissen Quadratwurzel 
hervorging. 

Bei jeder Gruppe linearer Substitutionen, deren Bildungsgesetz 
man vermSge ganzer algebraischer Zahlen anzugeben vermag, ]iegt 
die MSglichkeit vor, das Unbergruppenproblem auf Grand des Princips 
der Congruenzgruppen mit Nutzen in Untersuchung zu ziehen. Diese 
Untersuchungsrichtung zu verfolgen, ist bei den neueren Fortschritten 
der abstracten Gruppentheorie dutch Cole,  H S l d e r ,  B u r n s i d e  u. a. 
yon Interesse geworden. 

Insbesondere soll in den nachfolgenden Zeilen eine concrete Be- 
deutung derjenigen einfachen Gruppe Gs04 yon 504 Operationen ent- 
wickel~ werden, die schon bei Ma th i eu*)  auftritt, und die vor einigen 
Jahren yon Co le  in der Abhandlang ,,Simple groups as far as order 
660"**) wieder gefunden wurde. Angaben fiber die S~ructur dieser 
Gruppe finder man auch in B u r n s i d e ' s  Buche ,,Theory of  groups 
of finite order"***) pag. 370 ft.; auf die Erzeugung der d~504 is~ B u r n si d e 
in den Mathem. Annalen Bd. 52, pag. 174 zurfickgekommen. 

*) N~mlich in den Entwicklungen des Cap. II der Abhandlung ,~dmoire 
swr r 6 ~ e  des f o ~ t ~  de p Z ~ r s  qua~i~&, ~c.", Journ. de Math6m. (2) tome 6 
(I861); ich verdanke diese Bemerkung einer Mit~heflung des Herrn Burkhardt. 

**) American Journ. of Mat~hemat~cs, Bd. 15 (1893) pag. 303ff. Siehe auch 
die Nofiz yon Cole ,,f1~ of the s~sti~o~jro~_ms of ~ne Ze~ers". Quarterly 
Journal Bd. 26 (1893), wo die G5o4 als Permutaldonsgruppe yon 9 Dingen definirt ist. 

***) Cambridge, 1897. 
M&thematische Annalen. LII.  21 
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w  

Recapitulation fiber die 6ruppe der Fm~ction s , ~ , ~ ;  

Man vers~ehe unter o die reelle ganze algebraische Zahl 
2~r 2 ~ i  

e 0 ~ e  7 -}-e 7 , 

d. i. die grSsste unter den drei Wurzeln der cubisehen Gleichung: 
(1) o a-{-o 2 - 2 o - 1 ~ 0 .  

Die Gruppe l" der vorhin genannten Dreiecksfunction ist als- 
dana bei zweckmi~ssigster Lage des Ausgangsdreieeks*) erzeugbar aus 
den beidea Substitutionen: 

_ _ (  o2 --{- co-- I, 1 + ~ ~  [ O ,  1~ 
(2) V o \ - - l - J r ' / / ' o - - l '  ~ 1 7 6  V , = ~ , _ _ I ,  0,] , 

fiir welehe die drei Relati0nen gel~en: 
(3) ]roT= 1, ]712= 1, (V 0 V , ) ~ -  1. 
Der Grui)pe i" ]iegt also derjenige KSrper 6 re" Grades zu Grunde~ 
welcher aus dem cubischen Kbrper der Gleichung (1)dutch Adjunction 
yon V o  ~ 1 hervorgeh~. 

Die Substitution V 0 ist quadrimodular (yon der Determinante 4). 
1)ie Gesammtgrup2e [" besteht aus allen quadrimodularen Sub- 

stitutionen : 
[" a + b V'~o - -  1 ,  c -}- d 1 / ~ ' ~  

(4) 
V-k- k,-- c -~- d t/-~ ~ i ,  a --  b l / - o - - - l  ] 

! } 

mit ganzen Zahlen a, b, c, d des cubischen K6rpers (1)~ die f olgenden 
Congruenzen geniigen : 

(5) 
a(o2+o- [  - 1) + c + d ( o +  1) 

a Jr- b --{- d(o~--{- o-{ - 1) (mod. '2). 

a +  b(o+l)  + e(o +o+ D 

*) Vergl. hieriiber ausser der sehon gen. Arbeit in Bd. 41 der MaYhem. Annalen 
die ,Vqrlesungen iiber automo~he ~ymctionen" yon F. K l e i n  und dem Verf. 
Bd, I pag. 606 ft. (Leipzig, 1897), 

Diese Congruenzen, welche sich fibrigens auf nur zwei unabhiingige 
reduciren, haben zur Folge, dass bei Construction zweier quadri. 
modularen Substitutionen (4) in den Coefficientea der en~springenden 
Substitution fiberall der Factor 2 auftritt, so dass nach For~hebung 
desselben wieder eine ganzzahlige quadrimodulare Substitution (4) zurtick= 
bleibt; dieselbe genfigt dana insbesondere auch wieder den Congruenzen (5). 
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Sind a, b, c, d zugleich dutch 2 ~heilbar, so sind die Congruenzen 
(5) selbstverstiindlich erfiitlt. Man kann dies dahin aussprechen, dass 
die ,,unimodularen" SubstitutioneD (4) insgesammt in I" enthalten sind. 
Sie bilden eine weiterhin 
oft zu ne'nnende nicht-au3- 
gezeichnete Untergruppe 
['6a des Index 63, und zwar 
handelt es sich bei der 
F~a um die Gruppe des 
,,reguliiren rechtwinldigen 
Kreisbogensiebenecks". In 
der That ist die eine der 
beiden symmetrischen 
tti~Iften des Discontinui- 
tiltsbereiches der i'6a durch 
das aus 63 Dreiecken 
bestehende Kreisbogen- 
siebeneck in Figur 1 
dargestellt. Die WerChe- 
vertheilung yon s ist bier ez. 
diejenige, duss die Ecke Fi~. I 
e I bei s ~ i l ie~,  die Seite ej e~ den Einheitbskreis and die Seite e~ e 7 die 
imagin~re s-Axe tr~gf~, wobei die Richtung yon e I nach e7 diejenige 
gegen s ~ - f - i o o  ist. Ein canonisches Polygon ffir die r'~3 l~sst sieh 

in der Gestalt des reguI~ren Siebenecks der WinkeI ~ darstellen, 

wie es Fig. 2 (foIg. Seite) liefert*). Man bemerke, dass die Randcurven 
dieses Polygons nicht aus Symmetrielinien des Dreiecknetzes gebildet 
werden. Die Zuordnung der Randcurven geschieht, wie die Figur 
andeutet, dureh sieben Substitutionen V ~ , . . . ,  V~ yon der Periode 
zwei, welche die Relation befriedigen: 

(6) r , .  V~. r ~ . . .  V~---- 1. 

Die expllcite Gestalt dieser Substitutionen ist die folgende: 

, - \ __ ( to  _it. 1), (co2+ 2 t o ) / / ~ - "  1 / '  

L--(to~-nt-2a~n t- 1)-{-(to'-{-2eo)~/o-'~ i ,  (2eo'nt-4eo- {- 1 ) ~ ~  l )  

*) Die Bedeutung der in Fig. 2, sowie in den weiter folgenden Fi~aren stark 
ausgezogenen Linien wird sparer erli~uter~ werden. 
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\ -  (~,+3o,+~)+(2o~+4o~+1)V~---/, ( 2 ~ + 5 c o + 2 ) v ' ~ / '  

\--(a~+3ro+2)+(2a-+5o~+2) V%-- 1~, (2~2+4~+1) V ' ~ J '  

V6__ ( - -  (co' -}- 2a~) y% -- 1, (to'-{-- 2o-il-- 1)-1- (2r 1 ) ] / ~ ~  

k,--(o~+2o+ U+(2~:+4co+ 1) V'K-~-- i, (co~+2o~)y'~--~-- i / '  

v,_._ (o_, (~, + ~) + (~-" + ~o) V~---i']. 
(~+1) + (~+~)g~-~--i,  oll 

t 

l~ig. 2. 

Die elliptische Substitution Vs, welche Drehung des in Fig. 2 
gegebenen Diseontinuiii~tsbereiches der F63 um das Centrum durch den 

2~ 
Winkel -7- vollzieht, hat die Gestalt: 

{(~%o-~)--(o+~)V~- i, (o~-+o-~)+(~,+I)V~ - t (7) ! 

\-(c0%~,-1)+(~+ I)V-~ ~- i ,  (~,%,0-1)+(~,+1)V,~- 1 
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Dieselbe ist quadrimodular und genfigt den Congruenzen: 
(8) a ~ c ,  b - - d  (meal. 2); 
man zeigt Ieicht~, dass bei allen den Bedingungen (8) geniigenden quadri- 
modularen Substitutionen auch die Congruenzen (5) stets erffillt shad. 

Alle die ~edingungen (8) befriedigenden quadrimodulare~ Substi. 
tutionen bilde~ eine Gruppe, wdvhe als Untergru10e F 9 des Index 9 is  
V enthalten ist. Die F~ entspringt aus der F6a dutch Zusatz yon Vs, 
und sie ist die umfassendste in 17 enthaltene Untergmppe, innerhalb 
deren F6a ausgezeichne~ enthalten ist. Aus Figur 2 geht leich* hervor, 
dass die F9 die Gruppe ,,erster" Art des Kreisbogendreied~s der Win~l  

=- ~ ~ ist. Man bemerke, dass die durch Spiegelungen erweiterte 
2 ~ 7 ~ 7 
Gruppe dieses Kreisbogensiebenecks nicht mehr in der gleichfalls 
erweiter~en Gesammtgruppe F enthalten is~. 

w  

Arithmetiseho Definition einer ausgezeichneten Untergruppo ['so~. 

Gegenstand der n~ichsten Untersuchung ist nunmehr dieumfaasen~te 
in der F63 enthaltene Untergruppe F~, welche die Eigenschaft besitzt~ 
in tier Gesammtgrulope F ausge~eichnet zu sein, Die in f't, enthaltenen 
Substitutionen yon der Gestalt (4) w t miissen der Forderung geniigen~ 
dass mit der einzelnen unter ihnen V stets aueh V o V Vo - t  in ['~, and 
also auch in I-6~ enthalten ist. Sehreiben wir aber: 

(l) V~ V V~ = ( a" -~- b" ~ l , 
\ _ r  +d,V~--~--l, 

,,unimodular", so bereehne~ man leicht: 

a'-- b V~:-~- I } 

(.9) ~' = ~ ( -  b(~,~-2) + ~ (~+  ~) - d (o~- ~)), 

Dami~ die drei Zahlen b', c'~ aT ganz werden, ist hiernaeh hinreichend 
und nothwendig, dass die Congruenz erftiUt ist: 
(3) b(co~+~+l)  + c + d ~ O ,  (rood. 2). 

Man wird hier und bei welter folgenden Reehnungen einige Siitze 
tiber den Zahlmodul 2 im cubischen KSrper der Gleichung (l) w 1 be- 
nutzen miissen. Merken wir insbesondere Folgendes an: Die Zahl 2 
ist im genannten KSrper eine Primzahl der Norm 8. Die 8 modulo 2 
incongruenten ReeVe: 
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to2 to2 O, 1, o,  to e, e0+  1, + 1, ~2.J_ ~,  + ~"1" 1 
sind sgmmtl, ich mit Qnadraten congruent; insbesondere ist: 

(o2+o)~___=~+ 1, ( ~ + ~ + 1 ) - ~ .  
Auch die folgenden Congruenzen wird man zu benutzen haben: 

~ ( ~ + ~ ) _ = 1 ,  o ' - ( t o + l ) = l ,  ( ~ + l ) ( o 2 + t o + l ) ~ l . -  
Um nun die Bedeu~mng der Congruenz (3) niiher zu effassen, 

combiniren wit irgend zwei Substitu~ionen V, V' der f'6a; man gewinne 
V.  V'.--~ V"  oder exlalici~e: 

l 
a"~-- aa" + bb'(to--1) - -  cd + dd ' ( to- -1) ,  
b" ~--- ab" + ha" + car ~ dd, 

(4) [c" ~ ad  + bar( to-- l )  + c a ' ~  rib'(to-- 1), 
/ ar'.----- a ar + b c ' - -  c b'.ar- d a ", 

Oeniigen V und V" der Congruenz (3), so iinde~ man rood. 2: 

b" (to2-l- ~-J -- 1) + c " +  d" ~ b [a'(o-~ + t o +  1) -J- a r ( ~ +  1) -a t.. d] 

+ cCar (o=+ ~ +  1) + d + a'] 
+ ~gi~+to+1)  + b'(r,,+l) + d]. 

Erse~z~ man im ers~n Gliede rech/mr Hand b auf Grand yon 
b - -  b (r to+ 1) (to,+ 1) ~ (c+a) (to~-+ 1), 

so ergieb~ sieh~ wenn man rechis die Glieder m i t c  und d zusammen- 
lassO: 

b"(to=+~+ 1) + c"+ a" ~ e[b' + r I) + ~(o-~ + I)] 
+ d~b ' (o+  t) + dto + gto], 

and also folg% da auch V' die Congruenz (3) befriedig~: 
b"(to=+ to+  1) + d' -}- d" ~ 0 ,  

d. h. such fiir V " ~  V .  V" besteh~ diese Congruenz. Hiermi~ is~ 
bewiesen: Alle Sub~titutio~en ~er unimodulare~ Gru~lge F~a fiir wetche 
die Congrvznz: 

(3) b(to ~ + t o+  1) -{- c + d ~ 0 (rood, 2) 
erfiillt ist, bilden eine in der F~a enthaltene Untergru~pe F~. 

Die so gewonnene F~, en~hifl~ die oben postulirte inne/balb F aus- 
gezeichnete V~,; denn die Coagruenz (3) war eine fiir f'~, no{hwendige 
Bedingung. Es liisst sich nun abet zeigen~ dass die Iv~, geradezu mit 
der ['~ identisch is~, d. i. duss berei~s die Gruppe f', innerhalb der 
Gesammtgruppe 1" 
werden kann,  so 
zeigen lgsst~ dass 
in 1"~ enthslten ist. 

ausgezeichnet ist. Ds F a~s V o und V 1 erzeug* 
wird diese Behsuptung bewiesen sein, wean sich 
mit V stets sowohl 17 o V Vo -1 als such V I V V1-1 
Ffir die letz~ere Substitution geh~ dies unmi~telbar 
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aus der Tbabache hervor, dass die Transformation yon V durch ]71 
nur einen Zeichenwechsel  yon b und d bei unver'inderbn a und c 
bewirkt. Die Substitution ]r 0 ]7 Vo-1 ist in (1) und (2) explicit an- 
gegeben. Sic ist ganzzahlig und unimodular; und wit finden: 

2 [ b ' ( ~ +  ~ +  1) + c ' +  ar] =-- b (~3+ ~ +  ~) + (c--  a) (~,,+ 2 ~ +  ~ - - 1 )  
- -  b(r J[-c(a~-~ - 1)-- d(co-- I) 

+ c + a. 

Diese Gleichung liefert bei Reduction modulo 4: 
2[b'(eo2-]-r -{- c" + ar]~--2[b ~-- (c-[-d)(r (rood. 4); 

und da bier wegen (3) die rechte Seib durch 4 theilbar ist, so gilt 
diese Congruenz (3) auch fib V 0 V Vo - I ,  d. h. diese Substitution ist 
in der [', en~alten. 

Hiermit ist bewiesen : Die dutch (3) definirte unimodulare Congruenz- 
gruppe 2 te~ Stufe ist die gesuchte umfassendste in der f'63 enthaltene und 
in der Gesammtgru~2e [" ausgezeichnete Untergruly~e I'~. - -  

Es soll jetzt der Index der !'~ innerhalb der 1-63 bestimmt werden. 
Man verstehe zu diesem Zwecke unter S und T die folgenden aus den 
Zahlen a, b, c, d der einzelnen unimodularen Substitution ] 7 gebildebn 
Verbindungen: 
(5) S ~-- b(r q-~Jr-1) q,- c -l- d, T =  a Jr- b(o--{-1) --l- c(o2 q - o +  l). 
Da a~ b, c, d rood. 2 die Congruenz befriedigen: 

a2 Jr" c2 Jr- (b~Jr~) (a~Jr I) ~- I ,  

so ergiebt sich gleichfalls modulo 2: 

T 2 ~ - a  2 -]- b2(o2+ 1) -{- c:r  1 Jr-b2 (o2-~- r t- c: (co + 1 ) +  d2 (r 

T ~ -~- i -4- (co-f- 1)S5 (rood. 2). 

Da nun aus T ' 2 ~  T 2 immer auch T '~_  T (rood. 2) folgt, so ergiebt 
sich der Satz: Haben zwei Substitutionen der l'sa congruenb Zahlen S 
modulo 2, so haben sic auch congruente :T. 

Sind jetzt V, V' irgend zwei Operationen aus i'6a , so seize man 
V"~--- V. V' und wird otme M(ihe aus dem Schema (4) berechnen: 

(6) 8 + 8"z, (rood. 2). 
Es ergiebt sich hieraus, dass~ wenn ]7 und V' congruente S haben, 
]7" der U~, angehSrt. 

Nun trifft es sich, dass die Zahlen S tier in w 1 angegebenen 
sieben Substitutionen V 1 , ]7~, ..., VTgerade den sieben rood. 2 incongruenten 
und gegen 2 primen Resien congruent sind. Setzen wir also die 
Identitiit 1 mit S ~-- 0 noch hinzu, so gewinnen wir in 1, V1, V2,..., ]77 
ein l~eprtisentantensystem der ['~, als Untergruppe der i-6~ i die ['~, hat 
hiernach innerhalb der ['~ den Index 8, innerhab der Gesammtgrulrpe 
den Index t ,~ -  8.63 ~.  504. 
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w  

Discontinuit~tsbereich der I-~ und Structur der complement~ren 
6ruppe Gso+. 

Sehen wir die Subs~ihltionen der ausgezeichneten i"5o + als mit der 
identischen Substitution 1 ~iquivalent und nicht wesentlich yon ihr 
verschieden an~ so reducirt sigh die Gesamm~ruppe auf eine endliche 
Gruppe Gso + der Ordnung 504, welche als die zur i'~o 4 gehGrige 
,co~nplement~ire Gru~e" bezeichnet wird. Die Fss reducirt sich hierbei 
auf eine Gs, als deren Operationen 1, Y1, Y 2 , . . . ,  Jr7 angesehen 
werden kSnnen. Da zufolge (6) w 2 die beiden Subs~itutionen jz~ ]r~ 
und ]r~ ~r i modulo 2 congruente S haben und also ~quivalen~ bezi~g- 
lich ['~o4 sind, was durch 

ausgedriickt werden mug, so ist die eben genannte G se ine  Abel'sche 
Grulrpe, die iibrigens ausser der Identitiit lauter 02erationen der 
l~eriode 2 ent~ilt. 

Sind i, k irgend zwei verschiedene unter den Zahlea 1, 2~ . . . ,  7, 
so wird Vi. V~ cxJ ]7+ sein, wo l eine bestimmte dritle dieser Zahlea 
ist. Ftir die Aufs~ellung des Discontinuit~i~sbereiches der !"504 ist es 
wichtig, die e~plicite Gestalt dieser Formeln V~. V~ c~ V~ kennen 
zu lernen. Da die Y1, V2, " . . ,  ]77 durch Transformation vermSge Ys 
(cf. (7) w 1) cyklisch permutirt werden, so folgt aus V~ Y~ cxj Y~ stets 

mit ~-~-1, 2, . . . ,  6, wo man nur die Indices nS~higenfalls rood. 7 
zu reduciren hat. Es ist also ausreichend, wenn wir die sechs Formeln 
V~. V, c~ V, aufstellen. 

Es is~ nun zun~chst unmSglich, dass V~-V~ c,o V~ ist~ denn es 
wtirde V~ V~ V~ cx9 1, und also auch V 4 ]75 g 6 c~ 1, d.i. vermSge (6) 
w 1 ~ c~ 1 werden. Durch die gleiche Ueberlegung folgt~ dass nur 
entweder Y~. Ve c,.) Y~ oder ]7 .  V~ r ]76 sein kann. Formel (6) w 2 
lehrt, dass 171. V 2 c~ V 4 ist; auf die Bedeutung yon g~- Ye c'o Ye 
kommen wir unten zarfick. Aus V~. Y~ c~ It4 Ruder man durch 
wiederhol~e Transformation vermSge Vs, dass insgesammt gilt: 

v,, v,. v+ 
O) v, v+, v+, 

Um nun einen .Discontinuitiitsbereich der ['~o+ zu  gewinnen~ haben 

wir das in Fig. 2 gegehene Siebeneck der Winkel V dutch Austibung 

der Substitutionen V~, Y~ , . . . ,  V 7 rings mit sieben weiteren Sieben- 
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eeken zu umgeben. Es en~teht so der in Fig. 3 abgebildete Bereieh; 
jedes der acht Siebenecke besteht hier aus einem inneren (schraffir~en) 
rechtwinkligen Siebenecke und sieben sich anlagernden Dreiecken, 

29 

3~ 

37 

38 

1--23 8 - -  3 15--20 ~g.s. 22--12 29--  7 3b--  4 
2- -39  9 - -14  16-- 6 23-- I 30--40 37--17 
3 - - 8  10--42 17--37 24--34  31--11 38--33 
4 - -36  11--31 18--28 2 5 - - 5  32--27 3 9 - - 2  
5- -25  12--22 19--41 26--21 33--38 40--30 
6- -16  13--35 20--15 27--32 34--24 41--19 
7--29 14-- 9 21 - -26  28--18 35-- 13 42--  10 

welche mi~ eLuem zu jenem symmetrischen rech~winkligen Siebenecke 
~quivalen~ sin& Ira Inneren des schrafRr~en Theiles ist~ die zugehSrige 
Substitution angemerk~. Zum definitiven DJscon~inuJ~iitsbereich der F5o4 
w/irde man jetzt dadurch gelangen, dass man in jedes schrafflrte recht- 

winklige Siebeneek 63 Dreieeke der Winkel ~ ~ ~-~ ~-~ T~ in jedes (niche- 
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schraffirte) Dreieek 9 solche eintrii~, welche letztere iibrigens zum 
Theil yon den l~andcurven unseres Bereiches durchschnitten sein 
w(irden. In das rechtwinklige Siebeneck 1 hat man hierbei das Netz 
der Fig. 1 einzulagern und yon hieraus nach dem Symmetriegesetz 

32 

3[ 

aO 

J~ 

~o 

/ 
/ 

1 - - 1 7  8 N  3 15- -38  22 - -24  29 - -31  36 - -10  
2 - - 3 9  9 - - 3 2  16- -18  23--25 30- -  4 37 - -11  
3 M 2 6  10- -12  17- -19  2 4 - - 4 0  3 1 - -  5 38 - -33  
4 - -  6 11- -13  18- -34  25--41 32- -27  3 9 w 2 0  
5 - -  7 12--28 19- -35  26--21 3 3 - - 1 4  4 0 - - 4 2  
6 - - 2 2  1 3 - - 2 9  2 0 - - 1 5  2 7 - -  8 34 - -36  4 1 - -  1 
7 - -23  14 - -  9 2 1 - -  2 2 8 - - 3 0  35- -37  4 2 - - 1 6  

:Fig. 4. 

for~zufahren. Wfirde man das zu Fig. 1 symmetrische Netz eintragen, 
so wiirde man~ um ein regular symmetrisches Netz yon 504 Doppel- 
dreiecken zu gewinnen, die gleich anzustellende Betrachtung nicht an 
F~-7r2 on9 ]74, sondern an die andere oben genannte Relation 
]71 - V 2 c~ ~r 6 ankniipfen miissen. 

Die Zuordnung der mit den l~ummern 1 bis 42 versehenen Rand- 
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curven unseres Bereiches ist gegenflber der Drehung Ys um das Centrum 
der Figur invariant and iibrigens eine derar~ige~ dass a~f der aus dem 
Bereich herzus~ellendea geschlossenen Fl~che jedes der acht Siebenecke 
rings yon den iibrigen sieben umschlosse~ erscheint. Die in Figur 3 

ie6 

36" 

6 

1--41 8--27 15--20 22--  6 29--13 36- -34  
2--21  9--14  16--42 23--  7 30--28 37--35 
3 - -  8 10--36 17--  1 24--22 31--29 38--15 
4- -30  11--37 18--16 25--23 32--- 9 39--  2 
5--31 12--10 t9- -17  26--  3 33--38 40--24 
6 - -  4 13--11 20--39 27--32 34--18 41--25 
7 - -  5 14--33 21--26 28--12 35--19 42--40 

t~bellarisch angegebene Zuordnung ist nun eiae eimCache Folge der 
Relationen (1). So wird z. B. die Raadcurve I durch V 4- Vs-Vl in 
die Curve 23 transformir~ die Curve 2 dutch V~-V 3 - V~ in die 
Curve 39 u. s. w. 

In Fig. 4 ist der Discontinuifi~sbereich der F~o~ in Gestalt yon 
zwei Systemen yon je 8 rechtwinkhgen Biebenecken gegeben, welche 
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eine weitere Eintheilung in kleinere Siebenecke tragen, yon der noch 
die Rede sein wird. Das in Fig. 4 rech~s gezeichnete Netz besteh~ aus 
dem in Fig. 3 mit 1~ bezeichne~en schraffirten Siebeneck und 7 sich 
herumlagernden symmetrischen Siebenecken. Die schraffirten Sieben- 
ecken V~, F 2 , . . . ,  V~ der Fig. 3 tragen auf der linken Sei~e der 
Fig. 4 eben diese Benennung. Das Cenh'um des le~zteren Netzes rtihrt 
yon dem durch (2, 3), (8, 9), (14, 15), (20, 21), (26, 27), (32, 33), (38, 39) 
zu bezeichnenden Eckencyklus der Fig. 3 her. Jede Randcurve des 
einen Ne?~zes in Fig. 4 ist einer bestimmten des anderen Ne~zes zu- 
geordnel, worfiber das N~here aus den den beiden Netzen angeh~ng~en 
Tabellen zu entnehmen ist. In Fig. 4 sind iibrigens nun weiter noch 
diejenigen Seiten des ursprfinglichen Dreiecksnetzes eingetragen, welche 

die Seheitelpunkte der Winkel ~ = verbinden. Wir kommen auf 
2 ' 3  

das dadurch en~pringende Netz yon 72 Siebenecken der Winkel 2=_ 
3 

gleich nochmals zurfick. - -  
Der Discontinuit~tsbereich der Fs04 setzt uns jetzt vermSge seiner 

Trunsformationen in sich in den S~and, weitere Angaben fiber die 
Structur der Gso 4 zu machen. Die Eckpunk~e des Netzes der 2.504 
Dreiecke bezeichnen wir allgemein als Punkte /)2, zOa, /)7, je nach- 
dem sie yon 4, 6 oder 14 Dreiecken umring~ sind; man hat 252 
.Punkte /)2, 168 t)unkte t)a und 72 t)unkte t)~. 

Bei der Drehung V s der rech~s liegenden ttiilfte der Fig. 4 um 
ihr Centrum dreh~ sich die linke H~lfte in derselben Art. Die hn- 
schauung der Figur lehrt, dass hierbei nur die beiden Cen~ren /)7 
fes~ bleiben. 1)ie G~o ~ hat hiernach 36 gleichberechtigte cyklische Unter- 
gruppen G~ deren einzelne zwei t~ixpunkte t~7 besitzen. 

In Fig. 4 sind rechts und links zwei Zickzacklinien stark aus- 
gezogen, welche sich auf der geschlossenen Fl~iche zu einem regul~en 
geschIossenen Zuge yon 2.9 Bogenstiicken zusammense~en. Man 
erkennt die Existenz einer cykIischen Gg, deren Erzeugende das ein- 
zehae der 18 Bogenstiicke in das iiberniichste transformirt. Da das 
einzelne Bogenstiick an zwei solchen geschlossenen Zickzacklinien theil- 
ha~, so z~hlt man leicht ab, dass es deren insgesammt 28 giebt. 
Gegentiber der eben genannten G 9 permu~iren sich die Punkte / )aim 
allgemeinen zu neun. Doch giebt es zwei Sys~eme zu je drei Punkten 
/)3, welche sich gegeniiber der G~ nur zu 3 cyklisch permutiren, und 
die demnach einzela Fixpunkte der in G~ enthaltenen Ga sind; die 
Exis~nz dieser seehs Fixpunkte kann man mit Fig. 4 direct fes~h~llen. 
Da insgesammt 168 Punkte/~s vorkommen, so giebt es 28 G~. Man ha~ 
das Resulfat: ~s giebt in der G~o ~ 28 den oben genannten Zick~ack- 
linien ein-eindeutig ~ugeordnete cyIdische ~ und in ihnen 28 cyklische 
G~, deren einzelne sechs ~unkte ~ zu ~ixlmnkten hat. 
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Die einzige Substitution erster Art~ welche ein einzelnes recht- 
winkliges Kreisbogensiebeneek in sich transformirt~ ist eine Drehung 
yon der Periode 7 um das C~ntrum. Die einzelne der Substitutionen 
~ V~ , . . . ,  V 7 wird demnach die 2.8 reebtwinkligen Siebenecke zu 
Paaren permutiren und aus diesem Grunde keinen Fixpunkt ~'~ im 
,,Innern" eines der Siebenecke haben. Die Eckpunkte des gedachten 
Siebenecknetzes sind 28 Punkte ~ ,  so class auf die einze]ne der 
7 Substitufionen V1, V.2~...~ V7 4 Fixpunkte entfalJen. Da wir 
insgesammt 252 Punkte P~ haben, so folgt: YEs giebt in der G~o , 
insgesammt 63 gleiehberechtigte cyklische G~, deren einzetne vier Fix- 
p u n k  t~2 hat. 

tIiermit sind die gesammten 
3 6 . 6 + 2 8 - 8 + 6 3 - } -  1~-504 

Operationen tier G504 aufgez~ihlt. 
An nicht-cyklischen Un~ergruppen nennen wit zun~chst drei Classen 

von Diedergrup~en, niimZich 28 gleichberechtigte Gts , 36 gleichberechtigte 
G14 und 84 gleichberechtigte G6, die in ersteren G,s enthalten sind. Die 
einzelne G 9 als eine unter 28 gleichberechtigten Gruppen wird ni~mlich 
dutch 504:28 ~ 18 Subs~itutionen in sich transformir~, die eine Gjs 
bilden. Dieselbe enth~l~ neben der G 9 noeh 9 Substitutionen der 
Periode 2, welche die einzelne Substitution der G a in ihre inverse 
transformiren. Die Gjs ist hiernach eine Diedergruppe. Ebenso be- 
handelt man die (~14, w'~hrend sieh die G 6 als Untergruppen der Gts 
ergeben. 

Die einzelne G 2 als eine under 63 gleichberechtigten Gruppen ist 
ausgezeichnet in einer Gs enthalten, in welcher wir bereits eine Abel'sche 
Gruppe mit 7 Substitutionen der Periode 2 erkannten. Da die einzelne 
G 2 nut in einer G s enthMten ist, so giebt es in der Gso , 9 gleich- 
bereehtigte Abd'sche Gruppen G s mit je 7 Substitutionen der t)eriode 2 
ausser der Identitdt. Die einzelne G s als eine unter 9 ist ausgezeiehnet 
in ether G~ enthalten, welche nebea der G s noch 8 innerhalb der G56 
einander gleichberechtigte G~ entMilt ; insgesammt giebt es 9 gleichberechtigte 
Gs~ dieser Art. 

In der einzehaen G s zilhl~ man 7 Vierergruppen G 4 ab, die inner- 
halt) der zugehSrigen ( ~  gleichbereehtig~ sind. So e n t h ~  z. B. die 
obige G s der Substitutionen 1~ V t , . . . ,  V~ folgende 7 Vierergruppen: 

(r~,  G ,  L ,  1), ( G ,  G ,  r~, 1), ( G ,  L ,  G ,  1), ( G ,  r~, G ,  I), 
( V~, V~, V~, 1), (]76, V~, V,, 1), (]77, V~, Va, 1). 

Alle 9 G s liefern demnach 63 G,: ~ giebt in der G~o ~ insgesammt 
63 Vierergrup~en Ga, die mit einander gleichberechtigt sind*). 

~) gergl, hierzu die Angaben fiber die Structur der Gso4 bei Burnside 
a. a~ O. pag. 372. 
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Es gilt nun der Satz, dass ausser den bisher genannten Unter- 
gruppen weitere in der Gs04 nicht enthalten sin& Man beweist dies 
vermSge eines yon C. J o r d a n * )  angegebenen und bereits yon 
J. Gie r s te r**)  bei der Gruppe der Modulargleichung verwendeten 
Verfahrens, welches auf der L5sung einer gewissen diophantischen 
Gleichung sammt nachheriger Discussion der LSsungen beruht***). 

Aus der Vollst~ndigkeit der Aufziihlung der Untergruppen ent- 
nehmen wir das Resultat: Die Gso 4 ist eine einfache Gruppe. - -  

Wir betrachten endlich die Symmetrielinien des Netzes der 2.  504 
Dreiecke und constatiren etwa zuvSrderst, dass dieselben nur eine 
einzige Classe bilden werden. Die Seite e~e~ des rechtwinkligen Sieben- 
ecks (Fig. 1) besteht aus 3 Dreiecksseiten. Die Substitu~on V 1V 2 ist 
die Erzeugende derjenigen cyklischen hyperbolischen Gruppe, welche 
die durch e 1 und e 2 hindurchziehende Symmetrielinie des Dreiecks- 

netzes der Function s(~- = = ) , :$, -~; J in sich verschiebt. Die zwischen 

den Punkten e 2 und V 1172(e2) gelegene Strecke der Symmetrielinie ist 
mit zwei Siebeneckseiten ~iquivalent und besteht dieserhalb aus 6 Drei- 
ecksseiten. Da (V 1 V2) ~ c~ 1 ist, so besteht die einzelne Symmetrielinie 
unseres geschlossen gedachten I~etzes der 2. 504 Dreiecke aus 12 Drei- 
ecksseiten. Man z~hlt daraufhin leicht ab: Das regul~ire ~'etz der 
2 .504 Dreiecke besitzt 126 gleichberechtigte Symmetrielinien, die zwe& 
ein-deutig den 63 Grup%)en G 2 zugeordnet sind. Man kann die bei 
dieser Zuordnung entspringenden SymmetrieIinienpaare zu den Abel'- 
schen G s in einen interessant~n Zusammenhang setzen, was indes hier 
nicht ausgefi~r~ wird. - -  

Ein wichtiger Satz entspringt verm5ge der Symmetrielinien aus 
Fig. 3. Die daselbst vermerkte Zuordnung der Randcurven ist eine 
solche, dass sich ffir je zwei auf einander bezogene Randcurven eine 
bestimmte sie verbindende und im geschlossenen Dreiecksnetz selbst 
geschlossene Symmetrielinie finden l~sst. Ftir die Randcurvenpaare 
(1, 23), (3, 8), (4,36) sind diese Symmetrielinien in Fig. 3 stark aus- 
gezogen; man iibersieht leicht, dass ihre Existenz damit in jedem 
Falle bewiesen ist. 

Da in Fig. 3 die Kreisbogendreiecke selbst nicht gezeichnet sind~ 
so ist die Rolle der drei stark markirten Curven als Symmetrielinien 
nicht unmittelbar anschaulich. Man tibertrage demnach den Verlauf 
der einzelnen Linie auf das Siebeneck der Fig. 2, wo sie sich auf drei 
solche Bogenstiicke auseinanderlegt, wie sie in Fig. 2 stark ausgezogen 

*) In Crelle's Journal Bd. 84, pag. 89 ft. (1877). 
**) In den Mathem. Annalen Bd. 18, pag. 359 (1881). 

***) Siehe auch. Klein-Fricke, ]ror/es. ~ber Modulfunctionen, Bd. I (Leipzig 
1890) pag. 483. 
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sind. Aueh durch Abz~ihlung der Dreieeksseiten ~iberzeug~ m a n  sieh 
hierbei sofort, class die fragliehe Symmetrielinie auf der gesehlossenen 
Fl~iehe selbst geschlossen ist. 

In der s-Halbebene ist insbesondere die imagin~re Axe eine 
Symmetrielinie. Zu ihr gehSrt als hyperbolisehe Erzeugende: 

(2) v7 E = \ o,  ~ + 1 - (~2 + 2 ~) V ~  - i ] '  

die sieh, wie ein Bliek auf das Dreieeknetz lehr~, in den Erzeugenden 
V o, V~ der Gesammtgruppe i- so darstellt: 

(3) vTv1= vgv, v~-~v, v:v , .  

Das Resultat der voraufgesandten Ueberlegung kann man also dahin 
aussprechen, class die sgmmtliehen yore Polygon der Fig. 3 gelieferten 
Erzeugenden der Fso 4 mit: 

(4) (v:v~ vg-~ vl v:v,) ~ 

innerhalb der Gesammtgru~pe gleichberechtigt sind. 
Dieses Ergebniss l~sst, sich in eine bemerkenswerthe abstracte 

Gestalt kleiden. Weiss man yon zwei irgendwie definirten Operationen 
Uo, U1, dass man aus ihnen eine Gruppe erzeugen kann, und gelten 
ftir Uo, U 1 nur die drei Relationen: 

(5) /]o7--1, U~---1,  (UoU1)3=I ,  

so ist die entspringende Gruppe isomorph mit I-. Ist aueh noeh: 

(6) ( v :  v l  Vo  ~ v l  ug v l  ) ~ = 1, 

so sind die s~mmtliehen mit der hier links stehenden Operation gleieh- 
bereehtigten Operafionen, die alle in der .ausgezeiehneten" U~4 ent- 
halten sind, mit 1 gleieh; und anderersei~ werden die Erzeugenden der 
Fs04 und damit alle und nur die Operationen der ['5o4 gleich 1. Da sich 
hiernach die I- auf die Gso 4 redueirt, so folgt: Er/iillen Uo, U 1 die vier 
l~elationen (5), (6) und keine andere, so entspringt aus Uo, Ui eine 
endliche mit der Gso 4 isomorphe Grudge*). 

*) Dieses Theorem is~ der Gegenstand der schon genunntsen Abhandlung 
yon Burnside in den MaYhem. Annalen Bd. 52 pag. 174. 
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Von don automorphon Functionen der 6ruppe [-~. 

Die umfassendsten Untergruppen der Gso 4 sind die neun gleich- 
berechtigten Gss. Ihnen entsprechen in der Gruppe r der s-Function 

(=  = = ) s ~ ,  a '  7 ; J  neun gleichberechtigte Untergruppen ['9 des Index 9. 

Einen Discontinuit~itsbereich einer einzelnen ['9 gewinnt man, indem 
man aus dem Siebeneck der Fig. 2 einen Ausschnitt des Centriwinkels 
2~ etwa dadurch herausschneidet, dass man vom Centrum nach zwei 
7 

consecutiven Ecken geradlinige Schnitte legt. Diese beiden Schnitte 
sind dann dutch die Substitution V s auf einander bezogen; wit werden 
also etwa V s und V 1 mit den Relationen: 

(1) Vs7~----- 1, ]71== 1, (]7s17,)7 == 1 

als Erzeugende der ['9 wghlen diirfen. 
Die ['9 ist nun yore Geschlechte p ~ 0, und es sei u(s) eine zu- 

gehSrige Hauptfunction~ die wir gleich noch n~iher fixiren. Die Haupt- 
function J ( s )  der Gesammtgruppe [' ist so gew~ihlt, dass sie in den 
Eckpunkten /)2,/)3, t)7 bez. die Werthe l ,  0 und a~ annimmt. Ueber 
der J-Ebene lagert die Ebene der complexen Variabelen u in Gestalt 
einer 9-bl~ittrigen Riemann'schen Fl~che, deren Verzweigung im be- 
zeichneten Discontinuit~tsbereich der ['9 direct anschaulich ist. Es 
entspringt der wichtige Satz: Zwischen J und u besteht eine algebraische 
Gleichung fiir J yore ersten, fiir u yore neunten Grade. Diese Gleichung 
neunten Grades besit'zt l~ine t~solvente yon geringerem als neunten 
Grade; ihre Monodromiegruppe ist mit unserer Gso 4 isomorph. 

Die Gleichung neunten Grades, zu der wir bier gefiihrt werden~ 
ist nun bereits vor l~ingerer Zeit durch E. Goursa t* )  aufgestellt. 
Man bemerke, dass der Disconi~inuit~itsbereich der l" 9 aus zwei einander 

symmetrischen Kreisbogendreiecken der Winkel ~ = = aufgebaut 
2 ~ 7 ~ 7 

werden kann. Man drfickt dies Sachverh~iltniss dahin aus, dass die 

Gruppen der Kreisbogendreiecke der Winkel ~ = = und ~ = 
2 ~ 3 ~ 7 2 '  7 '  7 

bei geeigneter Lagerung der Ausgangsdreiecke commensurabel**) 
werden; die Lagerung ist ivsbesondere eine solche~ dass die Symmetrie- 

*) Siehe dessen ,,t~echerches ~ l'dquation de Kummer" in den Acta soc. 
scient~ Fennicae Bd. 15 (Helsingfors, 1888), insbes, pag. 90ft. 

**) Commensurabel heissen zwei Gruppen, wenn sie eine Untergruppe ge- 
meinsam haben,  die in jeder yon ihnen einen endlichen Index beaitzt; im vor- 
liegenden Falle ist die eine der beiden Gruppen direct in der anderen enthalten. 
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linien der beiderseitigen in Deckung befindlichen Dreiecksnetze durch- 
aus getrennt yon einander verlaufen. 

Ueber Commensurabilitiit von Dreiecksgruppen hat nun G o u rs a t  
a. a. O. allgemein Untersuchungen angestelIt, u n d e r  finder insbeson- 
dere ffir den bier in Rede stehenden Fall die algebraische Relation: 

(2) J : J - - 1 :  l -~-16(3u3-~- lOu2 ~ Su-~-4) ~ 
" ( 63u4 -t- 140u3 -$- 168u~ u L" 96u -F- 32) 2 

: 9u 7 (48u 2 u t- 39u ~ 24). 

Man hat also bier die oben postulirte Gleichung 9 ten Grades direct vor 
sich und erkennt andrerseits~ dass die Commensurabilitiit der zu den 

Kre endreiecken ~r ~ ~ ~ 
' 3 ~ ' 7 '  

dutch eine 1-9-deutige algebraische Beziehung zum Ausdruct; kommt, 
deren Monodromiegrup2e mit unserer einfachen Gso 4 isomorph ist. 

Wir kSnnen jetzt aber leicht nachtdiglich die Werthevertheilung 
yon u(s) im Discontinuitgtsbereich der I-9 angeben. Bezeichnen wir 
das Centrum der Fig. 2, d. i. den Fixpunkt yon Vs, durch es, so 
kSnnen wir in Fig. 2 auch vermittelst der Geraden e ~  und e~es einen 
Discontinuitiitsbereich der I'9 ausschneiden. Die Symmetrielinie e~-~ 
desselben isl~ das Bild der reellen u-Axe, und zwar derar~, dass im 
Punkte .P7 dieser Linie u-~-0~ bei e, und e~ u ~ c~ und im Punkte 
/)3 ein negativer Werth u vorlieg% Wit  schliessen yon hieraus weiter 
(lurch AuflSsung yon 48u2-~ - 3 9 u - I - 2 4 ~  0, dass in den beiden 

anderen Eeken unseres Bereiches die Werthe u~- - - - -13 •  zu- 
32 

treffen~ wobei das obere Zeichen ffir den Punkt e s gilt. 
Um ein Functionssystem ffir die 1"504, die dem Geschlechte p ~ 7 

angeh6rt, zu gewinnen, kSnnte man die neun mit u(s) gleiehberech- 
figten Functionen neben einander stellen, die alsdann gegeniiber den 
Operationen der Gesammtgruppe eine Permututionsgruppe Gso a bilden 
werden. Um der oben erkannten Structur der Gs04 Rechnung zu 
tragen, werden wir indessen hier einen anderen Weg gehen. 

Zum Geschlechte p -~ -0  gehSren auch noch die neun gleieh- 
berechtigten I'6a , welche den Abel'schen G s correspondiren. Den 
Diseontinuit~itsbereieh einer einzelnen I'63 batten wir in Fig. 2 ge- 
zeichnet. Wir erkennen: ~Eine Hau~tfunction r(s) dieser [6s gewinne~ 
wit  yon u(s) aus durch Ausziehen einer siebenten Wur~el: 

- 

(3) ~:(S) = ~ '  32u-~- 132t-/7V7 " 

Der Nullpunkt yon v(s) liegt im Cen~rum e s des Bereiches, der Punk~ 
~ c~ in den sieben Eeken desselben, die einen Cyclus bilden; der 

Math~m~t~ah~. Ann3l~n. I,~'L 2 ~  
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Kranz der sieben Kreisbogen e~e~'-~, ~eee3,... liefert in der v-Ebene den 
Einheitskreis. Wi t  w~hlen die siebente Wurzel in (3) so, class in der 

2 g ~ i  

Ecke e. der Wer~h ~----,~. ~ e 7 zutrifft. 
Wir gehen nun zu den sieben in jener Q6 enthalbnen gleich- 

berechtigten VierergruFpen ~+ vor. Ihnen enbprechen Gruppen r,2 ~ 

:Fig. 5. 

des Index 126 und des Geschlechtes 
p -  1. Eine unter jenen Vierer- 
gruppen hatte die Operationen 
1, IV1, V2, ]74. Die zugehSrige F126 
besitzt einen Discontinuitibbereich, 
der schematisch in Fig. 5 dar- 
gestellt ist.. Wir erkennen sofort: 
Zu einem vollen ~unctionssystem 
der hier vorliegenden F,~6 gelangt 
man yon v(s) aus durch Ausziehen 
einer Quadratwurzel; in der That 
hat man neben z(s) die ~'unction 
zu stellen: 

(4) = r ' ( , :  - ( * "  - + b  - + 6 )  

2 2 
v -I-- I.  

Es handelt sich bier um ein elliptisches Gebilde mit der rationalen 

Invariante J ~ 2s 
27 

Mit a(s) sind innerhalb der F6. ~ noch die Functionen at(s), a~(s), 
. . . ,  a~(s) gleichberechtigt, wobei allgemein sein soll: 

Innerhalb der G 4 sind nun drei G 2 enthalten, denen drei F25~ - des 
Geschlechtes p ~ 3 correspondiren. Zu einem ~unctionssystem einer 
dieser ['~52 gelangen wit  einfach, indem wit  zu v(s), a(s) eine der 
Quadratwurzeln (5) hinzuf#gen; so treffen wit z. B. die aus 1, Vj be- 
sbhende G 2 mit dem System ~(s), a(s), a s (s) da ]etztere Function zur 
Vierergruppe (V1, It3, VT, 1) gehSr~. 

~Endlich fiihrt der Zusatz einer dr#ten, jedoch yon a 3 (s) verschie- 
dentin Quadratwurzel (5) yon v, a, a I aus zu einem vollen Functions- 
systeme der GruFpe ['5o * selbst bin. Es ist in der That nur noch die 
zu aa (s) gehSrende Vierergruppe (V 1, V~, V 8, 1), welche die Substi- 
tution ]7, enth~lt. 
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Es ist unzweifelhai~ eine int~ressante Aufgabe, die verschiedenen 
bier aaftretenden algebraischen Gebilde, die theils einander fibergeordnet 
theils gleichberechtigt sind, sowohl einzeln als in ihren gegenseitigen 
Beziehungen noch n~her zu untersuchen. Doch wird dies bier einst~ 
weilen nicht unternommen. 

Uebrigens soll noch bemerkt werden, dass eine algebraische Be- 
handlung der •504 mi~ invariantentheoretischen H[iIfsmitteln, wie sie 
bei der Gt6 s und G~6 o in so eleganter Weise zum Ziele ffihrte, bei 
der Gs04 wenig aussichtsreich erscheint. Nach einem yon A. Wiman*)  
bewiesenen Satze giebt es ni~mlich keine Collinea~ionsgruppe in 6 oder 
gar noch weniger homogenen Variabelen, welche mit der Gs04 iso- 
morph Mire. 

B r a u n s c h w e i g ,  October 1898. 

*) GSt~uger Nachrichten yore Jahre 1897 pag. 55. 


