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l)er Prymsche Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung. 

Im ers~n  Teile ihres Werkes .~eorie der Prymschea Funktionen 
1. 0rdnung"*) beschMtigen sich die Herren Prym und Rost uniter anderem 
mit; denjenigen Funk~ionen U ~ U ' +  i U" auf einer gegebenen Riemann- 
schen Fli~che T yore Geschlech~e p(_~_ 1) bzw. der zugehiirigen zerschnit- 
tenen, eiufach zusammenhiingenden Fliiche T', welche folgende Eigen- 
schaften besitzen**): 

*) Leipzig, Teubner, 1911. Die im Texts gebrauchten Bezeiehnungen und Fest~ 
setzungen sind dem Prym-Rostschen Werke entnommen. 

**) Wegen der eingehenderen Formulierung des Resulta~es siehe PrymoRost, 1. c., 



Prymsche Funktionen. 

1. U ist eine zu 1' relaliv unverzweigte, in 
Punkges yon T r~u~ire _Potentialfunktion * ) ; 

2. ,Die analytisehe .Fortsetzung van U ii~er die 
durch die T in T '  verwandelt wird, erfolgt gemdfl den Substitutionen 

w== ,n 
(s.) u § B , v - +  a . b .  . =  

U + =  U- an c, 
Dabei bezei~hnet U- den Wert yon U in irgendeinem Punkte P yon T, U § 
denjenigen Funktionswert im niimlichen Punkte P,  der sich dutch analy- 
~ische Fortsetzuug yon P aus l~ings eines den Schnitt a, (bzw. b,, r ge- 
rade einmal yon der negativen zur positiven Seite iiberschreitenden, sonst~ 
ganz im Innern yon T '  verlaufenden Weges ergibt. Die A,,  B,,  ~I~, !~, 
sind komplexe Konstanten; damit die geforderten Substitutionen (S.) wider- 
spruchsfrei sind, ist notwendig, dab 

(1- -  B,) ~ , - -  (1- -  A,) ~,---- 0, v- - - - i ,2 , . . . ,p .  

3. .Die Ii~ktoren A,,  B,,  v =  1, 2 , . . . ,p ,  sind s~imtlich yore absoluten 
Bet/rag 1. 

Der ktirzeren Ausdrucksweise halber sollen die folgenden Bezeich-. 
nungen eingeflthrt w~den: ~I,, f~, hei6en additive Perioden; im Falle 
~{, "-il~, - - 0 ~ , h a i ~ , ! : ~ :  m ~  �9 be~r. Wer~ -~,- .,g~h~'ge Substitution (S.) 
hOmogen. Ein Faktor~aar  A, ,  :B, heist i,uneigottlich't~ sobald A, - -  13, , = ,  1 
ist. Die Gesamtheit der Faktoren A,, ~, (v= I, 2,...,s bezeichnet marl 
als ,,CharaTcteristik" des Problems. Insbesondere spricht man yon einer 
,,Prymschen Charakteristik", wenn die Bedingung 3. erftillt ist, yon tier 
,,ausgezeichneten Charakteristik", wenn alle Faktorenpaare A, ,  B~ uneigen~- 
lich sind. Eine den Bedingungen I. und 2. gentlgende Funktion ~qehSrt 
#ux Charakteristik". Dabei handelt es sich also stets um Potentialfunktionen. 

Man iibe~eugt sich leicht davon, dab eine Charakteristik dann und 
nu~. dann eine _Prymsche ist, wenn die homogenen Substitutionen (S.), in 

--~$~$~d:,..~ora~en Toil zerlegt, s~mtlich orthogonal sind. 
Ein~ Fo!~ dc~_Orthogonalitgt let der 
Eindeu t ig l~M.~Sa t t** ) :  Zu vorgegebener, nicht ausge~eichneter Prym- 

sclwr CharaMeristik ~ib~ e# heine einzige ~ s c h e  Fliiche T yore Go, 
schlechte ~(~_ 1) .van -de~ ~r / ,  daft auf ~Td~e ~u~, .~harakteristik geh6ri~ 

I. Toil, S. 182. Die Sehnitte a~, b~ werden in dieeer hrbeit etwa ale Z~ge yon, ab- 
wechselnd zur x- bzw. zur y-Aehse pare, llelen .Strecken vorausgesetzt. 

�9 ) Vgl. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fli~che (Leipzig, Teubner, 1918, S. 88). 
Im Gegensatz zu~ Po~ential#unktion wird ira folgenden die Funktion komplexen Argu- 
mentes sis an~y~sch~ ~'unI~n bezeichnet. 

�9 *) Prym-Rost, 1. c., I. Tell, S, 151. 

der Umgebung jedoa 

Querschnitte a,, b,, r 
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sicht identisch versehwindende (allenthalben endliche) Funktion U existiert, 
deren mugehi~rige Substitutionen (S.) samaich homogen sind.*) Im FaUe der 
ausgemeiehneten Charakt, eristik hingegen ist die Konstante fiir jede Fliiche T 
die allgemeinste derartige Funktion. 

Zum Beweise bilde man mit einer zur gegebenen Prymsehen Charak- 
teristik gehSrigen Potentialfunktion U -  U '+  i U" (las Diriehlet-Integral, 
erstreokt tiber die Fliiehe T', 

+ - )  
k a y /  l 

Naeh dem Greensehen Satze ergibg dies unter Benutzung yon (S.) und 
wegen la,  I = !B,I = x ,  1, e ,  . . . , p )  

Dabei bedeuten 9/,, ~ ,  die additiven Perioden bzw. an den Sehnitten a,, by; 

~,,  ~ ,  die entsprechenden Perioden der zu U ~ U" -t- i U" konjugierten 
Potentialfunktion 

a't I/ 

- - ~ dx  + - ~  d y / .  
OU OU 

Xo , Yo 

~I, bezeiohnet die zu ~I, konjugiert-komplexe GrSge. 
Ist jetzt U multiplikativ, so wird ~ , - -  ~ ,  = 0, d.h. lT*ffi 0, und es 

folgt U--Koust.; diese Konstante kann sber nur flit 

A,==/~,~ffi 1, v •. 1, . . . , p  

d. h. nur fUr den Fall der ausgezeiehneten Chsrakteristik yon Null rer- 
sohieden sein. Die Prymsche Bedingun# 3., d.h. die Orthogonalitltt der 
in reellen und lsteralen Tell zerlegten Substitutionen (S.) reich~ dem ge- 
m~B bin, um die Eindeutigkeit der tour Charalderistik geh6rigen Potential- 
funktionen gleichmeit ig fiir alle Riemannschen Fl~hen  veto Gesddechte p 
~m gew~ihrleisten.***) Die Prymsehe Bedingung 3. ist aber hierzu auch not- 
wendig. Mit anderen Worten, die Prymsehen Charakteristiken sind die 
e/n#/gen Charakteristiken, die einen Eindeutigkeitssatz t~nabhiingig yon der 
zugrunde liegenden Riemannschen Fliiche zulassen. Dies zeigt folgende 

*) Eine nolche Funktion nell im folgenden kttt~ ale eine ,,multip|ikative" bezeich- 
met w~den. 

*~) Prym-Rost, 1. c., L Toil, S. 166--169, insbesondere Formel (J.), S. 169. Dabei 
~ t  wesentlich, daft U ma den Schnitten c, die Perioden Null besittt. 

**~) Von der ausgezeichneten Ch~&kterintik sieht man hierbei ab. 
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Umkehrung  des E indeut igke i t s sa tzes*) :  Ge~eben sei eise _Ni~t: 
Prymsche CharakL~stik. 1)ann gibt es (u~d2ich  vide) Klassen ~ieman~ 
scher FlVzJw~ T yore Gescldechte p mit der Eigenschaft, daft auf T ei~e ~ur 
Chazakteristik geh6rige edlentha~ben endlid~ multipIikative Eunktio~ W o 
e~i~tie~. W o is~ spezidd eine analytisehe 2"un~ion yon ~ =~ x + iy.**) 
yDemgegen@ber gibt es immer'auch .mwndlieh vide Klassen Rieman~ctv~r 
Fltichen T sore Oesddechte ~, in denen ~ur gegebe~en Nicht-.Prymschen 
CharaM~stik ~ keine F u n k ~ n  W o e.~'i~iert. 

Bezeiehn~t W o eine zur Charakteristik A,, ~,  ( A , -  ea, ', ~ , - .  @,) ge- 
h6rige Funktion W oder verlang~en Eigenschaft, dm~n ist***) log Wo--W 
ein Abelsches Integral I. Gsttung suf Tmit den Perioden 

a,~- tr + 2 i~ tm ,~  %" + i(%" + 2~m,) ,  
v ~ 1 , 2 , . . . , p .  

m~ und % bedeuten ganze Zahlen. 
Demnach lii~t sich die Frage zuriickffihren auf das Problem, ein 

Abelsches Integral ~. Gattung J4r(~) yore Oeschlechte p zu konstruieren, 
dessen Perioden (bis aus ganzzahlige Vielfache yon 2~i) gegeben sind.***) 
Diese Aufgabe ist bereits mehrfach (~egenstand yon Untersuchungen ge- 
weserL~ Es ~ dtirf.~ nieht ohne Interesse sein, da6 die geforderte. Kon- 
~trnkti~tii~Or~O, cl~i FaUe" ~uf d~Ri"von Riemann angegebenen Wege 
voUst~n~lig "~archge~J~ "werden k~n~ cii~ #ell im fd]gende]i gezeig~ wbi~ 
den, zumal die ~[berlegungen gleichzeitig eine Grundlage for die Un~e'r' 
suchungen der w167 2 und 3 bilden. 

W(z) bildet das durch Ziehen der 2p Rilckkehrschnitte %, b,. (y-- 1,...,~v) 
aus T entstehende, abgeschlossene Goblet T vo.m Zusammenhange p ken- 
form ab auf ein pfach zusammenhiingendes, ganz im Endlichen gelegenes, 
abgeschlossenes Gebiet S.tt) S besitz~ im allgemeinen 2/)- 2 einfache 
Verzweigungspunkte.'~'H') Die Begrenzungskurven yon S bzw. ihre 
P,ml~tolassen sicb, en~sprechend dora 4- und -- Ufer eines Schnittes a,(b,) 
eiffsnder psarweise zuordnen. Je zwei zugeordnete Begrenzungsstttcke 

*) Die Fragestellung, welche zu dieser Umkehrung f~ihrte, entstammt Unter- 
haltungen mit den Herren Prym und Rest. Ein Beweis ffir den Fall lO ~ t ist (ebenfslls 
unter Heranziehung der Abelschen Integrale I. Gattung) zuerst yon Herrn Prym gef~hrt 
worden. Zweeks Erledigung des ellgemelnen Falles verwies Herr Hilb auf die unten 
zitierten Bemerkungen yon Riemann und Klein. 

**) DaB man W o analytiseh annimmt, wird dureh die Boweismethode bedingt. 
***) AppeU, Sur les intdgrsles etc. (Acre math. I$). 
~-) Riemann, GesammeRe Werke, I. Bd. (2. Aufl.), S. 120. Klein, Vorlemlngen 

/iber Riemanusche FIRchen (Leipzig 1906). 
~-~-) Unter Gebie~ wird im folgenden stets ein sbgeschlossenes Gebiet verstanden. 
~-~-~f) Riemann, I. c. 
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(bzw. Punkte) gehen durch ParaUelverschiebung um die zugeh6rige Pe- 
riode a,(b,) ineinander tiber und mSgen deshalb ~ l e l  (bzw. ent~preche~2d) 
genannt werden. Je zwei Paare paralleler Begrenzungssttleke geh6ren zu- 
~mmen und bilden einen in sich geschlossenen paraUelogrammatischen 
~ m . * )  Schliel~lich ist m -  ~(W) eine in 8 eindeutige, yon Polen ab- 
gesehen regul~r-analytische Funktion yon W; ~(W) ist in S 2pfach 
periodisch im folgenden Sinne: die Funktionselemente, die zu entsprechen- 
den Punkten paraUeler Begrenzungsstlicke geh6ren, sind identiseh. 

Zur Konstruktion yon W o bzw. der gesuchten Riemannschen Fliiche 
bestimmt man zun~chst ein Gebiet 8, das zu den gegebenen a,, b~ geh6rt. 

Eine Bedingung, der die oben eiugefiihrten Zahlen m,, n, gen~lgen 
mtissen, liefert, wie aus (I) hervorgeht, d&~ Diriehlet-Integral**) flir alas 
Abelsche Integral W - -  W ' +  iW"  

(I,) D ( r v ) - / f  aw" , 

P 

1,~=1 

Geometriseh gedeutet***): der Fliieheninhalt des durch W gelieferten Bild- 
bereiches ~q yon 2" muB positiv sein. Der Term unter dem Summenzeiehen 
rechtor Hand in (Ia) liefert den Inhalt eines Parallelogramms mit den 
Seiten a, and b, in der ]V-Ebene. Man bildet das ParaUelogramm in der 
Weiset) , dab man zuerst den Vektor a, irgendwie in der Ebene annimm~ 
und an seinem Endpunkt den Anfangspunkt des Vektors b, anlegt, an 
dessen Endpunki den Anfangspunkt yon - - a ,  usw.; dadurch sei zugleich 
der positive Um/aW's/~m dis Parallelogramms festgelegt (orientiertes Par- 
allelogramm). Der obengenannie Term ist nun positiv oder negativ, je 
nachdem der durch das ParaUelogramm begrenzte, den unendlieh fernen 
Punkt nieht enthaltende Teil der W-Ebene zur Linken oder zur Reehten 
liegt, wenn die Begrenzung im positiven Sinn durchlanfen wird. Die 
Prymsehe Bedingung liefert insbesondere solche Zahlensysteme a,, I~,, fiir 
welche das zum betrefl'enden Rahmen geh6rige Gebiet immer den Fl~chen- 
inhalt Null hat. 

Die gegebene Nicht-Prymsche Charakteristik sei 
A, ffi e", �9  B, •- 1, == 1, p. 

*) Die Bezeichntmgen nach  Klein, 1. c., S. 78fl'. 
**) Z. B. Prym-Rost, 1. c., I[. Teil, S. 87. 
"*') Klein, a. L O. 

t )  Entspreohond dem fest~Jse/~ten positiven Um]aufsinn der Querschnittpaaro 
a,., b, yon T'  (Prym-Rost, I. c., I. Tell, S. 95). 
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Fttr mindestens ein ~, etwa ~ =-p,-ist  ~z~'d-0 oder p~'d= 0 oder beides 
erfiill~. Um die Vorstellung zu fixieren, werde ~ ' +  0 angenommen. Im 
fibrigen seien die a,~l so numeriert, dab ~ f l ~ = 0 ~  ~-----1,2,...,~ (p_~__p-1), 
wBhrend ~ und fl~: fiir ~ >  t~ nicht glelchzeitig verschwinden. Im Falle 
ee', == {1~ = 0 sind ~berschneidungen fiir die zugeh~irigen Rahmen in der 
schlichten Ebene n~cht zu vermeiden, wiihrend das fitr die Indizes 
# - -@ + 1, . . - ,  1~ stets gelingt und zwar durch passende Wahl der Viel- 
fachen m~, n~ yon 2~ i ,  fiber die man ja noch veffflgen kann. 

:DemgemiiB wird man die ganzen Zahlen m~,, n~, so wjihlen~ dab 

~//~,:'-- fl/,a,, ]:> 2=(O,,m~,--apn,,), ~'=O+ 1, p§ 
~t. h. da~ dot Iahalt des orientierten Parallelogramms positiv wird. SpezieU 
sei m~ = 0 und es mGge, um einen konlrreten Fall zu betraehten, die eben 
ausgesproche~ e Bedingung f~ir hin- 
reichend grebe positive n~ erffillt 
:sein. 

Hingegen richter man fiir 
---- 1, . . . ,Q die m~,, n~ so ein, dab 

0 < a ; -  ~ ' +  2~,~p ~ 2~, 
: , ' ,  * ' " / ~ '  l ' / '  0 ~ - ~ -  p~: -~ ~ , , _  ~ .  

Diee -~ 'S~ ikS  m ogl~c~: Ferner 
gibt es zu jedem/~ (I~ -- 1,. . . ,  O) 
zwei reelle positive Zahlen c/', b/' 
yon folgender Eigenschaft: 

r 
. <~ a u 

0 ,~ c~ ,~ -~ 

tP II o < a;' < b~ < (~,, + ~;'), <~; '  
= I, 9 ," . ,  9" 

Nunmehr ergibt sich ein Ge- 
bier S*)' folgendermaBen: Der 
Vektor % =~ s; -F i(a;'+ 2~;m,) 
wird in der W-Ebene beliebig 

/\1 
�9 ,I I ~, '  ' \ 1 

i ,,"1\ _ . / :  t 
r , ,  ,, I \ .  / , "  ~ / ' ,  1 "!;," I)) / ' , ,  / " ,  ! 

,'.'... /euJ / ~ , ,  / I ", I 
I " . ,  / " 4  / / ' .  , I I , I 
, . , ,p'(., l)., ,, ' 

i i  15,. ,'" 
L-~-i'7" ~'"" I " %  t~i "' ~ 'p[z) t 3 1 t  , 

t~ 
tt 

Fig. I. 

festgelegt. Man teile % in 2 p gleiche Tefle und ziehe durch die Teilpunk~ 
Po(~)(~.--1, .. . , 2 p - - l )  sowie dutch den Anfangs- und Endpunkt yon as 
Parallelen zur iW"-Aehse; hierdurch werden in der W-Ebene die 9p 
ParaUelstreifen t~ (it =1, . . . ,90) gebildet. Man greift jetzt die Teilplmirte 

Po(~), Po(8),..., Po(~-~),..., ~o('~-o 

*) Vgl. die obenstehende Figuz I, die sich suf den F&II @ == 8 bezieht. 



30 O. HJ,~T. 

heraus, nennt sie ~o (~') (~ ~ 1, ..., Q) und tdigt yon Po o~) aus die Vektoren 
IP tP  .c~' ( ,  ~)__it,, .. 0) ab" 3: i b; , T = 1 , . ,  

L~ings der durch Abtragen yon �9 " r entstandenen Strecken yon der ~ 7  

L~inge r wird die W-Ebene aufgeschniRen und ebenso l~.ngs der durch 

die Endpunkte ~ yon i b~--~- (~-- I ,  .-., Q) begrenzten, mit der 

+ iW"-Achse gleichgerichteten Halbstrahlen. 

�9 c~' deren Anfangspunkt Po~) ist, bezeichne Den Endpunkt yon --  ~ ~- ,  

man mi~ P1 c~), entsprechend mi~ /)9.~ ) bzw. B4~) , /)s 0') die Endpunkte der 
S ooken 1, ..., dio An- 
~ s i J u n k t  , abgetragen werden. Zufolge der Definition yon c~:' und b;' 
liegon die Punkto PlY)und Ps(") simtlich auf den oben angebrachten 
Schnitten, yon den Punkten p~o,) und p~04 (/~ ~ 1,-. . ,  Q) hingegen kein 
einz~ger. 

Fiihrt man die ganze Konstruktion fiir eine zweite W-Ebene aus, 
legt beide Ebenen in gleichbezeichneten Pun~en und Schnitten iiberein- 
ander und heftet iiberdies in letzteren die Schnittufor kreuzwoise anein- 
ander, so ergibt sich eine geschlossene zweibIRtterige Riemannsche Fliche Q. 
Der Strecke % entsprechen auf Q zwei kongruente ,,iibereinander]iegende" 
Strecken. Man beh~il~ nut diejenige bei, ffir we]the die in t I liegen.de 
Teilstrecke im unteron .Blstte verl~uft. Q dient als Tr~iger fiir die I. den 
Periodenpaaren %, l~ (~ ---- 1, 2,..., t~), 2. dem Paare %, I~ e'n~spre~henden 
parallelogrammatisehen Rahme% die jetzt fixiert werden sollen. 

1. Man beginne mit ~ ~ 1 und verbinde die im oberen Blair gelegenen 
Punkto ~so) und"!P~o) durch'ehi, yon den Endpunkten :P~(~) und P~(~)ab- 
g~sehen, ganz in/ oberen Blair und innerhalb ts verlaufendes Streckenpaar~ 
das iiberdies keinen Punk~ mit % gemeinsam ha~. 'Als positiver Richtungs- 
sinn dog Streckenzuges gilt die Fortschreitungsrichtung yon Ps(~) nach :P~(~) 
zu. Kongruent mit Ps(~)P~(~) wird im unteren Blair :Ps(~)~P~ (~) gezeichuet, 
wobei :Ps(~) dem Pso), p~o) dem p~i~) entspreclien mul~: Des weiteren wird 
Bs(~) mit Ps(~) dutch ein ganz im unteren glair und ganz in tl verlaufen- 
des Streckenpaar vorbunden, das llberdies n~it ~i~ keinen P~nkt gomein 
hat. Entsprechend sind p~(r) und ~(~) zu verbi~den. Ddr positive Richtungs- 
sinn des entstandenen parallelog~ammatischen-Ri/h~iien's p1o) B,o) Ps(')P~(~) 

�9 . '  ' "~ ' ~  " i "  ' ' ' ~  ) "  " ' ist durch den.poslt~yen Rmhtungssmn yon p~(~)..p.~o) festgelegt. 
Die gleiche Konstruktion wird ffir aile ,den ungoraden Zahlen ~z in 

der Reihe ~ ~- 1, . . . ,  ~ entsprechenden :Punkt~luadrupel p#C") (j_-- 1, . . . ,  4) 
ausgeffihrt. Die Konstruk~ionsvorschrift fiir d i e  geratlen ~ unterseheidet 
sich yon der sngegebenen nut  dadurch, da~ in ihr durohg'~ngig die Worte 
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,,oberes" und ,,unteres" Blatt vertauscht erscheinen. Keiner der Strecken- 
ziige Px~)P~')Ps~,(~)  , (g----~l, ..., Q) hat mit a~ einen Punk~ gemeln. 

2. Die Strecke ap macho man zur einen Sei~ des zum Periodenpaar 
a~, t}~ gehSrigen "orien~ier~.en Rahmens ~ ;  die Seite bp ~ ~; + i(~p'+ 2~np) 
wird, dutch passende Verfiigung iiber np in Ritcksicht auf die ihr bereits 
auferlegt~n Einsohr~inlmngen, so angenommen: ~p, ins obere B]at~ pro- 
jizier~, schneider, "yon der zuerst fixierten Seite ap abgesehen, keinen der 
Streekenziige/~xo')~l~')Pe0')~P, ~) (/~ =~ 1,..., ~), letztere ebenfalls ins obere 
Blatt projizier~ gedacht. Das ist immer mSglich. 

]Die so entstandenen (~ + 1) parallelogrammatischen Rahmen begrenzen 
ein Gebiet Q1 yon folgender Eigenschaft: Das Inhere yon QI l~egt zur 
Linken der positiv durchlaufenen Be~enzungskurven und enth~ilt keinen 
unendlich fernen Punkt yon Q. Q~ besitz~ ira Innern und auf der Be- 
grenzung insgosamt 2t~ einfaehe Verzweigungspunkte und ist (~)+l)-fach 
zusammenhiingend. Die Ie~zte Tatsaehe ergib~ sieh daraus~ da$ das Gebiet 
entsteht dutch sukzessives Aneinanderhef~en einfach zusammenhiingendor 
Gebie~e; und zwar erfolgt das Aneinanderhoften jeweils liings zweier voll- 
stiindig ge~renntei" Begrenzungsstficke zugleich. 

3. Die noch ttbrigen Periodenpaare a~+l, ~+1; " ", ap-1, i~_x fiihren 
~nf0lger de~ gptr~fenen Wahl .d.~ m~+~, n~+,; �9 �9 �9 zu sctflichten orientierten 

~#+~ und Q~ je mit einem geradlinigen Schnitt, die beide weder mit einer 
Begrenzungsl~urve noch mit einem Verzweigungsschnitte yon ~+x  und Q~ 
einen Punk~ gemein haben und yon gleicher L~inge sind. Kreuzweises 
Verschmelzen d[eser Ufer liefert das (p + 2)-fach zusammenhiingende Go- 
bier Q~. Dutch entsprechende sukzessive Verwendung yon ~r  ent- 
steht das pfach zusammenh~ingende Gebiet S mit 2 i v -  2, einfachen Ver- 
zweigungspunkten. S ist Uberlagerungsfliiche eines ganz im Endlichen 
golegenen Gebietes der W-Ebene und definiert dutch seine jeweiligen 
0rtsuniformisierenden und seine Begren~ung eine Riemannsche Fl~iche S 
(im wei~eren Sinne). 

Mit Hilfo des Dirichletschen Prinzips konstruiorg man auf diesor 
Fliiche eine Funktion Z dor komplexen Veri~nderlichen W yon folgender 
Eigenschaft *): 

1. Z ist, yon einer endlichen Anzahl yon Polen abgesehen, inner- 
hath S und auf dessen Begrenzung regul~ir ana~ytisch; 

2. Z besitzt innerhalb S m indestens einen Pol; 
3. je zwei Funktionselemente Z(W) ,  die zu entsprechenden Punktefi 

paralleler Begrenzungslinien gehSren, stimmen tiberein. 

*) Wegen der Einzelheiten des Existenzbeweises eiehe w 7 a). 
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In bokannter Weise zeigt man: Die Anzahl der Stellen auf S, in 
dW donen Z irgendeinen festen Wert annimmt, ist stets dieselbe. ~z- ist, als 

Funktion yon Z betrachtet, eine algebraische Funktion vom Geschlecht p 
und definiert demgemiif eine geschlossene Eiemannsche Fl~che yore (]e- 
scldecht p; auf T ist W(Z) ein Abelsches Integral erster Gattung der 
gew(tn0chten Beschaifenheit. Auf T exisriert demgemiif eine allenthalben 
endliche multiplikative Funktion W0, die zur vorgegebenen Nicht-Prym- 
schen Charakteristik geh~rt. 

Das Riemaunsche Gebiet 8 definiert bekanntllch*) dutch seine Ver- 
zweigungsart (genauer: durch die Lage yon 2 p -  3 seiner Verzweigungs- 
punkte) und dutch die Werte yon p der Periodizit]itsmoduln Q~, ~, eine 
Klasse algebraischer Funktionen yore Geschlechte p; und auf j~e~' Rie- 
mannschen Fliiche der Klasse existiert (bei geeigneter Zerschneidung) zur 
gegebenen Nicht-Prymschen Charakteristik eine multiplikative Funktion. 

Man gelangt zu anderen Klassen algebraischer Punktionen bzw. Rie- 
mannseher F]~chen, sobald man etwa, unter Festhaltung der 2~ -- 2 Ver- 
zweigungspunkte yon S und der ~ibrigen-Periodizitiitsmoduln %, b,, nut 
9p andere Werte erteilt; dies hat so zu gesehehen, daft wiederum Gebiete S 
entstehen. Betriigt die Anderung ein Vielfaches yon 2~i - -  und solcbe 
.~nderungen sind in beliebiger Anzahl m~glich w ,  so geh~rt auch auf 
jeder F]~che 2' der neuen Klasse zur fraglichen Nicht-Prymschen Charak- 
teristik eine multiplikarive Funktion. 

Umgekehrt gibt es (unendlich viele)Klassen, in denen eine Nicht- 
Prymsche Charakteristik sicher keine allenthalben endlichen, multiplika- 
riven Funktionen besitzt. Tatsiichlich bilden ja alle ttberhaupt m~glichen 
zur Charakteristik geh~rigen Gebiete 8 nur eine (2p--3)-parametrige 
Teilmchar der (3p--9)-parametrigen Mannigfaltigkeit yon aUgemeinen Ge- 
bieten 8 bzw. yon Klassen algebraischer Funktionen. 

Damit ist die behauptete Umkehrung des Eindeutigkeitssatzes in ihrem 
ganzen Umfange bewiesen. 

w 

Ein weiteres Clmrakteristikum mr  die Prymschen FtmkUonen 
1. Ordnung. 

Neben dem Eindeutigkeitssatz bedienen sich die Herren Prym und 
Rost eines zweiten, flir die Theorie fundamentalen Theorems**), das sich 
�9 o formulieren lii~t: 

*) P.lem~m, 1. c., S. lzl. 
co) Prym-Roat, 1. c., I. Teil, S. 170--17a. 



Prymsche Funkt[onen. 33 

Sind bet gegebener t)rymscher oder ausgezeichneter Charakteristik die 
additiven Perioden ~, an den Schnitten r und die ~u uneigentlichen Fak- 
torenpaaren geh6rigo, _Perioden ~{, s~mtlich iVull, so wird fiir jede be- 
~4ebige t~iemannsche .Fl~iche T durch eine willkiirliche Konstante C die all- 
gemeinste ~ur Charakteristik geh~r~Te, auf der ganzen ~'lSche T regulSxo 
ar~a~ytische Funktion re~r~sentiert. Die Richtigkeit ergib~ sich ebenfaUs an 

tier Hand der Formel (I) in w 1.*) 
Das Theorem is~ in gew-issem Sinne eine Verallgemeinerung des Ein- 

deu~igkei~ssatzes dos w 1. Letz~erer reicht wetter, insofern seine (~iiltigkei~ 
nich~'auf analytische Funktionen beschriinkt ist, sondern sich auf Po~ential- 
funktionen ersCreekt.**) Demgegentiber gilt der erstere Satz fiir allge= 
meiners Randbedingungen. Beiden gemeinsam isi, v~llig unabh~ingig yon 
dem speziellea Charakter der jeweils vorliegenden Riemannschen Fliicho 
zu gelten. Es liegt daher nahe zu untersuchen, ob die Prymsche Modal- 
bedingung fiir die G~iltigkeit auch des oblgen Theorems nicht nut hin- 
reichend~ sondern notwendig ist. In der Tat gilt folgende, den in w 1 ge- 
wonnenen Satz als speziellen Fall enthal~ende~ 

Umkehrung:  Sind bei gegebener .Nich~-Prymsclxr Churakteris~ik die 
additive,, Perioden ~, und die zu uneigentlichen .Faktorenpaaren geh6rigen 
Gr6fl~ 2 ,  sgmtlich gleich .Null angenommen, so existiert mindes tens  auf 
eider" Rie~nannschen .Fliiche T veto Geschlecht lo eine zu de~ so definiertea 
t~marbedingungen geh6rige, auf ganz T regulYz-analytische Funktion W, die 
keine Konstanle ist. 

Den Beweis fiihrt man wieder durch Kons~ruktion sines (den ge: 
gebenea Randbedingungen eatsprechenden) Fundamentalbereiches. 

Eiae Funktion W der ia Rede stehenden Art bildet die Fl~iche 
(vgl. w 1) umkehrbar-eindeutig und konform ab auf ein ~vfach zusammen- 
hKngendes, yon p in sich geschlosseaen parallelogrammalischen Rahmen be- 
greaztes, ganz im Endlichen gelegenes Gebiet. Die Bezeiehnung ,,parallela. 
grarag~.liseh" is~ dabei in weiterem Sinne als fr~iher gebraucht; in der 
~ , ~ i n d  jetz~ zwei ,,gegeniiberliegendd, oder ,,entsprechende" Seiten 
. . . . . . . . .  (bzw. 
PunkCe) eines solehen Rahmens im allgemeinen nieht mehr wrmCige einer 
Translation, sondera verm~ige linearer Transformationen der Form 

einander zugeordnet. W + ---- A W- + ~ (A ~- 1) 

Jedes Bedingungenpaar, welches einen in sieh geschlossenen 1LMunen 
liefert und dessert +Faktoren z, uniichst beide eigentlich sein soilen, ist defmio~ 
dutch die Beziehungen 

*) Prym-Rost, 1. c., I. Tell, S. 170--173. 
~ VgI. 8. 27, Ful~noto **). 
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A ~- e " + ~ '  B =* ea'+~ts"; $ 

r !  fiber a , fl", die nut bis auf Vielfaehe yon 2or bes~imm~ sind, behiilt man 
sieh weilere Verfiigung bez. dleser Vieffaehen vor. Se~z~ man demgem~iB 

W - - W - W e ,  W e  = - -  

so sehreiben sich die Substitutionen in der Gestalt 

Bildel man die ]~-Ebeno vermSgo 

O" = log W 

k'oifform auf eine U-Ebene sb, so erhiilt man entspreehend das Substi- 
t~tiononps~r 

U §  U - +  d +  ia", U*=  U - +  

I ~  P~mschen Fak~orenpaare spielen demnach im vorliegenden Falle die 
n~rn]i6he Rolle wie in w 1 die Paare rein imagin~rer Pe#ioden des"~A'~6i - 
se~aen Integrals. Man wird deshalb auch bier versuehen, mit den yon 
Nicht-Prymschen Faktorenpaaren gelieferten paraUelogrammatischen Rahmen 
positiven Fliieheninhalts gewisse, Prymschen Faktorenpaaren entsprechende, 
Rahmen nach der Methode des w 1 zu verschmelzen. 

.Es g~t,  wie die logarithmische Abbildung lehrt, in der gr-Ebene zu 
ei~m gegebenen .3Ticht- Prymschen Faktoren~aare stets paralle2ogramzgaTl. ~ , ~  
.P~ahraen, die Fldchenstiic~ positiven Inhalts ums~annen. Um dies zu pr~- 
zisieren, muff man jeden Rahmen orientieren, d.h. ibm einen bestimmten 
~ u i ] ~ $ ~ n  beilegen. Den fiber den positiven Umlaufsinn des Sehnitt- 
pas2Oi a)b auf T getroffenen Festsetzungen*) entsprioht der folgende 
(p0siiii,e) Umlaufsinn eines Rahmens der W- bzw. U-Ebene: Man geh~ 

yon einem Punkte W 1 aas li~ngs eines Weges zuniichst nach W~ = wt--We 
�9 . A  

W~__~Wo W~-- Wo scblieglieh yon W~ naeh" W,b---- - -  , yon da nach Wb-= B ' 

naoh W t zurilek. Das Inhere des dureh den Rahmen bestimmten Oebietes 
lieg~ bei Durchlaufung im positiven S[nn zur linken Hand. Der zugehiJrige 
Fl~eheninhalt ist positiv, wenn das Tnnere den Punkt We und den unend- 
lich fernen Punkt der W-Ebene nicht enghiilt. 

Die ~Tberlegungen gelten unver/indert filr den Fall, dab einer der 
Faktoren A, ~B den Weft 1 hat; es ist dann eben ~ . -  0 bzw. ~ -- 0. 

~Tach diesen Vorbemerkungen teile man die p Substitutionenpaare, 
aus denen die vorgelegte Charakteristik sich zusammensetzt, in drei Klassen: 

*) Prym-Rost. l. c., I. Tell, S. 93. 
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1. Prymsche Substitutionen~aare 

W +== AIW-+ ~ii, W*= B~W-+ ~ ,  

).~-1,2, ...,1 ( O < / < p - - 1 )  [Wo(') ~/1 ~, ] - -  = i _ ~  - ~--s-~ �9 

2. Uneigentliche Subai~u*ionenpaare 

w+ffiw-+  , 
~ - ~ +  1 , . . . ,  ~ + ~ ,  (o < , ~ s  

3..~ichl-Prymsche Substitutienenpaare 

W+== A , W - +  2 , ,  W + ffi B , W - +  ~,, 

v = = [ + m +  1,-..,/o [Wo(')-~ i ~ , ~  1-~B~] " 
9/, 

Um den gesuehten Fundsmentalbereich zu bilden, greife men zu- 
niiehst alas p. Paar yon Substitu~ionen heraus, das der u zu- 
folge sieher ein Nich~-Prymsehes ist. In dot Bildebene U ----- log ( W -  Wo~')) 
bes~imme man einen psrsllelogrammatischen Rahmen ~p, dessen Seiten 
Strecken yon gleioher Liinge und Riehhang wie a~ + i~z~; #~ + ifl~' sin& 
Hierbei~s~ etwa .~-r 0. Ober die noeh srbitriiken u yon 2~ in 
- " ~  Ni]o  v ~ ,  dab 0 : . ~ ' ~ . 2 K  u-d dal~ der im oben festgelegten 

Fliicheninhslt besitzt. 
Sods= teile man ~R~ in Z + m + 2 Toils and zwar duroh g + m + 1 

ParaUelen zur imaginiiren Achse dot U-Ebene, die weder dureh einen Eok- 
pmik~ des Parallelogramms gehen, noch eine der Seiten ~ + ifl~" treffen; 
fl~' kaun, unter Boriioksiehtigaing der bereits gemachten Festsetzungen, so 
gewgh[t werden, dsg die durch ~p auf den eben gezogenen Parallelon be- 
grenzten Strecken grSBere Liinge als 5z besitzen. Die so entstandenen 

+ m Toils, welche nicht durch sine der Seiten /~% + i~" begrenzt wer- 
den, seien ty (j=. 1, . . . ,  l + m). 

Jedem der td entspricht in der W-Ebene ein durch zwei konzenkri, c]ao 
Kreisbogen (mit W0~ sis Zentrum) mad zwei andere, einander entspi-eeh6u'de 
Kurvenbogen (ev. such S~reeken) gebfldeter Rshmen. Das Bild des g a n ~  
ParaUelogramms der U-Ebene ist schlic~t, einfach zusammenh~ingend, aber 
mehrbl~tterig tiber der W-Ebene ausgebreite~. 

Prymsehes Substir gdiefertea ~ m e a  "ira-weae~il'W~, nar ~ 
gleiehen Methods wie in w 1 versch'me~ea. 

Am einfachsten sieht man dies so sin: Es ergebon sioh sus 

w * -  A~ W- + ~ ,  W § - ~ , W -  + m~ ~r  ~ , - -  log ( . ~  Wr 
8" 
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vermiige der Abbildung 

uud 

Uz= log (W--Wo(~)), die neuen Beziehungen 

U~= Uf'-Fa,~+~a~q-log 1 +  A~(W__Woq) ) }, usw., 

/ 
}" 

% 

I)abei ist 

+== log(W + -  ur--  l o g ( W - -  We% + o 
Zu jeder (beliebig kldnen) positiven GriiBe ~ existiert demnach eine 
positive Or58e Rx(d)~ so beschaffen~ dab an Sgelle der Transformationen 
der W-Ebene ,: 

W+-- W-  + new. 

die:T:~formationen der U~-Ebo~e 

treten, wobei ]~1 ~ ~, I#[ "( ~ und ttberdies in ~ -- Up + g aueh [ ~[ <~ (~ 
ist; )iobald I W-I > Rz(d) (der Arcus yon ~, # und ~ kanu ja, filr hin- 
reiehend grebe I W-], stets beliebig klein gew~ihlt werden). Durch geeig- 
nete Parallelverschiebung des oben gewonnenen Rahmens ~ in der Up- 
Ebene l~iBg sich stets erreiehen, dab filr alle Punkte im Tn~ern und auf 
der Begrenzung des entsprechenden Rahmens der W-Ebene ]W] > Ra(d) ist 

~if, R(d) bezeichne ~an das Maximum der Zahlen" R~((~) (iL=l,...,~). 
Man nehme ~ SO klein, daJ~ auch die Bilder de]: t i ' ~  " 4~i~i ~ , ~ a ~ ' ~ ; ~  
oben dureh psssende Wahl von;fl~' garafitierteh~ ~ I ~ e ~ a ~ t : ' ~ e r  
auf~eiten, sobald ]W-] > R(@~' i in~bdso~dere soll~ dir der t~ in 
it~r~"i.~me~n zur'imagin~ren ~kghs~'der ~-Ebene paraUele Strecken yon 
grii$~r~r Liinge ale 5~ aufnehmei'kiinnen. Dies vorausgesetzt, llli~t sich, 
unter Zuhilfenahme der Abbildung U~ ~ log (W-WOO)), auf t~ und das 
Substitu~ionenpaar W+-- - A~W--[- ~ usw. die (S. 30, Ziff. 1) gegebene 
Konstruktion anwenden. Ebenso verfiihrt man sukzessive fitr Z = 2, 3,--., 
und erhiilt sehlieBlich ein ( l +  1)-fach zusammenhiingendes, der W-Ebene 
tiberlagertes Gebiet Q~, welches zur Linken der verwendeten orientierten 
Rahinen, und zwar ganz im Endlichen, gelegen is~ und yon ihnen yel l  
st~udig begrenzt wird. 

2. Die uneigentlichen Substitutione~yaare erfordern gesonderte Betraeh- 
tung nur, soweit sie zu orientierten Parallelogrammen: a) verschwindenden, 
b) ,egativen Flfic~ninha~ts A,~laB geben. 

a) Der Fl(icheninhalt is~ dan,~ und nur dann Nu//, wenn entweder die 
Perioden 9.1, ~ beide den gleiehen Arcus (0 ~__ arc 9)[ ~ 2~, 0 _< arc~ < 2~r) 
besitzen, oder wenigstens eine yon beiden, etwa 2, :Null ist. Um hier die 
Konstruktion zu ermSglichen, ersetze man in der W-Ebene einen der beiden 
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Kurvenbogen, welcher zur Begrenzung eines der t# (~ .ffi= 1 + 1,---,~ -t- m) und 
gleichzeitig zur Begrenzung yon ~ geh~rt, dutch einen Linienzug, ge- 
bildet aus Kreisbogen (mit Wo(P) als Zentrum) und Strecken~ letztere 
sollen, gentigend verl~ingert, durch ]~o(~) gehen und mindestens eine, s~,~ 
soU nicht den gleichen Arcus wie ~ besitzen. Bei Durchlaufung des 
Linienzuges sollen I~lr-- FFo(~) Iund arc(W-- Wo )) sich monoton  ndern. 
Zugleich liiBt sich ~p, unter Beriicksichtigung der bereits getroffenen Feat- 
setzungen, so w~hlen, dab der absolute Bet-rag der S~recke s t gr~Ber als 
2(19~1-~1~,1) gemacht werden kann, wiihrend ein tiber s~, erriehteter 
]:lalbkreis ganz dem Innern yon t~, angeh~rt. 

Nunmehr is~ die Methode des w 1 (Ziff. 1), unwesentlich modifiziert~ 
wiederum anwendbar~ sobald der erstere Fall vorliegt, d.h. ~[~,, ~ beide 
yon Null versctiioden sind. 

Liegt bingegen der zweite Fall vor, ist also fiir einen Wer~ yon 
eine der Perioden~ et~wa ~[~,, Null, so leg~ man den einen Endpunkt der 
nach GreBe und Richtung gegebenen Strecke ~5, in deu Mittelpunk~ 
yon s,~ zugleich richter man es ein~ dab aUe tibrigen Punkte yon f3~, 
innere Punk~e yon ~ sind. Um den zweiten Endpunk~ yon f3~, wird 

1 sodann ein Kreis K,~") yore R~dius r~ < -~ [ ~ l  geschlagen, dessen Peripherie 

e b ~ ~ t u z  aur in~,~ren P u n ~ e n  yon t v besteht. Mit r~ wird au~erdem 
~i~ii'~ei8 k,~) um clen. ersten Endpunkt yon ~ geschlagen. Man versieh~ 
die W- Ebene mit zwei v~llig getrennt verlaufenden Schnitten, deren jeder 

~I t  , ',/( 

t " J 

Fill. ~. 

s~ sowohl als Ks~') je nur in einem einzlgen Punkt sohneide~ ( - - ~  
Sohnittpunkte sollen si~mtlich voneinander verschieden sein --), im ttbr~gen 
mit 9~p nut innere Punk~e yon K~(~) gemein hat. Die niimliche Konstruktion 
wird fitr eine zweite W-Ebene durchgeftlhrt; beide Bliit~er werdea (i~hn~!~h 
wie in w 1) miteinandor verschmolzen (vgl. Fig. 2). Derjenige : T e ~  



Begrenzung, weloher dem betrachteten, uneigentlichen Substitutionenpaare 
entspricht, besteht dann aus den beiden Kreisen K~ ~') und K~(."). 

b) Ist fiir einen Wsr~ yon p der lnhalt des dutch ~, ,  !~, gelieferten, 
orientisrten ~ahmens ?~ negativ, so konstruiere man diesen zunlichst. So- 
dann denke man sieh ~p so angenommen, dal] t~ einen Kreis yore Radius 
[ ~ [ - k  i ~ l  ganz im Innern enth~ilt. Dies ist unter Berficksichtigung der 
berei~s gemachten Annahmen stets m5gli~h. Das obige Parallelogramm ~ ,  
tlnde~ im Innern dieses Kreises vSllig Platz, womit die Konstruktion gegeben isk 

3. Die Hinzunahme der iibrigen etwa vorhandenen uneigentIichen Sub- 
~titu~ionenpaare, deren zugehiirige orientierten Parallelogramme positiven 
F ~ i n h a l t  haben, sowie der weiteren Nichb_Prymschen .Faktorenlaaare er- 
,~t nzch tier Methods des w I, (S. 31, Ziff. 3). 

F~ .das so gewonnene, cler W-Ebene fiberlagerte, ganz im Endlichen 
~l~gene Gebiet Q konstmiert man mit Hilfe des Dirichletschen Prinzips*) 
sine Funktion Z(W), welche s~imtliche in w 1, S. 31 gefordertea Eigen- 
sehaften 1., 2., 3. besitzt. Aus der Existenz disser Funktion folg~ die Be- 
hauphmg. Die weiteren~ hier anschlieBenden, Fragen (vgl. w 1 SchluB) bleiben 
an  dieser SteUe uner~Jrter~. 

w 

Der Hurwitzsche ]Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung. 

Die Prymsehen Probleme sind als spezielle F~l]e des sogenannten 
Riemannschen Problems anzusehen~ insoferne n~imlieh alle in Be~racht 
kommenden Funktionen zur gegebenen Riemannschen Fl~iche relativ un- 
verzweig~ sein sol]ben. Die Prymschen Probleme haben nur ffir 1o ~ 1 
~,~:~n: Si'nn. Geht man auf die allgememe Rlemannsehe Fragestellung zu- 
f - ~  " " "" e o  * " �9 r~ek und besohr~nkt &e Betrachtung yon vorneherem auf Probleme 1. Ord- 
hung t~d "auf analytische Funk~ionenj so ergib~ sich naehstehende, yon 
B~urwRz **) eingehend behandelte Aufgabe: Gegeben set die t~iemannsche 
.F~he  T yore Geschlecht ~ und auf ihr eine endliche An~ahl n yon PunMen 
~ , . . . ,  2~, (die sogenannten Stigmata). :Des weiteren sei T dutch die 
3• + # Schni~ a,, b,, r (v--1,...,p) und l~(a=-l,...,n) in die einfach ~ -  
sammenMingende ~'l~he T" verwandelt. Dabei sind die a,, b,, r die in 
w 1 eingeftihrten Selmitte, l o (~= 1,...,n) yon Po'ausgehende nach 2: a ge- 
zogene Sehni~te, die ~ author Po ~ weder mi~ den a,, b,, c, noeh un~er- 
einandez Punkte gemeinsam haben. Gesucht werden Tun~tionen F(z) der 
-l(omplexen VerYmdo'lichen z, die 

�9 ) Ygl. wegen tier Einzelheiten ~ 7 a). 
�9 *) Hurwitz, h. ,  Algebraische Gebilde mi~ eindeu~igon Transformationen in sich 

(Ma~h. Ann. 41 (1893)), inabes. S. 431. 
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1) yon Polu,~stetigkeilen u~d yon den Stellen "~a (r abgatudum, 
auf  T reguliir analytisch, auf  T"  iiberdies eindet~i 9 sind. 

2) bei an~dytisdter Fortsetzung iiber eimm der ~qchniUe a,, b,, e,, 
l, (v =~ 1,...,p ; ~--  l,...,n) hiniiber bzw. die Substittttionen erleiden 

F + - - A ~ F  - + ~[, an a, 

F+ ~ B, F -  + f~,. an b,, 
v - .  1 , . . . , p ;  e l - -  1 ~ . . . ,  n .  

F + -  F - + ~ .  an e, 
. F  § - -  L . F -  n t- Y~ . an l ,  

3) folgende Eigensehaft besitzen: In der Umgebung ton Z~ bleibt 
t~6,,CF 9., I-~L])  endlicb, eindeutig uud yon hrull verschieden, wenn 6a eine 

passend gew~ihlte Konstante bedeulet t,nd t o eine zu E ,  geh6rige Ortsuni- 
formisierende*) ist. 

Ebenso wie in w 1 ist an den Schnitten c,. der Faktor C, -. 1 zu s e t z e n .  

Da niimlich F far jedes v ~ 1 , - . . , p  im gemeinsamen Pankt P,  yon 
a,., b,, c,. relativ zur Fliiche T unverzweigt und endlieh sein soil und da 
keiner der Sehnitte einen Verzweigungspunkt enthiilt, so ist in P,  aueh 
d F reguliir. Daraus folgt aber A ~ B , C , A , - I B , - 1 . - 1  d. h. 6',=-1. Ebenso dz 
ergibt sieh 

L 1 L ~ . . .  L~ = 1, 
ferner 

B , . )  - - - -  g , ,  , , =  

p n - - 1  n 

Far L,  .~ 1 (a=-1,...,p) hat man in den 2:~ h~ichstens logarithmische Un- 
stetigkeiten, eia Fall, der im folgenden auger Betracht bleibt. Die Gesamt- 
heir der A., B,, L~ heiBe wieder die C/mrakteristik des Problems. Ent,- 
sprechend wird eine Ftmktion, die den homogenen Randbedingungen 2) 
geniig~ und die Bedingungen 1) und 3) efftillt, multiplikativ genann~. 

An SteUe des Prymschen Eindeutigkei~ssa~zes tritt im vorliegenden 
Fall, wenigstens soweit es sich um analytische Funktionen handdt, der Ein- 
deutigkeitssatz yon Hurwitz. Dieser gibt die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen daftir, dab zur Charakteristik eine aUenthalben endliche, 
analytische, multiplikative Ftmktion auf vorgegebener Fliiche T existiert. 
Unter einer aUenthalben endlichen Funktion versteht man na~h Hurwitz 
eine solche, die innerhalb yon T "  und auf  dessen .Be.grenzung keine Pole 
besitzt, insbesondere also in jedem der Punkte 22~ (d... 1,.-.,n) yon end//cher, 
nicht negatirer Ordnung verschwindet. Die Ordnung des Versehwinden$ imt 

*) Weyl, 1. e., S. 34. 
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far die Stigmata folge~dermaj6en definiert: Setzg man L,.~e-  ~,,*,,o (a,.= 1,...,n), 
wobei 0 _~ ~ ( X o ) <  1 [~(~o) bedeute~ den reellen Tefl yon %], so wird 
dot Eigenschaf~ 3) zufolge d, = do + ~o ffir eine multiplikative zur Cha- 
rakfieris~ik gehSrige Funk~ion eine reeUe ganze Zahl sein. d o is~ die OrO- 
nungszahl des Verschwindens im Punkt 2:~. 

Dot Hurwit~sche Eindeutigkeitssai~ liiflt inch nun*) so aussprechen: 
Damit amf einer .Riemannschen 2"l~iche T eine allenthalben endliche multi.pli- 
kative 2"unktion 2' zu einer gegebenen Charakteristik existiert, ixt u) not- 
wendig, daft alle 2"aktoren Lo (a= 1,...,n) reell sind, ~) hinreichend, daft 
r erfiiTlt ist und die gegebene Charakteristik iibereinstimmt mit dem System 
der 2"akt~ren ether 2"unktion e~ we W ein Integral drifter Gattung der 
_ F I ~  T bedeutet, dessert Perioden an den Schnitten 1 o s~imtlich reeU sin& 

Die Bedingung a ) i s t  invariant gegenttber der Gruppe der Analysis 
sirius; mit  andern Worten: ~u ether Charakteristik, deren Faktoren Lo nicht 
siimtlich reell sind, gibt es keine ein~ige _Fliiche T, auf welcher vine 
allenthalben endliche 2"unktion ,F existiert, wie im iibrigen auch die Quer- 
schnitte und Stigmata gew~hlt sin&**) 

2"oIgende Umkehrung ist richtig: sieht man yon dem (in w 1 erledigten) 
Fal l  L o -  1 ( a =  1,...,n) ab, so gibt es ~.u jeder CharaMeristik mit durchweg 
re.ellen 2"aktoren Lo immer t'l~ichen T, auf denen, bei passender Wahl 
der Stigmata, allenthalben endliche, multiplikative 2"unktionen existieren. 

Der Beweis wird - -  analog wie in w167 1, 2 - -  gefilhrt dureh Kon- 
struktion eines Abelschen Integrals 3. Gattuug veto Geschleeht ~ ;ni~, bis 
auf ganze Vielfache yon 2z~i festgelegten Periodem~. :i~t ~ - , ~ - - ~ . ~ # t  
mi t  gegebenen Perioden ~ (a~l, . . . ,n)  weichi . l ch / f l~ ' t~ l~ la~re in  in~agin~r, 

v-~o~l Null verschi~dh,n und durch die Bedi~giifig o ~ 0 verknfipf~ sin&***) 
Ct----I 

Zuers~ verschafl% man sich ein der W-Ebene Oberlager~es Gebiet, 
welches die charakteristischen Eigenschaften des Bildes ~ ether Riemann- 
schen Fliiche T bzw. der zerschnittenen Fl~iche T"  aufweist und zwar des 

") Wobei der triviale Fall p~-~ 0 unber0cksichtigt bleiben mag. Vgl. indessen 
tturwitz, 1. c., S. 438, Ful~note. 

**) Im FaIle L o~-- 1 (~-~-1,--.,n) trit~ an Stelle yon a) die Prymsche l~odul- 
bedingung. Bezeichnet man auch im Falle Lo ~ 1 eine Char~.kteris~ik als _Pryrnsc~, 
sobald s~mtliche Faktoren A~, 2~,, Z o veto absoluten Betrag 1 sind, so folgt: Die 
Prymschea Charakteristiken erffil]en die Bedingung a) nieht, ersch0pfen aber auch 
nicht die Gesamthelt der Charakteristiken, ffir die t~) nieht befrledigt ist. 

***) Start des Integrals dritter Gattung kann man auch direkt die gesuchte multi- 
plikative allenthaLben endliche Funktion F bzw. das durch sie vermittelte Bild yon T'" 
betrachten. Der im Text eingesch]agene Weg erscheint etwas eini'acher, da hierbel 
das Auftreten yon festen Ecken und Spitzen umgangen wird. 
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Brides, vermi~el~ durch ein Integral 3. Gattung der gew~inschten Beschaffen- 
heir.*) Man kann sich auch hier auf Gebi~ beschr~nke~, die gan~ im 
~ i c ,  he~ gdegen sind. Das gesuchte Integral W(~) gestattet niimlich in 
der Umgebung eines Stigmas ~o bzw. ~ ~ z  o (~-= 1~...,n) der zugehSrigen 
Fliiche T die DarsteUung 

W (~) --  ~o log qo) + ~(to) ffi ~o log [,~~ (to)] .. 

Dabei ist t,, die zum Stigma ~ = ~o geh6rige Ortsunfformisierende auf T, 
ferner 

wo(to) - ~r ~ (~),  wob,i  $ (to) - e~-;*(") 

eine in der Umgebung yon ~ •-No regul~ir analytische, far t~--0 yon 1. Ord- 
nung verschwindende Funktion in to; das Verhalten yon W(~) in der eben 
bezeichneten Umgebung yon m~ ist durch Wo(to) vSllig bestimmt. W~hrend 
nun W(n) die Umgebung yon ~o auf einen, bis zum unendlichen fernen 
Punkt W,, der W.-Ebene sich erstreckenden Pwralle~b'eifen pa ein-eindeutig 
und konform abbildet**), erscheint die gleicheUmgebung vem6ge w~.-w~(~) 
ein-eindeutig und konform bezogen auf ein gauz im Endlichen gelegenes, 
den Ptmkt. w, . - 0  im l~nern enthal~endes, eiafaeh zusammenhiingendes, 
Gebiet Or W,-Eben~ Die inverse Funktion r bzw. ~(w,) ist in 

a I ~ !  i m ~ ~ t $  ]~m~rkung , dab durch Wo(r such IV(I) in der 
tJmgehmag d~ P n ~  27, v6llig bestimmt is~, besagt also: die Umgebmag 
yon W| soweit sic in po enthalten ist, ]RBt a i e h -  ftlr" die gegenwiirtigen 
Zweeke - -  ersetzen durch das ganz im Endlichen gelegene Gebiet ~o. 

Auf Gruud dieser Vorbemerkung erhiilt man 
1) ein Teilgebiet ~1[ des zu konstruierenden .Bildbereiches S folgender- 

mal}en: man markiere in einer a-Ebene n im Endlichen gelegene, voneinan- 
tier verschiedene Punkte z~ (a~ l,.. ., n) (Stigmata) und bilde mit den ge- 
gebenen (rein imaginiiren) GrSl~en ~ (a-fl,...,n) die Funktion 

Wegen 2 
a m l  

~ r  0 geh6rt der P| der ~-Ebene nicht zu den Stigmata. Um 

die Stigmata ~o schlage man Kreise K o mit so kleinen Radien to, dab die 
K~ viSllig getrennt verlaufen und dab in ihrem Innern, sowie auf ih t~  

dwa Begrenzung, ~ q- 0 ist, wenn 

,) Vgl. Klein, Vorlesungen ~iber Riemannmche Fl~chen, I. Tell, S. 85ff. 
w) Klein, I. c. 
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s162 

w. - %)g 

gesetzt wird. e ~ 1 
Von einem ganz auBerhslb der Ko abet im EndLiehen gelegenen 

Punkt Pc dot z-gbene wird nach K, (# =- l, . . ., n) der Querschnitt l o ge- 
zogen, l, hat mit K o nut einen Punkt gemein, mit den tlbrigen Kreisen 
K o keinen einzigen, mit den tlbrigen Schnitten l e (0--1,...,#--1,#%1,...,n) 
nur den Punkt Pc. Die Ko und die lo bilden die voile Begrenzung eines 
einfsch zusammenhiingenden Gebietes der z-Ebene. Dessen Bild S~" in 
der W Ebene, vermittelt durch 

ist wiederum einfsch zusammenhgngend und Oberlagerungsfliiche eines 
ganz im Endlichen gelegenen Teiles der W-Ebene. Je kleiner die Radien 
% gewiihlt aind, um so niiher erstreckt sich 81 in der W-'Ebene an W| 
he r i~ .  

Des niiheren ,,entsprechen" die beiden ,,parallelen" Bildkurven eines 
Schnittes l, einander punktweise in der Art, daft - -  beide in die W-Ebene 
projiziert gedscht - -  die eine yon ihnen aus der andern dureh die (reelle) 
Psrallelversehiebung 2~i~, hervorgeht. Der Umlaufsinn der Begrenzung 
ist wiederum so gewiihlt, daft bei positiver Durehlaufung das Oebiets- 
innere zur Linken liegt. 

Um such filr dss Innere der Kreise Ko im Endlichen gelegene Bild- 

bereiche zu erhalten, schlage man um die 2?, (#----1,...,n)Kreise K~ mit 
solchen Radien ~a(Fa>ra), dab such die F, die oben yon den r ,  geforderten 

Eigenschaften aufweisen und dab K a den Querschnitt go nur in einem einzigen 

Punkte trifft. Dss Innere des Kreises K., (und damit such des Kreises K,) 
der z-Ebene wird dann verm6ge 

qffi n s 

ein-eindeutig und konform abgebildet auf ein ganz im Endlichen gelegenes, 
einfach zusammenhgngendes, den Punkt wo----0 enthaltendes Oebiet G. 

einer wu-Ebene. Dem yon K~ mad Ka gebildeten Kreisring der z-Ebene 
entapricht ein Ringgebie t /~  der wa-Ebene. Durch das im Innern yon/~,  
golegene Stttck der Bfldkurve yon l~ wird Ra in ein einfach zusammen- 
hgngendes Gebiet ~Ro' zerschnitten. Verm~ge 

Wo ~ 2o log Wo 
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entsprieh~ schl/eBlich dem ~ ein-eindeu~ig und konform ein einfach zusam- 
menhiingendes, ganz zu S~ gehSriges ,,Viereek" Vj~; zwei seiner Seiten ge- 
h6rea der Begrenzung yon $1 an und sind parallel, log w~ ist in R~ 
regulgr analytisch; die Ableitung nach z verschwindet an keiner S~eUe. 

Die Gebie~e ~1, Gx, . . . ,  G,~ zusammen bilden das gesuehte Teilgebiet 
~ in dem Sinne, dab hierbei die beiden, einander punktweise entsprechen- 
den Gebiete R~ und V~ als v~llig gquivalen~ anzusehen sin& stat~ 1~ kann 
man V j a l s  zu 81 geh6rig betrachten und umgekehr~. 

2) Aus den ~Srig~, his auf Vielfache yon 2~i gegebenen, Period~ 
~,, ~, (v=~l, ...,v) lgBt sich, wie in w 1, ein ~-fach zusammenh~ngendes 
Gebiet Ss l~ositiven Flgcheninhalts konstruieren, dss mit S~ in der mehr- 
fach angegebenen Weise zu einem Gebiet S verschmolzen wird. Nimm~ 
man zu ~ noch die Gebiete G1,..., G,, hinzu, so entsteht der gewilnsohte 
Bildbereich S. Dabei war vorausgesetzt, da~ die Perioden 2~, ~8, nich~ 
sgmtlieh rein imagingr seien. Ist letzteres der Fall, so tritt an Stelle des 
in w 1 verwendeten Rahmens Up ein geeigne~ gewghltes Teilgebie~ yon S I. 
Durch passende Wahl eines Sctmit~es l~ in der ~-Ebene, sowie der r~ im 
Rahmon der bereits gemachten Festsetzungen, karm stets erreicht werden, 
dal] die weite~en Konstruktionen des w 1 unvergndert ausftihrbar sind. 

lm G~bi~tlS existiert naqh dem Dirichletschen Prinzip*) eine Funk- 
tio.~.,..~.-..~er~pt~xeh Vergnderlichen WQ.W'+ i W "  bzw. w~ yon don 

~'61gonden Eigenschaften: 

1) ~ is~, yon einer endlichen ~.nzahl yon Polen abggsehen, 
innerhalb S und auf dessen Begrenzung eine regulgr analytische 
Funktion. 

~) z besitzt im Innern yon 8 mindestens einen Pol, im Innern 
der G~,. . . ,  G~ keinen einzigen. 

3) Je zwei Funk~ionselemente yon z, die zu entsprechenden 
Punkten paraUeler Begrenzungsstficke yon S geh~ren, sind identisch. 

4) Die Funktionswer~e in Punkten yon 1~ bzw. V~, die ein- 
ander verm~ge W#-~ ~# log w# entsprechen~ sind gleich. 

Daraus folg~ die Existenz yon lira z(W~)-----z(wa~O ). 
Wa = ~  

Die inverse Funk~on yon ~(W)  f~lhr~ zum gesuchten Integral 3. Gaf~ 
tung. Zum Beweise betrach~e man eine Folge yon Gebie~en ~,(o), ~(~ 
. .  ~(~),.... ~(o) ist das urspriinglich konstmierte Gebiet ~. Allgeme~ 
un~erscheide~ sich die Konstruktion der Gebiete ~'(~+ ~) und ~('~) (m~-0?~'~:.} 

dadurch, dal~ an SteUe der Kreise K~'~), ~m) bzw. der Radion r(~), ~ " K ~ i s o  

*) Wegen der Einzelheiten des. Existenzbeweises vgl. w 7 b). 
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K(~ "n+s) usw. mit den kleineren Radien ~ +  s)<~r(,"), ~r~ m+ z)<~,,) (r(~+1~<~+1~) 
trvten. Endlich sei 

lim ~") •- lira ~") --  0. 

~(m+ 2) e n ~ t  ~(') ganz im Innern. 
Aus den Eigensehaften 1)--4) der Funktion z folgt nun 

13 ~ besitzt die Eigenschaften 1)--3) in jedem der Bereiche 
rC'~ (m ~ffi 0,1, . ..). 

2') Zu jeder beliebig kleinen positiven GrGBe ~/ gib~ es eine 
natttrliehe Zahl M yon der Art~ dal~ die Funktion z(W) aUe 
Werte ~0, die den Ungleichungen i Zo -- e(w,, ---- O) I ~ ~1 (a~  1,...,n) 
genilgen, innerhalb ~'(") ebenso oft annimmt, als z (W) (innerhalb 
~(o)) polarunstetig wird, ftlr aUe m ~ M. 

3') Es gibt eine naiiirliche Zahl N yon der Art, dab alle in 
ds ~N) gelegenen NuUsteIlen yon d--~.zuglelch die siim~liehen innerhalb 

dz ~(m~ gelegenen NuUstellen yon dW liefern, sobald m ~ Z r 

Aus den Eigenschaften 1) mit 4) bzw. 1') mit 3 ~) folgt: die durch z f f i f z (W)  
vermittelten, der z-Ebene fiberlagerten Bilder der Gebiete 8(') bilden eine 
Kette yon Gebieten T (~), yon denen jedes in allen folgenden enthalten ist. 
Der dutch die Kette definierte Kern*) ist die gesuchte Riemannsche 
Fl~che T. 

Die weiteren bier anschlieBenden Fragestellungen (vgl. w 1 Ende) 
bleiben an dieser Stelle unerGrtert, ebenso die weiteren MGglichkeiten, den 
Hurwitzschen Eindeutigkeitssatz umzukehren. 

II .  E x i s t e n z b e w e i s e .  

w 

Bemerkung  zum Exlstenzbeweis tier Prymschen Potentialfunktionen 
1. 0rdnung. 

Die Existenz der zu einer Prymschen Charakteristik 1. Ordnung ge- 
hGrigen Potentialfunktionen mit gegebenen additiven Perioden bzw. Pol- 
und logarithmischen Unstetigkeiten wird yon den Herren Prym und Rost 
unter Heranziehung des Prymschen Modulsatzes nach der Methode der 
sakzessiven Influenzen bewiesen; die Eindeutigkeit ist Fo]ge des Eindeutig- 
keitssatzes.**) Der ~Existenzbeweis l ~ t  sich auch auf das Dirichletsche 

*) Carath~odory, Konforme Abbildung (Math. Ann. 72, S. 124). 
**) Prym-Rost, 1. e., I. Tell, S. 98tf. (5. Absehnitt.) 
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Prinzip gr~Inden~ was im folgenden skizziert werden soll.*) Die Be~rach- 
tung beseTariinkt sich ttun~ichs~ auf die in T allenthalben endliehen Potential- 
fun~t~onen. 

8oi eine Prymsehe Ch~rakteristik gegeben und zu jedem dor Sehnitte 
a,, b,, c, (v~l , . . .~p)eine additive Periode 9,I, bzw. ~,, ~,. Die R~d- 
bedingungen, in reellen und htoralen Teil zerlegt, l~uten**) am Sehnitte a,: 

( t r 3 " - a ' ( u 3 - - a ; ( u ' 9 - +  ~;, (~ '3*=a"(u ' ) -+~;(P '3-+a ,  ~' 

(s) t~- /  ~"V~--)--",-~-/ 
p_tr'~* " u" A,{  a~r V A:'[ ~ V ~-~-/-- , - -  _ , ~ / ~ ~ I 

" + ' " - ~ U "  - /gU ~ -,,/~U \ -  ., 
, 

(au ~ .,,/ou,,-. _,(a~'" V 
(~;)~ + (a,) =i. 

Entsprechendes gilt ftir b~, c, (v = l,-.-,p). 
Damit die Randbedingungen widerspruchsfrei sind, ist***) notwendig, dab 

(S') (1 - -  .B;) ~ ;  - -  B;," ~/;," - -  (1 - -  A',,) ~ ,  + .zl.;,'~;,'=6_,'.,, v - l ,2 , . . . ,p .  

p p 

27 :-o, 
~=I v=l 

Der yon FIilbert, Weyl u. a. betrachtete Fa/[ tier austzezeichne~ Chara/~e- 
r~s~k is{; b e s o n d e r s  e~ufach :  el nmal~ well bel film die Betracti~ung e lne r  

einzigen Konkurrenzfunktion genfig~ sodann~ weil bei il~n die Z~ NormJerung 
der Konkurrenzfunktionen verwendeten Konstan~en auf die Randbedingungen 
ohne Einflufi s~ud. 

Im allgemeinen Prymschen Fslle hat man die ~umme der Diriehlet- 
lutegu.ale gebilclet ~r ein Pear yon Konkurrenzfunktioneu W, V" zu be- 
trachten, d. h. 

( )  ; o ( v ,  + r , .  

Je ~wr zssammmge~6r~g~ Konkurren~t'un~ionen Y', V"  gmgg~z den blgen- 

*) Hilbert, Ober d~ Dirichlst~che Prinsip OIafda. Ann. 1904); Wey], I. c., S. 79ff., 
8owie die 6benda zitlerte hiteratur. Den A~fffihrungen des Textes ist tier Weylsche 
Beweis zugrande gelegt. Wie Herr Prym zair mitf~ilt, ist" er b~i seinen, vor mehr 
als 40 Ja~ea begonnenen, Untersuchungen ebens yore Dirichletschen Prinzip 
ausgogangeu, hat e~ abex bald verlsssen, ~sehclem ez die UnzulRssigkeit dieaea SohluB- 
vorfshrens i~t sr alien Form f~tr g~wiser Problome orkannt und durch eln oinfaches 
Beispiel (Crelle $ourn. 7S, S. ~0--~6~: ~edxuckt in Prym-l~oat; L Teil, 8. '~Tff~. 
darget~n hatte. 

"*) Prym-Foost, I. c., I. Toil, S. 150. 
"*~ Prym-Ro~t, I. c, I. Tell, S. 95. ~ 
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derL. Farderu~e~: F '  uud V" sind in T', einschlie61ich der Begrenzung, 
reelbvertig und stetig differenzierbar, im Innern yon T'/lberdies eindeutig. 
Die Werte yon V, W' und ihren ersten Ableitungen an den bez~iglichen 
Ufern der Begrenzung yon T" genitgen den Bedingungen (S). Das Dirichlet- 
Integral D(F ' ,  V"), erstreekt tiber das Innere der Fliiehe T', ha~ einen 
endlie, hen Wert;. 

Der Existenzbeweis*) verl~iuft so: Es existieren Paare yon Konkurrenz- 
funktionen V~, "Y;," (h--1,2,...), sobald die Beziehungen (S~ bestehen. Die 
V~, F'~" werden dutch Addition yon reellen Konstsnten C/,' bzw. C~' derert 
normiert, dab 

o, f(v;+e;')e% 
0 0 

== O, h = 1, 2,.... 

Die Integrslo sind hierbei zu erstrecken tiber die Peripherie eines festen 
#-Kreises**) mit dem Zentrum P, der im Innern und auf seiner Peripherie 
weder u yon T noch Randpunkte yon T" enthMt. 
Setzt' man 

V~ + C ; -  v;,, r~' + G ' =  v;, h =  1, 2, ..., 
so erfitilen die rwrmierten Konkurrenzfunktione, v'h, v~" die Raudbedingungen 
(S) mit dora Unterschiede, dab die additiven Perioden jetz~ bzw. die 
Werte haben 

, , ,, - ~r,, ~"'~'" (1--A~)C~' l~ngsa, (.v~.!.,..~). ~i, + ( ~ - a ; )  c~ + A, cl  , ~ . ,  - . ~ ,  , . , ~ - , -  . .  

En~prechendes gilt ftlr die Schn~tte b,; ~i:e 6 ,  ~ : ~ z f a g e i i n ~ r t ~  ::]]~, 
deul~t, d die untere flrenze ffir das Dirichlet-Integral beztiglich der Ge- 
mmithelt der Konk-urrenzfunktionen v~, v~', so wiihl~ man die Indizes h 
d ~ ' t ,  dab lira 1)(v~, v~') -- d. 

Die zur Anwendung des DiricMetschen Prinzips nStigen Beziehungen 
und Ungleichungen bleiben im vorliegenden Fall siimtlioh in Kraft. Ins- 
besondero nimmt die Levische Ungleichung die {~estslt an 

/ ) ( ~ ; . - ~ . ,  ~ ~ . ) ~ {  , ,, _ , . �9 " -  " V z ) ( ~ ,  ~ )  a + VD(~,, ~ ; ) -  d}'  
Demgem~6 ergibt sich zun~ichst die Existenz eines Paares im Innern yon 
T '  allenthalben regul~irer Potentialfunktionen U', U". Diese werden ge- 
liefert durch die Grenzwerte 

U ' ~  lira h dx rig, U"-- lira dx dy; 

dabei sind die Fl~chenintesTa]e erstreck~ fiber den ganz im Innern yon .Y" 

*) Siehe Weyl, I. c., S 79f~. 
**) Wegen dieser Ausdrucktweise vgl. Weyl, I. c., S. 80. 
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gelegenen~ geniigend kleinen, im tibrigen beliebigen ~-Kreis K veto Radius a, 
zu dessen Mittelpunk6 der Funktionswert U" bzw. U '�9 geh6rt. 

Es eriibrigt ~u zeigen, da~6 U �9 U �9 den ~a~dbedingu~ge~ geniigen. Zu 
dem Zwecke*) fasse man einen Punkt / )1  der Begrenzung yon T'  - -  etwa 
des Schnittes a 1 - -  ins Auge, schlage um zo 1 einen x-Kreis K~, tier ira 
Innera und auf tier Begrenzung keinen Verzweigungspunk~, keinen Punkt 
des zur Norrnierung verwendeten z-Kreises urn P und nur solche Rand- 
punk~e yon T' enthiilt, die dem Schnitte a 1 angehiiren. K l kann und soU 
fiberdies so klein gew~iblt werden, dab seine Peripherie den Sohni~t e h 
nur in den beiden Punkten S 1 und S~ trifft. Entspreehend dem ~- bzw. - -  

Ufer yon a~ zerf/ill~ K 1 und seine Peripherie in zwei, einfach zusarnmen- 
hiingende Teile. Fiir das Folgende werde der am + Ufer yon a~ gelegene 
Tell K1 + betrachtet; dieser wird begrenzt durch alas im Innern yon K~ ge- 

legene Sttick a~ + yon" a~ + und den Kreisbogen x l -  SzS ~. Ersetzt man 
den Schnitt a~, soweit er im Innern yon K~ verl~iuft, durch xl, so resul- 

• 

tier~ eine Fliiche T '  und ein neues Minimalproblem; der Bogen xa gibt zu 
zwei Ufern x~ +, x~- AnlaB. Paare yon normierten Konkurrenzfunktionen 

v~, v~ des neuen Problems erh~lt man vermiige folgender Definition: 

~ ,  , ; , , _  ~,~,, (1,) ~ - ~ ,  
X 

ftir alle inneren Punkte und Randpunkte yon T ;  die nich~ innere Punkte 
yon K~+ sind und nieht zu den Punkten auf a~ + und x~- geh~ren; 

v~ = A~ v~ - & v~ + ~,  + ( l - A ( )  C~'+ A~"C~," 
(e) 

X 1~, i /  ," e r F? �9 t I I  ~ -- .~ ,~ + A, v~ + % " -  A~ C~ + ( 1 -  a~ ) O~ 

filr aUe inneren Punkte yon K1 + und alle auf ~i + und ~ -  gelegenen Punkte. 
Umgekehrt erh~lt mau hierdurch auch alle Paare yon Konkurrenz- 

funktionen des neuen Problems. 
InfoIge dieser Definition ist 

�9 P t D(~; v~ ) =  D (,,,, ,,;P). �9 

In der Tat wird dureh die orthogonalen Transformationen 

( I )  ~)x Ox '  ~x - -  Ox ' 

bzw. 

(~) ~ ~ ~x , 

Q 

*) u Bilbert, a. a. O. 
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(land die en~spreehenden Substitu~ionen f~ir die partiellen Ableitangen 
nach y) die ~tadratische .Form 

+ * . 

in sich transformiert. 

U' =ffi lira z % dx dy,  ---- lira _ _  v A dx  ely 
h ~  75 a t . h----~ ~ a  s 

g 
X 

stellen naithin Potentiaheuxfktionen dar~ die im Innern yon T', insbesondere 

also im Innern yon K I reguliir sind. Da ferner U'---lim - ~ f ~ v h ' d x  dy, RSW.~ 

K 
e~st;iert~ und ~ die Beziehungen (2) best;ehen~ so ergibt sich f~r ivgend ein 
Gebiet im Izmera yon Kl + 

r)' = A,' V ' -  A , " t r ' +  ~, '  + lira { ( 1 - A , ' ) C ;  + ~ "  C;'}, 

I t  I #P Pf i ~" u " =  [7' + A, u "+  + { - A ,  § 
~ c o  

Es folg~ also z~Lchst die Exis te~ yon Jim C~'~ C', l im C~"-----C". 

U'--C', bzw. U " - - C "  sind demgem~ Po~entialflmktionen, die den vor- 
gegebenen Randbedingungen gen~igen. Den eben benutzten Beziehungen (2) 
zufolge kSnnen niimlich U; U" analytisch ~iber r fortgesetz~ werden und 
diese Fortse~zung erfolg~, wie aus (2) erhell~, den Rani~eding~ngen (S) 
gem~i$, w. z. b. w. 

F~ir die den Schnitter~ a, und b, gemeinsamen Punkte gdingt ~ler 
Beweis en~preShimd. Dis Existenz yon Potentialfunktionen, die an vor- 
gegebenen S~ellen yon endlicher Ordnung. od~. logari$h~nisch unend[ich wet- 
den, ergib~ sieh ganz analog. 

Schlie~lich sei nochmals hervorgehoben,..,da~:: ~greh die Prymscho 
Bedingung I A ,  ] ~ I B,] = 1, ~ 1,...,p d. L utcTI, die Orthogonalit~t vort 
(S) die Anwendb~rkeit des Dir~chletschen Prinzips bedi~fft erscheint, im 
wesentlichen deshalb, weil dann der Wer~ des Dirich~et-I~tegrals yon der 
Ar t  der Zersch:~.eidung der ,Fl?ivhe :T nicht abk~ngt. 

w  

l)bergang yon den Potentialfunktionen zu den analytischen 
Funktionen 1. Ordnung. 

Der eingangs des w 2 angegebene Satz der Herren Prym und Rotd; 
liefer~ den genannten Au~oren einen sehr eleganten Beweis f iir die Tat-  
sache, dal~ - -  aul3er der Konstanten --  zur ausgezeichneten Charakteristik. 
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gerade p, zu einer allgemeinen (d. h. nicht ausgezeichneten)Prymschen 
Charakteristik hingegen genau p -  1 linear unabh~'mgige, alleathalben end- 
liche, normierte analytische Funktionen, die sog. ~ em~/c/a~ E/e- 
mcntarfunklionen*), existieren.**) Bei diesem Nachweis wird, auSer yon 
dem in Rede stehenden Satze, nur noch yon der Tatsache Gebrauch ge- 
macht, dal~, abgesehen yon der Konstanten, 2 p -  2 linear unabhilngige, 
allenthalben endliehe - -  und tiberdies keine aUenthalben endlichen multi- 
p l i k a t i v e n -  Potentialfunktionen zu einer allgemeinen Prymschen Cha- 
rakteristik geh~ren. Die in w 2 bewiesene Umkehrung legt es nahe, zu 
versuchen, unler Umgehun 9 des fragtichen Sat~es, lediflich ags dcr E x i ~  
tier genannten 2p -- 2 Potentialfunktio~n, die Anzahl a l ~  ~dl idm,  
(linear unabhiingiger) Elementarfunktionen ~ bestimmen. Dies gelingt in 
der Tat, wie noeh gezeigt werden soil, und zwar a~sddie~lich unter t~-  
nut~ung der sogenannt~n Fundame~talformd.***) Die niimlichen Ober- 
legungen gestatten dann, such filr Nicht-Prymsche Charakteristiken die 
Theorie der analytisehen Funktionen aus derjenigen der Potentialfunktionen 
zu entwiekeln. Ferner erseheint das Verfahren flit die F~lle N. Ordnung 
anwendbar. Es braueht andererseits kaum hervorgehoben zu werden, daft 
der angedeutete Weg dem der Herren Prym und Rest an Kttrze aaehsteht. 

Im folgenden sehe man eun~hst veto FaUe der ausge~eichneten Charak- 
teristik ab und lege der Betrachtung die, in den Prymschen Fiillen sicher- 
lich erffillte, Annahme zugrundet): Zu jeder in Betrach~ kommenden Cha- 
rakteristik (die keine ausgeeeichnete ist) geh~ren 2p -- 2 linear unabh~ngige, 
allenthalben endliche .Potentialfunktionen ue (Q ~. 1, . . . ,  2p -- 2), dabei ist van 
tier Konstanten stets abgesehen. Eine. multiplikative, allenthalben endlid~ 
Potentialfunbtion existiert nicht (Bed i n g u n g  1). 

Die genarmten 2 p -  2 Potentialfunktionen kSmaen dureh Addition 
passender Konst~nten so norm/err werden, dal~ eine besfimmte, zu emem 

*) Prym.Rost, 1. c., H. Tell, S. 8. Im folgenden ist die Bezeiehnung ,,Element~r. 
funktionen" f~Ir Funktionen gebraucht, die etw~ &nders als die P~ym-l~st~ehen Ele. 
men~arfunktionen normiert sind. 

**) Prym-Rost, 1. c., I. Teil: 8. 164f. 
***) Prym-RosL 1. c., I. Tcfl, S. 190, Formel (F). 

5-) Diese Bedingulag ist identiseh mit der folgenden: Die lineare, homogene 
lntegralgleiehung des Problems im Gebiete der Potentialftmktionen besitzt keine 
Eigenftmktion (multiplikstive, allenthalben endliche Pol~ntislfmaktion). Aueh flit den 
Ausnahmefall, dab solche Eigenfunkt~ionen existierea, sind die l~berlegun~n des Texl~, 
unwesentlich modifiziert, mawendbsr, sobald mart den Zussmmenhmag ~.wi~ehen den 
multilolika~iven, allenthalbcn endliehen Poten~ialfunktianen einerseits ~ den (zur 
gleichen Charakterisfik gehOrigen) mul~iph7~iven, sUenthalben endliehen, wn~/~hrm 
F ~ i o n e n  andererseits k|argestellt hat. Auf die hiermit bezeiclmeten Sa~e, die 
ilbrigens such beim Beweise der Existenz zur Charakteri~tik geh~riger Pbtentiaifunk- 
tionen yon zentraler Bedeutung sind, hoffe ich an andrer Stelle zurttckzukommeu~ 

Mathematimhe A n n a l s .  L X X ~ r r  4 
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eigentliehen Faktor, etwa die zu A~ "4" 1 gehSrige Periode P/~ stets Null ist. 
In gleicher Weiss soilen im folgenden auch alle zur Charakteristik ge- 
h~rigen, allenthslben endlichen Elementarfunktionen normiert sein. Man 
beweist zun~ehst 

a) GehSren au einer (nicht ausgezeiehneten) Charakterisiik insgesamt B, 
su Ower konjugiert,-koml~leacen insgesamt ~ (linear unabha~lige) normierte, 
allenthalben endliehe ( analytische) Elementar/i~nktionen, so ist B + ~ -- 2p -- 2, 
sobald f'tir beide Charakteristiken die Bedingung 1) erfiiUt ist. 

2 p - 2  

Damit eine zur Charakteristik geh~rige Potentialfunktion U-ffi ~ #  c~u~ 

eine (analytische) Elementarf~nktion sei, ist notwendig und hinreichend, 
dab die Identitiit bestcht 

~ p - |  ~ p - ~  

(]) 

Die ~e bedeuten hierbei die zu den ue (0=ffi 1 , . . . ,  2p - -2 )  bzw. konju- 
giel~en Potentialfunktionen 

g~ -- Oue dx  + dy 0 ~" 1, ..., 2 p - -  2. - -  ~y -~z- ' 
XoYo 

Nach Yoraussetzung gibt es zur Ch~akteristik insgesamt B linear unab- 
h~ngige nomierte Elementarfunktionen W~ (r = 1,..., R~ ~ ~ 2p -- 2), d. h. 
es ezistieren gerade J~ linear unabhiingige Systeme 

C(r) _(r) C(r) ~" m 1, "" "~ /~, 
l ~ G ~ j  " ' ' ~  p 

ftlr welche die Identitiit (J') besteht. 
Demzufolge laesen sich R der u o etwa ul,..., uR dutch die Wr (r =1,..., R) 

ersetzen und die 2 p -  2 Funktionen W I , . . . ,  Wn,  u n + l , " . ,  u~v_~ sind 
dana linear unabhiingig. Keine lineare Kombination der Potentiaffunktionen 
uR+t , ' .  "~ usp-! liefert also eine analytische Funktion. Infolgedessen hat 
die Gleichung 

J p - g  $ p - - ~  

nur die LSsung 
�9 = R + I  f f f i B + l  

C R + I  " C R + 2  ~ "  " " �9 " C~p_! == O. 

Geht man zur konjugiert-komplexen Charskteristik fiber*), so besagt 
die eben bewiesene Tatssche, dab die analytischen Funktionen 

~ ,  -- ~ § i ~ ,  ~ - -  R + 1 , . . . ,  2 p  - -  2, 

*) d. h. ms de~jenigen Chm~t~eriJt~k, deren Faktoren A,, B, die konjugier~- 
komplua Wer~ der en~preehenden Fakbomn A~, B, der uraprfinglichen Charakte- 
ri~ik mind. 
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linear unabhiingig sind und dab keine der Funk~ionen U~ identisch ver- 
sehwindet. Der Querstrich in ~ ,  usw. bedeutet, dab s~tt  u,, usw. die 
konjugiert-komplexen GrSl~en genommen sind. :Es gibt also zur konjugiert- 
komplexen Charalrteristik mindestens 21o -- 2 -- R unabhi~ngige, normier~e, 
allenthalben endliche Elemenkarfimktionen. Ist /~ die HSchstzahl solcher 
Elementarfunktionen, so gilt demnach 

Anderersei~s hat man in den W~, wie ]eicht; zu sehen, ~ unabhiingige, 
normierte, zur konjugiert-komplexen Charakteristik gehSrige. Potential- 
funktionen, die zu keiner einzigen analyLischen Funktion fiihren und yon 
denen keine identiseh verschwindeL. Da insgesam~ zur 0haratrteristi]~ ge- 
rade 2 p -  2 unabhiingige normierte Poten~ialfunktionen gehSren~ ist als~ 
.R.+ .R _~ 91o -- 2. Mii;hin folg'~ .R + .R ---- 2p --  9, w. z. b. w. 

i 

b) Geh6ren zu einer (nicht ausgezeichneten) CharaMeristik im gom~en R~ 
xur kantragredienten Oharakteristik hingegen insgesamt P ~inear unabMingige, 
normierte (analy~ische) Elementarfunktionen, so ist 1~ + P = 210-  2, sobald 
die Bedingung 1) fiir beide Oharakteristil~m erfiillt ixt. 

Unter der kontragredienten Charakteristik versteh~ man hierbei die- 
jenige, deren homogene Substitutionen an den Schnitten a,, b,, c, zu don 
en~pr~henden Substitutionen der ursprttngliehen Charakteriskik kontra- 
gredient sin& IIn Falls eines Problems 1. Ordnung hab die lron~ragredie0at;o 

~ (~-- ~, 10), ~ e ~ n  ~, ~, ~e ~,~- Charak~eris~ik die Faktoren A~' B, '" "~ ' 

toren der ursprttngliehen Charakterislik waren. 
W~ ( r - -1 , - . . ,  R) seien die R unabhi~ngigen, zur Charakteristik ge- 

h6rigen Elementarfunktionen, .~(~), ~9~ (~), ~(~), (v--  1, .. ., p) ~hre Perioden, 

Q~ (~=1 ,  . . . ,  P) die P zur kontragredienten Charakteristik geh6rigen 
Elementarf,,nl~tionen mi~ den Perioden a (e) #e) . (0 (v = 1, p). 

Die Fundamentalformel gilL, wie ihre Herleihmg zeig*, unabhiingig 
yon dot Prymschen Modulbedingung.*) Angewand~ auf je sine Fun]~on W~ 
und eine Funktion Q~ liefert die Fundamentmlformel die Beziehu~en 

(~) t ; , , "  ~ - -  
v----.10 

+ Z G4"+ 

J ~ 

,,wn i~..o 
�9 . .  + - o ,  

*) Prym, t~ber elm Raudint~gral (Crelles Journal, Bd. 71, abBedr~ckt i~ ~ t f f -"  
Rest, l. o., L Toil, S. 216ff.). Vgl. Prym-RoBt, l. c., I. T~I, S. i90. 

4* 
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Siimtliehe Relationen stellen zun~ehst nur notwendige Bedingungen f~ir die 
Per/eden der Elementarfunktionen dar. Wie sieh zeigen wird, sind diese 
Bedingungen auch die einzigen. 

Um die Wendungen des Beweises deuflieh hervortreten zu lassen, be- 
traehte man zuerst eine gew~h~iche Chara~eristik; eine solche besitzt nur 
eigentliche ~'al:Wrenpa are.*) 

Unter den W~ (und ihren linearen Kombinationen) gebe es gerads 
f ( < : p -  i) unabhRngige W, ( r - -1 ,  . .- ,f) ,  deren Perioden ~?) 0 ' =  1,-- 
�9 -,p; r - - t ,  . . . , f )  silmtlich Null sin& Die aus diesen Funktionen ent- 
spl~ngendep Beziehungen (1) nehmen die Form an 

p 
~/(~}.{e) O, r ~  l, ., f~ ~ 1, ., P, 

w e n n  2(~ ) =- (1 - -  A , )  l ('), , f8 ,  (') -- (1 - -  B,,h l(~), (v---- 1, � 9  p;  r ~ 1, �9 . . ,  f )  ge-  

�9 . l(~) ( r - -  1 , . - . , f )  s ind l inear  setzt wird. Die f Kons~an~ensysteme l~ "), .~ p 
f 

unabh~ingig. Anderenfalls giibe es ja lineare Kombinationen ~ c~W~ mit 

nicht siimtlich verschwindenden Kosfiizientsn c~, deren Perioden ~[,, ~,, ~, 
alls Null wiiren. Dies widerspricht der postulierten Unabhiingigkeit der 
W~ (r~1, ...,f), wenn man bsrficksichtigt, dab ksine multiplikative, 
allen~halben endliche Potentialfunktion existieren sell. 

Man hat mithin mindestens f unabh~tngige, linear % .homegona~Bedin- 

gungen far die - (~) P). Wegen ~', ( O = i , ' " ,  

~(~)'=- 0 Una"' . r 0 ( r - - l , . ,  f; 0 = 1 , . . ,  P) 
"P'" , . =1  "~'~" ' "  ' 

exist'ier~fi:al~o z~h: ko~ragredienten Charakteris~ik hSchstens p - - 1 - - f  linear 
unabhiingige Elsmsntarfunktionen ~e yon dsr Art, dab die Perioden F; 
sines jsdsn linearen Aggregates soleher Funktionen nicht s~imtlieh Null 
sin& Ist (ftir die kontragrediente Charakteristik) r die HSehstzahl yon 
Funktionen der letztgenannten Art, so gilt dis Ungleiehung 

r < p -  1 - f p- 1. 

Ist entsprechend ffir die kontragrediente Charak~eristik �9 die Gesamtzahl 
linear unabhiingiger Elementarfunktionsn Qe mit vsrsehwindenden Psrio- 
den ~,<e) also @ + F  P und wird noch g = R - - f g e s e t z t ,  so hat man g v  ' 

ebenso g <:: i s -  1 -  �9 und sehlieBlich 
R +  P = g + f +  r + I- ~ 2p-- ~. 

*) Prym-Rost, I. e, II. Teil, S. S. 
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Die hnzahlen unabh~ngiger Elementarfunktionen fRr die zur ursprttng- 
lichen Charakteristik (bzw. zu der ihr kontragredienten Charakteristik-) 
konjugiert-komplexen Charakteristiken sind nach a): 

t t = , 2 p - - 2 - - t t ,  P ~ g p - - 2 - -  P. 

Beachtet man, dal~ diese beiden (konjugier~-komplexen) in Rede stehende~ 
Charakteristiken zueinander kontragredient sind, so folgt aus dem im 
gegenwiirtigen Absehnitt b) gewonnenen Ergebnis: 

Es ist also 
R + P ~ 2 p - - 2 ,  w.z.b.w. 

Insbesondere folgt noch g + r ~ F + f = 1o -- I. (Im Prymschen FaUe 
ist sicher f---- �9 ~ 0.) 

L~i6t man uneigentliche .Faktore~:paare, d. h. gemischte Charakteristike~ *)~ 
zu, so ist ftir jedes uneigentliehe Faktorenpaar A -- ~ -- 1: ~ - ~ -- 0 
und ( 1 - - A ) ~ -  (1--~B)2 ~ 0 dann idenfisch fiir beliebige ~t~ i~ befrie- 
digt. Entsprechend den Fiillen ~-----0, ~ ~-0 unterscheidet man jetzt 
zwischen ~ ~ 0 und 2[ ~-0. Die ~ber]egungen bleiben im wesentlichen 
unge~nder~, das Ergebnis ist das niimliche wie oben. 

Fiir die ausgezeichnete CharaMeristik gestaltet sieh der Beweis en~- 
sprechend. Nur ist jetzt/~ + z~ -- 2p. Da die ausgezeichnete Charakteristik 
mit ihrer konjugier~-komplexen identiseh ist~ so folgt unmittelbar/~== ~ ~p .  
Der weitere Aufbau der Theorie der Abelschen Integrale vollzieht rich mit 
Hflfe der Fundamentalformel in bekannter Weise.**) 

c) Sch~ie~lich ist ~ .= P - - p  -- t. 
Unter der Bedingung 1), insbesondeze also in don Prymschen Fiillen~ 

existiort; zur Charaktseristik stets eine analytische Funktion W[ %z I "~ die" 

an einer beliebigen Stelle z o yon T einen einfaehen Pol besitzt~, sonst. 
tiberall auf 2' regul~ir analytisch is~ und an den Schnltten a,, b,,.c, go. 
wisse Perioden f~[%[ , f~,lzo] , ~[zo[ ausscheidet.***) Durch Multi,pHka.ti,Q~. ~ 

mit einer Konstanten wird W] #~t so norm/eft, da6 das Residuum .i~ 
i I 

! J 

�9 ~ z o den Wert 1 hat. Durch Addition geeigneter u 

t l  ' W~ (r----1,-.., B) kann und soll W % ferner so ~ormiert werden, dags~ 
Z 

") Prym-Rost, I. e., IL TeLl, S. 2. 
**) Ygl. Prym-Rost, II. Teil, Abschnit~ i un4 5. 
***~ Prym-Rost, I. % I. Teil. S. 150. 
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]~eetimm~e Perfoden ~,[~o[ und, aut~er ~15o[, noch f best;imm~;e Perioden 
 ,1 ol,  ,I ol sind  ann nor den  ,1 ol, 
hSchs~ens 21~- 2 - / ~ - - - - P  voneinander unabh~ngige, besfimm~e Perioden 
yon Null versehieden. 

Jede, in h r versehiedenen Punk~en ~a (~ ~ 1,..-, iV) yon 1. Ordnung 
unendlich werdende, in der angegebenen Weise bis auf e~nen konstanten 
Faktor normierte Funktion l~il~t sich auf die Form bringen 

N 

Die Perioden yon 

a - - 1  

die in den Punkten ~l, . . . ,  ~ oder in einem Teile der~elben Pole 1. Or&- 
hung be si~zen, wean ~ ~ N - / ~  ~ 1 is~. 

Angenoinmea, es sei /~ ~/9 ~ ~ und ~ ~ -  1, dana is~ P ~ p - - 2 - - t s .  
Man w~hle N ~ / ~  ~ 1, also ~ == 1. Es ezis~ier~ Inindestens eine mul~ipIi: 

kative Funk~ion ~ I ~''" ~n+~ I , die in den ,~, . . . ,  z~+~ oder in einein Tell 
i 

I 

derselben Pole 1. Ordnung besitzt. Dabei kSnnen die z~ (~---- 1,. . . ,  R ~- 1) 

s~ets so gew~ihlt werden, dal~ ~Jz~.. ~z~+~ f" sicher in s~infliehen Punk.ten 
i @ 

~,  "" ", ~n+~ yon 1. Ordnung unendlich wird. In dot Ta~ folgen aus d e r  

Prymschen Fundainentalforinel, angewandt a u f ~  I ~z'" ~'zn+~] und eine der 

Funktionen W'~ die B Gleichungen: 

(v. =~l , . . . , j~)~ Die norinierte Funktion W [ ~ l " " ~  t ist dann und l i n t  

dann inul~ipl~kativ, wenn die oben bes~immten P Perioden unter den 
I I 

~l,l~1..-,ns[, usw. verschwinden, m. a.W. wenn die Co ( ~ 1 ,  . . . ,N )  den 
N 

Gleichungen ~ %~[~ol ~ 0, usw. (v ~ 1,. . . ,  p) - -  unter clenen h~chstens 

P unabh~ngige sind ~ genfigen. Es gibt daher Inindes~ens d linear un- 

abh~ngige, multiplikative Funk~ionen W Iz*'''z~ I die in den mN 

bder in einem Teil derselben Pole 1. Ordnung besi~zen, sobald d--N--P:>I is~. 
I I 

Entsprechend ergibt sieh ffir die kontragrediente Charakteristiki Sind 
N Pu,ukte ~ (v ~ 1, . . . ,  N) der Fl~che T gegeben, so existieren niinde~ens 
~: li~_~r unabh~ngige, bis auf konstante Faktoren normierte, Inultiplikative 
Funk~ionen 

z~-l .  
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. P 

, 
_ r  _ _  N 

, It 

- -  - - 2 ~ i  

. R + I  

# m l  

P 
(v) 

Dabei ist Wr'(n ) die 1. Ableitung yon 14~ genommen nach der Ortsuui- 
formisierenden des Punktes z*., W/(m*.) deren Wert an der Stelle # -  #,. 

Die linken Seiten sind linear und homogen in den Perioden yon ~ I zl'" z z~+~ f 
i i 

und verschwinden daher, sobald ~ multiplikativ ist. Die rechten Seiten 
f~hren also zu den Gleichungen 

R + I  

y C, W r ( ~ * . )  = 0 , r--l, 2,...,R. 

Da die W/  nicht identisch verschwindende, linear unabhiingige, bis auf 
<tie unendlich fernen und die Verzweigungspunkte in T reguliir-analytisehe 
Funktionen sind, so k~nnen die Unterdeterminanten B. Ordnung der Matrix 

r I t w,'(,,) w, (~,) . . .  w ,  (,~+,) 
w,'(~,) w,'(,,) . . .  w, ' ( ,~ +,) 

wdo, ,)  w d ( z , ) . . ,  wd(,,,,.,.,) 

nicht identisch fftr beliebige Systeme yon Punkten z l , . . . ,  zR+t ver- 
schwinden.*) Wiihlt man nun die ( IR+I)  Punk~ zl,.-.,mR+t so, dab 
keine yon diesen Unterdeterminanten Null ist~ so existiert gerade eine nor- 
mierte, bis auf einen konstanten Faktor bestimmte, multiplikative Funktion 

R + t  

* '=1 

Hierin sind iiberdies die Koeffizienten c*. siimtlich yon Null verschieden. 
! . 1 

Q z~. :zR+~i hat dann genau ~ + 1 Nulktenen r, (,--1,...,B +I). 

Der Einfschheit wegen nehme man an, dab die ~, (~=-1~...,R+I) 
alle getrennt liegen. Zur urspr/Inglichen Charakteristik gibt es dann, dem 
oben Bewiesenen zufolge, mindestens 

d-----R + 1 - - P  = . p +  1 + V,--P + 2 +  V, = 2 .u+ 3 

*) Vgl. die Oberlegungen bei Prym-Rost, I. c., If. Tell, S. 181--18~. 
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linear unabhiiagige normierte Funktionen W~] ~'" ~ +'1 ,*, ~ e ~  

die Punkte ~ ( ~ 1 ,  ..., R +  1) oder einen TeLl derselben zu einfachen 
Polen haben und m~ltiplikativ sind. Die Produkte 

~ind linear unabh~ingige algebraische Funktionen der Fliiche T, deren Pole 
s~mtlich im System der ~ +  1 =~lo+~+ l Punkte z, ( ,==l,- . . ,p+tz+l)  
enthalten sin& Nach bekannten S~itzen lassen sieh abet die z, (,~i,...,/~+I), 

Rahmen der oben gemachten Einschrilnkung, so bestimmen~ dai~ go_ 
fade /~ + 2 mad nicht mehr unabhiingige algebraische Funktionen (die 
Konstante mitgeziihlt) der in Rede stehenden Art existieren. Wegen 
d = f f i 2 7 v + 3 < ~ + 2  d. Ix. ~ + 1 _ 0  und ~ + 1 > 0 ,  folgt / ~ - - 1  
oder ~ ~ P. 

Im Falle mehrfaeher Nullstellen ~,, . . ,  ~n+l yon Q f ̀ 1"''z~§ I hat 
I $ I 

man zum Beweise auch die h~iheren Ableitungen nach der Ortsuniformi- 
sierenden zu verwenden.*) 

Auf Grund des erha]tenen Resultates ist der Zugang znr Theorie der 
zur Charak~eristik gehiirigen anaIytischen Funktionen gewonnen. Der 
weilere Aufbau der Theorie vollzieht sich nach Prym-Rost (H. Teil, 2. u. 
6. Absehnitt). 

w 
Bemerkung tiber:die Prymschcn Probleme ~V. Ordnung.**) 

Die in w 4 angestellten ~'berlegungen ftlhren zur Formulierung der 
Prymsehen Probleme h r. Ordnung zunRchs~ f//r l)otentialfunktionen: Ge- 
sucht werden N ~unktienen Uk = U~'+ i U~" (k =ffi 1 , . . . ,  _N) yon fol#enden 
.Eigenachaften 

1. U k ist eine in T allenthalb~n regultirG im Inneru yon T eindeutige 
l~otentialfunkt~on ; 

2. die analytische.Fortset~ung der Uk iiber die Schnitte a,, b ,, c, (v~l , . . . ,p)  
hiniiber, .e~"olg~ gemii/3 den Subslitulioner~ 

*) Siehe Prym-Rost, I. c., If. Tail, S. 209ff. 
**) Vgl. Prym-Rost, I. c., Vorwort. Wie die Herren Prym und Rost mir mlt- 

teilen, befinden sie sich bereits seit Jahren im Besitze dieser und weitergehender 
Resultate. Die oben angegebenen SRtze sind ohno' Kenntnis dieser Resultate und auf 
aaderem Wege gefund.en. 
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(s) 

wobei 

$/  

N 

liings a,, 

(~)+- ~ ,~;~ (~)- + ~2' ~o~ b, 
t = 1  

~r 

-*s (U~)- + l~ngs c, 
.f--1 

v - -  1, " . . ,p,  

k = l ,  . . . ,  N, 

- (a, , )  + ~ - ( ~ 2 ; ' ) ' +  \ ' ~ k j  I ' ~J 

~-- \ ~ / , u s w .  

komplexe Konstanten sind mit den reellen bzw. lat~ralen Teilen 

(<~)'  o,w. b.w. (< ' )"  ~,~. 

3. Die homogetten, in reel~en und lateralen Teil aerlegten &tbstitut~nen," 
d. h. die Substitutionen 

AO,) ~ ,  

(a::,)' - (a::,)" (~;,)" . . . . .  (< ' )"  (a,,),-'" 
(~;~)" (a:;,)' (r (A:;,)'... (a::~)' 

J 

( A  (% " E A (')~ " �9 . .  ( A (') Y 
~v l l ~--~v t l ~v ~v / 

B ( ' )  - -  

~,--,vt/ 

- ( , : : , ) "  

(~ (,)~' 
--.vii 

r ( , )  - 

\-~z / 
Q 

(~,(')/" /~(')Y 
# t /  \ - , v i i  

. 

. . .  in( ' )  V I 

. . . .  

. . .  1~.(') Y .I s,'-'#~7 i 

sind Orthogona~substitutionen. 

Die Gesamthei~ tier Substitu~ionem A('}, B('), F('), (v=l , . . . ,~ . ) . l~ i l~ .  
wieder Charakteristik des .Problems. Damit die t~ardbedi, n g u n g e w - ~ ~  
~pruchsfrei sind, ist notwendig, d ~  



~ 8  O. H ~ v ~ .  

a) die homogene~ Subs~i~utionen dea Matrizengleichungen 

] (A( ' ) )  - 1  (B( ' ) )  - ~  A(')  B(') - -  r ( ' ) ,  ~, = 1, �9 . . ,  p ,  (s:) 
F(I) F (~) � 9  F(~) =.  1 

gentigen, 
b) fiir die inhomogene~ Subs~itutionen die Bedingungen (in dot Schreib- 

weise des Matrizenkalkflls) 

(s/) { (2('))-~ (~c')) -~ 2(')~(')-. r y ~ l ~  . . .~p~ 

erfiillt sind. Dabei haben die 2(') folgendo Bedeu~ung: Macht man 
Subslitu~ionau (S) 4u~oh Einfilhrung eine~ (hr+  1). Ver~nderliohen 

homogon, schroibt also 
~r+t 

(s) 

wobei 
y=~.. ;. 

die 

k = 1, . . . ,  h r §  1, 

�9 = . .A(,) - - 0 ,  j - - - - 1 , - . . , 5  r 
--~,A (')N +" 1 = ~(')~ ( v =  1 , . . , p ;  k 1, .., hr), --~+l,j = 1 ,  j - - - - ~ + 1  , usw. ,  

so bezeichne~ ~I(') bzw. i~('), ~(') die Matrix jeder solohen Substi~ution.*~ 
Aus dem Dirichletschen Prinzip ergib~ sich dann der f01gendo 
Ex i s t enz sa t z :  Auf jeder bdiebigen R, e m a ~ r  T,r 

oorgegebenen P~ioden ~ o ,  yS(,) ~ . )  �9 ~ , (v- - l , . . . ,10; /~=1, . . . ,  2V') immer min- 

fun~ione~. 
DaB es andererseits (hiichs~ens yon Konstantensystemen abgosehen) 

nich~ mehr ~ls ein derargiges System gibe, folg~ aus dem 
E in d e u t i g k e i t s s a t z: Von Konstantensysteme, abgesehen ex~stizd auf  

keener einzigen ~iemannschen Fl~iche T veto Geschlechte ~ zu finer gegebenen 
:Prymschen Charakteristik ein System yon allenthalben endlichen Potential- 
funktWnen, das den homogenen .Bedingungen geniigt. 

Der Beweis des Eindeutigkeitssa~zes ergibt sich aus der Be~rach~ung 
des Dir~chlebIntegrals 

*) Im Falle 1. Ordnung waren die homogenen, zu jedem Schnittpaare av, b~ ge- 
hiirigenSubs~itutlonen vertauschbar. Die Bedingung a) zoginfolgedessen C~---1 (~--l,...,p) 
naeh sich. Bei den Problemen :hr. Ordmun 9 hingegen ist dies im allgemeinen nlcht 
mehr tier Fall, d. h. die quadra~ische Matrix F t~) im aUgemeinen niohg .mehr die 
Einheitsmatrix. 
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,V 

dx dy, 

wenn man den Oreenschen Satz anwendet und yon der Tatsache Oebrauch 
maeht, daft die Billnearform 

N 

k = l  

a bedeutet die Ableitung nach der Normalen am Rando yon T '  - -  

bei orthogonaler kongredienter Transformation dot Variablen U,; Uk" 

bzw. auk' ~U," a n '  ~ n  in sieh tlbergehL 

Bei Hinzunahme vorgegebener Pole bzw. logarithmiseher Unstetig- 
keiten gelingt der Existenzbeweis ebenfalls mit Hilfe des Dirichletschen 
Prinzips. Bezflglich der hierbei sich ergebenden Siitze sowie der Theorie 
der analytischen Funktionen (deren Existenz und Anzahl, soweit es sich 
um die allenthalben endlichen handelt, aueh dureh iihnliche Argumentation 
wie in w 5 sich herleiten liil3t) muB auf weitere Arbeiten der Herren 
Prym und Rest verwiesen werden. 

{}7. 

Zum Existenzbeweis der in den w167 1 mit  3 benutzten Abbildungs- 
funktionen. 

a) Um zu den _Funktionen W(m) der ~ 1 und 2 zu gelangen, kol/- 
struiert man im Gebiete S zuniichst eine reelle Potentialfunktion u yon 
folgenden Eigensehaften: 

1. u ist, yon einem einzigen, dem Innem yon S angehSrigen 
festen Punkte 0 abgesehen, in S und auf dessen Begrenzung eine 
regul~ire Potentialfunktion; 

We" (unter 2. u wird in 0 unstetig wie ~r,,),+ (Wo,,)J 

Wo- W,' + Wo" 
die zu 0 gehSrige Ortsmfiformisierende yon S verskanden); 

3. je zwei, entspreehenden Punkten psralleler Begrenzungs- 
stticke zugeh~irige, Funktionselemente yon u sind identiseh. 

Der Beweis ist wtirtlich der gleiche wie bei Weyl.*) Im vorliegenden 
Fall ist die bei Weyl**) formulierte Definition der Konlcurre~fnnkti~ 

*) Weyl, 1. c., S. 79tf. 
**) Weyl, 1. c., S. 98. 
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durch die Forderung zu ergRnzen: v ist stetig differenzierbar auch noch 
in den Punkten der Begrenzung yon 8. Die Werte yon v bzw. seiner 
ersten Ableitungen stimmen in entsprechenden Punkten paralleler Be- 
grenzungs|ttlcke bzw. tlberein. M. s. W.: ]st in den rechtwinkligen Koor- 
dinaten W', W" 

Wl'-- A 'W' - -  A"W" + ~i, W,"f-  A"W" + A'W" + g'" 

die lineare Zuordnung eines Paares yon Begrenzungssttleken, so muB sein 

,~(W', W") -- v(W,,  W , " ) -  ~,(A'W'-- A"W" + ~', A"W'+ A 'W"+ ~"), 

w .,'= \~w', + ~w," w,', w,,,' usw. 

Es gibt solehe Konkurrenzfunktionen. Nachdem die Existenz der (ira 
Innern yon ~q mit Ausnahme yon 0 regulgren) Limesfunktion u gezeigt, 
ist, ertlbrigt nur mehr der Naehweis, dab u auch die Bedingung 3 er- 
filllt. Dieser Nachweis grl|ndet sich (vgl. w 4) anf die Tatsache, dal~ 
du  absolute Minimum d des Dirichlet-Integrals bez|tglich der Gesamtheit 

X 

der Konkurrenzfunktionen v den ngmlichen Wert hat fltr alle Gebiete 8,  
die zum gleiehen Systeme linearer Substitutionen W 1 - - A , W - +  ~, usw., 
wie dss ursprttngliehe Gebiet S, geh~iren und aus ~q dutch geeignete De- 
formation der Begrenzung hervorgehen. In der Tat wird (bei geeigneter 

X 

Deformation) 8 aus 8 erhalten, indem man yon 8 etwa ein einziges, ein- 
fseh zusammenhiingendes Gebiet f wegsehneidet, und dafiir an anderer 

X X 

Stelle ein Gebiet f der gleiehen Art zu 8 hinzufitgt, f und f sind ver- 
m{lge der entsprechenden linearen Substitution, etwa W 1 ~ A, W - +  ~,, 
umkehrbar eindeutig und konform aufeinander zu beziehen. Aus jeder 
Konkurrenzfunktion v des ursprQnglichen Minimalproblems (bezilglich S) 

ergibt sich eine Konkurrenzfunktion ~ des neuen Problems (bezQglich iS) 
auf Grand der Definition: 

v-----~ in dem 8 und /~ gemeinsamen Gebiet~ 

v hat in einem Punkte yon f den gleichen Weft wie ~ in dem ver- 

mSge W, == A 1W- +  ~ zugeordneten Punkt yon f. 
Das Diricldet-Integral bleibt abet bei konformer Abbildung ungermdert. 

Aus dot Potentialfunktion u gewinnt man sehlieBlieh in beksmater 
Weise die gesuehte analytisehe Fnniction z. 

b) Im wesentliohen, die gleiehen Bemerkungen gelten f'dr den Ex/stenz- 
bewd,'der de, w 
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H I .  S o h l u f l b e m e r k u n g :  W e i t e r e  F r a g e s t e l l n n  gen.  

Der w 2 vorliegender Arheit hatte sich mi~ der Umkehrung eines 
merkwiirdigen Theorems der ]~erren Prym und Rost besch~fti~, welches 
a]s ein A n a l o g o n -  oder, wenn man will, als eine Verallgemeinerung- 
jener wohlbekannten Tatsache gelten kann, daft ein hbelsehes Integral 
1. Ga~tang mig~ beispielsweise~ durehweg rein imaginiiren (oder mit lauter 
reellen) Perioden nich~ existiert. 

Dieser letztere Satz ist ein ,besonderer Fall des folgenden Theorems*): 
Ein Abelsches Integral 1. Gattung yore Geschlech~ ~ und mit den 

Perioden ~,,  !~, (vffi-l~ ...~iv) exisgiert; sieherlich nieht~ sobald die B~- 
ziehung 

nieht efffillt ist, unter ~,, ~ ,  wiederum die zu ~,  bzw. ~ ,  konjugier~ 
komplexen GrSl~en verstanden*). Mi~ andern WorSen: Die Ungleichung 
(Ia) ist eine notwendige Bedingung dafttr~ dab die ~,, ~ ,  sis die Perioden 
eines Abelsehen Iategr~'s 1. (~athmg miiglieh sin& 

Es ergibg sie~hieraus unmittelbar die Frage, Cnwieweit die Bedingu~g 

die der Be#iehung (Ia) Geniige leis~n. .'Gibt asd in  Abdsches Integral 
t. Gattung yore Gesehlecht p, das die t)erioden ~[,, !~, besit~t? 

Der in w 1 aufgefiihrte Prymsehe Eindeutigkeitssatz und~ allgemeiner, 
alas berei~s genannte Theorem des Herrn Prym und Ros~**) bilden nun 
Spezialfiille eines Satzes fiber die Prymschen :Funktionen 1. Ordnung, 
welcher genau der oben 1)riizisierten :Eigenttimlichkeit der Abe]sehen In~e- 
grale entsprieht bzw. sie als Sonderfall umfaBt. Er lii~t sich so ausspreehen: 

Die 21~ Gri~en ~ ,  f~ ~'~nen nur dann _Perioden (mindes~ens) einer 
~ur l~rymschen CharaMeristib A~, B, (v== 1 , . . . ~ )  gehSrigen, a~lenthalben 
endlichen 1)rymschen FunTction des Gesch~ec~tes p sein, wenn die Ung~eiehung 
besteht 

(lb) --i {B,,~,!~,,--A,,!~,,~[,,} +'(2,,(1--B,,)--i~,(1--A,)) (A,~-,,+~[~...~ 

*) Ygl. z. B. S. ~8 dieser Arbeit.: 
�9 **) Vgl. w 2, S. 8g dieser Arbeit~. 
***) ggl.  z. B. S. ~6, Formel (I) dieser Arbeit. 



62 O. ttxurr. 

Nagttrlieh gilt nebenher (damit die Randbedingungen in sieh widerspruehs- 
frei sind) 

(S') ~ [9~,(1-- B,) -- ~,(1--A,)]  ~- 0.*) 

.Die, t~eAingun# (Ib) ist also nofweruiig. Ist sie aueh him'eichend? 
Zufolge (Ib) k~Snnen die Perioden elner allen~halban endliehen Prym- 

sehen Funktion nieh~ vSllig willktirlieh gewiihl~ werden. Dieso Bemerkung 
ffihr~ sehIieBlieh zu einer Erweiterung der Umkehrung**) des Prym-Ros~ 
sehen Satzes. Man katm n~mlieh nieh~ nut, wie das die obige Be~raehtuug 
tat~ lediglieh (Ib) in den Mi~tdpunk~ der Bebraehtung stellen und dabei 
die C-Tmrakteristik festhaZten. Yielmehr kann dot Nachdruek aueh auf den 
Umstand gelegt werden, dab es CTuyrakteristiken s~ezieZler Art  sind, fiir die 
obige Besehr'~nkung hinsiehtlieh der additiven Perioden sta~that. Demgemiil~ 
wird man sieh fragen: 

~ibt es Klassen ~Vich~-Prymscher Charakteristiken, fiir welche - -  ent- 
sprechend der .Eigentiimlichkeit der JKl~sse der t ) rymschen-  nicht notwendig 
jedes, im l~ahmen der Bedingung (S') gew~hlte System yon 2p Gr6flen 
9.I,, !~, ( v = l , . . . , / o )  als System der additiven Perioden.(mindestens) einer 
allentha2ben endlichen~ zur betrachteten Charakteri~ik der .Klasse gehSrigen 
Eunktion m6glich ist? 

Zeigt sieh, dab die Prymsehen Charakterisgikon in der Tag die ein- 
zigen in dieser Ar~ sind, so w~ire damit die (in (Ib) ~um Ausdruck kom- 
mende) Beschr~inl~ung fiir die additiven Perioden aZs~eJ~.~td ".e~" C~..f4~r~ .die 
Prymschen Prob~eme erwiesen. 

Die Beweise fiir diose S~ze werdon auf a~det~'A.rt als die Beweise 
in 3:1 mit 3 zu flthren sein. 

Entsprechende Frages~ellungen ergeben sich bei den Problernen Z r. Ord- 
nung. ~ )  

Ausgehend yon den in w 3 gemaeh~en Bemerkungon gelang~ man in 
~ihnlicher Weise zur Frage nach der VeraUgemeinerung der SiRze yon 
Hurwitzt)  (spezielI des Eindeutigkeitssatzes) fiir das Riemannsche Problent 
3V. Ordnung. In erster Reihe s~eht hier~ zwecks Charak~erisierung dr 
AusnahmefMle, die Aufstellung yon (no~wendigen)Bedingungen fiir die 
Existenz alIenthalben endlicher (mul~iplika~iver)_FunMionenscharen. 

*) Vgl. S. 45 vorliegender Arbeit. 
**) Siehe w 2 dieser Arbei~. 

***) ~rgl. hierzu aueh w 6. Vora~ehender Tell der Schlul~bemerkungen i~ bei tier 
Korrek~ur (rJarz 1915) hinzugeffig~. Leider war es mile dabei nich~ m~glich, die eeYa 
April 191& erschienene Literatur zu berScksich~igen. 

~) Hurwi~z, Algebraische Gebilde mit eindeu~gen Tmnsformationex~ (Math. Ann. 
41 (1898), ~. Abschni~, S. 429ff.). 
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In w 5 dieser Arbeit wurde der Existenzbeweis fiir die zu einer l~icht,- 
Prymschen Charakteristik 1. Ordnung geh~rigen, analytisehen F-n~ionen, 
wenigstens f/ir gewisse F~lle, durchgef~ihrt. Hierbei dienten nach dem 
Vorgauge der Herren Prym und Rost die Existenzs~itze fiir die Potent/a/~ 
f~ktionen als Ausgangspunkt der Untersuchung. Letztere sind irides bis 
jetz~ (mi~ Hilfe des alternierenden Veffahrens bzw. des Dirichletschen 
Prinzips) nur f~r Prymsche Probleme bewiesen.*) Es erscheint daher nicht 
ohne In~eresse, die Existenzbeweise fiir die Potentialfunktionen auch f~ir 
Nicht-Prymsehe Charakter~stiken h r. Ordnung (hr:>l) durchzuf~ihren**), zumal 
sieh hierbei neue Satze, unter anderem f~tr die L6sungen yon Au%2u=O, 
ergeben. Als Hilfsmittel wird die Theorie der linearen Integralgleichungen 
zu dienen haben. Auch bei diesen Untersuchungen erweisen sich die 
Prymschen Charakteristiken als bemerkenswerte Sonderf~lle. Bei tier Dis- 
kussion der Integralgleichung des Problems spielt n~imlich nebeu der ge- 
gebenen Charakteristik deren koptragrediente eine wesentliche Rolle. Die 
Greenschen Funktionen des Problems m~ten  als Funktionen der Variablen 
zur gegebenen, als Funktionen der Parameter zur kontragredienten Cha- 
rakteristik gehSren. Spaltet man in reeUen und lateralen Teil, so wird 
das Problem reell; ffir die Prymschen Charakteristiken und nur flir diese 
ist dann die kontragrediente Charak~eristik des reellen Problems mit der 
urspr~ngl!chen identisch. Daher :f~ren die Prymschen Charakteris~iken 
und n~t~ s~e zu Problemen mi~ (reeIlem) Sy~hmebrischen Kern. Sic sind aus 
di~em Grunde such ftir die Theorie der Different;ialgleichung Au ~ -2u . -0  

y o n  Bedeutung.***) 
Schliel~lich kann man noch die relativ zu einer Riemannschen Flfiche T 

verzweig~en Potentialfunktionen in den Kreis der Untersuchung einbeziehen, 

*) Ygl. indes meine Note: ,,Bemerkung ~iber die Integrsle Riemannscher Funk- 
tionenscharen" (Sitzungsber. d. Heidelberger Akademie 1914, Msth.-physikal. Abteil., 
23. Abhandlung, S. 10ft.). Dor~ wlrd (uragekehr~) der Exisbenzsatz fiir die Potentisl- 
funktionen aus der Existenz der analytischen Funktionen (genauer gesagt sus dem 
Existenztheorem ffzr die Integrsle Riemsnnscher Funktionenscharen) abgeleiteb. Die 
In~egrale der Riemannschen Schsren werden ebends suf (~rund des F~xi~enzsatzes 
yon ttilbert-Plemelj unmittelbar sus den S~tzen yon Ritter (Math. Ann. 47) gewonnen: 
(Siehe such die dort zltierte Li~era~ur; insbes, die Arbeiten yon Klein, auf die in 
obiger Arbeit leider nicht eingegangen werden konnte.) 

**) Wegen andrer Behandlung der Probleme 1.0rdnung siehe: Appel, Sur lea 
int~grales etc. (Acts mathem. Bd. 13); R. K~nig, Leipziger Berichte, Bd. 63 (19I'1~ 
S. $48--368. Wegen der Probleme 2. Ordnung siche G. u Equationi differenziali e~ !  
(Rend. Circolo Palermo, Bd. XVI, 1902), sowie die in meiner Heidelberger Note zitier~e~ 
Literatur. 

***) u Pockels, ~ber die psrtielle DifferentisIgleichnng A , ~ -  k ' u ~  0 (~ip~i~ 
Teubner 1892). 
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speziell ihren Zusammenhang m~ den Riemannschen (analytischen)Funk- 
t;ionenscharen behandeln.*) 

Auf .diese und die vorerw~ihnten Fragen hoffe ich an anderer Stelle 
zuriickzukommen; es wird sich dabei Gelegenheit ergeben, die mannigfachen 
Beziehungen~ welche zwischen den Untersuchungen yon Klein und Ritter 
einerseits~ Prym und Rost andererseits bestehen~ zu beleuchten. 

Wiirzburg, den 23. M~irz 1914. 

* Vgl. FuIlnote *) S. 68 dieser Axbeit. 


