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1. UBer die ausgezeichneté-8tellung der Prymschen
Charakteristiken gegeniiber den Nicht-Prymschen.

§ 1.
Der Prymsche Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung,

Im ersten Teile ihres Werkes ,Theorie der Prymschen Funktionen
1. Ordnung“*) beschiftigen sich die Herren Prym und Rost unter anderem
mit denjenigen Funktionen U= U’+ iU"” auf einer gegebenen Riemann-
schen Fliche I' vom Geschlechte p(>1) bzw. der zugehdrigen zerschnit-
tenen, einfach zusammenhéingenden Fliche 7", welche folgende Eigen-
schaften besitzen**):

*) Leipzig, Teubner, 1911. Die im Texte gebrauchten Bezeichnungen und Fest-
setzungen sind dem Prym-Rostschen Werke entnommen,

**) Wegen der eingehenderen Formulierung des Resultates siehe Prym-Rost, 1. ¢,
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1. U ist eine su T relativ unveroweigle, in der Umgebung jedes
Punktes vou T' regulire Potentialfunktion®*);

2. Die analytische Fortsetzung von U dber die Querschwitte a,, b, c,,
durch die T in T’ verwandelt wird, erfolgt gemip den Substitutionen

Ur=4,074+ ¥, an a,
(S.) Ut=B,U "+ B, an b, v=12 .., p.
Ut= U" an ¢,
Dabei bezeichnet U~ den Wert von U in irgendeinem Punkte P von T, U*
denjenigen Funktionswert im néimlichen Punkte P, der sich durch analy-
tische Fortsetzung von P aus lings eines den Schnitt a, (bzw. b,, ¢,) ge-
rade einmal von der negativen zur positiven Seite liberschreitenden, sonst
ganz im Innern von 7’ verlaufenden Weges ergibt. Die 4,, B, % , B,
sind komplexe Konstanten; damit die geforderten Substitutionen (8.) wider-
spruchsfrei sind, ist notwendig, da8
(I—Bv)%v—(l_Ar)%v=O’ 'V=1,2,'-',p.

8. Dic Faktoren A, B,, v=1,2,...,p, sind similich vom absoluten
Betrag 1.

Der ' kiirzeren Ausdrucksweise halber sollen die folgenden Bezeich-
nungen eingefithrt werden: ¥, B, heiBen additive Perioden; im Falle
U, i B, = 0> heill: ulte mull+ betr. Werte -v -gehorige Substitution (8S.)
homogen. Ein Fakiorenpaar A, B, heipt ,uneigentlich®, sobald 4, = B, =1
ist. Die Gesamtheit der Faktoren 4,, B, (v=1,2,:-., p) bezeichnet man
als ,,Charakteristik“ des Problems. Insbesondere spricht man von einer
»Prymschen Charakteristik, wenn die Bedingung 3. erfillt ist, von der
pausgezeichneten Charakteristik, wenn alle Faktorenpaare 4,, B, uneigent-
lich sind. Eine den Bedingungen 1. und 2. geniigende Funktion ,gehort
eur Charakteristik“, Dabei handelt es sich also stets um Potentialfunktionen.

Man iberzeugt sich leicht davon, daB eine Charakteristik dann und
nur dann eine Prymsche ist, wenn die homogenen Substitutionen (S.), in
-reehlonixehid latoralen Teil zerlegt, similich orthogonal sind.

Bide Folge der Orthogonalitit ist der

Eindeutigkedissatz™): Zu vorgegebener, nicht ausgeseichneter Prym-
scher Charakleristik gibt es keine eingige Riemamnscke Fliche T vom Ge~
sehlechte p(>1) -von -der :Art, dap auf T eine eur Charakieristik gehdrige

I. Teil, 8. 182. Die Schnitte a,, b, werden in dieser Arbeit etwa als Ziige von, ab-
wechselnd zur x- bzw. zur y-Achse pargllelen Strecken voransgesetzt.

*) Vgl. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flidche (Leipzig, Teubner, 1918, S, 88).
Im Gegensatz zur Potenttalfunktion wird im folgenden die Funktion komplexen Argu-
mentes als analyttsche Funktion bezeichnet.

*#) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8, 151.
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wichi identisch verschwindende (allenthalben endliche) Funktion U existiert,
deren sugehirige Substitutionen (S.) simtlich homogen sind*) Im Falle der
ausgeseichneten Charakleristik hingegen st die Komstante fiir jede Fliche T
die allgemeinste derartige Funktion.

Zum Beweise bilde man mit einer zur gegebenen Prymschen Charak-
teristik gehdrigen Potentialfunktion U = U’ + iU” das Dirichlet-Integral,
erstreckt Uber die Fliche T7,

@ = [ 1Ge)+ G)'+ (i)' + (g V) amtw s

Nach dem Greenschen Satze ergibt dies unter Benutzung von (8.) und
wegen |A4,|=!B,|=1, (v=1,2,.-, p)

y=p

@ D(U)==TT*=-2 {A,Qi,%'—BVSBVQI’r‘_**)

Dabei bedeuten % , B, die additiven Perioden bzw. an den Schnitten a,, b,;

¥ Vv?

A, B, die entsprechenden Perioden der zu U = U’+ i U” konjugierten
Potentialfunktion

VeV 4 ;V"=!/f'(y- s+ ay).

Tos Yo

U, bezeichnet die zu U, konjugiert-komplexe GroBe.
Ist jetzt U multiplikativ, so wird % = B, =0, d. b. TT* =0, und es
folgt U == Konst.; diese Konstante kann aber nur fiir

Av=Bv=1) 1I'='1,"',1)

d. h. nur fir den Fall der ausgezeichneten Charakteristik von Null ver-
schieden sein. Die Prymsche Bedingung 3., d. h. die Orthogonalitit der
in reellen und lateralen Teil zerlegten Substitutionen (8.) reichf dem ge-
méb hin, um die Eindewtigkeit der sur Charakieristil gehorigen Potential-
funktionen gleichzeitig fiir alle Riemannschen Flichen vom Geschlechte p
eu gewdihrleisten®™*) Die Prymsche Bedingung 3. ist aber hierzu auch not-
wendig. Mit anderen Worten, die Prymschen Charakteristiken sind die
ewmzsigen Charakteristiken, die einen Eindeutigkeitssatz unabhdngig von der
zugrunde liegenden Riemannschen Fldche zulassen. Dies zeigt folgende

*) Eine solche Funktion soll im folgenden kurz als eine ,multsplikative" bezeich-
net werden.
*) Prym-Rost, L c., I Teil, S.166—169, insbesondere Formel (J.), S. 169. Dabel
ist wesentlich, daB U an den Schnitten ¢, die Perioden Null besitzt.
**%) Von der ausgezeichneten Charakteristik sieht man hierbei ab.
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Umkehrung des Eindeuntigkeitssatzes®): Gegeben sei eine Nicht-
Prymsche Charakteristik. Dann gibt es (unendlich viele) Klassen Riemann-
scher Flichen T vom Geschlechte p mit der Eigenschaft, daf auf T eine pus
Charakteristik gehdrige allenthalben endliche multiplikative Funktion W,
existiert. W, 1ist speriell eine analylische Funktion von 2 == z -+ iy.*¥)
Demgegendiber gibt es immer auch unendlich viele Klassen Riemannscher
Flichen T vom Geschlechte p, in denen sur gegebenen Nichi- Prymschen
Charakteristik keine Funktion W, existiert.

Bezeichnet W, eine zur Charakteristik 4, B, (4, = ¢*», B, = ¢%,) ge-
horige Funktion W, der verlangten Eigenschaft, dann ist***) log W =W
ein Abelsches Integral 1. Gattung auf 7' mit den Perioden

a,=e,+ 2ixm,= e, + t(e,’ + 2nm,),
b= 8,+ 2iwn,= B,/ +i(," + 2an,),

m, und n, bedeuten ganze Zahlen.

Demnach laBt sich die Frage zuriickfithren auf das Problem, ein
Abelsches Integral 1. Gattung W(e¢) vom Geschlechte p zu konstruieren,
dessen Perioden (bis auf* ganzzahlige Vielfache von 2x¢) gegeben sind. ¥ *)
Diese Aufgabe ist bereits mehrfach Gegensta.nd von Untersuchungen ge-
wesen. ) Es dﬁrftp mcht ohne Interesse sein, daB die geforderte Kon-
struktioh ‘i i fofheéendeg Falte duf deth “von Riemann angegebenen Wege
vollstindig ‘dnrchgefdhiit ‘werden kamni did¥ soll im folgenden gezeigt woi-
den, zumal die Uberlegungen glelchzeltxg eine Grundlage fiir ‘die Unter-
suchungen der §§ 2 und 3 bilden.

W (2) bildet das durch Ziehen der 2p Ritckkehrschnitte a,,b, (ve=1,..., )
aus 7 entstehende, abgeschlossene Gebiet 7 vom Zusammenhange p kon-
form ab auf ein pfach zusammenhingendes, ganz im Endlichen gelegenes,
abgeschlossenes Gebiet S.11) S besitzt im allgemeinen 2p — 2 einfache
Verzweigungspunkte. 411) Die Begrenzungskurven von S bzw. ihre
Punkte lassen sich, entsprechend dem +- und — Ufer eines Schnittes a,(b,)
einander paarweise zuordnen. Je zwei zugeordnete Begremzungssticke

"=]72)"'7p'

*) Die Fragestellung, welche zu dieser Umkehrung fiihrte, entstamnmt Unter-
haltungen mit den Herren Prym und Rost. Ein Beweis fiir den Fall p == 1 ist (ebenfalls
unter Heranziehung der Abelschen [ntegrale 1. Gattung) zuerst von Herrn Prym gefihrt
worden. Zwecks Erledigung des allgemeinen Falles verwies Herr Hilb auf die unten
zitierten Bemerkungen von Riemann und Klein.

**) DaB man W, analytisch annimmt, wird durch die Beweismethode bedingt.

*+*) Appell, Sur les intégrales etc. (Acta math. 18).

+) Riemann, Gesammelte Werke, 1. Bd. (2. Aufl), 8. 120. Klein, Vorlesungen

iiber Riemannsche Flichen (Leipzig 1906).
+t) Unter Gebiet wird im folgenden stets ein abgeschlossenes Gebiet verstanden.
+11) Riemann, 1. c.
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(bzw. Punkte) gehen durch Parallelverschiebung um die zugehdrige Pe-
riode g,(5,) ineinander @iber und mdgen deshalb parallel (bzw. entsprechend)
genannt werden. Je zwei Paare paralleler Begrenzungsstiicke gehoren zu-
sammen und bilden einen in sich geschlossenen parallelogrammatischen
Rahmen.*) SBchlieBlich ist s = z( W) eine in S eindeutige, von Polen ab-
gesehen regulér-analytische Funktion von W; 2(W) ist in S 2pfach
periodisch im folgenden Sinne: die Funktionselemente, die zu entsprechen-
den Punkten paralleler Begrenzungsstiicke gehoren, sind identisch.

Zur Konstruktion von W, bzw. der gesuchten Riemannschen Fliche
bestimmt man zuniichst ein Gebiet S, das zu den gegebenen a,, b, gehort.

Eine Bedingung, der die oben eingefithrten Zahlen m,, n, geniigen
milssen, liefert, wie aus (I) hervorgeht, das Dirichlet-Integral**) fiir das
Abelsche Integral W == W'+ iW"”

(Ia) D(W) _L[f{ (fn’_a%')’_*‘ (@;::)’_{_ (?;Z")Q_'_ (aap;;,,>9} dzdy

¥
=2 D',/ (8," + 22n,) — B, (s, + 27m,)] > 0.
r=1
Geometrisch gedeutet®™*): der Flicheninhalt des durch W gelieferten Bild-
bereiches S von 7" muB positiv sein. Der Terin unter dem Summenzeichen
rechter Hand in (Ia) liefert den Inhalt eines Parallelogramms mit den
Seiten a, und b, in der W-Ebene. Man bildet das Parallelogramm in der
Weiset), daB man zuerst den Vektor a, irgendwie in der Ebene annimmt
und an seinem Endpunkt den Anfangspunkt des Vektors b, anlegt, an
dessen Endpunkt den Anfangspunkt von — a, usw.; dadurch sei zugleich
der positive Umlaufsinn des Parallelogramms festgelegt (orientiertes Par-
allelogramm). Der obengenannte Term ist nun positiv oder negativ, je
nachdem der durch das Parallelogramm begrenzte, den unendlich fernen
Punkt nicht enthaltende Teil der W-Ebene zur Linken oder zur Rechten
liegt, wenn die Begrenzung im positiven Sinn durchlaufen wird. Die
Prymsche Bedingung liefert insbesondere solche Zahlensysteme a,, b,, fiir
welche das zum betreffenden Rahmen gehorige Gebiet immer den Flichen-
inhalt Null hat.
Die gegebene Nicht-Prymsche Charakteristik sei

A' = ea"'""a,", B' = a,y""iﬁ,.", Y == 1, .s ..p.

*) Die Beseichnungen nach Klein, 1. c,, S. 78f.
**) Z. B. Prym-Rost, 1. c., IL Teil, 8. 87.
***) Klein, a.a O.
1) Katsprechend dem festgesetzten positiven Umlaufsinn der Querschnittpaare
a,, by von T’ (Prym-Rost, 1. c., L. Teil, S. 98).
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Fir mindestens ein v, etwa v = p, ist & =+ 0 oder 8, == 0 oder beides
erfilllt. Um die Vorstellung zu fixieren, werde o, < 0 angenommen. Im
dbrigen seien die «, f so numeriert, daf o, =g,=0, p=1,2,--,0 (p<p—1),
wahrend «; und g, fir > ¢ nicht gleichzeitig verschwinden. Im Falle
o, =8, =0 sind Uberschneidungen fiir die zugehorigen Rahmen in der
schlichten Ebene nicht zu vermeiden, wahrend das fiir die Indizes
a=0+1,--, p stets gelingt und zwar durch passende Wahl der Viel-
fachen m,, n, von 2z, iiber die man ja noch verfigen kann.
Demgem#éf wird man die ganzen Zahlen m,, n, so wihlen, daB
ou B — Buoy > 2w (Bumu— aymy), p=o+1,0+2--,p,
d. h. daB der Inhalt des orientierten Parallelogramms positiv wird. Speziell
sei m,= 0 und es mdge, um einen konkreten Fall zu betrachten, die eben
ausgesprochene Bedingung fiir hin-
reichend groBe positive n, erfiillt
seln.
Hingegen richtet man filr
#=1,..-, 0 die m,, n, so ein, daB
D<= e + 2am, < 2,
&P, = B 4 22m, < 2.
Dies ist "stéts moglich. Ferner
gibt es zu jedem u (p=1,---, o)

zwei reelle positive Zahlen ./, b,
von folgender Eigenschaft:

» < Oy
0<Cp <BEI)

’

a’ r”r 14 rr
OZBE’ < b/ <(a)+ b)),

p=1,2---,0.

Nunmehr ergibt sich ein Ge-
biet S¥) folgendermaBen: Der
Vektor o, = a, + i (e, + 2m,)
wird in der W-Ebene beliebig
festgelegt. Man teile a, in 29 gleiche Teile und ziehe durch die Teilpunkte
P®(A=1,--,,20—1) sowie durch den Anfangs- und Endpunkt von a,
Parallelen zur ¢W"-Achse; hierdurch werden in der W-Ebene die 2p
Parallelstreifen ¢, (1=1,:.-,20) gebildet. Man greift jetzt die Teilpunkte

PO, P, ... Pox-1 ... P e~

v Scknitt

Fig. 1.

*) Vgl. die obenstehende Figur 1, die sich auf den Fall ¢ =8 beaieht.
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heraus, nennt sie P, (u=1,--, o) und trigt von P,® aus die Vektoren
¢’ . C ’”r . C,:'

:t'&g) (b ))_zT (1“'=17"')9) ab.

Lings der durch Abtragen von =+ z% entstandenen Strecken von der
Lange ¢, wird die W-Ebene aufgeschnitien und ebenso lings der durch

die Endpunkfe R, von z'(b,f’—% c,f’) (u=1,--,0) begrenzten, mit der
+ ¢ W"-Achse gleichgerichteten Halbstrahlen.
Den Endpunkt von —¢— u , deren Anfangspunkt Py® ist, bezeichne

man mit P,*), entsprechend mlt P,® bzw. P,®, P® die Endpunkte der
Stracken 4., ¢b,, i(a.) + 5.), (g=1,--+ @), die von P, aus, als An-
fa‘ﬂgspunkt abgetragen werden. Zufolge der Definition von c,” und d,’
liegen die Punkte P,®) und P, sdmtlich auf den oben angebrachten
Schnitten, von den Punkten P,(“) und P, (u=1,--- 9) hingegen kein
einziger.

Fiihrt man die ganze Konstruktion fiir eine zweite W -Ebene aus,
legt beide Ebenen in gleichbezeichneten Punkten und Schnitten iiberein-
ander und heftet iiberdies in letzteren die Schnittufer kreuzweise anein-
ander, so ergibt sich eine geschlossene zweiblitterige Riemannsche Fliche @.
Der Strecke a, entsprechen auf ¢ zwei kongruente ,iibereinanderliegende”
Strecken. Man behdlt nur diejenige bei, fiir welche die in #, liegende
Teilstrecke im unteren Blatte verliuft. @ dient als Triger fiir die 1. den
Periodenpaaren a,, b, (u=1,2,:-+,0), 2. dem Paare a,, b, entsprechenden
parallelogrammatischen Rahmen, die jetzt fixiert werden sollen.

1. Man beginne mit » =1 und verbinde die im oberen Blatt gelegenen
Pankte P,® und:P,® durch’ein, vor den Endpunkten P, und P,® ab-
gesehen, ganz i oberen Blatt und innerhalb ¢, verlaufendes Streckenpaar,
das iiberdies keinen Punkt mit a, gemeinsam ha.t. ‘Als positiver Richtungs-
ginn des' Streckenzuges gilt die Fortschreitungsrichtung von P,® nach P,
zu. Kongruent mit Py® P® wird im unteren Blatt P® P, gezeichnet,
wobei P,® dem P,®, P,®) dem P, entspreclien’ mu8. Des weiteren wird
P, mit PV durch ein ganz im unteren Blatt und ‘ganz in #, verlaufen-
des Streckenpaar verbunden, das tiberdies mit a, keinen Punkt gemein
hat. Entsprechend sind P, und P,® zu verbinden. Dér positive Richtungs-
sinn des entstandenen para]lelog'rammatlschen Réhmiens P,® P, P,® PM

— iy
ist durch den- positiven Rlchtungssmn von P,® RO festgelegt.

Die gleiche Konstruktion witrd fiir alle den ungeraden Zahlen y in
der Reihe p=1,..., ¢ entsprechenden Punktqua.drupel P (j= 1, 4)
ausgefiihrt. D1e Konstruktlonsvorschnft fir die geraden ® unterscheldet
sich von der angegebenen nur dadurch, daB in ihr durchgingig die Worte
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,oberes® und ,uriteres” Blatt vertauscht erscheinen. Keiner der Strecken-
gsiige P,W P, P,WP®, (u=1,---, ¢) hat mit a, einen Punkt gemein.
2. Die Strecke a, mache man zur einen Seite des zum Periodenpaar
a;, b, gehdrigen orientierten Rahmens $,; die Seite b, = 5 -+ ¢(8, + 27n,)
wird, durch passende Verfiigung iiber n, in Riicksmht auf die ihr bereits
auferlegten Emschra.nkungen, so angenommen: Py, ins obere Blatt pro-
jiziert, schneidet, von der zuerst fixierten Seite a, abgesehen, keinen der
Streckenatige P,0) Py®) P,®) P¥) (=1, -+, o), letztere ebenfalls ins obere
Blatt projiziert gedacht. Das ist immer mdglich. '

" Die so entstandenen (p + 1) parallelogrammatischen Rahmen begrenzen
ein Gebiet @, von folgender Eigenschaft: Das Innere von @, liegt zur
Linken der positiv durchlaufenen Begrenzungskurven und enthélt keinen
unendlich fernen Punkt von Q. ¢, besitzt im Innern und auf der Be-
grenzung insgesamt 2o einfache Verzweigungspunkte und ist (p+1)-fach
zusammenhiingend. Die letzte Tatsache ergibt sich daraus, deB das Gebiet
entsteht durch sukzessives Aneinanderheften einfach zusammenhiéingender
Gebiete; und zwar erfolgt das Aneinanderheften jeweils lings zweier voll-
stiindig getrennter Begrenzungsstiicke zugleich.

3. Die noch tibrigen Periodenpaare a9+1, E’e+1’ e+ 0p—y, bp_y fiihren
infolge der. gptroﬁ'enen Wahl deg, 7, 415 My 5 -+ - 20 schlichten orientierten
Pwﬂfﬂommmen g4ty " oYOD posmvem F}achenmhalt Man versieht
5.]39 +1 und @, je mit einem geradhmgen Schmtt die beide weder mit einer
Begrenzungskurve noch mit einem Verzwelgungsschmtte von f,,, und @,
einen Punkt gemein haben und von gleicher Linge sind. Kreuzweises
Verschmelzen dieser Ufer liefert das (¢ + 2)-fach zusammenhingende Ge-
biet @;. Durch entsprechende sukzessive Verwendung von P, ,,, - - ent-
steht das pfach zusammenhingende Gebiet S mit 2p — 2, einfachen Ver-
zweigungspunkten. S ist Uberlagerungsfiiche eines ganz im Endlichen
gelegenen Gebietes der W-Ebene und definiert durch seine jeweiligen
Ortsuniformisierenden und seine Begrenzung eine Riemannsche Fliche S
(im weiteren Sinne).

Mit Hilfe des Dirichletschen Prinzips konstruiert man auf dieser
Fliche eine Funktion Z der kowplexen Veriénderlichen W von folgender
Eigenschaft *):

1. Z ist, von einer endlichen Anzahl von Polen abgesehen, inner-
halb S und auf dessen Begrenzung regulir analytisch;

2. Z besitzt innerhalb S mindestens einen Pol;

3. je zwei Funktionselemente Z( W), die zu entsprechenden Punkten
paralleler Begrenzungslinien gehéoren, stimmen iiberein.

*) Wegen der Einzelheiten des Existenzbeweises sieche § 7 a).
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In bekannter Weise zeigt man: Die Anzahl der Stellen auf S, in

denen Z irgendeinen festen Wert annimmt, ist stets dieselbe. ‘—;Z
Funktion von Z betrachtet, eine algebraische Funktion vom Geschlecht p
und definiert demgemiB eine geschlossene Riemannsche Fliche vom Ge-
schlecht p; auf T ist W(Z) ein Abelsches Integral erster Gattung der
gewiinschten Beschaffenheit. Auf I’ existiert demgemiB eine allenthalben
endliche multiplikative Funktion W,, die zur vorgegebenen Nicht-Prym-
schen Charakteristik gehort.

Das Riemannsche Gebiet S definiert bekanntlich*) durch seine Ver-
zweigungsart (genauer: durch die Lage von 2p — 3 seiner Verzweigungs-
punkte) und durch die Werte von p der Periodizititsmoduln a , b, eine
Klasse algebraischer Funktionen vom Geschlechte p; und auf jeder Rie-
mannschen Fliche der Klasse existiert (bei geeigneter Zerschneidung) zur
gegebenen Nicht-Prymschen Charakteristik eine multiplikative Funktion.

"~ Man gelangt zu anderen Klassen algebraischer Funktionen bzw. Rie-
mannscher Flichen, sobald man etwa, unter Festhaltung der 2p — 2 Ver-
zweigungspunkte von S und der iibrigen Periodizititsmoduln a , b, nur
b, andere Werte erteilt; dies hat so zu geschehen, daB wiederum Gebiete S
entstehen. Betrigt die Anderung ein Vielfaches von 2xi — und solche
Anderungen sind in beliebiger Anzahl méglich —, so gehért auch auf
jeder Fliche 7' der neuen Klasse zur fraglichen Nicht-Prymschen Charak-
teristik eine multiplikative Funktion.

Umgekehrt gibt es (unendlich viele) Klassen, in denen eine Nicht-
Prymsche Charakteristik sicher keine allenthalben endlichen, multiplika-
tiven Funktionen besitzt. Tatsichlich bilden ja alle tiberhaupt méglichen
zur Charakteristik gehorigen Gebiete S nur eine (2p— 3)-parametrige
Teilschar der (8p — 3)- parametrigen Mannigfaltigkeit von allgemeinen Ge-
bieten S bzw. von Klassen algebraischer Funktionen.

Damit ist die behauptete Umkehrung des Eindeutigkeitssatzes in ihrem
ganzen Umfange bewiesen.

ist, als

8 2.
Ein weiteres Charakteristikum fiir die Prymschen Funktionen
1. Ordnung.

Neben dem Eindeutigkeitssatz bedienen sich die Herren Prym und
Rost eines zweiten, fir die Theorie fundamentalen Theorems**), das sich
#0 formulieren liBt:

*) Riemann, 1. c., 8. 121,
*) Prym-Rost, 1. ¢, 1. Teil, 8. 170—178.
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Sind bei gegebener Prymscher oder ausgezeichneter C’k::zmktfzréstz'k die
additiven Perioden €, an den Schnitlen e, und die zu uineagenflwh:en Fak-
torenpaaren gehirigen Perioden MU, simtlich Null,. so wird fur jyed‘e be-
liebige Riemannsche Fliche T durch eine willktirliche Kotzs"tante C die (ill-
gemeinste zur Charakteristik gehbrige, auf der ganzen b {ache T regulir-
analytische Funktion reprdsentiert. Die Richtigkeit ergibt sich ebenfalls an
der Hand der Formel (I) in § 1.%) .

Das Theorem ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des. En}-
deutigkeitssatzes des § 1. Letzterer reicht weiter, insofern seine Giiltlglfelt
nickt auf analytische Funktionen beschriinkt ist, sondern sich auf Potential-
funktionen erstreckt.**) Demgegeniiber gilt der erstere Satz fiir allge-
meinere Randbedingungen. Beiden gemeinsam ist, villig unabhingig von
dem speziellen Charaktier der jeweils vorliegenden Riemannschen Fliche
zu gelten. Es liegt daher nahe zu untersuchen, ob die Prymsche Modul-
bedingung fiir die Giiltigkeit auch des obigen Theorems nicht nur hin-
reichend, sondern notwendig ist. In der Tat gilt folgende, den in § 1 ge-
wonnenen Satz als speziellen Fall enthaltende,

Umkehrung: Sind bei gegebener Nichi- Prymscher Charakteristik die
additiven Perioden €, und die 2u uneigentlichen Faktorenpaaren gehirigen
Grofen A, simtlich gleich Null angenommen, so existiert mindestens auf
eine¥ Riemannschen Fliche T vom Geschlecht P eine 2u den so definierten
Randbedingungen gehirige, auf ganz T regulir-analytische Funktion W, die
ketne Konstante ist,

Den Beweis filhrt man wieder durch Konstruktion eines (den ge-
gebenen Randbedingungen entsprechenden) Fundamentalbereiches.

Eine Funktion W der in Rede stehenden Art bildet die Fliche T
(vgl. § 1 umkehrbar-eindeutig und konform ab suf ein pfach zusammen-
hiingendes, von p in sich geschlossenen parallelogrammatischen Rahmen be-
grenztes, ganz im Endlichen gelegenes Gebiet. Die Bezeichnung sparallelo-
gr_am‘fwggzate's_c “ist dabei in weiterem Sinne als frither gebraucht; in der
Fatogind jetzt zwei ngegeniberliegende” oder ,entsprechende” Seiten (bzw.
Punkte) eines solchen Rahmens im allgemeinen nicht mehr vermOge einer
Translation, sondern vermoge linearer Transformationen der Form
einander zugeordnet. W= AW+ (4+1)

Jedes Bedingungenpaar, welches einen in sich geschlossenen Rahmen

liefc_art und dessen Faktoren sunéichst beide eigentlich sein sollen, ist definiert
durch die Beziehungen

*) Prym-Rost, 1. c., I, Teil, 8. 170—173.
**) Vgl 8. 27, FuBnote .

Mathematische Annalon, LXXVIL. 3
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W= AW +¥%, W'=BW +938, 1—-4)B8B-(1-BUA=0,
A =X+ B o +if"
iber «”, B”, die nur bis auf Vielfache von 2z bestimmt sind, bebhdlt man
sich weitere Verfiigung bez. dieser Vielfachen vor. Setzt man demgemif

55 A B
WeW-W, Wo=ili=ily

8o schreiben sich die Substitutionen in der Gestalt
W e AW, W= BW-
Bildet man die W-Ebene vermége
U= log W

konform auf eine U-Ebene ab, so erhilt man entsprechend das Substi-
tutionenpaar
Ut=U"+ '+, Ur=U"+ 418"

Dre Prymschen Faktorenpasre spielen demnach im vorliegenden Falle die
nimliche Rolle wie in § 1 die Paare rein imaginirer Perioden des “ABel-
schen ‘Integrals. Man wird deshalb auch hier versuchen, mit den von
Nicht-Prymschen Faktorenpaaren gelieferten parallelogrammatischen Rahmen
positiven Flicheninhalts gewisse, Prymschen Faktorenpaaren entsprechende,
Rahmen nach der Methode des § 1 zu verschmelzen.

Es gibt, wie die logarithmische Abbildung lehrt, in der W-Ebene zu
einem gegebenen Nicht- Prymschen Faktorenpaare stets parallelogrammintisthe
Rahmen, die Fldchensticke positiven Inhalls umspannen. Um dies zu pri-
zisieren, muf man jeden Rahmen orientieren, d. h. ihm einen bestimmten
Unilatifsinn  beilegen. Den tiber den positiven Umlaufsinn des Schnitt-
pastes @, b auf T getroffenen Festsetzungen*) entspricht der folgende

(positive) Umlaufsinn eines Rahmens der W- bzw. U-Ebene: Man geht

von einem Punkte W, aus lings eines Weges zunichst nach W, = ZL}E ,

von W, nach Wab=%}—6, von da nach W,—= W‘;W°, schlieBlich
nach W, zurtick. Das Innere des durch den Rahmen bestimmten Gebietes
liegt bei Durchlaufung im positiven Sinn zur linken Hand. Der zugehtrige
Flécheninhalt ist positiv, wenn das Innere den Punkt W, und den unend-
lich fernen Punkt der W-Ebene nicht enthilt.

Die Uberlegungen gelten unverindert fir den Fall, daB einer der
Faktoren 4, B den Wert 1 hat; es ist dann eben ¥ = 0 bzw. B = 0.

Nach diesen Vorbemerkungen teile man die p Substitutionenpaare,
aus denen die vorgelegte Charakteristik sich zusammensetzt, in drei Klagsen:

% Prym-Rost. 1. ¢c., I. Teil, S. 93,
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1. Prymsche Substitutionenpaare
Wr=A W + 9%, W'=BW +93,,

o 8
1=1,2,-,1 0KI€p~1) [WP = 18 = =4 |-

2. Unecigentliche Substitutionenpaare
W*=—— W+, W=W+8,
p=l+1l,14+m (0<m<p—1-—1).
3. Nicht- Prymsche Substitutionenpaare
Wr=A W +U, W'=B W +98,
vttmtlp [Wo= s Dg =g )

¥

Um den gesuchten Fundamentalbereich zu bilden, greife man zu-
néchst das p. Paar von Substitutionen heraus, das der Voraussetzung zu-
folge sicher ein Nicht-Prymsches ist. In der Bildebene U = log (W — W @)
bestimme man einen parallelogrammatischen Rahmen R,, dessen Seiten
Strecken von glemher Lénge und Richtung wie e, + i, By + ¢8, sind.
H.lerbel 88}, etwa gy == 0, Uber die noch arbitriiren Vielfachen von 2z in

B Wiso verﬁgﬁ, daB 0 § &y <-2m und dsB der im oben festgelegten
? orientiorte Rehmen (in der U- oder in ‘det W-Ebéne) positiven
Flicheninhalt besitat.

Sodann teile man R, in ! 4+ m + 2 Teile und zwar durch { + m 41
Parallelen zur imaginidren Achse der U-Ebene, die weder durch einen Eck-
punkt des Parallelogramms gehen, noch eine der Seiten 8, + i, treffen;
B, kann, unter Beriicksichtigung der bereits gemachten Festsetzungen, so
gewihlt werden, daB die durch R, auf den eben gezogenen Parallelen be-
grenzten Strecken groBere Liange als Sx besitzen. Die so entstandenen
! + m Teile, welche nicht durch eine der Seiten f, + if, begrenzt wer-
den, seien #, (j=1,-- Z+m)

Jedem der ¢ entsprlcht in der W-Ebene ein durch zwei 'konzentrische
Kreisbogen (mit W ) glg Zentrum) und zwei andere, einander entsprechende.
Kurvenbogen (ev. auch Strecken) gebildeter Rahmen Das Bild des ganzen
Parallelogramms der U-Ebene ist schhcht, einfach zusammenhiingend, aber
mehrblitterig Uber der W-Ebene ausgebreltet

1. Je einer der Teile t; (A=1,--., 1) lapt swh mit je einem durch e
Prymsches Substitutionenpaar gelieferten Rakmen im wesentlichen nach ﬁ;‘
gleichen Methode wie in § 1 verschmelzen.

Am einfachsten sieht man dies so ein: Es ergeben sich aus
W= 4, W + U, W'=B,W + B, und U, = log (W H;®),
8‘
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vermdge der Abbildung U, =log (W— W,®), die neuen Beziehungen

4, —1)y WO 4u
Uf= Ui+ ag+ 1, -+ lo (1 (4p P) uSwW.
i P P P g + AP(W_—- Wo())) ’ ?
und
w,e) — w,®
Ui=Us + log(1+ w—w,® )
Dabei ist

Ui = log(W*— W), Ur=1log(W~— W), e, +0.

Zu jeder (beliebig kleinen) positiven GriBe & existiert demnach eine
positive GréBe R,(d), so beschaffen, daB an Stelle der Transformationen
der W-Ebene .
W= 4, W+ U, usw.

die “Trabsformationen der U,-Ebene

Uf= Uit op+ieg+1n, U=Ur+p+if, + &

treten, wobei |7| < 8, |&| < 0 und tberdies in U= U, + { auch |[{| <4
ist, ‘Wobald |W~|> R,(8) (der Arcus von %, & und ¢ kann ja, fiir hin-
reichend groBe |W |, stets beliebig klein gewihlt werden). Durch geeig-
nete Parallelverschiecbung des oben gewonnenen Rahmens W, in der U,-
Ebene 148t sich stets erreichen, daB fir alle Punkte im Innern und auf
der Begrenzung des entsprechenden Rahmens der W-Ebene | W | > R,(9) ist.

Mit R(J) bezeichne man das Maximum der Zahlen R,(d) (A=1,-:,]).
Man nehme & so klein, daB auch die Bilder der ¢, in dew U,-Khéirn ¥,
oben durch passende Wahl von B, garantiertetr, Prgenschaften: dor i
aufweiden, sobald |WW~| > R(4); ingbésondere solléx die Bilder der #, in
ihvéth nnein zar imagindren Achse’der U,-Ebene parallele Strecken von
groBerer Lénge als Bx aufnehmen konnen. Dies vorausgesetzt, 1Bt sich,
unter Zuhilfenahme der Abbildung U, =log (W — W), auf ¢, und das
Substitutionenpaar W*= 4, W-+ U, usw. die (8. 30, Ziff. 1) gegebene
Konstruktion anwenden. Ebenso verfihrt man sukzessive fiir A=2,3,--.1
und erhilt schlieBlich ein (I 4 1)-fach zusammenhingendes, der W-Ebene
iberlagertes Gebiet @, welches zur Linken der verwendeten orientierten
Rahinen, und zwar ganz im Endlichen, gelegen ist und von ihnen voll-
stdndig begrenzt wird.

2. Die uneigentlichen Substitutionenpaare erfordern gesonderte Betrach-
tung nur, soweit sie zu orientierten Parallelogrammen: a) verschwindenden,
b) negativen Flicheninhalts Anlaf geben.

2) Der Flicheninhalt ist dann und nur dann Null, wenn entweder die
Perioden U, B beide den gleichen Arcus (0 L arcA < 2%, 0 < are B < 27)
besitzen, oder wenigstens eine von beiden, etwa ¥, Null ist. Um hier die
Konstruktion zu ermoglichen, ersetze man in der W-Ebene einen der beiden
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Kurvenbogen, welcher zur Begrenzung eines der ¢, (u=1-+1,---,l +m) und
gleichzeitig zur Begrenzung von R, gehort, durch einen Linienzug, ge-
bildet aus Kreisbogen (mit W? als Zentrum) und Strecken; letztere
sollen, gentigend verlingert, durch W,® gehen und mindestens eine, s,
soll nicht den gleichen Arcus wie B, besitzen. Bei Durchlaufung des
Linienzuges sollen |W — W ®)| und are (W — W,®) sich monoton &ndern.
Zugleich 188t sich R,, unter Beriicksichtigung der bereits getroffenen Fest-
setzungen, so wihlen, daB der absolute Betrag der Strecke s, griBer als
2(|%,|+[B,]) gemacht werden kann, wihrend ein ftiber s, errichteter
Halbkreis ganz dem Innern von ¢, angehort.

Nunmehr ist die Methode des § 1 (Ziff. 1), unwesentlich modifiziert,
wiederum anwendbar, sobald der erstere Fall vorliegt, d. h. ¥, B, beide
von Null verschieden sind.

Liegt hingegen der zweite Fall vor, ist also fiir einen Wert von g
eine der Perioden, etwa ¥, Null, so legt man den einen Endpunkt der
nach GriBe und Richtung gegebenen Strecke B, in den Mittelpunkt
von s,; zugleich richtet man es ein, daf alle tibrigen Punkte von B,
innere Punkte von ¢, sind. Um den zweiten Endpunkt von 8B, wird

sodann ein Kreis K,*) vom Radius 7, < —;» | B, | geschlagen, dessen Peripherie

ebenfalls. nur avp inneren Punkten von ¢, besteht. Mit 7, wird auBerdem
sitl Kreis Ks“ um den ersten Endpunkt von B, geschlagen Man versieht
die W- Ebene mit zwei vllig getrennt verlaufenden Schuitten, deren jeder

i il KW
1

s, sowohl als Ky je nur in einem einzigen Punkt schneidet (— diele
Schnittpunkte sollen simtlich voneinander verschieden sein —), im ﬁbrlgern
mit R, nur innere Punkte von K,) gemein hat. Die némliche Konstruktion
wird filr eine zweite W-Ebene durchgefithrt; beide Blitter werden (dhnlich
wie in § 1) miteinander verschmolzen (vgl. Fig. 2). Derjenige ‘Teil%¥ér
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Begrenzung, welcher dem befrachteten, uneigentlichen Substitutionenpaare
entspricht, besteht dann aus den beiden Kreisen K,* und K.

b) Ist fiir einen Wert von u der Inhalt des durch U, B, gelieferten,
orientierten Rahmens P, negativ, so konstruiere man diesen zunichst. So-
dsnn denke man sich R, so angenommen, daB ¢, einen Kreis vom Radius
|9, + B,| ganz im Innern enthilt. Dies ist unter Berticksichtigung der
bereits gemachten Annahmen stets moglich. Das obige Parallelogramm P,
findet im Innern disses Kreises vollig Platz, womit die Konstruktion gegeben ist.

8. Die Hinzunshme der iibrigen etwa vorhandenen uneigentlichen Sub-
stitutionenpaare, deren zugehdrige orientierten Parallelogramme positiven
Flécheninhalt haben, sowie der weiteren Nichi-Prymschen Faktorenpaare er-
ﬁfo;gt nach der Methode des § 1, (S. 31, Ziff. 3).

Fiir das so gewonnene, der W-Ebene tiberlagerte, ganz im Endlichen
gelogene. Geobiet @ konstruiert man mit Hilfe des Dirichletschen Prinzips*)
-eine- Funktion Z(W), welche simtliche in § 1, S. 31 geforderten Eigen-
schaften 1., 2., 3. besitzt. Aus der Existenz dieser Funktion folgt die Be-
hauptung. Die weiteren, hier anschlieBenden, Fragen (vgl. § 1 SchluB) bleiben
an dieser Stelle unersrtert.

§ 3.
Der Hurwitzsche Eindeutigkeitssatz und seine Umkehrung.

Die Prymschen Probleme sind als spezielle Fille des sogenannten
Riemannschen Problems anzusehen, imsoferne némlich alle in Betracht
kommenden Funktionen zur gegebenen Riemannschen Fliche relativ un-
verzweigh sein sollten. Die Prymschen Probleme haben nur fir p>1
’6gipen Sion. Geht man auf die allgemeine Riemannsche Fragestellung zu-
rﬁck und beschriinkt die Betrachtung von vorneherein auf Probleme 1. Ord-
nung tnd ‘suf analytische Funktionen, so ergibt sich nachstehende, von
Hurwitz**) eingehend behandelte Aufgabe: Gegeben sei die Riemannsche
.Flache T vom QGeschlecht p und auf thr eine endliche Ansahl n von Punkten
X, - X, (die sogenannten Stigmata). Des weiteren sei T durch die
8p + n Schnitte a,,b,, ¢,, (v=1,---,p) und 1, (s==1,---,m) in die einfach zu-
sammenhingende Fliche T" verwcmdelt Dabei smd die a,b,, ¢, die in
§ 1 eingefithrten Schuitte, I, (6=1,.-,n) von P, ausgehende nach X, ge-
zogene Schnitte, die — auBer P, — weder mit den a,, b,, ¢, noch unter-
einander Punkte gemeinsam haben Gesucht werden Funktionen F(2) der
komplexen Verdnderlichen z, die

*) Vgl. wegen der Einzelheiten § 7 a).
**) Hurwitz, A., Algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich
(Math. Ann. 41 (1893)), insbes. 8. 431.
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1) von Polunstetigkeiten und von den Stellen X, (6=1,--,n) abgesehen,
auf T regqular analytisch, auf T" iiberdies eindeutig sind.

2) bei anidytischer Fortsetzung tiber einen der Schnitte a,, b,, c,,
I, (v=1,p;6=1,..n) hintiber baw. die Substitutionen erleiden

Ftem A F +¥U, ona,
Ft*= B F + %, oanb, .
Ft o F-4+ € an ¢ v=1,p; =1, 4n.
Fte L F-+8, anl,
3) folgende Eigenschaft besitzen: In der Umgebung vom X, bleibt

(]

£ (F — 11?1:7) endlich, eindeutiq und von Null verschieden, wenn 8, eine

passend gewdhlte Konstante bedeutet und ¢, eine zu X, gehirige Ortsuni-
formisierende™) ist.

Ebenso wie in § 1 ist an den Schuitten ¢, der I'aktor C, = 1 zu setzen.
Da nimlich F fiir jedes »=1,--,p im gemeinsamen Punkt P, von

a,, b, c, relativ zur Fliche 7 unverzweigt und endlich sein soll und da

keiner der Schnitte einen Ver.weigungspunkt enthilt, so ist in P, auch
%{3 regulir. Daraus folgt aber 4, B,C, 4,~'B,~'=1 d. h. C,=1. Ebenso
ergibt sich

LlLﬂ"'Ln=1)

S‘)Iv(l_Bt) - %1(1 —‘A;) - @w V= 1)' w4
P n—1 n
- ' ;
e+ 38 []L)+s.-0
r=1% =1

m =9+1

ferner

Fir L, =1 (6==1,---,p) hat man in den X, hochstens logarithmische Un-
stetigkeiten, ein Fall, der im folgenden auBer Betracht bleibt. Die Gesamt-
heit der A,, B,, L, heiBe wieder die Charakteristik des Problems. Ent-
sprechend wird eine Funktion, die den homogenen Randbedingungen 2)
geniigt und die Bedingungen 1) und 3) erfiillt, multiplikativ genannt.
An Stelle des Prymschen Eindeutigkeitssatzes tritt im vorliegenden
Fall, wenigstens soweit es sich um analytische Funktionen handelt, der Ein-
deutigkeitssatz von Hurwitz. Dieser gibt die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen dafiir, daB zur Charakteristik eine allenthalben endliche,
analytische, multiplikative Funktion auf vorgegebener Fliche I’ existiert.
Unter einer allenthalben endlichen Funktion versteht man nach Hurwitz
eine solche, die innerhalb von T” und auf dessen Begrenzung keine Pole
besitst, insbesondere also in jedem der Punkte Z, (g==1,--m) von endlicher,
nicht negativer Ordnung verschwindet. Die Ordnung des Verschwindens ist

*) Weyl, 1. ¢c., S. 34.
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ftir die Stigmaia folgendermafen definiert: Setzt man L =e=27%%s (g=1,... n),
wobei 0 < R(x,) <1 [R(x,) bedeutet den reellen Teil von x.], so wird
der Eigenschaft 8) zufolge d, = 0, + %, fiir eine multiplikative zur Cha-
rakteristik gehorige Funktion eine reelle ganze Zahl sein. d, ist die Ord-
nungszahl des Verschwindens im Punkt X,

Der Hurwitzsche Eindeutigheitssate 1iBt sich nun*) so aussprechen:
Damit auf einer Riemannschen Fldche T eine allenthalben endliche multipli-
kative Funktion F zu einer gegebenen Charakleristik existiert, ist «) not-
wendig, daf alle Faktoren L, (6=1,---,n) reell sind, f) hinreichend, daf
) erfullt ist und die gegebene Charakteristik tibereinstimmt mit dem System
der Faktoren eimer Funktion e¥, wo W ein Infegral dritter Gatlung der
Fliche T bedeutet, dessen Perioden an den Schwitten 1, simtlich reell sind.

Die Bedingung «) ist invariant gegeniiber der Gruppe der Analysis
situs; mit andern Worten: zu einer Charakteristik, deren Faktoren L, nicht
simtlich reell sind, gibt es keime einzige Fliache T, auf welcher eine
allenthalben endliche Funktion F existiert, wie im tibrigen auch die Quer-
sehnitte und Stigmata gewdhlt sind.**)

Folgende Umkehrung ist richtig: sieht man von dem (in § 1 erledigten)
Fall L =1 (¢=1,---,n) ab, so gibt es eu jeder Charakteristilk mit durchweq
reellen Faltoren L, immer Fldchen T, auf demen, bei passender Wahl
der Stigmata, allenthalben endliche, multiplikative Funktionen existieren.

Der Beweis wird — analog wie in §§ 1, 2 — gefithrt durch Kon-
struktion eines Abelschen Integrals 3. Gattung vom Geschlecht p mit, bis
suf ganze Vielfache von 2x: festgelegten Perioden ¥ B (vw/It- -,f)’w
mit gegebenen Perioden &, (6=1,-+-,7) welclr-l?ztera wanitlith rein imaginir,

¥61i Null verschieden und durch die Bedirigiiig Zﬁo-ﬁ O verknfipft sind. *#*)
g=1

Zuerst verschafft man sich ein der W-Ebene tiberlagertes Gebiet,

welches die charakteristischen Eigenschaften des Bildes S einer Riemann-

schen Fliche T bzw. der zerschnittenen Fliche T'” aufweist und zwar des

*) Wobei der triviale Fall p= 0 unberiicksichtigt bleiben mag. Vgl. indessen
Hurwitz, 1. c., S. 433, Fubnote.

*) Im Falle L,=1 (6=1,--.,n) tritt an Stelle von «) die Prymsche Modul-
bedingung. Bezeichnet man auch im Falle L,==1 eine Charakteristik als Prymscke,
sobald siimtliche Faktoren 4,, B,, L, vom absoluien Betrag 1 sind, so folgt: Die
Prymschen Charakteristiken erfiilllen die Bedingung «) picht, erschdpfen aber auch
nicht die Gesamtheit der Charakteristiken, fiir die &) nicht befriedigt ist.

*s*) Statt des Integrals dritter Gattung kann man auch direkt die gesuchte multi-
plikative allenthalben endliche Funktion F bzw. dag durch sie vermittelte Bild von I
betrachten. Der im Text eingeschlagene Weg erscheint etwas einfacher, da hierbei
das Auftreten von festen Ecken und Spitzen umgangen wird.
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Bildes, vermittelt durch ein Integral 3. Gattung der gewiinschten Beschaffen-
heit.*) Man kann sich auch hier auf Gebiete beschrinken, die gans im
Endlichen gelegen sind. Das gesuchte Integral W(e) gestattet ndmlich in
der Umgebung eines Stigmas X, bzw. =2, (6=1,---,n) der zugehdrigen
Fliche 7' die Darstellung

W(e) = &, log (%) + B(2,) = L, log [w,(2,)]-
Dabei ist £, die zum Stigma # = s, gehorige Ortsuniformisierende auf 7,
ferner

o o 7. B0
w,(t;) = ¢, P (t,), wobei % (t,) = €% "7,

eine in der Umgebung von 2 =z, regulir analytische, fiir ,~ 0 von 1. Ord-
nung verschwindende Funktion in ¢ ; das Verhalten von W(#) in der eben
bezeichneten Umgebung von £, ist durch w,(¢,) véllig bestimmt. Wihrend
nun W(s) die Umgebung von X, auf einen, bis zum unendlichen fernen
Punkt W, der W-Ebene sich erstreckenden Parallelstreifen p, ein-eindeutig
und konform abbildet**), erscheint die gleiche Umgebung vermége w,=w(%,)
ein-eindentig und konform bezogen auf ein ganz im Endlichen gelegenes,
den Punkt - w, == O im Innern enthaltendes, einfach zusammenhingendes,
Gebiet &, der W,-Ebene. Die inverse Funktion ¢,(w,) bzw. £(w,) ist in
G, regullr analytisch. '

BDispgbek.gemuchie . Bemerkung, daB durch w,(,) auch W(s) in der
‘'Umgebung des Panktes X, vollig bestimmt ist, besagt also: die Umgebung
von W, soweit sie in p, enthalten ist, 1Bt sich — filr die gegenwirtigen
Zwecke — ersetzen durch das ganz im Endlichen gelegene Gebiet G, .

Auf Grund dieser Vorbemerkung erhdlt man

1) ein Teilgebiet S, des zu konstruierenden Bildbereiches S folgender-
mafen: man markiere in einer s-Ebene % im Endlichen gelegene, voneinan-
der verschiedene Punkte 7, (¢=1,.--,») (Stigmata) und bilde mit den ge-
gebenen (rein imagindren) GriBen &, (¢=1,..,n) die Funktion

W(e) == log [ ﬁ(z —~ za)so:‘ .

WegenZSS, = 0 gehort der P, der s-Ebene nicht zu den Stigmata. Um
om1 .

die Stigmata ¢, schlage man Kreise K, mit so kleinen Radien r,, daB die

K, vollig getrennt verlaufen und daB in ihrem Innern, sowie suf ihref

Begrenzung, %’ == 0 ist, wenn

*) Vgl. Klein, Vorlesungen tber Riemannsche Flichen, I. Teil, 8. 85 f.
*) Klein, 1. c.
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=9 2?
w,,—i l(z—ze)ﬂ

=]
gesetzt wird. ¢

Von einem ganz auBerhalb der K, aber im Endlichen gelegenen
Punkt P, der ¢-Ebene wird nach K, (¢=1,--,n) der Querschnitt [, ge-
zogen. !, hat mit K, nur einen Punkt gemein, mit den iibrigen Kreisen
K, keinen einzigen, mit den tibrigen Schnitten /, (o=1,---,6—1,0+1,--,n)
nur den Punkt P,. Die K, und die /, bilden die volle Begrenzung eines
einfach zusammenhiingenden Gebietes der z-Ebene. Dessen Bild S, in
der W Ebene, vermittelt durch

W = log “97 (2 — z(,)BPJ ,

-():1

ist wiederum einfach zusammenhingend und Uberlagerungsfliche eines
ganz im Endlichen gelegenen Teiles der W-Ebene. Je kleiner die Radien
r, gewihlt sind, um so niher erstreckt sich S, in der W-Ebene an W,
heran.

Des niheren ,enisprechen” die beiden ,parallelen” Bildkurven eines
Schnittes !, einander punktweise in der Art, daB — beide in die W-Ebene
projiziert gedacht — die eine von ihnen aus der andern durch die (reelle)
Parallelverschiebung 2x¢%, hervorgeht. Der Umlaufsinn der DBegrenzung
ist wiederum so gewihlt, daB bei positiver Durchlaufung das Gebiets-
innere zur Linken liegt.

Um auch fir das Innere der Kreise K, im Endlichen gelegene Bild-

bereiche zu erhalten, schlage man um die X, (6=1,.--,n) Kreise K, mit
solchen Radien #,(F,>r,), daB auch die 7, die oben von den r, geforderten

Eigenschaften aufweisen und daB K, den Querschnitt 7, nur in einem einzigen

Punkte trifft. Das Innere des Kreises K, (und damit auch des Kreises K,)
der 2-Ebene wird dann vermdge

e=n 89
W, = l l (8 —2,)%
e=1

ein-eindeuntig und konform abgebildet auf ein ganz im Endlichen gelegenes,
einfach zusammenhingendes, den Punkt w, = O enthaltendes Gebiet G,
einer w,-Ebene. Dem von K, und K, gebildeten Kreisring der z-Ebene
entspricht ein Ringgebiet R, der w,-Ebene. Durch das im Innern von R,
gelegene Stiick der Bildkurve von !, wird R, in ein einfach zusammen-
hiingendes Gebiet R zerschnitten. Vermoge

W,=&,log w,
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entspricht schlieBlich dem R, ein-eindeutig und konform ein einfach zusam-
menhingendes, ganz zu S, gehoriges ,Viereck® Va; zwei seiner Seiten ge-
horen der Begrenzung von S, an und sind parallel. log w, ist in R,
regulér analytisch; die Ableltung nach z verschwindet an kemer Stelle.

Die Gebiete S,, Gy, - - -, G, zusammen bilden das gesuchte Teilgebiet
S, in dem Sinne, daB hierbei die beiden, einander punktweise entsprechen-
den Gebiete R; und ¥V, als villig dquivalent anzusehen sind: statt By kann
man V. als zu S; gehoérig betrachten und umgekehrt.

2) Aus den iibrigen, bis auf Vielfache von 2xzi gegebenen, Perioden
U, B, (v=1,--,,p) 1iBt sich, wie in § 1, ein p-fach zusammenhingendes
Gebiet S, positiven Flicheninhalts konstruieren, das mit S; in der mehr-
fach angegebenen Weise zu einem Gebiet S verschmolzen wird. Nimmt
man zu S noch die Gebiete G,, - - -, G, hinzu, so entsteht der gewiinschte
Bildbereich S. Dabei war vorausgesetzt, daB die Perioden %, B, nicht
simtlich rein imaginir seien. Ist letzteres der Fall, so tritt an Stelle des
in § 1 verwendeten Rahmens B, ein geeignet gewihltes Teilgebiet von S;.
Durch passende Wahl eines Schnittes I, in der s-Ebene, sowie der », im
Rahmen der bereits gemachten Festsetzungen, kann stets erreicht werden,
daB die weiteren Konstruktionen des § 1 unveréindert ausfihrbar sind.

Im Gqﬂblet S existiert nach dem Dirichletschen Prinzip¥) eine Funk-
tion. 4. deraykhmple(xen Vertinderlichen We=W'+iW" bzw. w, von den
folgenden Eigenschaften:

1) # ist, von einer endlichen Anzahl von Polen abgesehen,
innerhalb S und auf dessen Begrenzung eine regulér analytische
Funktion.

2) 2 besitzt im Innern von S mindestens einen Pol, im Innern
der G,,-- -, G, keinen einzigen.

3) Je zwei Funktionselemente von z, die zu entsprechenden
Punkten paralleler Begrenzungsstiicke von S gehtren, sind identisch.

4) Die Funktionswerte in Punkten von R; bzw. V;, die ein-
ander vermdge W,= &, log w, entsprechen, sind gleich.

Daraus folgt die Existenz von lim 2z (W,) = 2(w,=0).

Wo=o
Die inverse Funktion von ¢( W) filhrt zum gesuchten Integral 8. Gat-
tung Zum Beweise betrachte man eine Folge von Gebieten SO, S(‘),
-y 8™, ..., 8O ist das urspriinglich konstruierte Gebiet S. Allgemelm
unterscheldet sich die Konstruktion der Gebiete S™+9 und S (m=0,1;i=3

dadurch, daB an Stelle der Kreise K(™, K bzw. der Radien ), Fim E¥eise

*) Wegen der Einzelheiten des- Existenzbeweises vgl. § 7 b).
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K(m+Y usw. mit den kleineren Radien ™+ < r(m), Fim+ D7l (ym+1) L pim+1))

treten. Endlich sei
lim 70" = lim #™ = 0.

Sm+1) enthilt St ganz im Innern.
Aus den Eigenschaften 1)—4) der Funktion 2z folgt nun

1) # besitzt die Eigenschaften 1)—3) in jedem der Bereiche
Sm (m=0,1,---).

2") Zu jeder beliebig kleinen positiven GriBe n gibt es eine
natlirliche Zahl M von der Art, daB die Funktion £(W) alle
Werte ¢, die den Ungleichungen |2, — 2(w,=0)| = % (6=1,---,n)
geniigen, innerhalb St ebenso oft annimmt, als 2( W) (innerhalb
S®) polarunstetig wird, fir alle m > M.

3) Es gibt eine natiirliche Zahl N von der Art, daB alle in

S@) gelegenen Nullstellen von ;}—;zugleich die simtlichen innerhalb

S gelegenen Nullstellen von dd‘f, liefern, sobald m > N.

Aus den Eigenschaften 1) mit 4) bzw. 1') mit 3") folgt: die durch z=2(W)
vermittelten, der z-Ilbene tiberlagerten Bilder der Gebiete S™ bilden eine
Kette von Gebieten 7™, von denen jedes in sallen folgenden enthalten ist.
Der durch die Kette definierte Kern*) ist die gesuchte Riemannsche
Fléche 7.

Die weiteren hier anschlieBenden Fragestellungen (vgl. § 1 Ende)
bleiben an dieser Stelle unerdrtert, ebenso die weiteren Moglichkeiten, den
Hurwitzschen Eindeutigkeitssatz umzukehren.

II. Existenzbeweise.

§ 4.

Bemerkung zum Existenzbeweis der Prymschen Potentialfunktionen
. 1. Ordnung.

Die Existenz der zu einer Prymschen Charakteristik 1. Ordnung ge-
horigen Potentialfunktionen mit gegebenen additiven Perioden bzw. Pol-
und logarithmischen Unstetigkeiten wird von den Herren Prym und Rost
unter Heranziehung des Prymschen Modulsatzes nach der Methode der
sukzessiven Influenzen bewiesen; die Eindeutigkeit ist Folge des Eindeutig-
keitssatzes. **) Der -Existenzbeweis liBt sich auch auf das Dirichletsche

*) Caxathéodory, Konforme Abbildung (Math. Ann. 72, S. 124).
**) Prym-Rost, 1. ¢, I. Teil, 8. 98ff. (5. Abschnitt.)
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Prinzip griinden, was im folgenden skizziert werden soll.¥) Die Betrach-
tung beschrinkt sich eundchst auf die in T allenthalben endlichen Potential-
funktionen.

Sei eine Prymsche Charakteristik gegeben und zu jedem der Schnitte
a,, b,, ¢, (v=1,--,p) eine additive Periode ¥, bzw. B,, €,. Die Rand-
bedingungen, in reellen und lateralen Teil zerlegt, lauten**) am Schnitte 4 :

(0 =AU =4 (T +%, (U =4O + AT +%)
o) (V=)L (- CE () |+ capen

- e sy o+ — e
AR A C AN S AT
Entsprechendes gilt fiir b, ¢, (v =1,---,p).
Damit die Randbedingungen widerspruchsfrei sind, ist***) notwendig, da
- (1= B)W— B W —(1— 4) B, + 4,8 =G,
(1 —B)W, + By W, — (1 — A) B/ — 4, B, =,

jﬁﬁnO, Zp'(i','=0<
r=1 v=1

Der von Hilbert, Weyl u. a. betrachtete Fall der ausgeseichnetén Charakte-
ristik ist besonders einfach: einmal, weil bei ihm die Betrachfung einer
einzigen Konkurrenzfunktion geniigt, sodann, weil bei thmdie zur Normierung
der Konkurrenzfunktionen verwendeten Konstanten auf die Randbedingungen
ohne EinfluB sind. :

Im allgemeinen Prymschen Falle hat man die Summe der Dirichlet-
Integrale gebildet fir ein Paar von Konkurrenzfunktionen ¥V, ¥ zu be-
trachten, d. h.

07,7000 = [ (G ) Y+ ()

Je zwei zusammengehirige Konkurrensfunktionen V', V" geniigen den folgen-

/

v=12 2

* Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip (Math. Ann. 1904); Weyl, L. c., 8. 79f,
sowie die ebenda zitierte Literatur. Den Ausfihrungen des Textes ist der Weylsche
Beweis zugrunde gelegt. Wie Herr Prym mir mitteilt, ist er bei seinen, vor mehr
als 40 Jahren begonnemen, Untarsuchungen ebenfalls vom Dirichletschen Prinzip
ausgegangen, hat es aber bald verlassen, nachdem er die Unzuliiesigkeit dieses Schiuf-
verfahrens in seiner alten Form fir gewisse Probleme erkannt und durch ein einfaches
Beispiel (Crelles Journ, 78, S. 340—364; abgedruckt in Prym-Rost; I Teil, S. 2271L).
dargetan hatte.

** Prym-Rost, I. c., 1. Teil, S. 150.

*# Prym-Rost, 1. ¢, 1. Teil, 8. 95.
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den- Forderungen: V' und V" sind in 7", einschlieBlich der Begremzung,
reellwertig und stetig differenzierbar, im Innern von T iiberdies eindeutig.
Die Werte von 7’, ¥” und ihren ersten Ableitungen an den beziiglichen
Ufern der Begrenzung von T” geniigen den Bedingungen (8). Das Dirichlet-
Integral D(V”, V"), erstreckt tiber das Innere der Fliche 7", hat eiren
endlichen Wert.

Der Existenzbeweis*) verlduft so: Es existieren Paare von Konkurrenz-
fanktionen V;, V' (h=1,2,..), sobald die Beziehungen (S") bestehen. Die
¥i, Vi werden durch Addition von reellen Konstanten C; bzw. C; derart
normiert, daf '

 £.4
fi+Cyag, =0, f( Vi4Cdg,=0, h=1,2,..
0

Die Integrale sind hierbei zu erstrecken tiber die Peripherie eines festen
#-Kreises®*) mit dem Zentrum P, der im Innern und auf seiner Peripherie
weder Verzweigungspunkte von 7' noch Randpunkte von 7’ enthilt.
Setzt man
Vit CGi=wn, Vi+GC' =9, k=12,

so erfiillen die normierten Konkurrensfunktionen v, vs die Randbedingungen
(8) mit dem Unterschiede, daB die additiven Perioden jetzt bzw. die
Werte haben

W+ (1—4)CG+ 40, UW—~470G+1—-4)C lingsa, (vs=l,:,p)
Entsprechendes gilt filr die Schnitte b,; die' §, blgiben.:dngeindért: “Be-
deutet . d die untere Grenze filr das Dirichlet Inbegraf beztiglich der Ge-

ssnitheit der Konkurrenzfunktionen v, v3, 80  wihlt man die Indizes A
derart, daB lim D (v}, vy) = d.
A=c

Die zur Anwendung des Dirichletschen Prinzips nétigen Beziehungen
und Ungleichungen bleiben im vorliegenden Fall sfimtlich in Kraft. Ins-
besondere nimmt die Levische Ungleichung die Gestalt an

D(vin— vn, Vn—22) S {VD(n, ) — d + VD(v,, vh)—d}*.
DemgemiB ergibt sich zunichst die Existenz eines Paares im Innern von
T’ allenthalben regulirer Potentialfunktionen U’, U”. Diese werden ge-
liefert durch die Grenzwerte

_-hm ——ffv,.dxdy, U= hm ffvn dzdy;

dabei sind die Fldchenintegrale erstreckt tiber den ganz im Innern ven 77

*) Siehe Weyl, 1. c,, S 791,
**) Wegen dieser Ausdrucksweise vgl. Weyl, L c., S. 80.



Prymsche Funktionen. 47

gelegenen, geniigend kleinen, im tibrigen beliebigen 2-Kreis K vom Radius a,
zu dessen Mittelpunkt der Funktionswert U” bzw. U” gehort.

Es eribrigt zu zeigen, daff U’, U” den Randbedingungen gentigen. Zu
dem Zwecke*) fasse man einen Punkt P, der Begrenzung von 7' — etwa
des Schnittes a, — ins Auge, schlage um P, einen #-Kreis K,, der im
Innern und auf der Begrenzung keinen Verzweigungspunkt, keinen Punkt
des zur Normierung verwendeten 2-Kreises um P und nur solche Rand-
punkte von 7" enthélt, die dem Schnitte a, angehéren. K, kann und soll
iiberdies so klein gewihlt werden, daB seine Peripherie den Schnitt g
nur in den beiden Punkten S, und §; trifft. Entsprechend dem 4 bzw. —
Ufer von a, zerféllt K, und seine Peripherie in zwei, einfach zusammen-
hingende Teile. Fiir das Folgende werde der am -+ Ufer von a, gelegene
Teil K,* betrachtet; dieser wird begrenzt durch das im Inuvern von K; ge-

legene Stiick «,* von a,* und den Kreisbogen x», = Sl_gg. Ersetzt man
den Schnitt a,, soweit er im Innern von K, verlduft, durch x,, so resul-

tiert eine Flache 7" und ein neues Minimalproblem; der Bogen %, gibt zu
zwei Ufern x,*, »,~ Anla8. Paare von normierten Konkurrenzfunktionen

x X . o g

v,, v,” des neuen Problems erhilt man vermdge folgender Definition:
x x

(1) vy =y, U, =,

fir alle inneren Punkte und Rand.punkte von Ix", die nicht innere Punkte
von K;* sind und nicht zu den Punkten auf «,* und x,~ gehdren;

@ AT AT 0 (LA O 4,70
X//____A vh +A vhn gJIlII_ AII,CI‘ +(1—A1)Ch"

fir alle inneren Punkte von K;+ und alle auf «,* und »,~ gelegenen Punkte.
Umgekehrt erhilt man hierdurch auch alle Paare von Konkurrenz-
funktionen des neuen Problems.
Infolge dieser Definition ist

D (';31./: 55” = D(v;, v,")."

In der Tat wird durch die orthogonalen Transfm'mationen :

0% _ dn 9% _ vy
(1) ox ox’ dx oz’
bzw.

3x' ’ 3vh ” 3 ax” w 0v) . 0vy
(2) o = 4, Fr] — 4, 8x '’ Pz = 4, axh+A’~ 75»’

*) Vgl. Hilbert, a. a. O.



48 0. Havrr.

(und die enbtsprechenden Substitutionen fiir die partiellen Ableitungen
nach y) die guadratische Form

(3a) + () + (5g) '+ (5¢)
in sich tra/nsformiert

hm___ th dzdy, U" = lim mf/lvh"dxdy
h=c 7 at A= wa?

stellen mithin Potentialfunktionen dar, die im Innern von T insbesondere

also im Innern von K, reguldr sind, Da ferner U’ —-hm—— [ v, dx dy, usw.,,
b= ®

existiert und' die Beziehungen (2) bestehen, so ergibt BICh fiir igend ein

Gebiet im Innern von K;*

ﬁr = 'Al’ U,'—'-A1”U,'+2{1’+}.i;m{(1—A1')Cb'+ A‘{'C,,"},

@ )
U7 = 47U + 4 U+ %+ lim (— 4,7 6% (1—4)C/').

Es folgt also zunichst die Existenz von lim C)= (', lim C,"=C".
A= A=o

U —C, bazw. U’ — C” sind demgemiB Potentialfunktionen, die den vor-
gegebenen Randbedingungen geniigen. Den eben benutzten Beziechungen (2)
zufolge konnen némlich U, U” analytisch iiber «; forigesetzt werden und
diese Fortsetzung erfolgt, wie aus (2) erhellt, den Ra.n&bedmgungan (S)
gemif, w. z. b. w.

Fir die den Schnitten @, und b, gemeinsamen Punkte gelingt der
Beweis entsprechend. Die FExistenz von Potentialfunktionen, die an vor-
gegeobenen Stellen von endlicher Ordnumg odex_logartthmisch unendlich wer-
den, ergibt sich ganz analog. .

SchlieBlich sei nochmals hervmgehoben, daB ((i’urch die Prymsche
Bedingung |4,|=|B,| =1, »=1,-,p d. i durGh die Orthogonalitiit von
(S) die Anwendbarkeit des Dz'm'chletsz’ken Przmzps bedingt erscheint, im
wesentlichen deshalb, weil dann der Wert des Dirichlet- Integrals von der
Art der Zerschneidung der Fliche T wicht abhdngt.

8 b.

Ubergang von den Potentialfunktionen zu den apalytischen
Funktionen 1. Ordnung.

Der eingangs des § 2 angegebene Satz der Herren Prym und Rost
liefert den genannten Autoren einen sehr eleganten Beweis fiir die Tat-
sache, daB — auBer der Konstanten — zur ausgezeichneten Charakteristik
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gerade p, zu einer allgemeinen (d. h. nicht ausgezeichneten) Prymachen
Charakteristik hingegen genau p — 1 linear unabhiingige, allenthalben end-
liche, normierte analytische Funktionen, die sog. allenthalben endlichen Ele-
mentarfunktionen*), existieren.**) Bei diesem Nachweis wird, auBler von
dem in Rede stehenden Satze, nur noch von der Tatsache Gebrauch ge-
macht, daB, abgesehen von der Konstanten, 2p — 2 linear unabhiéngige,
allenthalben endliche -—— und {iberdies keine allenthalben endlichen multi-
plikativen — Potentialfunktionen zu einer allgemeinen Prymschen Cha-
rakteristik gehoren. Die in § 2 bewiesene Umkehrung legt es nahe, zu
versuchen, unfer Umgehung des fraglichen Satzes, lediglich aus der Existens
der genannten 2p — 2 Potentialfunktionen, die Anzahl allenthalben endlicher
(linear unabhingiger) Elementarfunktionen zu bestimmen. Dies gelingt in
der Tat, wie noch gezeigt werden soll, und zwar ausschlieflich unier Be-
nutzung der sogenannien Fundamentalformel.*™*) Die nimlichen Uber-
legungen gestatten dann, auch fiir Nicht-Prymsche Charakteristiken die
Theorie der analytischen Funktionen aus derjenigen der Potentialfunktionen
zu entwickeln. Ferner erscheint das Verfahren fir die Fille N. Ordnung
anwendbar. Es braucht andererseits kaum hervorgehoben zu werden, daB
der angedeutete Weg dem der Herren Prym und Rost an Kiirze nachsteht.

Im folgenden sehe man zundchst vom Falle der ausgeseichneten Charak-
teristik ab und lege der Betrachtung die, in den Prymschen Fillen sicher-
lich erfiillte, Annahme zugrundet): Zu jeder in Betracht kommenden Cha-
rakteristik (die keine ausgeceichnete ist) gehorem 2p — 2 linear unabhdngige,
allenthalben endliche Potentialfunktionen u, (¢ =1,---, 2p—2), dabei ist von
der Konstanten stets abgesehen. Eine multiplikative, allenthalben endliche
Potentialfunktion existiert nicht (Bedingung 1).

Die genannten 2p — 2 Potentialfunktionen konnen durch Addition
passender Konstanten so normiert werden, daB eine bestimmte, zu einem

*) Prym-Rost, 1. ¢, II. Teil, 8. 8. Im folgenden ist die Bezeichnung ,,Elementar-
funktionen* fiir Funktionen gebraucht, die etwas anders als die Prym-Rostschen Ele-
mentarfunktionen normiert sind.

**) Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 164f.

*#) Prym-Rost, 1. ¢., . Teil, 8. 190, Formel (F).

1) Diese Bedingung ist identisch mit der folgenden: Die lineare, homogene
Iniegralgleichung des Problems im Gebiete der Potentialfunktionen besitzt keine
Eigenfunktion (multiplikative, allenthalben endliche Potentialfunktion). Auch fiir den
Ausnahmefall, daB solche Eigenfunktionen existieren, sind die Uberlegungen des Textes,
unwesentlich modifiziert, anwendbar, sobald man den Zusammenhang zwischen den
multiplskativen, allenthalben endlichen Potentialfunktionen eimerseits und den (zur
gleichen Charakteristik gehdrigen) multiplikativen, allenthalben endlichen, analytischen
Funktionen andererseits klargestellt hat. Auf die hiermit bezeichneten Sitze, die
dbrigens auch beim Beweise der Existenz zur Charakteristik gehdriger Potentialfunk-
tionen von zentraler Bedeutung sind, hoffe ich an andrer Stelle zurdckzukommen.

Mathematische Annalen. LXXVII. 4
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eigentlichen Faktor, etwa die zu A4, <= 1 gehdrige Periode ¥, stets Null ist.
In gleicher Weise sollen im folgenden auch alle zur Charakteristik ge-
horigen, allenthalben endlichen Elementarfunktionen normiert sein. Man
beweist zuniichst

8) Gehorem su einer (nichl ausgeseichneten) Charakieristik insgesamt R,
eu ihrer komjugiert-komplexen insgesamt R (linear unabhingige) normierte,
allenthalben endliche (analytische) Elementarfunktionem, so ist R+ R =2p — 2,
sobald fiir beide Charakteristiken die Bedingung 1) erfullt ist.

2p—-2
Damit eine zur Charakteristik gehorige Potentialfunktion U= ZJ €ty
0=
eine (analytische) Elementarfunktion sei, ist notwendig und hinreichend,

daB die Identitdt besteht
3p-3

) 2%“9:'26 @

¢=1
Die t'i‘, bedeuten hierbei die zu den u, (p=1,--+,2p—2) bzw. konju-
gierten Potentialfunktionen

zy
~ a“) 8u
u(,—f(-— ay‘ dz + Qdy) o=1-.,2p—2

Tolo
Nach Voraussetzung gibt es zur Charakteristik insgesamt R linear unab-
hiingige normierte Elementarfunktionen W, (r=1,.-., B; R<2p—2), d. h.
es existieren gerade R linear unabhéngige Systeme

(r) (") (r)
cl, et cp r_]_’...,R’

fir welche die Identitit (J) besteht.

Demzufolge lassen sich R der u,, etwa uy,---,ug durch die W, (r=1,--,, R)
ersetzen und die 2p — 2 Funktionen W, ---, Wg, %g41, -, #sp-3 sind
dann linear unabhdngig. Keine lineare Kombination der Potentialfunktionen
%R41y ", Usp—3 liefert also eine analytische Funktion. Infolgedessen hat
die Gleichung

$p-2 3p—3%

2; c.u, =1 E
re=R+1 1=R+1
nur die Lisung
CR+1 ™= CRyg == C3p_g=0.

Geht man zur konjugiert-komplexen Charakteristik fiber¥), so besagt
die eben bewiesene Tatsache, daB die analytischen Funktionen

U,=#,+i%,, t=R+1,..,2p-2,

*) . h. su dezjenigen Charakteristik, deren Faktoren A4,, B, die konjugiert-
komplexen Werte der entsprechenden Faktoren 4,, B, der urspringlichen Charakte-
ristik sind.
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linear unabhiingig sind und daB keine der Funktionen U, identisch ver-
schwindet. Der Querstrich in %, usw. bedeutet, daB statt u , usw. die
konjugiert-komplexen Grifen genommen sind. Es gibt also zur konjugiert-
komplexen Charakteristik mindestens 2p — 2 — R unabhiingige, normierte,
allenthalben endliche Elementarfunktionen. Ist B die Hochstzahl solcher

Elementarfunktionen, so gilt demnach
R>2p—2~R oder R+R>2p—2.

Andererseits hat man in den W,, wie leicht zu sehen, R unabhiingige,
normierte, zur konjugiert-komplexen Charakteristik gehdrige Potential-
funktionen, die zu keiner einzigen analytischen Funktion fithren und von
denen keine identisch verschwindet. Da insgesamt zur Charakteristik ge-
rade 2p — 2 unabhingige normierte Potentialfunktionen gehoren, ist also
R+ R<2p—2 Mithin folgt R+ R=2p—2, w.z b.w.

" b) Gehiren zu einer (nicht ausgezeichneten) Charakteristik im gameen R,
zur kontragredienten Charakteristik hingegen insgesamt P linear unabhingige,
normierte (analytische) Elementarfunktionen, so ist R + P = 2p — 2, sobald
die Bedingung 1) fir beide Charakteristiken erfiillt ist.

Unter der kontragredienten Charakieristik versteht man hierbei die-
jenige, deren homogene Substitutionen an den Schnitten a,, b,, ¢, zu den
entsprechenden Substitutionen der urspriinglichen Charaktenstlk kontra-
gredient sind. Im Falle eines Problems 1. Ordnu.n.g hat die kontragredlente

Charekteristik die Faktoren —- A , B (v=1,-+-,p), wenn A, B, dis Fak-
toren der urspriinglichen Charakteristik waren.

W, (r=1,---, R) seien die R unabhingigen, zur Charakteristik ge-
horigen Elementarfunktionen, AY, B, 6 (v=1,-.-,p) ihre Perioden,
Q (e=1,--,P) die P zur kontragredienten Charakteristik gehdrigen
Elementa.rf\mktlonen mit den Perioden ¢, 89, 4@ (v=1,...,p).

Die Fundamentalformel gilt, wie ihre Herleitung zeigt, unabhingig
von der Prymschen Modulbedingung.*) Angewandt auf je eine Funktion W
und eine Funktion Q, liefert die Fundamentalformel die Beziehungen

ot 4 ©
(1) .27 { ﬁ(e) QI(') 1 (9) ,B(r) (ﬁ',.' + u(,")).@:g')}
=1 .
y=p .
" 1 L ) ~R-’
+ @(r) (e) © 0 Tom Ly ooy
2 ) - el e P

*) Prym, Uber ein Randintegral (Crelles Journal, Bd. 71, abgedruckt is Pryms
Rost, L o, L Teil, 8. 216fF). Vgl Prym-Rost, 1. c., I. Teil, 8. 190.

“
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Sémtliche Relationen stellen zunfichst nur nofwendige Bedingungen fiir die
Perioden der Elementarfunktionen dar. Wie sich zeigen wird, sind diese
Bedingungen auch die einzigen.

Um die Wendungen des Beweises deutlich hervortreten zu lassen, be-
trachte man zuerst eine gewohnliche Charakteristik; eine solche besitzt nur
eigentliche Faktorenpaare®)

Unter den W, (und ihren linearen Kombinationen) gebe es gerade
f(£p —1) unabhiingige W, (r=1,---,f), deren Perioden &¢ (v=1,.
<, p; vl ... f) similich Null sind Die aus diesen Funktionen ent-
springenden Beziehungen (1) nehmen die Form an

Zl(r) © _ r=1,-,f;0=1,--,P,
y=1
wenn QI-(:) == (1 —A,) l(:), %g) == (1 —Bv)l«(:) (1;= 1’ veey Py Y= 1, N f) ge-
setzt wird. Die f Konstantensysteme 17, .. ., ZS’) (re=1,---,f) sind linear

unabhingig. Anderenfalls giébe es ja lineare Kombinationen 2 ¢, W, mit
r=1

nicht sdmtlich verschwindenden Koeffizienten ¢,, deren Perioden ¥,, B, €,
alle Null wiren. Dies widerspricht der postulierten Unabhiingigkeit der
W, (r=1,---,f), wenn man beriicksichtigt, daB keine multiplikative,
allenthalben endliche Potentialfunktion existieren soll.

Man hat mithin mindestens f unabhingige, lineare, homegenp.Bedin-

gungen fir die @ (p=1,.., P). Wegen

' =0 wnd 2y<¢)=-0 (rel, oo fs =1, P)

S ov=l
existieréii‘alfo zur komtragredienten Charakteristik héchstens p—1—f linear
unabhiingige Elementarfunktionen Q, von der Art, daB die Perioden y,
eines jeden linearen Aggregates solcher Funktionen nicht sémtlich Null
sind. Ist (fiir die kontragrediente Charakteristik) I die Hochstzahl von
Funktionen der letztgenannten Art, so gilt die Ungleichung
r<p—1-f<p—1.
Ist entsprechend fiir die kontragrediente Charakteristik ¢ die Gesamtzahl
linear unabhingiger Elementarfunktionen ¢, mit verschwindenden Perio-
den y(f’), also ® 4+ =P und wird noch g = R — f gesetzt, so hat man
ebenso g < » — 1 — & und schlieBlich
R+P=g+f+o4+TL2p—2.

*) Prym-Rost, . ¢., IL Teil, S. 2.
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Die Anzahlen unabhiéngiger Elementarfunktionen fiir die zur urspriing-
lichen Charakteristik (bzw. zu der ihr kontragredienten Charakteristik)
konjugiert-komplexen Charakteristiken sind nach a):

R=2p—-2—~R, P=2p—2—P.

Beachtet man, daB diese beiden (konjugiert-komplexen) in Rede stehenden
Charakteristiken zueinander kontragredient sind, so folgt aus dem im
gegenwirtigen Abschnitt b) gewonnenen Ergebnis:

R+P2>2p—2.
Es ist also
R+P=2p—2, wazb w

Inshesondere folgt noch g + ® =+ f=p — 1. (Im Prymschen Falle
ist sicher f=® =0.)

LaBt man wuneigentliche Faklorenpaare, d.h. gemischie Charakteristiken*),
zu, so ist fiir jedes uneigentliche Faktorenpsar 4 = Be=1: € =y =0
und (1—A4)B — (1 —B)A =0 dann identisch fir beliebige U, B befrie-
digt. Entsprechend den Fillen € =0, € 4= 0 unterscheidet man jetzt
zwischen ¥ = O und ¥ < 0. Die Uberlegungen bleiben im wesentlichen
ungeindert, das Ergebnis ist das némliche wie oben.

Far die ausgezeichnete Charakieristik gestaltet sich der Beweis ent-
sprechend. Nur ist jetzt R + B = 2p. Da die ausgezeichnete Charakteristik
mit ihrer konjugiert-komplexen identisch ist, so folgt unmittelbar Re= R =p.
Der weitere Aufbau der Theorie der Abelschen Integrale vollzieht sich mit
Hilfo der Fundamentalformel in bekannter Weise¥)

¢) Schlieflich ist R=P =p — 1.

Unter der Bedingung 1), inshesondere also in den Prymschen Fillen,

existiert zur Charakteristik stets eine analytische Funktion W

an einer beliebigen Stelle 2z, von T einen einfachen Pol besitzt, sonst.
tberall auf I’ regulir analytisch ist und an den Schnitten a,, b,, ¢, ge-
wisse Perioden U, |2,|, B,|%]|, €,l4,| ausscheidet**) Durch Multiplikation

?l g0 normiert, daB das Residuum .in

P
.| die

mit einer Konstanten wird W
£=2¢, den Wert 1 hat. Durch Addition geeigneter Vielfachen.:dey

W, (r=1,---, R) kann und soll W

F4 . ’ ,
z" ferner 80 normiert werden, dafi;g

*} Prym-Rost, 1. ¢., IL Teil, S. 2.
**) Vgl. Prym-Rost, II. Teil, Abschnitt 4 und &.
**) Prym-Rost, 1. ¢, I. Teil. S. 150.
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hestimmte Perioden €, |s,| und, auBer ¥,|s,|, noch f bestimmte Perioden
U5, B,/2,| verschwinden. Es sind dann noch unter den ¥, |3,|, usw.
hochstens 2p — 2 — B = P voneinander unabhingige, bestimmte Perioden
von Null verschieden.

Jede, in N verschiedenen Punkten 2z, (6=1,-.., N) von 1. Ordnung
unendlich werdende, in der angegebenen Weise bis auf einen konstanten
Faktor normierte Funktion 148t sich auf die Form bringen

ZcW

7| sind 9|50 2a], B lzl-— onl, 6,12 2w,

@=1,:-.,p). Die normierte Funktion W'

dann multiplikativ, wenn die oben bestimmten P Perioden unter den
A2 - om|, usw. verschwinden, m. s. W. wenn die ¢, (6=1,.--, N) den
N

31 52 24,

ist dann und nur

Gleichungen 2 ¢,¥,|2,| = 0, usw. (v=1,--., p) — unter denen hchstens

P unabhingige sind — geniigen. Es gibt daher mindestens d linear un-
¥\, die in den 2,, -+, 2y
oder in einem Teil derselben Pole 1. Ordnung besitzen, sobald d=N—P>1 ist.

Entsprechend ergibt sich fiir die kontragrediente Charakteristik: Sind
N Pupkte 2, (r=1,---, N) der Fliche T gegeben, so existieren mindesténs
4. linesr unabhingige, bis auf konstante Faktoren normierte, multiplikative

Funktionen
u
2, c.-2 . Y} .
v u’___T E{chlz,],
=1

die in-den Punkten z,,..-,2, oder in einem Teile derselben Pole 1. Ord-
nung besitzen, wenn d =N — R >1 ist.

Angenommen, es sei R=p-4u und g >—1, dann ist P=p—2—u.
Man wihile N= R 4 1, also J = 1. Es existiert mindestens eine multipli-
17" %R 41

4

abhingige,

, die in der £,, -+, Zr41 oder in einem Teil
derselben Pole 1. Ordnung besitzt. Dabei konnen die 2, (z=1,.., R+ 1)

RS ¥
z

stets so gewihlt werden, sicher in simtlichen Punkten

2y, +++, 241 vou 1. Ordnung unendlich wird. In der Tat folgen aus der

Y1 .
! ; R+1| ynd eine der

Funktionen W, die R Gleichungen:
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3L e ® - (b ra) 60} Skt )

r=tl v=1

R+1

- —2xi D> e, W, (s).

=1

Dabei ist W,'(s) die 1. Ableitung von W, genommen nach der Ortsuni-
formisierenden des Punktes z,, W .'(s,) deren Wert an der Stelle # = 2,.

Die linken Seiten sind linear und homogen in den Perioden von Q

£, 2 R+ 11
z

und verschwinden daher, sobald Q multiplikativ ist. Die rechten Seiten

fithren also zu dem Gleichungen

R+1

Dle.W,(2) =0, ye=12- R

=1

Da die W, nicht identisch verschwindende, linear unabhingige, bis auf
die unendlich fernen und die Verzweigungspunkte in T reguliir-analytische
Funktionen sind, so konnen die Unterdeterminanten R. Ordnung der Matrix

Wi(e) W(%) - W' (r+1)
Wy'(z) Wy(ey) -+ Wy(ersr)

WR’(EI) Wx (32) ~eo Wg (38+1)

nicht identisch fiir beliebige Systeme von Punkten ¢, ---, 2p41 ver-
schwinden.*) Wihlt man nun die (R+ 1) Punkte #,,-- -, #r41 so, daB
keine von diesen Unterdeterminanten Null ist, so existiert gerade eine nor-
mierte, bis auf einen konstanten Faktor bestimmte, multiplikative Funktion

.-__-ZC,QI':’E-

=1

i
Q‘zl"'z8+l
Z

Hierin sind iiberdies die Koeffizienten ¢, simtlich von Null verschieden.
Qizx"-zznui hat dann genau R 4 1 Nullstellen §, (z=1,--, R 41).

Der Einfachheit wegen nehme man an, daB die {, (v=1,.--, E+1)
alle getrennt liegen. Zur urspriinglichen Charakteristik gibt es dann, dem
oben Bewiesenen zufolge, mindestens

d=R+1—-P=p+l+p—p+2+p=2u+3

*) Vgl. die Uberlegungen bei Prym-Rost, 1. c., I Teil, 8. 181—182.
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Kl"'gxn
£

linear unabhingige normierte Funktionen W, (j=1,---,d), welche

die Punkte ¢, (r=1,---, R+1) oder einen Teil derselben zu einfachen
Polen haben und multiplikativ sind. Die Produkte

ZyeeZpag
z

31...gR+1
4

Q — A, (=1, )

. mltl'“:)?-{-l

-4

sind linear unabhingige algebraische Funktionen der Fliche T, deren Pole
simtlich im System der R+ 1w=p+p 41 Punkte 2, (r=1,--,p+u+1)
enthalten sind. Nach bekannten Sitzen lassen sich aber die £, (=1, B+1),
jm Rahmen der oben gemachten Einschrinkung, so. bestimmen, daB ge-
rade i + 2 und nicht mehr unabhingige algebraische Funktionen (die
Konpstante mitgezithlt) der in Rede stehemden Art existieren. Wegen
d=2u+3<pu+2d h p+1<L0 und pu+ 120, folgt p=—1
oder B = P.

Im Falle mehrfacher Nullstellen ¢, .- , £rys von Q ”’”:R“l hat

man zum Beweise auch die hdheren Ableitungen nach der Ortsuniformi-
sierenden zn verwenden.¥)

Auf Grund des erbaltenen Resultates ist der Zugang zur Theorie der
zur Charakteristik = gehOrigen analytischen Funktionen gewonnen. Der
weitere Aufbau der Theorie vollzieht sich nach Prym-Rost (II. Teil, 2. u.
6. Abschuitt). '

§ .
Bemerkung fiber die Prymscheén Probleme XN. Ordnung.**)

Die in § 4 angestellten Uberlegungen fiihren zur Formulierung der
Prymschen Probleme N. Ordnung zundchst fiir Polentialfunktionen: Ge-
sucht werden N Funktionen U= U,/ + iU, (k=1,---, N) von folgenden
Figenschaften

1. U, ist eine in T allenthalbn reguldre, im Innern von T eindeutige
Polentialfunktion;

2. die analytische Fortsetzung der U, diber die Schmitte a b, c, (v=1,-.-, p)
kiniiber, erfolgt gemdf3 den Substitutionen

*) Siehe Prym-Rost, 1. e., IL Teil, S. 209f.

**) Vgl. Prym-Rost, 1. ¢, Vorwort. Wie die Herren Prym und Rost mir mit-
teilen, befinden sie sich bereits seit Jahren im Besitze dieser und weitergehender
Resultate. Die oben angegebenen Sitze sind ohne Kenntnis dieser Resultate und auf
anderem Wege gefunden.



Prymsche Funktionen. 57
ul w

(O = 2 A,f;) Ty + A lings a,
=1

ve=1,--4p,

k=1, N,

—

¥
(S) (U)*r= Z BTy + B lings b,
J=1

N
(U= D C)(U)y + 6 lings ¢,
j=t1 ‘

wobel
A7 = (4 4 i (40, BY) = (BY) +1(BY)", usw,,

QI,E’) = (QI,EV))’-F i (QI,E"))", usw.
komplexe Konstanten sind mit den reellen bzw. lateralen Teilen
(A,f;)>' usw. bzw. (Ak(;))" usw,

3. Die homogenen, in reellen und lateralen Teil zerlegien Substitutionen,:
d. h. die Substitutionen '

QT vt

o | W) ) (Ad) () - (B)]

. . 2

L(4) (g e (a9
(B7) —(BY) = (B)

B®) w . ,
(By)" @) e (B
(cf) — (@) = (e
M= -
(cr)”  (Cmy (el

sind Orthogonalsubstitutionen.

Die Gesamtheit der Substitutionen A®, B®, o), (v=1,--., ) heiB$
wieder Charalderistik des Problems. Damit die Randbedingungen-iswiders
spruchsfrei sind, ist notwendig, daB
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a) die homogenen Substitutionen den Matrizengleichungen

&) {(A@))- 1(B®)=1 A®) B®) me [), v=1,--,p,
& rOre ... (=1
geniigen,
b) fiir die inhomogenen Substitutionen die Bedingungen (in der Schreib-
weise des Matrizenkalkiils)

o (A)=1 (BO) =1 A BE) o E), v=1,-,p,
(:) { CHE® ... Cr = 1

erfiillt sind. Dabei haben die A® folgende Bedeutung: Macht man die
Substitutionen (8) durch-Einfuhrung éiner (N4 1). Verinderlichen

S~ U;+1 ) UJ;'-+1
homogen, schreibt also
N+1
() (m)+=24<'>(v), usw., k=1,---, N+1,

wobei
) | L =0, j=1-.. N
A’ii\'+1 15) (v=1,--,p; k=1,--,N), 4 VY ’ ©

¥4hi 1, j=N+1

8o bezeichnet A" bzw. B, ) die Matrix jeder solchen Substitution.*)
Aus dem Dirichletschen Prinzip ergibt sich dann der folgende
Existenzsatz: Auf jeder beliebigen meanjcschm Hgche T existiert

2w emer Prymschen Charakteristik und su, im Rahmén derBedmgungen (89,

vorgegebenen  Perioden 2[,5'), B, € (w1, p; k=1,--, N) immer min-

destens M‘System von N (nicht similick identisch verschwindenden) Potential-
funktionen.
DaB es andererseits (hichstens von Konstantensystemen abgesehen)
nicht mehr gly ein derartiges System gibt, folgt aus dem
Eindeutigkeitssatz: Von Konstantensystemen abgesehen existiert auf
keiner einzigen Riemannschen F'liche T vom Geschlechte p zu einer gegebenen

Prymschen Charakteristik ein System von allenthalben endlichen Potential-

funktionen, das den homogenen Bedingungen gendigt.

Der Beweis des Eindeutigkeitssatzes ergibt sich aus der Betrachtung
des Dirichlet-Integrals

, UsWw.,

*) Im Falle 1. Ordnung waren die homogenen, zu jedem Schnittpaare ay, b, ge-
horigen Substitutionen vertauschbar. Die Bedingung a) zoginfolgedessen C, =1 (v=1,--.,p)
nach sich. Bei den Problemen N. Ordnung hingegen ist dies im allgemeinen nicht
mehr der Fall, d. h, die quadratische Matrix I im allgemeinen nicht mehr die
Einheitsmatrix.
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vy = [ | ST+ G+ (Y4 (YT anar

woenn man den Greenschen Satz anwendet und von der Tatsache Gebrauch
macht, daB die Bilinearform

2 [U;a RN aat{f]

k=

— é—a; bedeutet die Ableitung nach der Normalen am Rande von I’ —

bei orthogonaler kongredienter Transformation der Variablen U, U,”
by, 2UE QU
" on’ on

Bei Hinzunahme vorgegebener Pole bzw. logarithmischer Unstetig-
keiten gelingt der Existenzbeweis ebenfalls mit Hilfe des Dirichletschen
Prinzips. Beziiglich der hierbei sich ergebenden Sitze sowie der Theorie
der analytischen Funktionen (deren Existenz und Anzahl, soweit es sich
um die allenthalben endlichen handelt, auch durch &bnliche Argumentation
wie in § D sich herleiten liBt) muB auf weitere Arbeiten der Herren
Prym und Rost verwiesen werden.

- in sich {ibergeht.

§ 7.

Zum Existenzbeweis der in den §§ 1 mit 3 benutzten Abbildungs-
funktionen.

8) Um zu den Funktionen W(z) der §§ 1 und 2 zu gelangen, kon-
struiert man im Gebiete S zuniichst eine reelle Potentialfunktion « von
folgenden Eigenschaften:

1. w ist, von einem einzigen, dem Innern von S angehdrigen
festen Punkte O abgesehen, in S und auf dessen Begrenzung eine
reguldre Potentialfunktion;

2. w wird in O unstetig wie WAL (W) (unter

Wo=Wo'+ i W,
die zu O gehorige Ortsuniformisierende von S verstanden);
3. je zwei, entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungs-
stiicke zugehorige, Funktionselemente von  sind identisch.
Der Beweis ist wortlich der gleiche wie bei Weyl*) Im vorliegenden
Fall ist die bei Weyl**) formulierte Definition der Konkurrencfunktion v

*) Weyl, 1. c, 8. 79ff.
**) Weyl], 1. c., S. 93.
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durch die Forderung zu ergénzen: v ist stetig differenzierbar auch noch
in den Punkten der Begrenzung von S. Die Werte von v bzw. seiner
ersten Ableitungen stimmen in entsprechenden Punkten paralleler Be-
grenzungesticke bzw. ilberein. M. a. W.: Ist in den rechtwinkligen Koor-
dinaten W', W”

Wll‘- A'W'——A”W”+ %[I’ Wlnﬂ- A”W’+ AIW}I+ uu
die lineare Zuordnung eines Paares von Begrenzungsstiicken, so muB sein

(W, W)= o(W,, W,") e 0(A W — AW + %, AW+ AW +U),

R g

Es gibt solche Konkurrenzfunktionen. Nachdem die Existenz der (im
Innern von S mit Ausnahme von O reguliren) Limesfunktion u gezeigt
ist, ertibrigt nur mehr der Nachweis, daB u auch die Bedingung 3 er-
fullt. Dieser Nachweis griindet sich (vgl. § 4) auf die Tatsache, dab
das absolute Minimum d des Dirichlet-Integrals beztiglich der Gesamtheit

der Konkurrenzfunktionen v den ndmlichen Wert hat fiir alle Gebiete §,
die zum gleichen Systeme linearer Substitutionen W, = 4 W~4 U, usw.,
wie das urspriingliche Gebiet S, gehtren und aus S durch geeignete De-
formation der Begrenzung hervorgehen. In der Tat wird (bei geeigneter

Deformation) S aus S erhalten, indem man von S etwa ein einziges, ein-
fach zusammenhiéngendes (ebiet f wegschneidet, und dafiir an anderer

Stelle ein Gebiet f der gleichen Art zu S hinzufigt. f und f>< sind ver-
moge der entsprechenden linearen Substitution, etwa W, =4, W4 ¥,
umkehrbar eindeutig und konform aufeinander zu beziehen. Aus jeder
Konkurrenzfunktion v des urspriinglichen Minimalproblems (beziiglich S)

ergibt sich eine Konkurrenzfunktion v des neuen Problems (beztiglich §)
suf Grund der Definition:
v=20 in dem S und S gemeinsamen Gebiet,
v hat in einem Punkte von f den gleichen Wert wie ¢ in dem ver-
moge W, = A4, W~+ ¥, zugeordneten Punkt von f
Das Dirichlet-Integral bleibt aber bei konformer Abbildung ungeiindert.

Aus der Potentialfunktion % gewinnt man schlieBlich in bekannter
Weise die gesuchte analytische Funktion s.

b) Im wesentlichen die gleichen Bemerkungen gelten fiir den Ezistens-
beweis der Abbildungsfunktion des § 3.
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III. Schlufibemerkung: Weitere Fragestellungen.

Der § 2 vorliegender Arbeit hatte sich mit der Umkehrung eines
merkwiirdigen Theorems der Herren Prym und Rost beschiftigt, welches
als ein Analogon — oder, wenn man will, als eine Verallgemeinerung —
jener wohlbekannten Tatsache gelten kann, daB ein Abelsches Integral
1. Gattung mit, beispielsweise, durchweg rein imaginéiren (oder mit lauter
reellen) Perioden nicht existiert.

Dieser letztere Satz ist ein besonderer Fall des folgenden Theorems*):

Ein Abelsches Integral 1. Gattung vom Geschlecht » und mit den
Perioden ¥, B, (v=1, .-, p) existiert sicherlich nicht, sobald die Be-

ziehung .
P
(Ia;) _iZ{Q—[v%v'—ngIv}>O

y=1

nicht erfillt ist, unter ¥,, B, wiederum die zu A, bzw. B, konjugiert
komplexen GroBen verstanden*). Mit andern Worten: Die Ungleichung
(Ia) ist eine notwendige Bedingung dafilr, da die %,, B, als die Perioden
eines Abelschen. Integrals 1. Gattung mdoglich sind.

. Es ergibt sich hieraus unmittelbar die Frage, inwieweit die Bedingung
A%) Whch himreichend w8i. Gegeben. seien: 2y Giipew ¥, B, (v =1,---, p),
die der Besiehung (Ia) Geniige leisten. -Gibt es' em Abelsches Integral
1. Gattung vom Geschlecht p, das die Perioden U, B, besitet?

Der in § 1 aufgefiihrte Prymsche Eindeutigkeitssatz und, allgemeiner,
das bereits genannte Theorem des Herrn Prym und Rost**) bilden nun
Spezialfille eines Satzes iiber die Prymschen Funktionen 1. Ordnung,
welcher genau der oben prizisierten Eigentiimlichkeit der Abelschen Inte-
grale entspricht bzw. sie als Sonderfall umfaBt. Er 18t sich so aussprechen:

Die 2p Grifen A, B, konnen nur dann Perioden (mindestens) einer
gur Prymschen Charakteristik A,, B, (v==1,:--, p) gehorigen, allenthalben
endlichen Prymschen Funktion des Geschlechtes p sein, wenn die Ungleichung
besteht

r=p

(Ib) —52[{551,5&—&’9&%} +(%,(1—B,)~B,(1—A,) (AB,+L~

- S5 -T, (=R |5 0

*) Vgl z. B. 8. 28 dieser Arbeit.-
© ¥ Vgl § 2, S. 88 dieser Arbeit.
»%) Vgl z. B. S. 28, Formel (I) dieser Arbeit.
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Natiirlich gilt nebenher (damit die Randbedingungen in sich widerspruchs-
frei sind)

®) 2> [A,(1—B)) = B,(1—A)] = 0.%)

Die Bedingung (1b) ist also notwendig. Ist sie auch hinreichend?

Zufolge (Ib) kiénnen die Perioden einer allenthalben endlichen Prym-
schen Funktion nicht vollig willkiirlich gewahlt werden. Diese Bemerkung
fiihrt schlieflich zu einer Erweiterung der Umkehrung**) des Prym-Rost-
schen Satzes. Man kann nimlich nicht nur, wie das die obige Betrachtung
tat, lediglich (Ib) in den Mittelpunkt der Betrachtung stellen und dabei
die Charakteristik festhalten. Vielmehr kann der Nachdruck auch auf den
Umstand gelegt werden, daB es Charakteristiken spesieller Art sind, fiir die
obige Beschrankung hinsichtlich der additiven Perioden statthat. Demgem#B
wird man sich fragen:

Gibt es Klassen Nicht-Prymscher Charakleristiken, fiir welche — ent-
sprechend der Eigentiimlichkeit der Klasse der Prymschen — nicht notwendig
Jjedes, im Rahmen der Bedingung (S") gewdhlte System von 2p Grifen
A, B, (v=1,---, p) als System der additiven Perioden (mindestens) einer
allenthalben endlichen, zur betrachieten Charakteristik der Klasse gehiorigen
Funktion moglich 4st?

Zeigt sich, daB die Prymschen Charakteristiken in der Tat die ein-
zigen in dieser Art sind, so wdre damit die (in (Ib) zum Ausdruck kom-
mende) Beschrinkung fiir die additiven Perioden als .charakterietischs fiir. die
Prymschen Probleme erwiesen.

Die Beweise -fiir diese Sitze werden auf andepe Art sls die Beweise
m §.1 mit 3 zu fiihren sein.

Entsprechende Fragestellungen ergeben sich bei den Problemen N. Ord-
nung, #*¥)

Ausgehend von den in § 3 gemachten Bemerkungen gelangt man in
dhnlicher Weige zur Frage nach der Verallgemeinerung der Siize von
Hurwitz{) (speziell des Eindeutigkeitssatzes) fiir das Riemannsche Problem
N. Ordnung. In erster Reibe steht hier, zwecks Charakterisierung der.
Ausnahmefille, die Aufstellung von (notwendigen) Bedingungen fiir die
Existenz allenthalben endlicher (multiplikativer) Funktionenscharen.

*) Vgl. 8. 45 vorliegender Arbeit.
**) Siehe § 2 dieser Arbeit.

***) Vgl. hierzu auch § 6. Vorstehender Teil der SchluBbemerkungen ist bei der
Korrektur (Marz 1915) hinzugefiigt. Leider war es mir dabei nicht méglich, die seit
April 1914 erschienene Literatur zu bertcksichtigen.

1) Hurwitz, Algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen (Math. Ann.
41 (1893), 3. Abschnitt, S. 429fF.).
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In § 5 dieser Arbeit wurde der Existenzbeweis fiir die zu einer Nicht-
Prymschen Charakteristik 1. Ordnung gehorigen, analytischen Funktionen,
wenigstens fiir gewisse Kille, durchgefithrt. Hierbei dienten nach dem
Vorgange der Herren Prym und Rost die Existenzsitze fiir die Potential-
funktionen als Ausgangspunkt der Untersuchung. Letztere sind indes bis
jetzt (mit Hilfe des alternierenden Verfahrens bzw. des Dirichletschen
Prinzips) nur fiir Prymsche Probleme bewiesen.*) Es erscheint daber nicht
ohne Interesse, die Existenzbeweise fiir die Potentialfunktionen auch fiir
Nicht-Prymsche Charakteristiken N.Ordnung (N >1) durchzufiihren**), zumal
sich hierbei neue S#tze, unter anderem fiir die Losungen von Au 4 Au =0,
ergeben. Als Hilfsmittel wird die Theorie der linearen Integralgleichungen
zu dienen haben. Auch bei diesen Untersuchungen erweisen sich die
Prymschen Charakteristiken als bemerkenswerte Sonderfille. Bei der Dis-
kussion der Integralgleichung des Problems spielt nimlich neben der ge-
gebenen Charskteristik deren koptragrediente eine wesentliche Rolle. Die
Greenschen Funktionen des Problems miiBten als Funktionen der Variablen
zur gegebenen, als Funktionen der Parameter zur kontragredienten Cha-
rakteristik gehoren. Spaltet man in reellen und lateralen Teil, so wird
das Problem reell; fiir die Prymschen Charakteristiken und nur fiir diese
ist dann die kontragrediente Charakteristik des reellen Problems mit der
urspriinglichen ‘identisch. Daher fihren die Prymschen Charakteristiken
und nii¥ gié zu Problemen mit (reellem) symmétrischen Kern. Sie sind aus
di%%em Grunde such fiir die Theorie der Differentialgleichung Au 4 1t =0
" von Bedeutung.®+¥)

SchlieBlich kann man noch die relativ zu einer Riemannschen Fliche T’
verzweigten Potentialfunktionen in den Kreis der Untersuchung einbeziehen,

*) Vgl. indes meine Note: ,,Bemerkung iliber die Integrale Riemannscher Funk-
tionenscharen* (Sitzungsber. d. Heidelberger Akademie 1914, Math.-physikal. Abteil,,
28. Abhandlung, S. 10ff). Dort wird (nmgekehrt) der Existenzsatz fiir die Potential-
funktionen aus der Existenz der analytischen Funktionen (genauer gesagt aus dem
Existenztheorem fiir die Integrale Riemannscher Funktionenscharen) abgeleitet. Die
Integrale der Riemannschen Scharen werden ebenda auf Grund des Existenzeatzes
von Hilbert-Plemelj unmittelbar aus den Sitzen von Ritter (Math, Ann. 47) gewonnen:
(Siehe auch die dort zitierte Literatur; insbes. die Arbeiten von Klein, auf die in
obiger Arbeit leider nicht eingegangen werden kounte.)

**) Wegen andrer Behandlung der Probleme 1. Ordnung siche: Appel, Sur les
intégrales etc. (Acta mathem. Bd. 13); R. Konig, Leipziger Berichte, Bd. 63 (1911)
S.848—368. Wegen der Probleme 2. Ordnung siebe G. Vitali, Equationi differenziali ¢t67
(Rend. Circolo Palermo, Bd. XVI, 1902), sowie die in meiner Heidelberger Note zitierte-
Literatur.

**) Vgl. Pockels, Uber die partielle Differentialgleichung Au -+ k*u= 0 (Leipkig,
Teubner 1892). '
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speziell thren Zusammenhang mit den Riemannschen (analytischen) Funk-

tionenscharen behandeln.¥)

Auf diese und die vorerwihnten Fragen hoffe ich an anderer Stelle
zuriickzukommen; es wird sich dabei Gelegenheit ergeben, die mannigfachen
Beziehungen, welche zwischen den Untersuchungen von Klein und Ritter
einerseits, Prym und Rost andererseits bestehen, zu beleuchten.

Wiirzburg, den 23. Mirz 1914.

* Vgl FuBnote *) S. 68 dieser Arbeit.




