Teber eine Classe von Integralen mit geschlossener
Integrationscurve.

Von

L. Pooraammer in Kiel.

{}H‘&E”eihe mehrdeutige Function F'(w) die Form.
F(w) = (0 — a)” f(0),

wo f(w) in der Umgebung des Punktes w — e, eindeutig ist, so
‘hesitzt das Tntegral

f "0 — %) Fw) dw,

isgwelchem x gleichzeitig als Parameter und als obere Grenze vor-

“komiut, die Eigenschaft, den constanten Factor ¢*'®*+? aufzunehmen,
weni,. # einen positiven Umlauf um den Punkt «, ausfihrt®). Dieser
Saﬁﬁ gestattet eine Erwelterung , indem gewissen Integralen mit ge-
schlossener Integrationscurve eine” #hnliche Eigenschaft auch im Fall
der Umkreisung mehrerer singuldrer Punkte zukommt. Man betrachtet
im Folgenden ein Integral w(z) der Function (w — z)}* F(w), ge-
nommen nach w, dessen Integrationsweg S in dem Punkte x beginnt
und endigt und eine beliebige Anzahl von singuliren Punkten der
Fﬁncﬁon F (w) umschliesst. Die Curve S, die sich selbst nicht schneiden
ibge, begrenze ein Flichenstiick, auf welchem die singuliren Punkte
%’ﬁﬂ{%@, .+ O der Function F(w) liegen, und F(w) habe die Form

j{:: F(w) = (w — a)fr (w— a)fe . . . (w0 — “m)ﬁ”‘ H (w),

E(w) in der Umgebung der Punkte Gy Oy -+« O eindeutig
Besehre1bt dann die Variable 2 einen positiven Umlauf um
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’3&; Gﬁ' dle Abh, des Herrn Hossenfelder ,,Ueber die Integration einer
Izznemeﬁ D:ﬁ‘erentm]glemhung nter Ordnung“ im 4ten Bande dieser Annalen, sowie
die Abh. des Verfassers ,Ueber eine Classe von Funchionen einer complexen
Variablen, welche die" Form béstimmter Integralé haben* (§ 2) im 104t Bande
des Crelle’schen Journals,
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das ganze von der Curve S eingeschlossene Flichenstiick, so dass die
Punkte ¢, @,, ... o,, jedoch keine anderen singuliren Punkte der
Function F(w), umkreist werden, so nimmt das Integral o (z), wie in
dem nachstehenden § 1 gezeigt wird, den Factor

ki Bttt Bt

auf. Der Satz lisst sich auf mehrfache bestimmte Integrale von ent-
sprechender Form ausdehnen. Der reelle Bestandtheil der Constante
A4+ 1 wird in § 1 als positiv vorausgesetzt, da das Integral w(x)
sonst divergent ist,

Geniigt 4 der letzteren Bedingung micht, so bildet man in der
Art, wie der Verfasser in dem Aufsatze ,,Ueber ein Integral mit
doppeltem Umlauf“*) angegeben hat, ein Integral Q(z), dessen Inte-
grationsweg aus zwei Umliufen (einem positiven und einem negativen)
um den Punkt z und zwei Umliufen um die Gesammtheit der Punkte
@y, ¢y, « . Op besteht. Dieses Integral, welches in § 2 behandelt
wird , nimmt ebenfalls, wenn z einen positiven Umlauf um oy, a,,...,¢p
macht, den Factor ™ @téet=+lntd) auf Ist der reelle Theil von
2 = 1 positiv, so unterscheiden sich @ («) und Q(x) nur durch einen
constanten Factor. Das Integral Q(z) bebdlt fiir jeden endlichen |
Werth von 2, der nicht zu den singuliiren Werthen von F(w) gehort,
und fiir beliebige Werthe der in F(w) vorkommenden Constanten einen
bestimmten Sinn. Das in § 2 abgeleitete Resultat ist im Falle m==1
zugleich eine Erginzung des anféinglich genannten, auf das Integral

ﬂ : (w — x)* F(w) dw beztiglichen Satzes, da auch das letztere durch

ein Integral mit doppeltem Umlauf zu ersetzen ist, sobald dié xeel}eh
Theile der Constanten $, + 1 und 4 - 1 negativ werden.

¥ Diese Annalen, Band 385, pag. 470.

Ich darf nicht unterlassen, sm erwihnen, dass Herr C, Jordan in dem
bereits im Jahre 1887 vertffentlichten 3tec. Bande -seines ,,Cours d'Analyse de
I'Ecole Polytechnique (Paris, Gauthier-Villars), der mir bisher unbekannt ge-
blieben war, neben anderen Integralen mit geschlossenem Integrationswege auch
Integrale mit Doppelumlauf .anwendet (§ 193 u.f). Ferner wird in § 208 des
genannten Bandes gezeigt, dass das Integral der Function a (- )71, wenn
man als Integrationsweg einen Doppelimlauf um die Punkte 0 und 1 wihlt,
gleich dem Producte sus (1 — &%) (1 — ¢27?) und dem Euler’schen Integrale
erster Art ist, In Besug auf einen Theil der in -meinen Abhandlungen ,Ueber
ein Integral mit doppeltem Umlauf“ und ,Zur Theorie :der Euler’schen Inte-
grale® (Band 85 dieser Annalen, pag. 495) enthaltenen Sitze — die ich tibrigens
in druckfertiger Form schon im Frilhjahr 1887 Fachgenossen vorgelegt habe —
kommt also Herrn C. Jordan die Prioritét zu.
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§ 1.

Man verbinde die singuléiren Punkte e, @,, ..., an der in (1)
angegebenen Function F(w) durch eine gebrochene, sich selbst nicht
schneidende Linie % (Fig. 1), so dass eine Umkreisung der Linie %
mit der Umkreisung der # Punkte «,, «,, .. ., &, identisch ist, Dann
kann das in der Einleitung definirte Integral @(z) — nach § 1 des
erwihnten Aufsatzes ,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf
(Bd 85 dieser Ann)) — kurz durch

%;A

g o (r) = f N (w0 — x)* F(w) dw,

oder, ‘was dasselbe ist, durch

o (7) = f (™ 0 — ay F(w) duo
bezeichnet werden.

Da der reelle Theil der Constante 2 | 1 als positiv vorausgesetat
‘wird, so tragen die dem Punkte x unmittelbar benachbarten Theile
des Integrationsweges nur unendlich wenig zum Werthe des Integrals
‘@ (x) bei, Man darf also ein unendlich kleines Stiick der Curve S
‘nahe dem Punkte x fortlassen und auf diese Weise die geschlossene
Integratlonscurve in eine offene verwandeln. An der unteren Integral-

tehze werde ein bestimmter Werth der Potenz (w — 2)* und ein
bestimmter’ Werth der Function F(w) fixitt. Derjenige Ausdruck, in
‘welchen der ‘gewihlte' Zweig der Function F(w) iibergeht, wenn w
lings § den Umlauf um @, o5, ..., o, ausgefihrt hat, soll durch
F, (w) bezeichnet werden. -

Es sei #, ¢in beliebiger Werth von z, ferner #, ein von z, un-
endlich wenig verschiedener Werth. Eine Curve z, sz, (Fig. 1), die
unter Umkreisung der Punkte «;, «,, ..., @ vom Punkte z, in posi-
tiver Drehungsrichtung zum Punkte », fihrt, wird wiederum kurz
‘durch S bezeichnet. Die Function w(x,) ist (abgesehen von dem un-
:ghidligh kleinen Betrag, welcher dem kurzen Bogenstiick #,, entspricht)
sglejeh’- dem lings dxeser Curve S genommenen Integral

(o) = = [0 — @y Fw) aw,

E\s«@and,elt sich darum, die stetigen Aenderungen von (z) in dem
Ealie zw&fmxtteln, dass die Girdsse 2 vom Punkte x, aus einen posi- ;
tiven-Umlaaf um die Punkte 0y, @, ... 0, macht. Da z sowohl
-untere ais%bvere Integralgrenze in o (z) ist, so tritt der Weg,; den z -
‘&urchlaufﬁ‘ E{oppélt zu dem anfinglichen Integrationswege von (3)~
Iunzu, a;ugggréem Jandert sich, wenn z variirt, die zu integrirende
Funection, da sie. o als Parameter enthilt,
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Von z, aus werde (im positiven Sinne) eine ausserhalb S bleibende
Curve #,7,§, bis zu einem dicht bei x, liegenden Punkte g, und
ebenso von z, aus eine der
letzteren benachbarte Curve
2,7, &, gezogen (Fig. 1). Die
vier Punkte 2,, z,, &, &
sollen einander unendlich nahe
sein. Die Curven z,7,£, und
2,7,&,, die man schliesslich
zusammenfallen lisst, gebgn
den Weg der Variable z an.
Es wird vorausgesetzt, dass
auf dem Flichenstiick zwischen
%,8%, und x,7,§, keine singu-
laren Punkte der Function
F(w) liegen. Betrachtet man . .
fir irgend einen der Curve ST
%, sx, angehorigen Punkt w T
die Potenz (w — ) wihrend 2 die Curve x,7,§, durchlauft, so be-
steht, von einem unendlich kleinen Unterschied abgesehen, die Gleichung

4) (w — &) = 7% (w — ),

da z den Punkt w im positiven Sinne umkreist hat.
Man bezeichnet durch (§,) das Integral

o) = [, (@0 — &} F®) v,

dessen Integrationsweg die Linie &7 2,5%,7,&, ist. Die Grosse w(£)
stellt denjenigen Werth von o (%) dar, welcher’ ats &(2;)'schligsslich
erhalten wird, wenn @ die Curve #,7,£, durchliuft. Der Intégratiors-
weg von o (E,) zerfillt in die dréi Abschinitbe &, 2y, @y s, und ,7;§;.
Fiir die Punkte w des mittleren Abschnittes @, say, Welcher den Iate-
grationsweg von o(z,) angiebt, ist dierGleighung (4)-anzawenden; die
Werthe der Function F(w) sind in diesen Punkten die.némlichen, wie
bei dem Integral w(x,).- Das in w(§) enthaltene Intbgral lings der
Curve z,s%, bat also den Werth €27 o(x,). Jedoch hebi sich dieser
Bestandtheil von o(£,), ‘wie eine einfache Usberlegung zeigt, gegen
das Integral lings der Curve §r o fort.: . . ‘
Da in o(§,) der Punkt », kein singuliter Punkt der zu inte-
grirenden Function ist, so kann der Integrationsweg von w(£,) in der
Art vereinfacht werden, dass statt der zwéi ersten Abschnitte &;7 ®,
und @, sx, der geradlinige, unendlich-kleiné Weg & x, gewihlt wird.
Letzterer liefert aber (da A4 4-1>>0 ist),nur einen zu vernachlissigenden
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Beitrag zu dem Werthe von o (£,). Mithin ist w(,) gleich dem léngs
#,7,E, genommenen Integral. '

Im Punkte w =2, und in den folgenden Punkten w der Curve
#,7,&, bat die zu integrirende Function den Werth

(w— &) Fy(w), =t (w— gz ) F, (w).
Denn der jetzt anzuwendende Zweig der Function F(w) wird durch
F, (w) bezeichnet, und die Gleichung (4) bleibt giiltig, da die Werthe
der Potenz (w — §,)* fiir die Punkte w der Curve Zy79 €, sich stetig
an die Werthe anschliessen, die zur Curve 2, sz, gehdren. Demnach

wird fiir w(§,) die Gleichung . “
(5) o) = 32””L w0 — @, ) Fy (w) dw
evhalten, )

Es soll nun die speciellere Voraussetzung gemacht werden , dass
F(w) eine Function sei, welche den constanten Factgr €7 gufnimmt,
wenn w einen positiven Umlauf um die singuliren Punkte 04y 0oy uuy Oy
macht. Man setzt also )

(6) Fy(w) = 70 F(w).
Dann ergiebt sich fiir w(£,) der Ausdruck

0(&) = a0t [ — ) Fw) dw,

In dem rechts stehenden Integral kann der Integrationsweg z,7,£,
durch den urspriinglichen Integrationsweg S ersetzt werden, da auf
dem Fléchenstlick zwischen den beiden Wegen keine singuléren Punkte
liegen. Auf diese Weise entsteht, wenn man die vier Punkte X1y %0, E,, €y
schliesslich in einen Punkt zusammenfallen lisst, die Gleichung

(M a(§,) = e~ o (z,).

Die Function F'(w) geniigt der Bedingung (6) zundichst, wenn sie
die Form
(8) F(w) = (0 — 0,)f (W — a)f: . .. (0 — ap)fm H (w0)
hat, woselbst H(w) eine in der Umgebung der Punkte Gy y Oy eouy Oy
‘eindeutige Function von w bedeutet. In diesem Falle ist

@ o@)=.[ (W — 2} (0 — o) (w — o)t
B
. w — o)™ H(w) dw
t{%ﬁ ( m) ( ) ’
. d=ﬁ1+ﬁ2"+"'+ﬁm:
wodurch dis Gleichung (7) in
(10) @ () = & Pri-prttputd) o ()
.ibergeht. Eg, ist hiermit der in der Einleitung angegebene Satz be-
wiesen, dass -das Integral (9) den constanten. Factor ¢*%*@tért+fmtd) -
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aufnimmt, wenn « die Punkte e, ,, ... &, im positiven Sinne
umkreist. Die Constanten ﬁ i ﬁ2) ..o ﬁm sind keinen Beschrﬁnkungen
unterworfen, und die Constante 4 nur derjenigen, dass der reelle
Theil von 4 - 1 positiv sel.

Die Formeln (6) und (7) finden sodann auch auf den Fall An-
wendung, wo die Function F(w) selbst ein Integral von der Form
(9) ist oder ein solches als Factor enthilt. Hs sei g(w) ein zu (9)
analoges Integral

an = . (En ) (oo (0 — e (0 — )

. (0 — an)™ h(v) dv
und F(w) die Function
(12)  F(w) = W= o) (w— o). (w— en)™ H(w) y(w),
wo H(w) und h(v) in der Umgebung der Punkie ¢, a,,.. ., a, als
eindeutig vorausgesetzt werden. Dann nimmt in (6) die Constante ¢
den Werth

By +B.+ - +But+r+r+ - Frntu
an. Folglich hat das Doppelintegral

a@) = [ (0 — 23 F(w) dw,

in welchem F'(w) den Ausdruck (12) bedeutet, die Eigenschaft, den
Factor

R R e s R TS R
aufzunehmen, wenn z einen positiven Umlauf um die Punkte «;, &y,...,0n
ausfiihrt. In der nimlichen Art lisst sich der Satz auf vielfache Inte- .
grale von beliebiger Ordnung ausdehnen.

,*,§ 2

In den vorstehenden Rechnungen st vorausgesetz{: wotden, dass
der reelle Bestandtheil von 2 - 1. positiv sei. Gentigt die-Constante
A dieser Bedingung nicht, so wird, weil das Integral (2) dlvergxrt
der in § 1 bewiesene Satz Illusonsch Derselbe kann indessen, wie
gezeigt werden” soll, als ein specieller Fall eines Satzes, der fiir Jeden
Werth von 4 einen Sinn behiit, aufgefasst werden, Statt des in (2)
angegebenen Integrals o (z) mrd éin andetes Integral' Q(x) betrachtet,
dessen Integrationsweg aus einem Doppe]um@ufﬁm z und UM 0y, @y ey Om
besteht, und fiir das ebenfalls’ eine Gleichting: von der Form (7) gilt.

Ma.n verbinde wiederum die Punkte ¢, ¢y, . . ., &n, Welche m be-
liebige singulire Argumente der Function F(w) darstellen, durch eine
gebrochene, sich nicht schneidende Linie % und nenne 7' ein Flichen-
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“shiigk; -welehes, die ganze Linie 9, jedoch keine anderen singulidren
Punkts von F(w) als a,, a,, . . ., o, enthilt. Auf 7 befinde sich auch
_der ;:Punkt »; ferner sei ¢ ein beliebiger Punkt dieser Fliche, welcher
_keinem der Puvkte e, a,,..., ¢, # unendlich nahe liegh und der
wildnie® % nicht angehdrt. Von ¢ aus werde innerbalb 7 eine ge-
 dohlemsene Linie cc, c,¢ gezogen, die man kurz © nennt, und die den
siPunkt , Jedoch keinen dex Punkte «,, o,, . .., @, umschliesst. Ausser-

Fig. 2.

~ “dem logt man eine geschlossene Curve ¢bybyc, welche B heissen moge,

‘um-die Linie %; der Punkt z befindet sich ausserhalb . Es wird

. ‘vorausgesetst, dass die Punkte c,, Cyy by, by derartig liegen, dass der

- .Weg cc,¢,c den positiven Umlauf um %, der Weg ¢b, b,¢ den posi-
«‘fgiﬁiyfen Unmlauf um «,, a,, . . ., @, bedeutet (Fig. 2).

5500 Be sei nun Q (2) dasienige nach w genommense Integral der Function

(w — 2)* F(w), ;

98 Integrationscurve sich aus den 4 auf einander folgenden Theilen

¢¢ 6,6, chibye, coye, cbyb,c

~richlung. . Nach der .obengenannten Abhandlung ,,Ueber ein Integral
w R IR L ; . i .
m;taﬁ pelters Urlanf { wendet man fiir Q (z) die abgekiirzte Bezeichnung

2 S P -_('”’ %, 2, *-) ¢
431 k@ = [ (w — 2 Fw) dw
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Es werde vorausgesetzt, dass die Function F(w) die (in (6) an-
gegebene) Eigenschaft habe, den Factor €27 aufzunehmen, wenn die
Variable w die Linie % im positiven Sinne umkreist. Man nennt
& (w) die zu integrirende Function in Q(z), so dass
(14) () = (w — 2) Flw) |
ist. An der unteren Grenze w == ¢ des Integrals Q(2) wird ein be-
stimmter Werth ®(c) gewihlt, der ®, heissen mége. Man bezeichnet
ferner durch N (z) das lings ce¢, ¢, ¢, sowie durch M(x) das lings cb, b,c
erstreckte Integral von ®(w), falls an der unteren Grenze ¢ dieser
Integrale der Werth &, als Anfangswerth von ®(w) genommen wird.
Analog zu (2) schreibt man abgekiirzt

()
N(x) = w — z)* F(w) dw,
o @ = [,

M(z) = l, ’(m)(w — 2)* F(w) dw.

Das Integral Q(z) lisst sich linear durch N(z) und M(x) aus-

driicken. Bildet man die Gleichung ’
Qz) = Q () + () + (=) 4 Q =),
wo Q (2); (%), Q(x), Q, () die Integrale lings je eines der 4 Ab-
schnitte des gegebenen Weges
ceiepe, ¢bibye, ccyeic, cbybye
bedeuten sollen, so ist :
Q@)= N(x), Q)= e’ (z).
Denn bei N(x), M(x), Q () hat die Function ¢ (w) an der unteren
Integralgrenze den Werth ®,, wihrend man an der unteren Grenze
von ,(z), wegen der vorhergehenden Umkreisung des Punktes z,
den Werth e?7#* & fiir ¢ (w) zu setzen hat. In Q;(#) gehort zur
unteren Grenze der Werth e27¢+9).d,, zur oberen der Werth e2#io @ ;
am Endpunkte des Integrationsweges von Q,(x) nimmt die Function
¢ (w) wieder den Werth &, an. Indem man, unter Multiplication
mit — 1, bei Q(2) und Q,(x) die Integrationscurve umkehrt, er-
giebt sich
Q(2) = — " N(z), Q@) =— M),

so dass fiir Q(x) die Gleichung ;
(16) Q@) = (1 — e?=i%) N(z) 4 (e7i* — 1) M ()
erhalten wird. - e -

Um zu untersuchen, i welcher ‘Weise die Grosse Q(x) sich
éndert, wenn, die Variable #'einen positiven Umlauf um die Linie %
ausfithrt, reicht es wegen def Gleichung (16) aus, das Verhalten der
Grossen M(z) und N(x) im gedachten Falle festzustellen. Man darf



508 L. PocraamMER,

voraussetzen, dass die Curve, auf welcher # bei Umkreisung der Linie
% fortschreitet, den Integrationsweg von M () vollstindig umschliesst,
da letzterer auf eine der Linie 9 beliebig nahe kommende Curve zu-
sammengezogen werden kann. Dann wird, indem die Variable 2 ihre
Curve durchliuft, in jedem Element des Integrals M (z) die Grosse w
von % umkreist, worans folgt, dass der schliessliche Werth von M ()
gleich dem Product aus dem anfinglichen Werthe und der Constante
e2#i4 ist. . Bei N(«) modificirt sich, wenn  in der angegebenen Weise
variirt, auch der Integrationsweg, da derselbe der z- Curve ausweichen
muss¥), Um diese Aenderung zu verfolgen, soll zunichst die z-Curve
niher bezeichnet werden. '

Es sei, wie im vorigen Paragraphen, », der anfingliche Werth
von 2, und § ein unendlich nahe bei », liegender Punkt; x durch-
laufe die Curve x,7§ (die punktirte Linie in Fig. 3), welche den ge-
gebenen Integrationsweg € des Integrals N(z) in den Punkten d, und
d, schneiden moge. Nan nennt ¢, und ¢,/ zwei Punkte von @, welche
nicht weit von d, entfernt sind, und zwischen denen d, liegt; ébenso

Fig. 8.

“befinde sich d, zwischen den benachbarten Punkten ¢, und ¢, der
Linie €. Es sei ferner | ein Punkt von &, welcher ¢ gegeniiber liegt,
in dem Sinne, dass er von ¢ durch d, und durch d, getrennt ist. In
genanerer Bezeichnung ist @ hiernach die Curve ce,d, ¢, 'le,d, ¢/ c.
Wenn z auf-der Curve 2;7& bis zum ersten Schuittpunkte d, gelangt
ish, so.mmes. im- Integral N(x) die Variable w den Punkt d, umgehen,

*)‘Off, § 1 der obenerwithnten Abhandlung des Verfassers ,,Ueber eine Clasie
von Functionéit einer complexen Variablen, welche die Form bestimmter Integrals
baben*, Crelle’s Journkl, Bd. 104,
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damit die a-Curve und der Integrationsweg sich nicht schneiden, und
bei dem weiteren Fortschreiten von x wiederholt sich (wegen der
vox:ausgesetzten Stetigkeit der Aenderung) fortwihrend dieses Zurtick-
weichen des Integrationsweges vor der z-Curve. Statt des directen
Wegc-as von ¢, zu ¢, (auf der Curve @) erhilt man daher (Fig. 3)
fiir die Variable w einen Weg
€D ¢y €040y,
zveleper den Curvenbogen d,7d, & von beiden Seiten umgiebt. In
ahnlicher Weise weicht auch der Theil ¢c¢,d,¢,'l des Integrationsweges
‘@ dem Wege von # aus. Man ziche vom Punkte ¢ eine Linie ckl,
welche zwischen #, und § hindurchgeht; dieselbe tritt an Stelle des
Weges cc,d,c,’l, da die z-Curve den Integrationsweg gewissermassen
vor sich herschiebt. Also ist, nachdem z die Curve ad,rd§ durch-
laufen hat, der urspriingliche Integrationsweg cc;d, ¢, le,dyc, ¢ des
betrachteten Integrals durch den Integrationsweg
ckle,peec qe, ¢

zu ersetzen. Die anfinglichen Werthe der Integrale M(z) und N(z)
sollen kurz durch M(z,) und N(w,), die schliesslichen Werthe der-
gselben durch M (E) und N(§) bezeichnet werden. Bei M(z,) und
N(z,) sei wiederum &, der Werth der Function ®(w) an der unteren
Integralgrenze w = c.

Die Elemente des Integrals N(z), welche der unteren Grenze.
w = ¢ benachbart sind, nehmen den Factor e2#i guf, wenn « die Curve
z,rE durchliuft. Denn letztere umschliesst die betreffenden Punkte w,
so dass (abgesehen von einem unendlich kleinen Unterschiede) die
. Potenz (w—&)* gleich ¢ (w— x,)* zu setzen ist, Wegen der Stetig-
keit von @®(w) innerhalb des bestimmten Integrals ibertrigt sich dieser
Factor ¢ auf sammtliche Elemente desselben. ﬁ

Da im Integral N(£) der Punkt kein singuldfer ist, so kann
man statt des Abschnitts cklc,p des Integrationsweges einen kitrzeren
Weg von ¢ nach p wihlen. Andererséits sollen’gewisse Strecken zum
Integrationswege hinzugefiigt werden.” Be sei § einr beliebiger Punkt
des Integrationsweges zwisechen p und ¢’ (Fig.3); man verbindet ¢
und § durch eine Linie ¢ss, welche zwischen 9 und & hindurchgeht
und den Bogen ¢, ¢ des Integrationsweges in einem Pngkte s schneiden
moge. Die Einschaltung der zwei Strecken sse und c¢ss in den
Integrationsweg sndert, da die Integrale lings s's¢ und css sich
gegenseitig aufheben, den Werth von N(E) nicht. Ebenso darf man
zu dem letzten Theil des Integrationswegs noch einmal die Strecken
sc¢ und ¢s (welche anmittelbar auf einander folgen sollen) hinzufiigen.
Mit Riicksicht hieranf kann der Integrationsweg.von N(g) aus folgen-
den 3 Theilen zusammengesetzt werden :

ckle,ps'se, cssc,/ ec,86, ©84cyC.
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Der erste Theil stellt einen- Umlauf um die Linie % dar; das Integral
lings - desselben ist (bis auf eine unendlich kleine Diffetenz) gleich dem
Ausdruck
6271:2'2,M(x1),

da es sich von dem oben definirten Integral M (z,) nur dadurch untef-
scheidet, dass an der unteren Integralgrenze der Werth der zu inte-
grirenden Function nicht ®,, sondern ¢?*4®, ist, Das Integral lings
s8¢, ec, s¢ stimmt mit dem Producte -

- éeHN()

dberein. Denn einerseits ist der singuliire Punkt £, der vom Integrations-
wege umkreist wird, von #, nur unendlich wenig verschieden, anderer-

seits ist an der unteren Integralgrenze der Werth ¢2i(o-+3) ®janzuwenden,

weil F(w) in Folge des ﬁm{aufs um die Linie 9 den Factor ¢?ric gpf.

genommen hat. Am Anfangspunkte der Strecke csgc,’ ¢ hat ®(w) den

Werth e¥ile+) b, am Endpunkte derselben den Werth et it wie

sich.aus den Drehungsrichtungen des Umlaufs um & und des zweiten

Umlaufs um 9 unmittelbar ergiebt. Indem man bei dem Integral lings

¢sg¢y ¢ unter Aenderang des Vorzeichens den Integrationsweg umkehrt,

findet man dasselbe gleich dem Producte

— et M (z,).
Auf diese Weise entstehen fiir M(¢) und N (§) die Gleichungen
(l7) {;{n(g) = egsz(xi)f

N (g) = et (1—c274) M ;) + ehoito) N (5,).
Fir Q(&) bat man nach (16) den Ausdruck
CQ(E) = (1—e0) N(£) + (e2mit — 1) (%).

Setzt man fiir M(£) und N(£) die in (17) erhaltenen Werthe ein, so
entsteht die Gleichung

Q&) = e2aio+1) (1 — g2mio) N(z,)
+ il [(1 — 62“"") (1 — e2m’l) + e2mik 1] M(wl)

oder ‘ )

Q) = @1 Zemio) N(z,) + (6272 — 1) M(z))].
Da. aber ngch_(16)

‘ Q@) = (1= ¥0) N(w,) 4 (e2*i2 — 1) M (@)

ist;’ s’ gelafigt man zu der Fjo*rmélz
18) L Q) = emerQ(g,).

Die Function- Q(#) nimmt also, -wie behauptet wurde, den Factor
™ @+h) auf, wenn die Variable' & -einen positiven Umlauf um die
Punkte «;, e,, . . .; oy macht,
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Der Werth des Integrals Q(z) ist von der Wahl des Punktes ¢,
in welchem der Integrationsweg beginnt und endigt, unabhéingig. Man
beweist dies, indem man der Curve ¢ eine besondere Gestalt giebt.
Wird der Punkt ¢ mit einem beliebigen Fig. 4.
anderen Punkte ¢ des Flichenstlicks T
durch eine Linie A, die innerhalb T
bleibt und die Linie ¥ nicht schneidet,
verbunden, und von ¢ eine geschlossene
Curve © um den Punkt z gezogen
(Fig. 4), so kann man die zuvor
angewendete Curve € durch die Linie
A, die Linie © und die in umgekehrter Richtung zum zweiten Male
durchlaufene Linie A ersetzen, Hierdurch wird das Integral N (x) gleich
dem Trinom

JREIOL +f:@’¢(w) aw+ [ o) dw.

Wie oben gezeigt wurde, hat ®(w) am Endpunkte des ganzen Inte-
grationsweges von Q(z) denselben Werth, wie am Ausgangspunkte,
so dass das erste der Theilintegrale, in welche man Q(z) zerlegt,
sich wieder stetig an das letzte anschliesst. In Folge dessen darf man
bei der genannten Zerlegung das Integral

j:d>(w) dw

zum letzten Summandus machen und erhilt hierdurch fiir Q(z) den
Augdruck ‘

© Pe q (@) ()
Q(w)=£()¢(w)dw+'ﬁ(w¢(w)dw+jf ¢(w)dw+d£ & (1) duty

welcher sich von dem fritheren Ausdruck .der Grosse @(z) nur dadurch
unterscheidet, dass der Punkt ¢ an die-Stélle des Punktes¢ getreten ist.
Ist der reelle Bestandtheil der Constante A -}--1 pdsitiv, so kann
man (Fig. 2) den Punkt ¢ unendlich nahe an den Punkt # heranrticken
lassen und die Dimensionen der Curve § verschwindend klein nehmen.
Hierdurch wird N(z) unendlich klein, und M(z) mit dem in (2) be-
zeichneten Integral o (x) identisch. Aus (16) .ergiebt .sich dann die
Gleichung
(19) Q(z) = (¢t — 1) 0(a),
welche die Beziehuiig “Zwischien den Integraler Q(#%) und o (x) in allen
Fillen, wo (), iberhaupt einen bestimmten Sinn“hat, ausdriickt.

Kiel, im Mai,1890.




