
Ueber eiae CIasse yon In~egralen mi~ geschlossener 
In~egra~ionscurve. 

Von 

L. P o c m ~ a  in Kiel. 

~ e i h e  mehrdeufige Function E(w) die Form. 

F(w) ---- (w -- ~,)~" f(w), 
~O ~ w )  in der Umgebung des Punktes w---~ a,, e!ndeutig ist, so 
~he~itzt das Integral 

j~. ' (w-  x) ~ •(w) dw, 

" ~ e l ~ e h e m  x glgiehzeitig als Parameter und als obere Grenze vor- 
~]~zi~tr~die Eigenschaftb den constanten Factor e ~(t~§ aufzunehmen, 
wean~ x einen positiven Umlauf um den Punkt a, ausfiihri*). Dieser 
Saf~(gestat;~e~ eine Erweiterung~ indem gewissen Integrslen mit ge- 
sehlossener Integrationscurve eine" ~ihnliche Eigenschaft auch im Fall 
,der Umkreisung mehrerer singul~rer Punkte zukommL Man betrachter 
im Folgenden ein Integral co(x) der Funct~ion ( w -  x) z .F(w), ge- 
nommen nach w~ dessen Integrationsweg S in dem Punkte x beginnt 
und endig~ und eine beliebige Anzahl yon singul~iren Punkten der 
~F~nctlon ~'(w) umschliesst. Die Curve S~ die. sich selbst nicht schneiden 
~:~g$,.~be~renze ein Fl~iehenstiick, auf welchem die singul~iren Punkte 
~ , . . . ,  a,~ der Function ~(w) hegen~ und .F(w) babe die Form 

- ( w  - - - 

;~0; ~ r  m der Umgebung der Punkte a~, a ~ , . . . ,  a~ emdeuhg 
G ~ ,  ~ ;~ . . . . . . .  

~ i~'Besehrmbt~ dann dm Variable x emen pos~hven Umlauf um 

~. ~)~ cf-r, die .~bh. des Herrn Hossenfelder ,,Ueber die Integration einer 
I ~ n  Diffor~ntialgleichung n t~r Ordnung" im 4 t~r' Bande dieser Annalen, sowie 
die ~bh. des Ve~:fa~ers ,Ueber eine Classe yon FuncCionen einer r 
Variabten, welohe di~'l%rm b~stimmCer Integral0 haben" (w 2) im 104 t~u Baade 
de~ Crelle'schen Joura&Is. 
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das ganze yon der Curve ~ eingesehlossene Fl~chens~/ick, so dass die 
Punkte ~ ~ ,  . . .~ ~ jedoeh keine anderen singul~en Punk~e der 
Func~on F(w),  umkreist warden, so nimmt~ das Integral ~ (~)~ wie in 
dam nachs~ehenden w 1 gezeigt wird, den Factor 

e ~  (/~+ ~ §  ... + ~ +  ~) 

auf. Der Sa~z l~ss~ sich auf mehrfache bes~imm~ In~egrale yon en~- 
sprechender Form ausdehnen. Der reeUe Bes~ndtheil der Cons~ante 

~ - I  wird in w 1 als posi~iv voransgese~zt~ da das Integral ~(~.) 
sonst divergen~ is~. 

Gen~tg~ ~ der ]e~zteren Bedingung niche, so bilde~ man in der 
Ar~, wie der Verfasser in dem Aufsatze ~Ueber ein Integral mit~ 
doppel~em Umlauf"*) angegeben ha~, e~n Integral ~(~), dessen In~e- 
grationsweg aus zwei Umliiufen (einem posi~iven und einem negativen) 
um den Punk~ ~ und zwei Uml~ufen um die Gesamm~he~t der Punk~e 
e~, e~, . . . ,  ~ bes~eh~. Dieses Integral, welches in w 2 behandel~ 
wird, nimrod, ebenfalls, wen~ �9 einen posi~iven Umlauf um e~, ~ , . . . ~  
machO, den Factor e ~ §  auf. ist der reelle Theil yon 

-}- 1 posi~iv, so un~erscheiden sich ~(~) und ~(~) n~ur dutch einen 
cons~anten Factor. Das Integral ~(~) beh~l~ f~ir jeden endlichen 
Worth yon ~ der nicht zu den singul~ren War,hen yon F(~)  gehSr~ 
und f/It beliebige War,he der in i~(~) vorkommenden Cons~an~en e/non 
besthnm~en Sinn. Das in w 2 abgelei~ete Resulta~ is~ im Falle ~ = ~  
zugleich eine Erg'~nzung des anF~nglich genann~en~ auf das Integral 

~ '(~ ~w Satzes, da auch das le~z~ere durch F(~)  bez~glichen 

ein Integral mi~ doppeltem Umlauf zu ersetzen ist, sobald die roe!Ion 
Theile der Constanten ~ Jr- 1 und ;. -}- 1 negativ warden. 

*) Diese Annalen, Band 85, pag. 470. 
Ieh daft nioh~ un~erlsssen, zu erw~lmen~ dus Herr *C. Jordan in dam 

bereits im Jahre 1887 ver~/i~en~li~nten 8ten Baude seines ,,Gears d'Analyse de 
l']~cole Poly~eehnique" (Paris, Gau~hier-Villars)~ der mir bisher unbekannt ge- 
blieben war, neb~n anderen Integr~len mi~ gesohlossenem ~IntegrationsweBe auch 
In~egrale mit Doppelumlauf ,anwende~ (w 193 u. s Ferner ~vird in ~ 208 des 
genannten Bandes gezeig~, dass das Integral der Function ~ - - i  (1 - - t )~ - l ,  ~venn 
man ale Integrations~ceg einen Doppel~miau~ um die Punkte~0 und 1 ~ I ~ ,  
gleich dam Produe~e su~ (1 --  e 2 ~ )  (1 - -  e~"~q)~und~dem Euler ' sehen  Iute~r~le 
erster Art ist. In Bezug auf einen Theil der in meinen Abhandlungen ,Ueber 
ein Integral mi~ doppel~em Umlauf" und ,,Zur ~Theorie ~der Euler'schen In~- 
grale" (Band 35 ~dieser Annalen, pag. 495) ent~hal~nen S~t~ze -- die ich ~ibr~gens 
in druckfertiger Form sohon im Fr~ihjahr 1887 F~hgenossen vorgeIe~,t babe ~ 
kommt also Herrn C. J o r d an die Priorit~ zu, 



w  

Man verbinde die singul~ren Punkte ~ ,  ~2, ...~ ~m der in (1) 
angegebenen Function /~(w) durch eine gebrochene, sich selbst nicht 
schneidende Linie !~ (Fig. 1), so dass eine Umkreisung der Linie !~ 
mit~ der Umkreisung der m Punkte al,  a2, �9 �9 .~ ~m identisch ist. Dann 
k a n n  das in der Einleitung definir~e Integral co(x) -- nach w 1 des 
er~w~hnten Aufsa~zes ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf" 

~ i~d .  35 di~ser Ann.) - -  kurz durch 

o~er ,  .was dasselbe ist, durch 

= .  - 

,..Ix 
b~ezeichTiet werden. 

Da der reelle Theil der ConstanCe t-}- 1 als positiv vorausgesetzt 
~-wird', so tragen die dem Punkte x unmittelbar benachbarten Theile 
des Integrationsweges nur unendlich wenig zum Werthe des Integral~ 
~a (x) bet. Man daft also ein unendlieh kleines S~iick der Curve 
~n~ahe dem Punkte x fortlassen und auf diese Weise die geschlossene 
~ni;egrationscurve in eine offene verwandeln. An der unteren Integral- 
~ e ~ z e  werde ein bestimmter Werth der Potenz ( w -  x) ~ und ein 
b:es~immter: Werth der Function ~'(w) fixirt. Derjenige Ausdruck~ in 
~ e l r  der gew~ihlte ~ Zweig der Function ~(w) iibergeht, wenn w 
~ g s  ~ d~en Umlauf-um a~ a~, .. .~ ~ ausgeftihr~ ha~, soll dureh 
/7'~ (w) bezeichnet werden. ~ 

Es set x~ ein beliebiger Werth yon x~ ferner x~ ein yon x~ un- 
endlich wenig verSchiedener Werth. Eine Curve x~sx~ (Fig. 1), die 
un te r  Umkreisung der Punkte a~ a ~ . . . ~  am yore Punkte x~ in posi- 
~iver Drehungsrichtung zum Pu~kte x~ ftihrt~ wird wiederum kurz 
~durch S bezeichnet. Die Function co(x~) isl (abgesehen yon dem un- 
~ia~dlich kleinen Betrag~ wetcher dem kurzen Bogenstiick x~x~ en~spricht) 
~eiv_M:dem l~ings dieser ~urve S genommenen Integral 

~ a ~ e l t ~ s i c h  d arum, die ste~tigen Aenderungen yon eoCx) in dem 
i ] ~ a i i ~ ; z u ~ i ~ e l n ,  dass die Gr'6sse x vom Punkte x~ aus einen posi- 
: t ~ ~ m t ~  um die Pankr a~ a ~ , . . . ,  a~ macht. Da x sowohl 
~un~e~e a]~s~l~re tntegralgrenze in ~(x)  ist, so tritt der Weg, den x * 
d~i~clili~f~i~oppelt zu dem anfiinghchen Integrahonswe~e you (3)- 

. . . . .  ~ ~ ~ ~ . ,  ~ . . . . . .  ~ ~ -  . . .  - -  . . ' Y  ~ . ~ 

~h~nzu~ a u ~ m  ~andert s~ch~ we~in x var~lrt; die zu antegr!rende 
Funer ~i sie~ x als Parameter enthMi. 
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Von xl aus werde (ira positiven Sinne) eine ausserhalb 8 bleibende 
Curve x~r~t bis zu einem dicht bet x I tiegenden Punkte ~l, und 
ebenso yon x~ aus eine der 
le~z~eren benachbarle Curve 
x ~ r ~  gezogen (Fig. 1). Die 
vier Punkte xi, x~ ~ ,  ~ 
sollen einander unendlich nahe 
sein. Die Curven x i r ~  und 
x~r~ ~ ,  die man schliesslich 
zusammenfallen l~issi, geb~n 
den Weg der Variable x an. 
Es wird vorausgesetz~, dass 
auf dem Fliichensttiek zwischen 
xisx~ und x ~ r ~  keine singu- 
l~iren Punkte der Function 
~(w) liegen. Betraehte~ man 
t~iir irgend einen der Curve 
xisx~ angehSrigen Punkt w 

F i g .  1. 

5.:" ............. ".'.'. 

. . . . - .  . . . . . . . . . . . . . . .  - : . . .  
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die Po~enz ( w -  x)% w~ihrend x die Curve x,r,~, durchl~iuft, so be- 
steh% yon einem unendlich kleinen Unterschied abgesehen) die Gleiohung 

( 4 )  ( w  - = e (w - -  x , y ,  

da x den Punkt w im positiven Sinne umkreis~ haL. 
Man bezeichnet dureh ~(~i) das Integral 

dessen Integrationsweg die Linie ~lrtxtsx~'~{~ is~. t~ie Or~sse ~{-~'0 
stell~ denjenigen Werth yon ~(~) dkr; "~Iehe~'afis d(Xi)~s%hti~sti~h 
erhalten wird, wenn x die Curve xlr j ~l durchlliuft. Der I n ~ i o ~ z i s  ~- 
weg yon ca (~l) zerHilI~ i~ ~ die dreI:Abscl~ai/file ~lr~x~t ~rfsx~'find x~ri~ i. 
Ftir die Punkte w des mi~,tteren~Ab.s~hnii~$lax~.~ ~Ieher  den Iate- 
grationsweg yon ~ (xi) ~ngieb~, ist d~e~.G!ei~hung (4) ~anzawenden ~ die 
Werthe der Function ~(w) sind in diesen Punk~en me~uamaca ~ wie 
bet dem Integral a~(x~).- Das in ~(~)  ~thaltene ~In%~gral litngs der 
Curve xisx~ hat also den Werih e ~ z  co(x~)'. Jedoch' hebt~ sich dieser 
Bestandtheil yon ~(~)~ ~wie eine einfache UeberIegung zeigt~ gegen 
das Integral l~ings der ~Curve ~, r~ x i f ~ . :  ~. ~ 

Da in r der Punkt x~ kein sing~l~er P~unkt der zu in~e- 
grirenden Function ist, so ka~n der In~r~iensweg~v~on ~(~ , ) in  tier 
Art vereinfaeht werden, d~a~ss s~a~t der ~.~v~rs~en h_bschni~te ~i~r~ 
und ~ s x~ der geradlinige ~ uhendlich~klei~i ~ Weg ~ x~ gewiih~wir~l. 
Le~zterer liefer~ a~er (da ;t -{- 1 ~  0 is~)~ur ~inen zu vernaehl~ss~g~en 
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Beitrag zu dem Werthe yon e(~i). Mithin ist eo(~,) gleich dem l~ngs 
x2 r~ $2 genommenen Integral. 

Im Punkte w ~ x~ und in den folgenden Punkten w der Curve 
xsr2~ 2 hat die zu integrirende Function den Werth 

(w -- ~,)~ F, (w) , = e~'~(w - x,)~ F~ (w). 
~Denn der jetzt anzuwendende Zweig der Function 2'(w) wird durch 
./P1 (w) bezeiehnet, und die Gleichung (4) bleibt giiltig, da die Werthe 
der Potenz ( w -  ~t) ~ ffir die Punkte w der Curve x2~%~ 2 sich stetig 
an die Werthe ansehliessen, die zur Curve x 1 s x 2 gehSren. Demnach 
wird filr a)(~i) die Gleichung 

(5) ~(~,) = e~'~ f~'~w - x,y  tv, (w) d~ 
e l ~ t a l t e n .  " a ~ 

Es solt nun die speciellere Voraussetzung gemacht werden ,  dass 
F(w) sine Function sei, welche den constanten Factor e ~+~ aufnimmt, 

~t 

wenn w einen positiven Umlauf um die singul~ren Punkte tq, ~ , . . . ,  t~m 
macht. Man setzt also 

Dann ergiebt sich fitr a~(~t) der Ausdruck 

/2 ro(~) = e~".o+~) (+o - -  ~/. ~(w) a~. 

In dem rechts stehenden Integral kann der Integrationsweg x ~ r ~  
dutch den ursprtinglichen Integrationsweg S ersetzt werden, da auf 
dem Fliichensttick zwischen den beiden Wegen keine singul~iren Punkte 
liegen. Auf diese Weise entsteht, wenn man die vier Punkte x~,x~,~,~z  
+chliesslich in einen Punkt zusammenfallen liisst, die Gleichung 
(7) ~(~,) = e~'(~+~) ~(x~). 

Die Function 2'(w) gentigt der Bedingung (6) zun~ichst, wenn sie 
die Form 

+(8) ~v(~) = (~ _ ~,)~, ( ~ _  ~ ) ~ . . . .  (~ _ ~ ) ~  ~ ( ~ )  
hat, woselbst /~r(w) sine in der Umgebung der Punkts a~, a~, ..., am 

�9 e~ndeutige Function yon w bedeutet. In diessm ~alle ist 

(w -- a,,,)~,. H(w) aw, 

= ~i + &++ " "  + ~.,, 
~;~tui~h~ ~ ~leichung (7)in 

(10) ~ (~,) ~ es~q~,+~,+'"+~m+~) co (xt) 
.iibergeht. Es+. ist hlermit der in der Einleitung angegebene Satz be- 
wiesen, dass alas .i~egral (9) den constanten. Factor eS~q~'+~'+"'+~m+9 " 
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aufnimmt~ wenn a~ die Punkte ~ ,  u ~ , . . . ,  ar~ im positiven Sinne 
umkreist. Die Constanten/~l, ~2, �9 �9 ~m sind keinen Beschrgnkungen 
unterworfen, und die Constante /t nur derjenigen, dass der reel!e 
Theil yon Z + 1 positiv sei. 

Die Formeln (6)und (7) finden sodann aueh auf den Fall An- 
wendung, wo die Function ~w'(w) selbst ein Integral yon der Form 
(9) ist oder ein solehes als Factor enth~ilt. Es sei g(w) ein zu (9) 
analoges Integral 

und F(w) die Function 

0~) ~(~) - -  (w --- . , ) ~  ( w -  ~ ) ~ . . .  ( w -  ~)~,, ~(,o) z (~),  

wo / /(w) und /~(v) in der Umgebung der Punkte ut, a z , . . . ,  a~ als 
eindeutig vorausgesetzt werden. Dann nimmt in (6) die Constante a 
den Werth 

~, + ~ + ' "  +.,a,,, + ~,, + r~ + ' . '  + r,,, + 
an. Folglich hat das Doppelin~egral 

m 

~(z) ~ -1 ('''~:'''~) ( ~ -  ~)~ F(w) aw, 

in welehem E(w) den Ausdruck (12) bedeutet, die Eigensehaf~, den 
Factor 

aufzunehmen, wenn x einen positiven Umlauf um die Punkte at, a~,..., 
ausftihrt. In der ngmlichen Ar~ liisst sich der Satz auf ~iolfache I~tie- 
grale yon beliebiger Ordnung ausdelSneii. 

In den vorstehenden Rectmungen~styorausgesetzt worden, dass 
der reelle Bestandtheil volt A-~-. 1~ 13ositiv sei. Gentigt die-Constante 

dieser Bedingung nicht, so wird, weil das Integral (2) divergirt, 
der in w 1 bewiesene Satz illusorisch. ~ Derselbe kann indessen, wie 
gezeigt werden~soll, als ein specieller Fall eines S~tzes, der fur jeden 
Werth yon g einen~Si~n behalf, aufgefass~ werden. Start des in (2) 
angegebenen Integrals ~(a 0 wird ein anfle~res Iritegrat Q(a;) betraehtet~ 
dessert Integrationsweg ax/s e~ni~n Doppel~ant~uf~m x und um u~, ~z~, ..., am 
besteht, nnd ftir das ebenfalls" eine Gleidi~ing ~ yon der Form (7) gilt~ 

Man verbinde wiederum die Punkte. cj, a~, . . .~  am, welehe m be- 
liebige singuliire Argumeiate de~r Function/P(W) darstellen, dutch eiiie 
gebroehene, sich nieht schneidende Lin~e ~ und nenne 2' ein Fliicli~n~ 



~ ; + ~ e l e h e s ~  &e ganze Lm~e !~, jedoch keine anderen singul~ren 
+ P ~ + v o a  F(w) ats ~,, a~ , . . . ,  a~ enthiil~. AuF T befinde sich auch 
.der+Pu~akr x; ferner sei c ein beliebiger Punkt dieser Fl~iche~ welcher 
.~keihem der Punlrte a t ~ % ~...~ am, x unendlich nahe lieg~ und der 

~ '~i~+ !~ mch~; angehSrt. Von c aus werde innerhalb T eine ge- 
~ ~ e n e . L i m e  ec~e~e gezogen, die man kurz ~ nennr und die den 

.~a~l~r x~: jedo~ keinen der Punk~e a~ ~ ~2~ ...~ a~ umschliessL husser- 

l~ig. 2. 

= de  ieg  man+elne ge~hlossene Curve cblb2c ~ welche ~ heissen mSge, 
+um+~die "Linie !~; der Punkt x befindet sich ausserhalb !3. Es wird 

~+~rorausgese~z~, dass die Punkte c~ c2~ b~, b 2 derartig llegen, dass der 
- +Weg cc+c2c den positiven Umlauf um x, der Weg cb 1 b2c den posi- 
,%~iven Umlauf um ul, ~2, ., um bedeu~e~ (Fig. 2). 
~+,~++++~s- sei nun fl (x) dasienige nach w genommene Integral der Function 

(w-  F(w), 
:~+.lntegratl ibns4urve sieh ~us den 4 auf einander folgeflden Theilen 

c+c f2c+, cb b' c, cc c c, cb2btc 
~ ~ 9 ~ ' i  Die Curven ~.und ~ werden auf diese W eise + zweimal 
~ i ~ n ~ + . ~ s t  beide in pomfiver~ dann beide in ~iega~iver Drehungs. 
~ ~ : ~ i  ~ der a~bengenannt;en Abhandlun_~ ..Ueber ein In~e-ra] 
+ ~ ~ p ~ o ~ m l a u f , ~  wendef man fi~r ~2 (x)die abgelriirzte Bezeichnung 
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Es werde vorausgesetzt, dass die Function F(w) die (in (6) an- 
gegebene) Eigenschaft habe, den Factor e ~ a  aufzunehmen, wenn die 
Variable w die Linie 9~ im positiven Sinne umkreist. Man nenn~ 
q)(w) die zu integrirende Function in Q(x), so dass 
(14) (P(w) ~ ( w -  x) ~ F(w) 
isl. An der unteren Grenze w-----c des Integrals Q (x) wird ein be- 
stim'mter Werth r gewiihlr der (Po heissen mSge. Man bezeichne% 
ferner durch/~(x) das liings ccj c2c~ sowie durch M(x) das l~ngs cbl b2c 
erstreekte Integral yon r fails an der unteren Grenze c dieser 
In~egrale der Werth r  Anfangswerth yon r genommen wird. 
Analog zu (2) schreibt man abgektirz~ 

(15) f(s)(w 
~/(x) = j o  - -  x)~/~(w) dw. 

Das Integral ~2(x) liiss% sigh linear dutch ~ ' (x)und M(x) aus- 
driicken. Bildet man die Gleichung 

Q(x) = Q, (x) -t- Q~(x) -t- ~s(x) + ~,(x), 
wo ~21(x)) fi2(x), ~2a(x), Q4(x) die In~egrale l~ings je eines der 4 Ab- 
schnitle des gegebenen Weges 

cc[c~c, cb, b2c, cc2c, c, cb2bic 
bedeuten sollen, so ist 

Q~ ( x ) -  _~(x), ~ ( x )  - -  e~'~ ~(x).  
Denn bet ~r(x), J]/(x), Q, (x) hat die Function q)(w) ~n der un%eren 
Integralgrenze den Werth r wiihrend man an der un~ren Grenze 
yon g22(x), wegen der vorhergehenden Umkreisung des Punktes x, 
den Wer~h e ~ q)o fiir r  zu se~zen hat. in Qa(x) gehSrt zur 
unteren Grenze der Werth e~(~-a)~r zur oberen der Wereh e ~n~a ~0; 
am Endpunkte des Integra~ionsweges yon Qa(x) nimmt die Function 
r  wieder den Werth r an. Indem man, unter Mulliplicalion 
m i ~ -  1, bet Qa(x)find Qa(x) die IntegralionsGurve umkehr~, er- 
gieb~ sigh 

Q~ (x) ----- - -  e ~ ' '  2V(x), Q, (x) = - -  M(x) ,  
so dass ffir ~ (x) die Gleichung 

erhalt~n wird. -. / ~ 
Um zu untersuehen, i,i welcher 'Weise die Griisse Q(x) sigh 

~inder~, wenn~ die Variable x ~ einen positiven Umlauf um die Linie 9/ 
ausftihrl, reich~ es wegen dei Gleichung (16) aus, das Verhal~en d~r 
GrSssen ~ ( x )  und _At(x) im gedach~en Fa!le fes~zus~ellen. Man~iarf 
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vora~ssetzen, dass die Curve, auf welcher x bei Umkreisung der Linie 
9.t fortschreitet, den ]ntegrationsweg yon M(x) vollst~ndig umschliesst, 
da letzterer auf eine der Linie 9s beliebig nahe kommende Curve zu- 
sammengezogen werden kann. ])ann wird~ indem die Variable x ihre 
Curve ~ureht~iuft, in jedem Element des Integrals M(x) die Gr~sse w 
yon x umkreist, worans folgt, dass der schliessliche Werth yon ~r(x) 
gleich dem Product aus dem anF~nglichen Werthe und der Constante 
e ~+~ is t .  Bei _N(x) modificir~ sic]a, wenn x~ in der angegebenen Weise 
variirt, aue h der Jntegrationsweg, da derselbe der x-Curve ausweichen 
muss*).+ Um~._ ~+ diese Aenderung zu verfolgen, soll zuniichst die x-Curve 
~iher bezeichnet werden. 

Es sei, wie im vorigen Paragraphen, x~ der anf'fingliche Werth 
yon x,  und ~ ein unendlich nahe bei x~ liegender Punkt; x durch- 
laufe die Curve x~r~ (die punktir~e Linie in Fig. 8), welche den ge- 
gebenen Integrationsweg (~ des Integrals ~Y(x) in den Punkten d~ und 
d~ schneiden m~ge. Nan nennt g undc i' zwei Punkte yon (~, welche 
nicht weir yon dl .entfernt sind, und zwischen denen di liegt} ebenso 

3~ig, $. 

St 

ug ~ 

- \ 

b 

/ / 

�9 . e ~  Q r+  

I o . o  ~momo ~ 1  o ~ e  o o t v ~ o ~  o ~ o  

:befmde sich d: zwischen den benachbar~en Punkten c 2 und c 2' ddr 
L~n+ie ~ Es sei ferner l ein Punkt van ~,  welcher c gegeniiber lieg~ 
in+ &r~ Sinne, dass er yon c dutch dj und durch d2 getrennt ist. In 
genauerer Bezeichnung is~ ~ hiernach die Curve ogd~ol"lc~d2~c. 
Wenn x st~:.der Curve x I r~ bis zum ersten Schnittpunkte d 2 gelangt 
i~t, ~ ~ ira+ Integral ~V@) die Variable w den Punkt d~ umgehen: 

") +Cf~;~ f ~er obenerw~hnten Ab~andlung des Verfsssers ,,Ue~er eine C]aske 
yon F u n c t i ~  e~mer compleken Variablen, welche die Form bestimmter lntegr~e 
haben", CreIle~Jomm~l, Bd. 104. 
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dami~ die x-Curve und der Integrationsweg sich nicht schneiden, und 
bei dem weiterdn Fortschreiten yon x wiederhol~ sich (wegen tier 
vorausgesetzten Stetigkeit der Aenderung) fortw~ihrend dieses Zuriick o~ 
weichen des Integrationsweges vor der x-Curve. Start des directen 
Weges yon c 2 zu c 2" (auf der Curve ~) erh~.lt man daher (Fig. 3) 
fiir die Variable w einen Weg 

C~p c(  e c I ~l c2'~ 

weleher den Curvenbogen d~rd 1 ~ yon beiden Seiten umgiebt. In 
~hnlicher Weise weicht auch der Theft cci dl c1' 1 des lntegrationsweges 

~ (~ dem Wege yon x aus. Man ziehe yore Punkte c eine Linie c k~ 
welche zwischen x 1 und ~ hindurchgeht; dieselbe tritt an Stelle des 
Weges ccl djcj'~ , da die x-Curve den Integrationsweg gewissermassen 
vor sich herschiebt. Also ist, nachdem x die Gurve xd~rdl~ durch- 
laufen hat ,  der urspriingliche lntegrationsweg ccldlcl'lc2d~c2'c des 
betrachteten Integrals dutch den Integrationsweg 

ck~c2pcl" ecl clc2'c 
zu ersetzen. Die anf~nglichen Werthe der Integrale Jl/'(x) und N(x) 
sollen kurz dutch M(x l )und  ~r(xl) , die scl~liessliehen Werthe der- 
selben durch M(~) und ~r(~) bezeichnet werden. Bei M(xl) und 
~ (x l )  sei wiederum r der Werth der Function r an der unteren 

Integralgrenze w ~--- c. 
Die Elemente des Integrals 2~(x), welehe der unteren Grenze. 

w ~--- c benachbart sind, nehmen den Factor e ~aa auf, wenn x die Curve 
xlr~ durchl~iuft. Dean letztere umsehliesst die betreffenden Punkte w, 
so dass (abgesehen yon einem unendlich kleinen Unterschiede) die 

, Potenz (w--~)  z gleich e~a(w - xi) ~ zu setzen ist. Wegen der Stetig- 
keit" yon r  innerhalb des bestimmten Integrals iibertr~gt sieh dieser 
Factor e ~ a  auf s~immtliche Elemente desselben. . ~ 

Da im Integral N(~) der Punkt x~ kein singul~ire~ ~st, sd kann 
, man start des'Abschnitts cklc~p des Integrationsweges einen ktirzeren 

Weg yon c nach p w~hlen. Anderers~its sollen:gewi sse Strecken zum 
Integrationswege hinzugefligt werden. ~ Es~ sei g ~]~ beliebiger Punkt 
des Integra~ionsweges zwischen 1o und c( (Fig;3);  man verbindet v 
und s' dutch eine Linie css', welche z~ischen ~ und ~ hindurcbgeht 
und den Bogen c~ q des Integrationsweges in einem Punkte s schneiden 
mSge. Die Einschaltung der zwei Strecken s'sv ~l~ad csg in den 
Integrationsweg ~ndert, da die Integrale l~ngs s'~c und css' sieh 

egensei~ig aufheben~ den Werth yon ~(~) niche. Ebenso darf man 
g - ~§247 Theft des Intecrationswegs noc~a einmal die Strecken 

Mit Riicksicht hieraus kann der Integrationswe~g~von ~(~) aus ~olgen- 
den 3 Theilen zusammengesetzt werden 

cklc~10s' sc, css c~ ec~sa~ ~/s~tc~ c. 
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Der erste Tlieil s~ell~ einen~ Umlauf um die Linie 9.t dar; das Integral 
l~iags.desselben ~ is~ (bis auf eine unendlich kleine Diffe~enz) gleich dem 
Ausdruck 

e~=~ ~ l  (x,) , 

da es sich vorl d~m oben definirten Integral M(x~) nur dadurch unte~- 
scheidet, class an der unteren Integralgrenze der Werth der zu inte- 
grirenden Function nicht (!)o, sdndern @~a(l) o ist. Das Integral l&ngs 
r sa sti,mm% mi~ dem Producte 

e~'~(o+ ~) N ( x~ ) 

t~berem. Denn einerselts ist der singu]~ire l)unkt ~, der yore Integrations- 
~e'gd dmkrelbt wird, yon x~ nur unendlich wenig verschieden, anderer. 
seits, ist an tier unteren Integralgrenze der Werth eS=~(a§ ~) r 
Well" F(w) in ,Folge" des ~Jmlaufs um die Linie 9.I den Factor e s~o auf- 
genomfi~en hat. Am Anfangspunkte der Strecke csqc~'c hat (I)(w) den 
Werth e~(a+~z)(l)o, am Endpunkte derselben den Werth e~=aq)0, wie 
sich~ aus den Drehungsrichtungen des Umlaufs um ~, und des zweiten 
um:[s um!~ unmittelbar ergiebt. Indem than bei dem Integral liings 
C �9 ~ sq,c~ c unter Aenderung des Vorzexchens den lntegrationsweg urnkehrt, 
finder man dasselbe gleich dem Producte 

~er 

- -  e ~  M ( x l )  . 

:~hf diese Weise en~stehen fiir ~]/(~) und N(~) die Gleichungen 

Ffir fl(,~)- hat man naeh (16) den Ausdruck 
= (1 ( - - - e  ) -hr(~) q- 1)M(~). 

Setzt man ftir M(~) und N(~) die in (17) erhaltenen Wer~he ein, so 
enr162 die Gleichung 

+ e~'~[( I -  e~a/a)(1--@ ''~) + @~'~ --- I]M(x,) 

Ist,~ sd~.gel~g~ man zu der Fdrm~l. 
(18) 
Die Functioit-Q(x) nimmt also, ~wie behauptet 
e 2"~('+~) auf, wenn die Variable' x-einen 
Punkte al, a2, � 9  ? .~macht  ~. 

wurde, den Faotor~ 
positiven Umlauf um die 



Integrale mit geschlossener Integra~ionscurve. 511 

Der Werth des Integrals ~ (x) ist yon der Wahl des Punktes 6 
in welchem der Integrationsweg beginnt und endig~, unabhiingig. Man 
beweisl dies, indem man der Curve ~ eine besondere Gestalt giebl. 
Wird der Punkt cmit einem beliebigen 
anderen Punkte c des F1Kchenstiicks T 
dureh eine Linie A, die innerhalb T 
bleibt und die Linie !~ nicht schneider, 
verbunden, und yon r eine geschlossene 
Curve ~ um den Punkt x gezogen 
(Fig. 4), so kann man die zuvor 

~ig, 4. 

angewendete Curve ~ durch die Linie 
A, die Linie ~D und die in umgekehrter Riehtung zum zweiten Male 
durchlaufene Linie h ersetzen. Hierdureh wird das Integral N(x) gleieh 
dem Trinom 

Wie oben gezeigt wurde, hat O(w) am Endpunkte des ganzen Inte- 
grationsweges yon Q(x) denselben Wer~h, wie am Ausgangspunkte, 
so dass das erste der Theilintegrale, in welche man ~(x) zerleg~, 
sich wieder stetig an das letzte anschliesst. In Folge dessen daft man 
bei der genannten Zerlegung das Integral 

cZw 

zum letzten Summandus machen und erh~il~ hierdurch far ~(~) den 
Ausdruck 

welcher sieh yon dem friiheren Ausdruck ~der GrSsse r nur dadurch 
unterscheidet, dass der Punk~ r an die.Sb~lle des Punl~es'~ geSreten is~. 

Ist der reelle Bes~and~heil der Constitute /t + ~1 pSsi~iv, so kana 
man (Fig. 2) den Punk~ c un~endlieh nahe an den Punkt ~ heranrtieken 
lassen und die Dimensionen tier Curve ~ verschwindend klein llehmen. 
Hierdurch wird'2V(~) unendlich klein, und M(~) mi~ dem in (2) be- 
zeiehne~en Integral r (~) identiseh. Aus <16)~ergieb~sich dann die 
Gleichung 
(19) hi[x) ~ ( e ~  - -  1) co(x), 
welche die Beziehuiig*~wisclien den Integral~ f~(-~) and r (x) in allen 
F~llen, wo co(x}. ~berhaup~ einen bestimn~en Sinn~ha~, ausdrtick~. 

Kiel~ im Mai 1890. 


