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Zur Theorie der konvexen Funk~ionen. 

Von 

F. BZRNST~n~ und G. Do~.zsc~ in GS~dngen. 

E i n l e i t u n g .  

Under einer konvexen FunkCion vers~eh~ man eine in einem Intervall 
(a, b) Ftir jeden Weft definler~ eindeufige reelle Fnnl~ion f(x), die fftr je 
zwei Werte x t u n d  x~ im ]n~rvall (a, b) der Bedingung 

gen~g~. 
J. L. W. V. Jensen*) hat gezeig~: Ist die kanvexe Funktion i~ dem 

Interva~l (a, b) nach oben beschr5nkt, so ist sie dort stetig. (Die S~etigkeit 
erstreckt sich iibrigens nut auf die inneren Punkte des In~ervalls, an den 
Enden brauch~ die Funktion nicht stetig zu sein, z. B. 

f(x) = x ~ fiir - - l < x < + l ,  

= 2  ,, x = - - i  und x = = + l .  

F. Bernstein**) ha~ nun auf Grund der Theorie der konvexen Funk- 
~ionen, in bezug auf eine, bei der Begrtindung des Gau6schen FeMergesef~zes 
aufOretende Funkfion~ folgenden Sa~z bewiesen: 

JF/rfiillt die ~ e  reelle Funktion y =q~(x) die Funkt ionalbez ie~ 
+ . . .  + < + + . . .  + + 

far ~ ~ 0 unto" der 2qebenbedingung 

x 1 + . . .  + x ~ = O ,  

so "Kegen ihre Werte entweder auf eider Tarabd der Form 

y = h~x ~ + ~ (0), 

oder sie f ' ~  de~ eber~ _t~aum oberIwdb e i ~  solchen P a r a ~  iiberall 
dir~taus. 

*) J. L. W. V. Jansen, Sat le~ fonv~ions e~nvexes et les in~galitds entre leurs 
valeurs moyaunes. Acta Math. 30, S. 175--201. 

**) F. Berns~in, 13bex das GauBsche Fehlergesetz, Ms~h. Ann. 64 (1907), S. 417---447o 
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In tier gegenwiirtigen Arbeit zeigen wit, daft alle konvexen Funktionen 
ein ~bn]iches Verhalten wie diese spezielle Funktion aufweiserL Es g/R 
nSanlich der Satz: 

Eine ko~vexe Funktion ist entweder ira Inneren ihres D e f i n ~  
valls stetig, oder ihre Werte fiillen den ebenen P, aum oberha~ ~einer stetig~ 
konvexen Funktian, bzw. den gomzen zum Definitionsinterva.~l. geh6rigea 
5~reifen ~eral~ dicht aus. 

Der Jensensche Satz wird in dieser Arbei~ nicht benutzt~ sondern yon 
Neuem bewiesen- l~oerhaupt kann die Arbeit ohne Kenntnis der erw~hnten 
Abhandlungen yon Bernstein und Jensen gelesen werden. 

. 

H i i f s s ~ t ~ e .  

H i l f s s a t z  1.*) 1st f(x) eine im Inte~vall (a, b) k~mvexe _F~l~io~, so 
ist fiir alle ~un~e r~ die das !ntervall (a, b) in rationalem Verl~tnis teilen,. 

f(r) ~ g = Max (f(a), f(b)). 

Siad x I, x2, xs~ x 4 irgendwelche Argumente im Intervall (a, b), so ist 

f (x, + x~ + x~ 

1 1 
u f(xl) + ~- f(xt) + ~ f(xs) + ~+f(x~. 

Dutch den Sehlufl yon m -  t auf m ergibt sich aUgemein: 
2 ra ~ 

Es sei n eine positive ganze Zahl ~ 2 '~. D~n~ wrflalen wir 

x, +x~ + . - . + x ~  

und erhalten 

" 2 
oder 

2 " 
1 (1) 

l = l  l r = l  

Wir k~nnen nun annehmen, daft das Defmitionsintervall yon f@) das 
Intervall (0, 1) ist, indem wir f(a+x(b--'a)) stat~ f(x) betrachten. Die 

*) Dieser Satz ist yon F. Bemstem 1. c. S. 430 bewiesen word~. 
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r Teilpunk~e des Iat~rvalls slnd dann die Pmakte mit rafionaler 
Koordinat~ x ~ r .  E s  sei 

we m and n gaaze Zahlen sind und 0 <7 m ~ n i s t .  Dama setzen wit in 
Formel (1) 

X 1 ==x~ . . . . .  x ._ , , ,=O,  x,,_,~+l . . . . .  x.=-- 1 

und erhalt~n: 

f <__-~.~g~g. 

H i l f s s a t z  2. Ist  f (x )  im I ~ r v a t l  (a, b) eine konvexe Funktion, so 
ist f(x) in dem ~l~ilintervall a q-~7 ~ r < b - - V  bei b e l ~ g  kleinern posi- 

tivem ~ < b -  a - - ~  eine au f  der 2~fe~ge der rational~ Te#/punkte r des I~ter- 

valls (a, b) gld~chrMifiig stetige Funktion, d. h. zu vorgegebenem # > 0 gibt 
es ein ~ ~-~(5, *i) > O, so daft fiir je zwei ratio'r, ale Te i l~m~e r 1 und r~ 
des lnt~rvatls (a~b), die der ~Bedingung ri--r~.[ < ~ geniigen und noch dem 
Intervall a A- ~ ~ r ~ b - ~ a n g d ~ e n ,  die Ungleichu~g erfiillt ist: 

if(r,) -- f(r~), < ,L 
Die attf elner iiberall dichf~n Menge definierte Funktion f ( r )  nennen 

wir eine TeillSsung yon f (x) .  Zu ihr gehSrt eine ftir das hanere des 
Int~rvalls (a, b) definierte.st~tige konvexe Funktion, die mit f ( x )  in den 
Punkten a < r < b ~iberelnstimmt. 

Der Hilfssa~z 2, der fiir die spiiteren Beweise grtmdlegend ist, ist yon 
F. Bernstein*) bewiesen worden. Wir geben bier einen neuen Beweis, tier 
die dort gemaehten Fallunterseheidungen nieht benStigt. 

Wir nehmen wieder an, dab a = 0, b = 1 ist. Zungehst zeig~ man 
leieht, da$ f (r)  auf der Menge der irmeren ra~ionalen Teilpunl~ yon (0, 1) 
stetig ist. Es sei r rational und 0 ~ r < 1, ferner Ir eine positive ganze 
Zahl ~> 2. Dann wiihlen wir eine rationale Zahl h so, dab r - I - n h  noeh 
dem Intervall (0, 1) angehSren und setzen in der Relation (!) 

x ~ = - r + ~ . h ,  xo. . . . . .  x . - = r .  

Dann ergibt sich 

f ( r  + h) < ~ f ( r  + n h) + ' ----~'n f(r) 

oder 
f ( r  + h) --  f (r)  < f(" + ~ h) --  f(r) 

and 
f(r) - f (r- -h)  >_ f(r)-- f<r--nh) 

*) F. Borastein, I. c. S, ~0--~3~. 
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Wegen  der Konvexi~t  yon f(x) is~ 

f ( r  + h) - -  f ( r )  ~ f ( r )  - -  f ( r - -  h),  
also 

(2) f(r) - -  f(, '-- nh) ~_~ f (r )  - -  f ( r  --  h) <: f ( r  + h) --  f ( r )  < f(r -{- nh) --  f(r) 

Da r u n d  h, also auch r + ~h rational sind, so ist naeh Hilfssatz 1 

f ( r  -- n]~) und f ( r  + nh)  ~ g = Max (f(O), f(1)), 

so dab aus (2) folg~: 

@ f@) - g < f (r)  - f(r - h)  < f ( r  + h)  - -  f@) < g - fO') 

Lgg~ man n bei festem r unbegrenzt wachsen und h entsprechend gegen 0 
abnehmen, so fo l~ :  

lira {f(r_+ h) - - f (~ ) }  = O, 

wenn h durch die rationalen Werte gegen 0 tiiuf~. 
Um zu zeigen, dab die SLetigkeiL yon f ( r )  im Intexvall v~ ~ r ~  1 - - 7  

gteichmggig ist, beweisen wir zun~chs~ die Existen~ emer unteren Sghmnke 
=~ar f (r )  im In~ervall (0, 1). In der Formel (1) seCzen "wir 

1 
xl = r,  x~ . . . . .  x ~ = - f f  

und erhalten: 

oder 

Hieraus folgt: 

I,.+ <=-'>t) , ,r t  

1 

i 1 f 
= 2 4 -  - 

1 . 
f ( x )  ist ffir x = 7 m bezug auf die rationalen Argumente sf~ig. Es gibt 

also eine positive Zahl ~ so dag~ wenn 0 rational und i O ~  a ist, die 
Ungleichung bes~ht :  

< , .  

Wir setzen nun speziell: 

1 
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Daun ist ffir alle r zwisehen 0 und 1 

also 

I <---L---1 <~, 
' 

MitJain gilt f'~r aUe r zwisehen 0 und 1: 

,,(,) E - : - ] -  + , ,  - -  ,,. 
Nachdom die Exist~nz einer unteren Schranke ftir f(r) bewiesen ist, folgt; 
~u~ (3): 

T ~ f(r) -- f (r  --  h) s f (r  + h) -- f(r) =< g ---;, u 

und hieraus 

(4) i f ( r  + h )  - -  f ( r ) l  < g - ~  

ttiexb6i war vorausgesetzt, dab r _  nh noch im Int~xvall (0, 1) liegen. 
W i t  wi~hlen nun n ~ 2 s% dab 

w, 

ist. 
r 1 and r~ seien je zwei rationale Argumen~ im Interval] ~ <__~r~ 1 - - r ~  

die die Bedingung 

n 

eft'allen. Weil  

is~ so ist dann 

~ -  ,~__<r~ + ,~(r~-,~) __< 1 - ~ + . . ~ ,  
d.]a. 

o < , ~  + , ( , ~ - , ~ )  __< 1. 

Die Formel (4) is~ also auf r ~- rl~ h = r~ ~ r 1 anwendbar und liefer~: 

H i l f s s a t z  3. E/he in einem IntervaU (% b) nicht naeh obe~ be~hrtinktv 
konve~ Funktion ixt in kei~em Te~intervall nach oben beschriinkt. 

Angenommen, in dem Teilintervalt 

a g a . g x < _ _ f ~ < b  
sei 

f(x) < g. 
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Wit set;zen 
Max (g, f(a), f(b)) = G. 

Zu jedem Werte x im ][ntervall (a~ b) ~ b t  es einen Wertr ~" im Intexvall 
(a, fl) derart, dab x ein rationaler Teilpunkt des Intervalls (a, x% bzw. (x, b) 
ist. Nach Hitfssatz I i s t  dana 

f(x) ~ Max (f(a), f(x')), bzw. f(x) • Max (f(x'), f(b)), 
also stets 

f(x) <= 6. 
f(x) w~re mithin im ganzen IntervaU (a, b) beschriinkt. 

t t i l f s s a t z  4. Eine in einvm lntvrvall (a, b) nicht nach unJen be- 
sehrtin~ konvexe Funktion ist i~ kdnvm I~tervall navh unten beschrii~t. 

Angenommen, in dem Teilintervall (a, fl) sei 

f ( ~ ) >  ,,. 

Wir kSnnen f ( a ) =  0 voraussetzen, indem wit start f (x)  die konvexe 
Funktion f ( x )  - -  f ( a )  betrachten 

In einem anstoBenden Teilintervall sei f(x) nicht nach unten beschr~nkt. 
Wit kSnnen annelnnen~ dab dieses Intervall reehts yon (a~ fl) liegt~ (An- 
derenfalls braucttt man nur die konvexe F+mlrtion f ( - - x )  zu betrachten.) 
Wir nennen es (fl, 7)- Eine positive ganze Zahl n ~ 2 sei so gewfihlt, da~ 

7 -  ~ < ~ ( ~ - ~ )  
ist. In dem Intervall (fl, 7) gibt es einen Punkt ~, we 

ist. Wit  wenden die Relation (1) auf 

x~ . . . . .  x ~ _ ~ = a ,  x , , = ~  
an und erhalten: 

1 -\--f ( (n-  I)~ § ~ ) =< In ((n-- 1) f(~) + f(~)) = ~ f(~) < . .  

Nun ist aber 

also 

Ferner ist 

Die Ungleiehung 

- , ~  < ;, - ,~ < ~ ( p - , ~ ) ,  

(n - - l ) ,~  H-- ~ ~ -I" - - - ; - "  

steht also in Widersprueh mit der A~na]~me, dab f (x)  ~ u im In~rvall 
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H i l f s s a t z  5. ~Fc/ne im Intervall (a, b) nach oben beschriinkte k~mvexe 
Funk~ion ist dort auch navh unten beschr~kt. 

Im Intervall (a, b) sei 
f(x) < g. 

Angenommen, f(x) w~re dort nicht nach unten beschr~kt ,  so g~be es 

in (a, b) eia Argument x ~-a-[-b --~ .... + h, h ~ O, d e~m4, dal~ 

w~ire. :Nun ist aber 

+ 

also 
§ > .  

Dies widerspricht der Voraussetzang f ( x ) ~  g. 

o 

Das Verhalten der konvexen Funkt ionen.  

Es sei f(x) eine in dem In~ervall (a, b) nach unten besdvr~nkte Funl~tion: 

f(x)___~u ffir a ~ x ~ b .  
Ist ~ ein Punkt des Intervalls und ~ eine positive Zahl, so gibt es eiae 
un~ere Grenze m = m (~, 6) yon f(x) in dem Intervall 

soweit es zu (a, b) gehSr~, derar~ dab do~ 

Z(x) >_ ~(~, ~) 
is~, dab es aber mindestens ein x in demselben Intervall gibt, wo bei be- 
liebig kleinem ~ ~ 0 

f(x) < m (~, ~) + e 
is~. IAil~ man nun d bei fes~em ~ gegen 0 wandern, so durchl~uft m (~, 5) 
e~ne monoton wachsende, nach oben beschr~nkte Werffolge*), konvergiert 
also gegen eine ZaKI m(~). Wit  nennen diese fiir jedes Argumenl ~ des 
In~ervalls (a, b) defmierte Zahl m(~) die untere Grenze yon f(x) in der 
2V~he der Stelle ~. Die Funktion m(~) nennen wir kurz die untere Grenze 
vo~ f(x). 

Satz  1. /)/e unsure Gren~e re(x) einer ~ach u/aten besehriinkten kon- 
vexen Funktion f(x) ist eine stetige konve~ Funktion. 

Zuniichst zeigen wir, ~ re(x) konvex ist. Ist ~ eine beliebige posi- 
tive Zahl and sind ~1~ ~.~ zwei beliebige verschiedene hrgumente im 

*) Denn es ist stets m(~, ~)~< f(~). 
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De~ini~ionsint~r~all yon f(x'), so $b tes  wegen der Definition der unlren 
Grenze eine positive Zabl ~t = ~(~, ~ ~) derar~, d ~  f~r 

(5) f(x) > m -- 

ist. Wir  w~hlen nun irgend zwei WerCe x~ und x~ so, dab 

1~ -- ~ t < ~ u~a f(x~) < ~(~,) + -~ 
ist. Dann fo~ t :  

~md 

} 

f(x~) "{-2 f(x~) < ~a(~) --{-2 m(&) + "2 

Die Ungleichung (5) kann auf x = -  angewand~ werden und liefer~: 

Da nun 

ist, so ergib~ sieh: 

oder 

Dies gilt ffir jedes ~ > O, also folgh 

& In re(x) ist eine konvexe Fauld~on. 
Um die St~tigkei~ yon re(x) zu beweise~, betracht~n wir 

nut die inneren Punkt~ des Intervalls. Um oi~e~ inneren Pnnk~ ~ kann 
man ein ]ntervall (xl, ~r~),abgrenzen, yon dem ~ ein r a ~ o n a ~ e r , T e ~  
is~. Da re(x) konvex ist, so exis~ier~ nach l~i]r 2 eine TeillSsung yon 
re(x), die in den inneren ra~ionalen Teilpunkten r yon (xi, xt) s~t~g ist. 
Es ~b'l; also ein ~ > O, so dab ~ - -  ~ und ~ + ~ noe, h dem Inf, ervall (xl, ~ )  
angehSren und fiir i r - -  61 < 
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also 
8 (~) < ~(~) + 

ist. Wir behaupten, dab in dem Intervall l x -  ~ I ~  

~(x)  < ~(~) + 
ist~ 

Es sei x ein beliebiger Punkt des In~ervalls i x -- ~1 < ~- Wir brauchen 
nut zu zeigen: In jedem IntervaU um x lieg~ ein Punkt g, wo 

f (e )  < m(~) + 
is~. Denn dnnn muB auch 

selm Nun liegt abet in der Tat, well x dem Iui~rvall I x - - ~ i <  e angehSrt, 
in jeder Umgebung yon x ein rationaler Teilpunk~ r des Intervalls (xl ,xt)  , 
der auch noch im Intervall t r -  ~ t <  ~ lieg~ und wo also 

is~. In beliebiger N~3ae yon r~ also auch noch in der angegebenen Um- 
gebung yon x, aber gibt es einen Punkt g, wo 

d 
f(e)  < .~ (~) + -~ 

is~. Dann ist 
f(~) < ~ (~) + ~'. 

Damit ist gezeigt, dal~ in einer gewissen Umgebung yon 

(x) < ~(~) 

ist. Es gibt abet auch ein Intervall um 
un~eren Grenze 

is~, so dal~ dort 

~, wo wegen der Definition der 

f(x) > m (~) e 2 

,~(x) > ~(~) - -~ > ~(~) - ~ 

sein muB. Folglich is~ die Funktion f (x)  in jedem inneren Punk~e ~ des 
Detini~ionsintervalts (a, b) yon f (x)  s~etig. 

Fiir die I_utervallenden, z. B. ftir b, ergibt sich die S~e~igkeit auf  
Grund folgender ~berlegungen: In einem IntervaU b -  x ~ ~ ist 

f(x) > re(b) 

also 
m(~) > re(b) - -  ~. 
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ist;. Da 

also 

& h .  

re(x) < ,~ (xl) + ~ < 

Zu jedem Pnnl~t x zwischen x t u n d  b gibt es nun einen Wer~ x' im Inter- 
val[ J dersr~, dab x ein ra~ionaler Teflpunkt des Intervalls (x'~ b) ist. 
i~ach Hilfssatz 1 ist dann 

m(~) < Max ( , ~ ' ) ,  m~b)) < re(b) + ~. 

Im Intervall (a, b) ist also sowoM 

re(x) > r e ( b ) - - *  
als aueh 

re(x) < ,,(b) + ~. 

Miflxin ist re(x) in b ste~ig. 
Sa~z 2. Stimm~ eine naeh unten beschrt~nkte keavexe Furd~o~ mit 

,7~rer uacteren Grenze an wenigste~ eirtem inneren t)unla des Def~ions-  
intervalles nicht iiberein, so r sie nivht naeh oben beschrtin~. 

Es sei ~ ein innerer Punl~ des In , t ra i l s  (a, b), wo f(x) voa re(x) 
verschieden ist. Dann ist 

f(~) - m(~) = p > O. 
Wir werden nun zeigen, dab es eine Stelle im In~rvall gibt, wo f(x) 
grSBer als eine beliebig vorgegebene Zahl g isL 

Wir w~hlen eine ganze Zahl n so, dab 

(n- -  1) {- -]- m(~) > g 

ist. Man kaan im Intervall (a, b) ein Axgumen~ x ---- ~ - -  h so finden, da~ 
+ ( n -  1)h noeh im h~ervaU (a, b) lieg~ und zugleich 

p 
i f ( x )  - m(~)! < ~ ,  

f(~) < ~(~) + ~ 

re ( i )  = f(~) - p 

In diesem Intervall gibg es auch einen Punk[ x~, wo 

f(x~) < re(b) + ~ ,  
aL~o auch 

8 ~(~) < re(b) + ~- 

ist. In dem p~mlrte x I i s t  re(x) stetig, also isi in einem gewissen Inter- 
vall a r am x~ 

I,-(x) - m(x~) ! < ~-, 
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is~, so  folgr 

oder 

F. Btusrrr~ mad G. Do~rscrt. 

f(x) < f(~) P 2 

.p 
- - > 

Wit  setzen nun in Formel "(1) 

und erhalten: 
, f (~ )  < (n - -  1) f(~ -- h) + f(~ + <~ --  1)h), 

also 
f(~ + (n--  1)h) ~ n(f(~) --f(~ - h ) )  + f(~--  h), 

:Nun ist aber 

also 

fe rner 

f ( ~ - h )  > m(~) P 2J 

p 
f(~i) - f ( f -  h) > ~ .  

Daraus s 

P P = ( ~ - - 1 )  p f ( f  + (n -- 1,h) > n-  ~- + m(~) - -  ~- V + m(f)  > g. 

Aus den S~itzen 1 und 2 folgg der Je~'ensche Satz. Is~ n~mlich die 
Funktion f(x) nach oben beschr~nkt, so ist sie nach Bilfssatz 5 nach 
un~en beschriinkt, besitzi also eine untere Grenze. Nach Sa~z 2 ist f(x) 
~im Innern des Definitionsintervalls mit re(x) iden~isch, also nach Satz 1 
dort s~etig. 

Sa tz  3. Die Werte einer im Intervall (a, b) nach unten beschr~n~  
konvexen Funktio~ fiillen den ebenen Raum oberhaFo ihrer unteren Gren~e 
iiberall dicht aus, we'an die Fun]~io,a im Innern yon (a, b) nicht mit ihrer 
unteren Grenze identisch ist. 

Es sei 
a~_~<_b und ~ > m ( ~ ) .  

Dann werden wit zeigen: Zu jedem d > 0 gibt es ein x, so da$ 

und 

is~. 
Wegen dor Ste~igkeit yon re(x) gibt es eine Zahl /x > O, so da$ fiir 
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ist~ Wir kSnnen uns auf die 8 beschr~nkea, die kleiner als 

~ m  (~, ~ )  

sin& Dann ist fttr 

Da die Ftmktion f(,x) im Innern yon (a, b) nicht mi~ re(x) iibereinstimmt~ 
so ist sic nach Satz 2 in (a, b) nieht nach oben beschrRnkt; nach Hiffs- 
satz 3 gilt dasselbe fiir das IntervaU I x -  ~ [ <  & Es ist also miigRchy 
x 1 so zu w~len~ dab 

und 
f(xl) > ~ t 

ist. Ferner kann man x~ so wfihlen, dab 

-x I < 8  
und 

f(x ) < - 8 

ist, da fiir I x -  ~i ~ ~ die untere Grenzo tier Ungleichung genfigg: 

und in beliebiger N~he der unteren ~renze Funktionswer~e tiegen. MaR 
kann nun zwei Wer~e x' und x" im Intervall (a, b) so wiihlen, dab x~ 
und x~ innere rationale Teilpunkte des Intervalls (x, x") sind. Alsdann 
gibt es nach Hilfssatz 2 eine stetige Funktion F(x), die mii f (x)  in den 
rationalen Teilpunkten yon (x', x'~, also insbesondere in x 1 und xs mit 
f(x) fibereinstimmt. Diese is~ fiir x 1 grSBer als ~7-]-8, ffir x~ kleiner als 

-- 8. Sie nimmt also an ~iner Zwischenstelle 5" den Weft ~ und in einer 
hinreichend kleinen Umgebung yon 5 solehe Wer~e an, die sich yon 
um weniger als 8 unterscheiden. In dieser Umgebung liegen auch ratio- 
nale Teflp~nkte des In~e~v~ (x, ~"), wo F ( x ) =  f(x) i~. Also $b~ es 
sicher zwischen xl und x~, d. h. im Intervall Ix--~} ~ 8 Argumente, wo 

If(x) - -  ~1  < 8 
ist. 

Satz 4. Die Werte einer in einem Int~wall (a, b) nieht nach unten 
be~.ehr~inkten konvexe~ Funktio~ erf i i l~ den zum lnterva~ (a, b) gehSrigen 
Streifen der ~'oene iibexall dicht. 

Die Funktion is~ auch nicht nach oben b e s c ~ .  Denn w~e  dies 
der Fall, so mfigte sie nach Hilfssatz 5 nach unten beschr'ankt sein. 

Ist also a <: ~ ~ b und ~ ein beliebiger Weft,  so ist bei beliebigem 
8 > 0  die Funktion f(x) im I~tervall [ x - - ~ l < 8  naclt den Hilfss~tzen 
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3 und 4 weder naeh oben noeh nach unten besehr~ukt. 
zwei Argumente x~ und x~ so bestimmen, dab einerseits 

F. B ~ S ~ F ~  und G. Dowr~cs. Zur Theorie der konvexen Funktionen. 

Man ksnn also 

uad 

f (~ )  > ~ + ~ ,  
andererseits 

i~-x~l<~ 
und 

f (~)  < ~ - 

auf Grund yon Hilfssatz 2 analog wie bei ist. Hieraus schlieBt man 
Satz 3, dab f(x) zwischen x~ und x~, also im Intervall lx -- ~! ~ e? einen 
Wer~ zwischen ~ ] -  ~ und ~-{-~ annehmen muB. 


