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Zur‘ Theorie der konvexen Funktionen.

Vonr

F. Bernstemw und G. Dorrsca in Géttingen.

Einleitung.

Unter einer konvexen Funktion versteht man eine in einem Intervall
(@, b) fiir jeden Wert definierte eindeutige reelle Funktion f(z), die fiir je
zwei Werte 2, und 2, im Intervall (@,d) der Bedingung

f (-’”1 'j:‘z:) < f(%)';'f(xg)

geniigt.

J. L. W. V. Jensen®) hat gezeigt: Ist die konvexe Funmktion in dem
Intervall (a,b) nach oben beschrinkt, so ist sie dort stetig. (Die Stetigkeit
erstreckt sich tibrigens nur auf die inneren Punkte des Intervalls, an den
Enden braucht die Funktfion nicht stefig zu sein, z. B.

fl@)y=2a fir —1<z<+1,
=2 , z=—1und z=+ 1.

F. Bernstein®*¥) hat nun auf Grund der Theorie der konvexen Funk-
tionen, in bezug auf eine, bei der Begriindung des GauBschen Fehlergesetzes
auftretende Funktion, folgenden Satz bewiesen:

Erfillt die eindeutige reelle Funktion y =@ (x) die Funktionalbezichung

@)+ - -+ o@)<o@+e+ -+ o+
fiir ¢ 2 O unter der Nebenbedingung
x1+"'+xn=O7
s0 liegen thre Werte entweder auf einer Parabel der Form
y =#2"+ ¢(0),
oder sie fillen den ebenen Rauwm oberhall eimer solchen Parabel iiberall
dicht aus.
* J.L. W.V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre leurs

valeurs moyennes. Acta Math. 30, 8. 176—201.
+4 T, Bernstein, Uber das GauBsche Fehlergesetz, Math. Ann. 64 (1907), S, 417—447,
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In der gegenwirtigen Arbeit zeigen wir, daB alle konvexen Funkiionen
ein dhnliches Verhalten wie diese spezielle Funktion aufweisen. Es gilt
nimlich der Satz:

Eine konvexe Funkiion ist entweder im Inneren ihres Definitionsinter-
valls stetig, oder ilwe Werte fiillen den cbenen Raum oberhalb “eimer stetigen
konvexen Funktion, bow. den gamzen zum Definitionsintervall gehirigen
Streifen iiberall diché aus.

Der Jensensche Satz wird in dieser Arbeit nicht beputzt, sondern von
Neuem bewiesen. Uberhaupt kann die Arheit ohne Kenntnis der erwihnten
Abhandlungen von Bernstein und Jensen gelesen werden.

1.
Hilfssitze.

Hilfssatz 1.%) Ist f(z) cine im Imtervall (a, b) konvexe Fumkiiom, so
ist fiir alle Punkte r, die das Intervall (a, b) in rationalem Verhiltnis teilen:
f(r) < g = Max (f@), f®).

Sind #,, ,, 73, z, irgendwelche Argumente im Intervall (g, b), so ist

2, + 2, + a5 + =, 1 .(x + 1 &y + @,
) <3 () v (557)
<A@ + § flz) + 5 F@) + ()
Durch den SchluB von m — 1 auf m ergibt sich allgemein:

onf (’2}%2 z,) __<,§’ f@).

r=1
Es sei » eine positive ganze Zabl < 2% Dann wihlen wir
70 s T e o
o

Tppy =&ypg= = Ayn =
und erhalten
o £ (5 D) < D) + @ —n(x S,
oder v=1 v=1 foer
W F(E Sa) <2 D).
r=1 r=1

Wir konnen nun annchmen, daB das Definitionsintervall von f(z) das
Intervall (0, 1) ist, indem wir f(a+2(b—a)) statt f(x) betrachten. Die

¥) Dieser Satz ist von F. Bernstein 1. ¢. 8. 430 bewiesen worden.
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rationalen Teilpunkie des Infervalls sind dapn die Punkbe mit rationaler
JKoordinate x = 7. Es sei

y ==

=3

El

wo m und # ganze Zablen sind und 0 <m < » ist. Dann sefzen wir in
Formel (1)
il - $2 = e = x

n—-m=07 Zyeppy ==X =1
und erhalten:

a

rG) <=0

Hilfssatz 2. Ist f(z) ém Intervall (a,b) eine konvexe Funkiion, so
ist f(x) in dem Teilintervall a + v <r < b—n bei beliebig kleinem posi-

tivem n < ?—;3 eine auf der Menge der rationalen Teillpunkte r des Inter-

valls (a,b) gleichmifig stetige Fumkiion, d. h. zu vorgegebenem & > 0 gibt
es cin & = &(0,n) >0, so daf fir je swei rationale Telpunkie v, und r,
des Intervalls (a, b), die der Bedingung r,—r,| < & geniigen wnd noch dem
Intervall @ + 5 < r < b — u angehdren, die Ungleichung erfiillt ist:

if(ry) — f(re) <9,

Die auf einer iiberall dichten Menge definierte Funktion f(r) nennen
wir eine Teillssung von f(#). Zu ibr gehdrt eine fiir das Innere des
Intervalls (a,b) definierte.stetige konvexe Funktion, die mit f(x) in den
Punkten a <» < b itbereinstimmé.

Der Hilfssatz 2, der fiir die spiteren Beweise grundlegend ist, ist von
F. Bernstein®) bewiesen worden. Wir geben hier einen neuen Beweis, der
die dort gemachten Fallunterscheidungen nicht bendtigt.

Wir nehmen wieder an, daf o =0, b = 1 ist. Zunichst zeigt man
leicht, da8 f(r) auf der Menge der inneren rationalen Teilpunkte von (0,1)
stetig ist. Es sei » rational und 0 << r <1, ferner u eine positive ganze
Zghl > 2. Dann wihlen wir eine rationale Zahl % so, daB r & #k noch
dem Intervall (0, 1) angehdren und setzen in der Relation (1)

Zy=r+n-h, Zy=— =g, =1

2

Dann ergibt sich
flr£8) < = flr £ k) + 22 £(r)
oder
f(’)’ + h) - f(’)‘) < j:(f + nh) — ()
. = n 2
und
f) — flr—B) > f@;’%@:i@

*) F. Berngtein, 1. ¢. S. 430432,
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(43}
L ped
-3

Wegen der Konvexitit von f(x) ist
flr+8) —fr) 2 flr) —f(r— D),

also

@ FO=IC=mB o oy By < flr+ By — f0) < LOER=IO,

Da r und %, also auch r 4 »h rational sind, so ist nach Hilfssatz 1
flr—nh) uwnd f(r+nh) <g—=Max (f0O), (L),
so daB aus (2) folgt:

@ ) — -0 < flr+B) - F) 2512,

LabBt man » bei festem r unbegrenzt wachsen und % entsprechend gegen 0
abnehmen, so folgt: .
lim {f(r £ 1) — (N} =0,
wenn £ durch die rationalen Werte gegen 0 liuft.

Um zu zeigen, daf die Stetigkeit von f(r) im Intervall y <r <1 —9
gleichmifig ist, beweisen wir zunfchst die Existenz einer unteren Schranke
fiir f(#) im Intervall (0, 1). In der Formel (1) setzen wir

1

z =7, ;pg_—_...:z“:.é-

und erhalten:

nf(—i("{L) <F+ a=DF(3)

1
P —

o zalrls+52) (] + )

TR W | TS

=z} ist fiir v = —2— in bezug auf die rationalen Argumente stetig. Es gibt

also emme positive Zahl ¢, so daBl, wenn ¢ rational und jo' <& ist, die

Ungleichung besteht:
G +e-1G)<r

Wir setzen nun speziell:

oder

Hieraus folgt:

[
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Dann 1st fiir alle » zwischen O und 1

(1
Ty

| n

1
<—[-—i:_—]~—l—-—; <57
also

‘ 1
i)l <

Mithin gilt fiir alle » zwischen O und 1:
fz=[7]-1+7(5)=w

Nachdem die Existenz einer unteren Schranke fiir f(r) bewiesen ist, folgt
ans (3):

%yéﬂﬂ~mwmgﬂﬂwy4@§tj

k11
und hieraus

@ |7 — Fir) | 952

Hierbei war vorausgesetzt, da8 r + #»h noch im Intervall (0, 1) liegen.
Wir wihlen nun % > 2 so, daB

g—u .
o " < o
ist. .
r, und 7, seien je zwei rationale Argumente im Intervall <7 <1 —3,
die die Bedingung
Ly — 1| <":2{ =
erfiillen. Weil
n+nln—rn)Ent+aln—r)S1l—qg+e@—r)
ist, so ist dann

dh n—ne<rntun—r)<l—g+n-g
' 0, +n(rn—r)<L 1.

Die Formel (4) ist also auf »r = r,, o = r, —r, anwendbar und liefert:
[f(rs) — FOp ] <9
Hilfssatz 3. Eine in einem Intervall (a, b) nicht nach oben beschrinkte
konvere Fumktion ist in keinem Teilintervall nach oben beschrinki.
Angenommen, in dem Teilintervall
6se<spPb

fl@) <y
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Wir setzen

Max (g; ﬂa)’ f(b)) = G.
Zu jedem Werte z im Intervall (@, b) gibt es einen Wert 2 im Intervall
(e, B) derart, daB 2z ein rationaler Teilpunkt des Intervalls (a, 2°), bzw. (z',b)
ist. Nach Hilfssatz 1 ist dann

f(z) £ Max (f(@), f@@)), bzw. f(z) < Max (f(z), f®)),
also stets
f) LG
f(x) wire mithin im ganzen Intervall (g, %) beschrinkt.
Hilfssatz 4. Eine in einem Intervall (a,b) wicht nach umien be-
schrankte konvexe Funktion ist in keinem Intervall nach unten beschrinki,
Angenommen, in dem Teilintervall (e, §) sei

@) > u.
Wir konnen f(«)=0 voraussetzen, indem wir statt f(x) die konvexe
Funktion f(z) — f(«) betrachten.
In einem anstoBenden Teilintervall sei f(z) nicht nach unten beschrinkt.
Wir kbnnen annehmen, daB dieses Intervall rechts von («, f) liegt. (An-
derenfalls braucht man nur die konvexe Funktion f(—2) zu betrachten.)
Wir nennen es (8, ¢). Eine positive ganze Zahl % > 2 sei so gewihlt, daB

y—a<n(f—a)
ist. In dem Imtervall (8, y) gibt es einen Punkt £, wo
fE) < nu
ist. Wir wenden die Relation (1) auf
X ==, =&, Z,=£

an und erhalten:

FE=REE) < L (1) flor + 18) = = £(B) <u.

W

Nun ist aber
f—aLly—e<n(f—a),

=D+
%

also

< B.

Ferner ist i
f'l—lzzi:}—_.g_ == + .5_._—_7:..5 > .

Die Ungleichung

f ((ﬁ-—l)a—!-&) <u

#
steht also in Widerspruch mit der Annahme, daB f(2) > u im Intervall
{e, B) ist.
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Hilfssatz 5. Eine tm Intervall (a, b) nach oben beschrinkie Lonvexe
Funktion ist dort auch nach unten beschrinkt.
Im Intervall (a, b) sei
fley<yg.
Angenommen, f(z) wire dort nicht nach unten beschrinkt, so gibe es

in (a,b) ein Argument z = if’ +h, k>0, derart, daB

f(“+b+h)<2f(“+b) ~yg
wire. Nun ist aber
of 7)< (P (0 ),

f(a;_b—h)_z__Qf(a;—b)—f(a2 b—{—h) >g.

Dies widerspricht der Voraussetzung f(z) < g.

also

2.
Das Verhalten der konvexen Funktionen.

Es sei f(2) eine in dem Intervall (a, b) nach unten beschrinkie Funltion:
f@y=u fir a<z<Lb.

Ist £ ein Punkt des Intervalls und J eine positive Zahl, so gibt es eine
untere Grenze m = m (£, 0) von f(2) in dem Intervall

E-d<z<E+49,
soweit es zu (a,b) gehort, derart daf dort
f(@) 2 m(E, 6)

ist, daB es aber mindestens ein z in demselben Intervall gibt, wo bei be-
liebig kleinem & >0
f@) <m (% )+

ist. LaBt man nun § bei festem £ gegen O wandern, so durchliuft m (&, o)
eine mouoton wachsende, nach oben beschrinkte Wertfolge®), konvergiert
also gegen eine Zahl m(%). Wir nennen diese fiir jedes Argument £ des
Intervalls (a,d) definierte Zahl m(E) die umtere Gremze won f(x) in der
Nihe der Stelle £&. Die Funktion m(E) nennen wir kurz die unfere Grenze
von f(z).

Satz 1. Die uniere Grenze m(x) einer nach umten beschrinkien kon-
vexen Funktion f(x) ist eine stetige konvexe Funktion.

Zunichst zeigen wir, daB m(2) konvex ist. Ist ¢ eine beliebige posi-
tive Zahl und sind £, £, zwel beliebige verschiedene Argumente im

*) Denn es ist stets m (&, 0) < f(&).
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Definitionsimntervall von f(z), so gibt es wegen der Definition der unteren
Grenze eine positive Zahl 0 = 8(§,, §; &) derart, daB fiir

b3t <o

) &) >m(352) — 5
ist. Wir wihlen nun irgend zwei Werte x, und z, so, daB
2 — &< wd flz) <mE)+ '%’7

|2, — & | <0 und f(z) <m(E,) +'2£‘
ist. Dann folgt:
[ & + % E +&° ~
T <o
und

f("ﬁ)";‘f(:”z) <‘m(§1)—¥2~ m(&,) + _;_

Die Ungleichung (5) kann auf z = f‘%ﬂ angewandt werden und liefert:

B> () -5

Da nun

Z, 1+ % ) + 1)
f( 9 ) é 9 -
ist, so ergibt sich:

£+ 2 _mE) tmE) |,
m( 2 )'"2“< 2 +3

oder
m(BEE) GG
Dies gilt fiir jedes ¢ > 0, also folgt:

d. h. m(z) ist eine konvexe Funktion.

Um die Stetigkeit von m(z) zu beweisen, beirachien wir zunichst
nur die inneren Punkte des Intervalls. Um einen inneren Pmnkt £ kann
man ein Intervall (x,, 2,) abgrenzen, von dem £ ein rationaler Teilpunks
ist. Da m(z) konvex ist, so existiert nach Hilfssatz 2 eine Teillésung von
m(x), die in den inneren rationalen Teilpunkten r von (r,, z;) stetig ist.
Es gibt also ein £ >0, so daB £ — ¢ und £ + & noch dem Intervall (z,, 2,)
angehdren und fir 'r —E| <&
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, ')
i) —m@ <,

m(r) < m(E) + o

ist. Wir behaupten, daB in dem Intervall [z — E| < s
) m(z) < m(E) + o
1st.
Es sei = ein beliebiger Punkt des Intervalls |2 — &| << &. Wir brauchen
nur zu zeigen: In jedem Intervall um 2 liegt ein Punkt Z, wo
@) <m(E) + o
ist. Denn dann muB aach
m(z) < m(E) + 0
sein. Nun liegt aber in der Tat, weil # dem Intervall |z — &) <& angehort,
in jeder Umgebung von & ein rationaler Teilpunki » des Intervalls (z,, z,),
der aueh noch im Intervall |y — | < & liegt und wo also

m(r) <m(E) + o

ist. In beliebiger Nihe von 7, also auch noch in der angegebenen Um-
gebung von z, aber gibt es einen Punkt Z, wo

(@) <m(r) + 2

ist. Dann ist
[(@) <m(&)+ 3.

Damit ist gezeigt, daB in einer gewissen Umgebung von £
m(z) < m(E)+ 8

ist. Es gibt aber auch ein Intervall um £, wo wegen der Definition der
unteren Grenze

fl@)>mE — 3
ist, so daB dort
m(@) = m(§) — 5 > m(E) —

sein muB. Folglich ist die Funktion f(z) in jedem inneren Punkie £ des
Definitionsintervalls (a,b) von f(z) stetig.

Fir die Intervallenden, z. B. fiir b, ergibt sich die Stetigkeit auf
Grund folgender Uberlegungen: In einem Intervall b — x < & ist

fl@)>m@) -2,
also
m(z) > m(b) — 4.
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In diesem Intervall gibt es auch einen Punkt z,, wo
&

also auch s

m(z) <m®) + 5
ist. In dem Punkte z, ist m(z) stetig, also ist in einem gewissen Inter-
vall J um z,

g

| m(@) —m(z)| <2,

d h
m(z) < m(z) + 3 < m(@) + 9.

Zu jedem Punkt z zwischen z, und b gibt es nun einen Wert 2" im Inter-

vall J derart, daB z ein rationaler Teilpunkt des Intervalls (2, b) ist.
Nach Hilfssatz 1 ist dann

m(x) < Max (m(z), m®) < m(b) + 9.
Im Intervall (a, b) ist also sowohl
m(z) > m(b) —

m(z) < m(d) + 6.

als auch

Mithin ist m(z) in b stetig.

Satz 2. Stimmi eine nach unten beschrimkte konvexe Funkiion mit
threr unteren Grenze an wenigstens einem inmeren Punkt des Definitions-
intervalles wicht tiberein, so ist sie nicht nach oben beschrinki.

Es sei £ ein innerer Punkt des Intervalls (@, b), wo f(z) von m(z)
verschieden ist. Dann ist

f&) —m(E =p>0.
Wir werden nun zeigen, daB es eine Stelle im Intervall gibt, wo f(z)
grofer als eine beliebig vorgegebene Zahl g ist.

Wir wihlen eine ganze Zahl » so, daB

(n—1) &+ mE>yg

ist. Man kann im Intervall (e, ) ein Argument z = § — & so finden, daB
£ 4+ (n—1)h noch im Intervall (a, b) liegt und zugleich

If@) —m®) < %,
also
f@) <m(E) + %

m(E) =& —p

ist. Da
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ist, so folgt
f@ <f&—%
oder
& —fE—h>%
Wir setzen nun in Formel (1)
==, =E~—h, z,=E+(n—1k
und erhalten:

nfE) K (n—1)fE—h)+f(E+ (n—Dh),
FE+ @—Dh) > n(f® —fE—h) + fE—D),

Nun ist aber

also

fE—k) —m®)| < T,

also

fE—n>mE -2,
ferner

& —rE—m>%-
Daraus folgt:

fE+o—Li)>n-L+m@E—2=m-DL+mnE>y

Aus den Sitzen 1 und 2 folgt der Jemsewsche Satz. Ist nimlich die
Funktion f(z) nach oben beschrinkt, so ist sie nach Hilfssatz 5 nach
unten beschrénkt, besitzt also eine untere Grenze. Nach Satz 2 ist f(z)
im Innern des Definitionsintervalls mit m(z) identisch, also nach Satz 1
dort stetig.

Satz 3. Die Werte einer im Intervall (a, b) nach unien beschrinkter
kowvexen Funktion fillen den ebenen Raum oberhalb ihrer unteren Grenge
wberall dicht aus, wenn die Funktion itm Innern von (a,b) nicht mét ihrer
unferen Grenze identisch ist.

Es sei

a<EZDb und 7y > m(E).

Dann werden wir zeigen: Zu jedem & > 0 gibt es ein z, so daB

|z —§ <é
und
_ if@) —nl <o
1st.
Wegen der Stetigkeit von m(x) gibt es eine Zahl A > 0, so daB fiir
lz—El<A

n— 128y (a)
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ist. Wir konnen uns anf die & beschrinken, die kleiner als

: n—m (&)
sind. Dann ist fiir

e —E1 <9,

7 — 8 > m(z).
Da die Funktion f(») im Irnern von (@, b) nicht mit m(z) tibereinstimmi,
so ist sie nach Satz 2 in (@, b) nicht nach oben beschrinkt; nach Hilfs-
satz 3 gilt dasselbe fiir das Intervall |# —&| < 4. Es ist also moglich,
z, so zu wihlen, da8

[E—2 | <o
und )
fla)>n+ 0
ist. Ferner kann man x, so withlen, daB
|§—ay| <0
und
flag) <n—2o
ist, da fiir |z — £{ < & die untere Grenze der Ungleichung geniigt:
m(zr)y<n—29

und in beliebiger Néhe der unteren Grenze Funktionswerte liegen. Man
kann nun zwei Werte 2’ und 2” im Intervall (@,b) so whhlen, daB z,
und z, innere rationale Teilpunkte des Imtervalls (2, #”) sind. Alsdann
gibt es nach Hilfssatz 2 eine stetige Funktion F(x), die mit f() in den
rationalen Teilpunkten von (2/,2”), also insbesondere in z, und z, mit
f(z) iibereinstimmt. Diese ist fiir #, gréBer als 5 + 8, fir 2z, kleiner als
n — 8. Sie nimmt also an einer Zwischenstelle # den Wert » und in einer
hinreichend kleinen Umgebung vom Z solche Werte an, die sich von %
um weniger als 0 unterscheiden. In dieser Umgebung liegen auch ratio-
nale Teilpunkte des Intervalls (2, ), wo F(z) = f(2) ist. Also gibt es
sicher zwischen z, und z,, d. h. im Intervall | —§] < & Argumente, wo

(@) —7| <é

Satz 4. Die Werte einer in einem Intervall (a,b) nicht nach unten
beschrinkten konvexen Funkiion erfillen den zum Intervall (a, b) gehorigen
Streifen der Ebene dberall dickt.

Die Funktion ist auch nicht nach oben beschrinkt. Denn wire dies
der Fall, so miiBte sie nach Hilfssatz 5 nach unten beschrinkt sein.

Ist also 2 L E b und 4 ein beliebiger Wert, so ist bei belichigem
4 >0 die Funktion f(z) im Intervall |z — £] < & nach den Hilfssitzen

ist.
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3 und 4 weder nach oben noch nach unten beschriinkt. Man kann also
zwei Argumente z, und z, so bestimmen, daB einerseits

|§—x, <9

und
fi (x1) >q+ 6,
andererseits
(E—m|<o
und
flz) <n—9d

ist. Hieraus schlieBt man auf Grund von Hilfssatz 2 analog wie bei
Satz 3, daB f(z) zwischen z; und z, also im Intervall |2 — £! < & einen
Wert zwischen % — 8 und 5 4 & annehmen muB.




