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11.

De formatione et proprietatibus Determinantium.
(Auct. C. G. J. Jacobi prof. ord. math. Regiom.)

1.

Sunt quidem notissimi Algorithmi, qui aequationum linearium litteralium re-
solutioni inserviunt. Neque tamen video eorum proprietates praecipuas, ita
breviter enarratas atque in conspectum positas esse, quantum optare debe-
mus propter earum in gravissimis quaestionibus Analyticis usum. Scilicet
illae proprietates quamvis elementares non omnes ita tritae sunt, ut quas
indemonstratas relinquere deceat et valde molestum est earum demonstratio-
nibus altiorum ratiociniorum decursum interrumpere. Cui defectui hic sup~
plere volo quo commodius in aliis commentationibus ad hanc recurrere pos-
sim; neutiquam vero mihi propono totam illam materiam absolvere. Adjeci
sub finem Propositiones quasdam ad Methodum minimorum Quadratorum
pertinentes, quibus explicetur quomodo -incognitarum valores eorumque Pon-
dera, Methodo illa determinata, pendeant a diversis valoribus et ponderibus
quae obtinentur pro diversis Combinationibus numeri Observationumn numero
incoguitarum aequalis, qui earum determinationi sufficit. Quae ad computum
inutilia, facere tamen possunt ad naturam illorum valorum et Ponderum me-
lius cognoscendam.

2.
Proponatur productum conflatum ex omnibus ﬂé——!—) differentiis n +4- 1

quantitatum a,, @, .... G,,
P = (a,—a)@—a)(ts—a) .... (a,— a)
(a,—a)(a;—a,) .... (a,— a))
(@G —a) .... (a,— a,)

(@ — @ni) 5
quod productum omnimodis permutando quantitates a; valorem absolutum

mutare non potest, sed aut valorem eundem servat aut in oppositum abit.
Vocemus eas indicum O, 1, .... n Permutationes, pro quibus P valorem
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eundem servat, positivas; eas, pro quibus P valorem oppositum induit, ne-
galivas, sive priores dicamus pertinere ad classem positivam Permutationum,
posteriores ad classem negativam. Binis proposilis Permutationibus quibus-
cunque, certa exstabit Permutatio, qua post alteram adhibita altera prodit.
Pertinebunt duae Permutationes propositae ad classem eandem aut ad
classes oppositas, prout Permutatio, qua allera ex altera oblinetur, ad
classem positivam aut negativam pertinet. Tribus enim Permutationibus
abeat P respective in ¢ P, ¢'P, ¢"P, ipsis ¢, €', ¢ denotantibus + 1; si
secunda Permutatio post primam adhibetur, abit P successive in ¢P, ¢.¢'P;
unde si secundam Permutationem post primam adhibendo nascitur tertia, fit
¢! = g¢'.

Hinc prout ¢ aut 41 aut —1, hoc est prout Permutatio qua ter-
tia e prima obtinetur ad classem positivam aut negativam pertinet, Permu-
tationes prima et tertia ad classem eandem aut oppositam pertinent, et vice
versa. Sequitur ex antecc., Permutationes ad eandem classem pertinentes,
si nova fiat Permutatio, aut cunctas simul in eadem classe manere aut
cunctas simul in alteram classem transire. Scilicet fit illud aut hoc, prout
Permutatio ad classem positivam aut negativam pertinet. Si plures Per-
mutationes aliae post alias adhibentur, diversae nasci possunt Permutationes
pro diverso quo aliae post alias adhibentur ordine. Etenim Permutatione
aliqua loco 0O, 1, 2 elc. ponatur ), ¢, ¢, etc. atque alia quadam Permuta-
tione k,, k,, &, ele.; secunda post primam adhibita, ipsorum 0, 1, 2 etc.
locum occupabunt

k,‘o’ kl) [} kl, e‘-c-’
prima vero post secundum adhibita,
ikn, ik; > ilr, etc.

neque necessarium est fieri
ki, =4 .

At prorsus eadem methodo, qua Propositio praecedens, demonstratur, Pe-
mutationes diversas quae nascantur pro diverso ordine quo Permutatio-
nes complures aliae post alias adhibentur ad eandem pertinere classem.

Designantibus ¢ et ¢ binos indices quoscunque, productum P sic ex-
hibere licet: -

P = t(a—a.) . N(a,—a)(e,—a,). U (a,— ayx),
siquidem designant
M@y —a)(@—a,), l(@—a)
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producta omnium ipsius P factorum (@, —a;) (a4, —a;) vel a,—a;., qui ob-
tinentur tribuendo ipsi A vel utrique £, &' valores ab ¢ et ¢ diversos.
Quae duo producta alterum ipsorum 3, ¢’ respectu symmetricum est alterum
iis vacat unde permutando indices ¢ et ¢ non mutantur. Contra ex per-
mutatione factor singularis @;—a; valorem oppositum induit; unde ipsum
productum propositum P permutando binos indices valorem oppositum
indwit. Duorum igitur indicum commutatio est Permutatio negativa, unde
Permutationes positivae si denuo bini indices commutantur cunctae in ne-
gativas, negatlivae cunctae in positivas transeunt.

Reciprocas vocare licet binas Permutationes, quibus altera post alte-
ram adhibitis positio primitiva non mutatur. Statuamus Permutatione aliqua
loco 0, 1, 2 etc. poni #,, ¢,, ¢, etc.; erit Permutatio reciproca qua 0, 1, 2
etc. loco iy, %,, ¢, etc. ponitur. DBinae Permutationes reciprocae ad eandem
classem pertinent, cum altera post alteram adhibita ipsum P non mutetur.

3.
Ut cognoscatur an Permutatio proposita sit positiva an negativa,
variae assignari possunt regulae. Statuamus indicibus permutatis loco
o 1, 2 ... n
respective positos esse

oy By B ceee B,
ac quaeratur an hac permutatione productum P immutatum maneat an signum
mutet. Producti P factores singuli ita exhibiti sunt ut elementum minore
indice affectum de elemento maiore indice aflecto detrahatur, Itaque si
et s bini sunt indicum O, 1, 2 .... n, atque r<s, erit ipsius P factor

a,—a,
qui factor permutatione assignata abit in

a6, —a,
qui et ipse seu illi oppositus erit inter ipsius P faclores prout i, > r aut
¢,<r. ltaque si in serie numerorum,

foy 2y By eeee By,
n vicibus evenit ut post numerum aliquem 7, invenietur minor numerus i,,
totidem vicibus producti P factor aliquis signum mutat sive Permutatione
indicata mutatur P in

(—1 )i P, »
eritque Permutatio positiva aut negativa prout m par aut impar est. Quam

regulam olim Cel. Cramer dedit, ill. Laplace demonstravit.
37 *
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Sint

Zoy By By eees By

quicunque indicum 0, 1, 2 .... n—1, ac consideremus eam Permutatio-
nem qua mutatur 4, in ¢, ¢, in i, etc. ac postremo i, in #,. Ad eandem
Permutationem pervenimus, si primum 2, cum ¢,, deinde ¢, cum 32, etc.
postremo ¢, cum ¢, commutamus. Unde una illa Permutatio obtinetur m
vicibus commuiando duo elementa ideoque est Permutatio positiva aut nega~
tiva prout m par aut impar sive prout indicum numerus m-1 impar aut
par est.

Ponamus Permufatione aliqua proposita quacunque mutari indices
i in ¢, 4 in ¢, %, in ¢, ac generaliter ¢,_, in %: pervenitur tandem ad
indicem ¢,, qui in ¢, mutatur, neque antea ad aliquem praecedentium indicum
reditur. Ponamus enim in serie indicum 4, ¢, %, .... inveniri indicem i,
qui in indicem aliquem praecedentem 2, mutetur; cum Permutatione quacun-
que unus tantum index in datum quendam indicem mutetur, fieri debet i,
= #_, ideoque etiam ?,_, =#_,, ¢4, _,=1%_; et ita porro usque dum ha-
beatur #,_;,, =4,. Unde fit ¢;,_;4, =1i,, ideoque indicem #;, qui in indicem
aliquem praecedentem ¢, mutatur, semper antecedit index ¢, qui in 4, mu-
tatur. Si indices %, ¢, .... ¢, non cunctos effingunt indices 0, 1,2 .... n,
et Permulatione proposita reliqui indices quoque inter se commutantur: sit
eorum aliquis &,, rursus habetur cyclus indicum

hyy Ry By ... By,
qui Permutatione proposita quilibet in proxime sequentem, ultimus in primum
mutantur. Si ita pergimus usque dum omnes indices exhauriantur, patet
pro unaquaque Permutatione indices una quadam et necessaria ratione dis-
poni posse in cyclos, ita ut indices in singulos cyclos dispositi ea Permu-
tatione quilibet in proxime sequentem, ultimus in primum abeat.

Proposita Permutatione aliqua, disponantur secundum antecedentia in-
dices 0, 1, 2 .... » in cyclos, quorum numerus sit p singulique cycli re-
spective formentur

Oy Opy U sees O
indicibus ita ut sit
ot ay.eee fa, = n+41.
Si cyclus aliquis unico indice constat sive antecedentium numerorum a, etc.
aliquis unitati aequalis est, index ille non in alium neque alius in eum mu-
tatur, Cuilibet cyclo % indicibus constanti vidimus respondere Permutatio-
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nem quae obtineri potest k—1 vicibus duos indices inter se commutando.
Unde Permutatio proposita obtineri potest,

a4 i Fa,—p=ndl1—p
vicibus duo elementa inter se permutando*), Unde Permutatio proposita
est positiva aut negativa prout »-1—p par aut impar est sive prout de-
trakendo de numero indicum numerum cyclorum in quos indices Per-
mutatione proposita discedunt, residuum par aut impar fit. Hanc pul-

chram regulam qua Permutatio proposita posiliva an negativa sit cognosca-
tur, dedit ill. Cauchy (Ec. Pol. cah. 17. p-41).

4'

Propositis (n 41)* quantitatibus
(i)
ak 2
in quibus indices et superiores ¢ et inferiores & valores ommes 0,1,2....7
induant, producatur terminus

adidy ....a" %),

ex eoque numerus 1.2.3 .... (r-}1) terminorum similium formetur indi-
ces aut superiores aut inferiores omnimodis inter se permutando. Singulis
deinde terminis signum aut positivum aut negativum praefigatur, prout Per-
mutationes quibus e termino aa,a; .... a obtinentur positiva aut ne-
gativa sunt, omniumque 1.2.3.... (n--1) terminorum suis signis accepto-
rum fiat Aggregatum, quod designaho per

R=Z=4%add ....a"

Eiusmodi Aggregatum R praeunte ill. Gauss aliisque Determinans appel-
labo, ipsas quantitatis af’ Determinantis elemenia et cum ipsius R terminus
quilibet e n--1 elementis producatur ipsum R dicam Determinans n--1"
gradus.

Quilibet Determinantis R ferminus

(n)
ak aAI a](u LRI ak(,,)

%) Patet simul, paucioribus commutationibus duorum elementorum Permutationem
propositam obtineri non posse.

#%) Indicem (0) in genere non scribo ita ut ¢, a;, « loco a( , ag’) ponatur

vel quantitates a9, ax, & respective dicantur inferiore aut superiore aut utroque ine
dice (0) affectic
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e lermino &, a4, d; .... @, duplici modo obtineri potest, sive loco indi-
cum inferiorum O, 1, 2 .... n ponendo respective &, &/, k' .... k™, sive
ponendo 0, 1, 2 .... n loco indicum superiorum &, &, k' .... k™. Quae
Permutationes sunt reciprocae ideoque ad eandem classem pertinent; unde
Determinantis termini iisdem signis afficiuntur, regula signorum apposita sive
inferiorum sive superiorum indicum permutationibus adhibeatur. Cum nova
Permutatione quacunque facta eiusdem classis Permutationes simul omnes
in eadem classe maneant sive omnes simul in oppositam classem transeant,
sequitur, quacunque indicum superiorum inferiorumve Permutatione De-
terminans aut non wmutari aut valorem oppositum induere. Porro cum
binorum indicum Permutatione classis Permutationum positiva in negativam,
negativa in positivam abeat, sequitur dinos quoscunque sive superiores sive
inferiores indices permutando Determinans valorem oppositum induere.
Quae Determinautis proprietas principalis et characteristica est. Unde haec
altera fluit propositio fundamentalis, evanescere Determinans quoties bini
indices sive superiores sive inferiores inter se aequales existunt, siquidem
breviter indices inter se aequales dicimus ubi quantitates iis aflectae aequa-
les sunt. Scilicet si duo indices inter se aequales sunt, eorum permutatione
nihil mutatur, qua tamen permutatione cum per proprietatem characteristicam
Determinaus in valorem oppositum abeat, fieri debet B = —R sive R=0.

5.
Adnotamus casus quosdam speciales quibus Delerminantia in simpli-

ciorem formam sive eliam in unicum terminum redeunt. Exhibito Determi-
nante R sequente modo,
—_— y (m) _ (m1) (n)
1. R=ZX=+aa....a, a,, ....aq,,
ubi m<n; ponamus pro omnibus ipsius ¢ valoribus
0, 1, 2, ... m—1,
esse

(m)

1
2. a4 = a"t"

ceee = aﬁ"’ = (.

Reiiciendo Determinantis terminos evanescentes, ii tantum remanent termini,

‘ (m) (n)
i‘_a,a,: .-.-a.m * e ai,,,

(3
in quibus indices inferiores,
", i
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conveniunt cum numeris
m, m4+1, .... n;
ordinis respectu nen habito. Nam si indicum ™, "' etc. vel unus ae-
quaret aliquem numerorum O, 1, 2, .... m — 1, terminus ex hypothesi facta
evanesceret. Unde sequitur, quia in quolibet Determinantis termino indices
elementis subscripti omnes inter se diversi esse debent, reliquos indices
inferiores
g @, i, ...
ordinis respectu non habito convenire cum numeris,
0o, 1, 2, «... m—1,
neque valores m, m -1 etc. induere. Qua de re eruuntur cuncti Determi-
vantis termini ex uno
taaa,....a0 xa a6,
seorsim inter se permutando indices
0 1, 2, ... m—1
atque indices
m, m+1, m-+2, .... n
signis insuper ancipitibus + ita determinatis ut termini qui binorum indicum

permutatione alter in alterum abeunt signis oppositis afficiantur. Unde fit
‘ —1
3. R = 2iaa,....aﬁ,’,"_l).‘z;_i-_af,',")af,,"ﬁ“.... f,"),
sive habetur Propositio:

I. Quoties pro indicis & valoribus 0, 1, 2, .... m—1 evanescant ele-

1
menta a,”, ay

B

5 «ee. @’y Determinans
S+aaga....a’
abire in productum a duobus Determinantibus
= taa.... af:‘__‘l’).ziaﬁm"‘)ag‘"_;fl‘) oo d?,
Prorsus eadem valet Propositio si pro indicis ¢ valoribus 0, 1, 2,
e.. m—1 elementa a5 af,i.)*.n e+ @° evanescunt. Si in Propositione
antecedente insuper pro indicis ¢ valoribus O, 1, .... —1 evanescunt ele-
menta @, a{*, .... ¢, Determinans R in productum e tribus Determi-
nantibus abit et ita porro.

Est casus simplicissimus Propositionis antecedentis quo elementa certo
quodam indice superiore affecta pro indicibus inferioribus praeter unum omni-
bus evanescunt, quippe quo casu alterum Determinantium e quibus R pro-
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ducitur in simplex elementum abit. Sit enim

a” =a” .... = a?’, = 0,
fit:

‘ “ ; | ‘ -—p)
40 ziaalaz.,..agl_—l)af'") == ag‘)ziaal--..a(" l/

net *
Si insuper fit,
- -1 .
ad = a"" .... =" = o,
eadem ratione e (4.) sequitur:
Saaa;....a0 = a5 al’. = +aa,....a"7.
Sic pergendo eruimus Propositionem hanc:
II. Evanescentibus elementis omnibus,
m (mt (
ak ’ ak ¢ e o 0 ak"),

in quibus respective index inferior & indicibus superioribus m, m 41,
.... n, minor est, fieri

‘ “ ( ( 1 ¢ —
Staaa,....a’ = a7 el .. .a S taa....d" .
Unde ponendo m =1 sequitur :
III. Evanescentibus elementis omnibus in quibus index inferior indice
superiore minor est, Determinans in unicum terminum abire vel fieri
= +ada;.... 8" = adla; .... a".
E Propositione II. sequitur hoc Corollarium:
IV. Evanescentibus elementis omnibus,

a’, at’ ... &,
in quibus indices inferiores superioribus minores sunt, si insuper
habetur,
al =ai ..=a =1
fit

S+aaa; ....a) = =taa; ... d"P.

E qua Propositione patet quodlibet inferioris gradus Determinans haberi
posse pro Determinantis altioris gradus casu speciali.

6.
Designemus per
a;f ) Aéf )
Aggregatum omnium Determinantis B terminorum qui per quantitatem a}”
multiplicati sunt. In quovis ipsius R termino

v (n)
i ak aktaku eo e ak(,,)
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elementa a;, a;. etc. indicibus cum superioribus tum inferioribus omnibus
inter se diversis gaudent. Unde terminos Aggregati Af,,f ’ non ingredi pos-
sunt quantitates a}’, in quibus index superior valorem f vel inferior valo-
rem g habet. Porro cum in quovis ipsius B termino elemen{um unum sit
nec plura quod datum indicem superiorem ¢, unum nec plura quod datum
indicem inferiorem % habeat, sequitur, singulos Determinantis R terminos

) (d) n
¢ a;,-;.. a,(,

per unum elementorum a nequc vero per plura eorumsimul
multiplicari nec non per unum elementorum a;, a;, .... ay neque vero per
plura eorum simul multiplicari. Vocabantur autem,
a®A°, aPAP, ... af4?,
Aggregata terminorum Determinantis B respective per ", a; .... a!
multiplicatorum, unde fieri debet,
1. R=d"4"+4a4 ... +474);
porro erant,
ad, ad, .... al’ A",
Aggregata terminorum Determinantis R respective per a; a .... 6}’ multi-
plicatorum, unde fieri debet,
2. R= aqAdi+a 4+ .... + a4
Tribuendo indici ¢ vel & valores 0, 1, 2 .... n, e quaque dvarum formu-
larum (1.) et (2.) obtinentur n -1 repraesentationes diversae Determinantis R,
Determinans R est singularum quantitatum @ respectu expressio
linearis, atque ipsius a’ Coefficientem, qua in Determinante R afficitur,
vocavimus Aﬁf); unde adhibita differentialium notatione ipsum A exhibere

licet per formulam,

3. 4 =28
da
Hinc si quantitatibus gy incrementa infinite parva tribuimus,

da?s
simulque R incrementum dR capit, fit
4. dR = =4}dd},
siquidem sub signo summatorio utrique indici et k valores 0, 1, 2 .... n

conferuntur.
Binos indices superiores ¢ et & commutando cum R in —R abeat,

(
sequitur, Aggregatum terminorum ipsius R per ay muluphcatorum, agAD,
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 4. 38
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ea commutatione abire in Aggregatum terminorum ipsius — R per a?’ multi-
plicatorum, — a{"Ay’. Unde sequitur, ponendo i loco i abire A’ in
-—Agl); eademque ratione probatur, ponendo k loco k' abire A in—A4D.
Unde etiam sequitur, simul ponendo i loco i', k loco k', siquidem i et #,
k et k' inter se diversi sint, abire AY in AD.
Obtinetur @’ AY si in termino
+ada ....d" ....a"

elementum 4’ immutatum manet, reliquorum indicibus superioribus vel infe-

rioribus permutatis, unde fit

G 1) i) m
A4’ ==+aa, .... a5 a .... a”,
. ) .
unde prodit 4%’ loco inferioris indicis % ponendo ¢ et signa mutando sive fit,
i (=1 (D) (h=1) (k) (k1) )
A\ -——E+aa1 oo a;_l il e ak.__l ai ak+1 DR (t,,.

Vel etiam si ¢ et & a o diversi, obtinetur A4 ex
A==+dad ....ad",
loco indicis superioris ¢ et inferioris & ponendo o.
Commutando indices inferiores cum superioribus non mutatur Deter-
minans R; simul termini in & ducti, a’4°, abeunt in terminos in a
ductos, a°A; unde in quantitatibus ay’

. e * . . R o 4o
cum superioribus abeunt quantitates A3 in A" sive etiam in quantitatibus

commutando indices inferiores

AY indices inferiores cum inferioribus commutantur. Hinc etiam sequitur,
quoties pro omnibus indicibus i et k fiat,

“g) = agk)’
fieri etiam

Ag) A(k)
Commutatis enim indicibus superioribus et inferioribus omnium a?, ipsa A} non
mutatur cum eius elementis aequivalentia substituantur; ea autem commutatione

.3 o 3 k .
vidimus abire A in A", unde utrumque inter se aequale evadere debet.

Statuamus, pro datis duobus indicibus ¢ et ¢ fieri,
5. @ = a"¥, d? = d", ... & = affﬁ,
propter proprietatem eius fundamentalem evanescit valor Determinantis R.
Hinc repraesentando Determinans R per formulam (1.) ac substituendo (5.)
eruimus,

6. 0 = l’) A(i)+ (l’)A(l) . +a“)A(l)
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Haec aequatio inventa quidem est supponendo, quantitates a}’ ipsis a} re-
spective aequales esse, sed cum expressionem ad dextram aequationis (6.)

quantitates o, @i’ .... ¢! omnino non ingrediantur, aequatio (6.) identica
esse debet. Ac perinde invenitur, designante &' indicem quemcunque a &
diversum, quoties sit

G = ay, Gy = Gy ... @Y = ay>
identice fieri :

8. o= a.A+ta.d;.... + a4
Substituendo formulas (3.), inventas formulas (1.), (2.), (6.), (8.) sic quoque

exhibere licet:

@ OR ) dR G 0R

9. R=a‘)m a, 5;(?).'.. + na——(i)-
oR ., OR o OR

= a; 8——+dk ga_'k+ ()a (u)’

n OR (n')aR (u)aR
10. o = ()aa(‘)—l_ a“""'+ ,,5—(,.),

l
OR ., OR () 0R

o=ak,§-a;+ak,m....+a aa)""
Quae sunt aequationes differentiales partiales quibus Determinans R satisfacit.

7.
Per formulas §. pr. traditas theoria resolutionis algebraicae aequa--

tionum linearium facile absolvitur.
Proponantur enim aequationes lineares,
©u =at +at .... +a,t,
1. w, = a't +alt, ....+an

u, = a(")t+ a(")t'1 + a(")tn,
ut eruatur incognita ¥, aequationes propositae respective per 4y, 4; ..., A7
multiplicentur et post multiplicationem factam instituatur summatio: in summa
illa evanescunt e (8.) §. pr. Coéfficientes ipsaram ¢, ¢,, .... ¢, praeter
Coéfficientem ipsius & qui e (2.) §. pr. aequalis evadit Determinanti R,

sive fit -
2. Rtk = Aku+Alku1 cece +Ak u,.
Qua in formula tribuendo ipsi k& valores 0, 1, 2 .... m, eruimus hoc

systema aequationum, quod incognitarum,valores suppeditat,
38 *
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Rt =AutAu .... + A%,
Rt, = AjutAu .... + A7,

. . . . . . . . .

Il

3.

Rt,=AutAu .... + A% u,.

Prorsus eadem ratione, proposilis aequationibus linearibus,

s =ardtar .... +a"r,
¢ (n)

s, = art+a;ry eoo. +a'r,

4.

S = @ G, 7y ver. +alr,,

eruimus e (6.), (2)., §. pr.,
Rr = As4-As, .... + A,s,
Rr, = A's+Ais, .... +A,s,
Rr, = A"s4+ A" s, ... +ATs,.

Commutando elementorum 4 indices superiores et inferiores aequa-
tiones (1.) et (4.) in se abeunt; et cum simul ipsorum A indices superiores
et inferiores commutentur, Determinans R immutatum maneat, simul etiam
aequationes (3.) in (5.) abire debent. Unde alterum aequationum systema de
altero derivari potest. Sed idem oblinetur absque ulla cognitione rationis
qua quantitates R et 4y
et (4.) fieri:

6. wurdur ....4tu,r,=1tsfts .... +ts,

ac substituendo in hac aequatione ipsarum ¢, ¢, etc. valores e (3.) petitos.
Ipsum Determinans B dicamus ad aequationes (1.) vel (4.) pertinere sive ea-
rum aequationum Determinans esse.

.

ex elementis a}’ componuntur, observando e (1.)

Aequationes (6.) §. pr. docent, propositis n aequationibus,
O=cat+at .... +a.l,
’ 0 =adat+t+at .... +a,t,

s (n
0 = a”t+at,.... +d¢,,
in quibus ipsi @ non tribuatur index superior ¢, fieri
8. il ...iif,=A9: 4P ... .: 4V,
nisi omnes ¢, ¢, .... ¢, simul evanescant. Ut etiam aequatio
0= a%%gat, ..+ a)¢,
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locum habeat sive ut in (1.) quantitates u, %’ etc. simul omnes evanescere
possint, fieri debet e (1.) §. pr.
9. R=0.

Eademque ratione patet, evanescere Determinans, si exstent n# 4 1 quanti-
tates non simul omnes evanescentes 7, 7,, .... 7, tales ut simul locum ha-
beant n 41 aequationes,
0 =] ar-l-alr,_ DR +a(")1‘,,

‘ )
10 O=art+ar .... +ar,

0 =a,rtar ....+ar,.
Scilicet, multiplicentur aequationes praecedentes per A%, 45", .... AV, in-
venitur addendo e (1.), (6.) §.
0 =nrR,

qua aequatione, cum e suppositione facta unum certe non evanescat r;, De-
terminans R evanescere patet. Quoties igitur aequationes (7.) vel (10.) lo-
cum habent neque earum Determinans R evanescit, certo incognilae ¢, ¢,
cors by vel vy vy, o 7, omnes simul evanescere debent.

Quaecunque proponantur aequationes lineares (1.), ex iis semper se-
quntur aequationes (3.) neque ullus est exceptionis locus. Eruntque incogni-
tarum valores aequationibus (3.) prorsus determinati iique finiti nisi evanescat
Determinans. Evanescente autem Determinante usu venit ut incognitae
aut in infinitum abeant aut indelerminatae evadant. Scilicet aequationum (3.)
parte dexira simul evanescente atque Determinante, incognitarum valores

formam indeterminatam,
0

o

induunt. Sed haec res variis adhuc quaestionibus ansam praebet. Fieri
enim potest ut inter quantitates infinitas vel indeterminatas variae relationes
locum habeant, unde evanescente Determinante varii casus evenire possunt
et pro singulis criteria propria assignanda erunt. Afferam exemplum Geo-
metricum. Proposita superficie secundi gradus, dantur Coordinatae centri
tribus aequationibus linearibus. Quarum aequationum Determinante non eva-
nescente, hahentur Ellipsoidae et Hyperboloidae. Sed evanescente Deter-
minante habentur Paraboloidae si Coordinatarum valores evadunt infiniti, ita
tamen ut centrum licet infinite remotum in data recta iaceat. Prodit Cylin-
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drus ellipticus aut hyperbolicus aut systema duorum Planorum se inter-
secantium, si evanescente Determinante Coordinatarum valores indeterminati
evadunt, ita tamen ut centrum rursus in data recta sed ubicunque iaceat.
Cylindrus fit parabolicus si centrum in infinitum removetur, ita tamen ut in
dato plano iaceat. Determinante igitur evanescente inter varias adhuc casus
naturae maxime diversae distinguendum est et pro singulis criteria algebraica
afferenda erunt. Quod tamen pro numero quocunque aequationum linearium
paulle, prolixum videtur negotium.

8.

Adnotavit M. Laplace, unumquodque Determinans repraesentari posse
ut Aggregatum productorum plurium Determinantium inferiorum graduum.
Quae res ita se habet. Discerpatur numerus # in plures alios numeros ve-
luti in quatuor ita ut sit,

i+ k414 m;

distribuantur indices 0, 1, 2, .... n in quatuor classes ¢ -1, k, ¢, m in-

dicibus constantes. Ex. gr.
0,

t 1,

k31,

{41,

classem.
cuiusvis classis non mutato,

constituant indices,

1, 2 .... @ primam,
¢t+4+2 .... kL secundam,
k42 .... 1 tertiam
{42 .... n quartam

Quae classes omnimodis sibi invicem inserantur ordine numerorum

ita ut in Permutatione proveniente non fiat ut

index minorem aliquem eiusdem classis antecedat. Sit eiusmodi Permutatio,

ac designemus per,

a’, o', a?

cees ”

S+a a a® .00 a?
Aggregatum omnium expressionum quae e data expressione eiusmodi Per-

mutationibus proveniunt,
sitiva aut negaliva est.

signis -} aut —1 praefixis prout Permutatio po-
His posilis in singulis terminis expressionis

0 1 @ 41 i+ * )
Siaaoaal ....ai.aa,.‘.la,_,_g veee aak ....a
loco factorum
0 1 @ (1) (i+2) *
aao aal e 00 aai ’ a l+1 ai.’.g o v e k,
(k+1) (k+2) @) (1+1) 1+2) (n
a"+1 ak+2 o0 e aal ] ]+1 (7] l+'2 ceess @ o
scribantur Determinantia
(i) G+1) (i42) (k)
§"""lao‘lal * a0 0 a,, 2+ aa‘+‘l al+2 o0 o aan,
(k+1) (7f+'2) O} (+1) _(142) (n)
z+ l+l g+2 LR I} al’ 2+a1+1a1+2 eve e (‘a"’
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prodit :
R=Z=+ada, .... a" =
o) 4D (i42) ) K41y (k42) @
Ag+(2+aa0“ao. ..al,.z'l"a l+1 tl+2 .oo-dk 2+a(l+l) k+2n.oa1 .
a4 (142)

2+ a1+,az+2 ....a )
Demonstratio inde patet quod omnes obtineantur Permutationes primum in-
dices ita permutando ut indices eiusdem classis certum quendam ordinem
servent ac deinde rursus eiusmodi classis indices omnimodis permutando.

Numerus productorum Determinantium quae Aggregatum S amplectitur est,

1.2.3 ... (n1)
1.2.3... G+ .1.2.3 ... k. 1.2.3....0.1.2.3 ... m"

Formula proposita expediri potest l)eterminantxs indagatio si Determinantia
partialia, quae singulorum productorum factores constituunt, valoribus sim-
plicibus gaudent.

9.

Accuratius examinemus Determinantia n — 1" gradus e quibus per
Determinantia secundi gradus multiplicatis Determinans R componitur. Pro-

posito determinante,

R==+aa, .... 7",

terminorum eius per ag)ag" multiplicatorum vocemus Aggregatum

(f) (f’) 5 S
10 gl . A flo

Ipsi f et f' nec non g et g’ thbet esse possunt indices ex ipsis 0, 1,
..e. 1, a se diversi. In terminis Aggregati

2. AL,

58’
non inveniuntur elementa indicibus superioribus f et f‘ neque elementa in-

dicibus inferioribus g et g’ affecta, quippe idem Determinatis B terminus
binos non hahet factores eodem indice superiore vel inferiore affectos. Qua

de re indices f et 1’ vel g et g' inter se permutando ipsum 4,7 mutatio-

nem non subit, ideoque abit expressio (1.) in
3. &N, 417,
g & g

’
)8

Eadem autem permuiatione cum R in — R mutetur, erit (3.) Aggregatum
ipsius — R terminorum qui per

4. a4
multiplicantur, ideoque erit

— g g Sf
Gy Og Ag,g‘
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terminorum ipsius B per o”al’ multiplicatorum Aggregatum sive
5. A;"f; = A}l = —A}].

Qua de re continebit R {erminos provenientes e producto,
a g 1 q Iy gHF
6. (a;) ay — a al ") A%,

iisque termini Determinantis R erunt omnes in quibus duo elementa indici-
bus superioribus f et ' affecta indicibus inferioribus g et g’ gaudent. At
quivis ipsius R terminus continet duo elementa alterum indice superiore f
alterum indice superiore f* affectum nec non duo elementa alterum indice
inferiore g alterum indice inferiore g’ affectum, quia cuiusvis termini clementa
singula singulis indicibus cum superioribus tum inferioribus afficiuntur. Unde
obtinetur R summando omues expressiones (6.) in quibus pro iisdem [ et f*
sumuntur pro ¢ et g’ bini indicum O, 1, 2, .... n vel etiam in quibus pro
iisdem g et g’ bini indicum O, 1, 2, .... n ipsis f et f’ substituuntur. Qua
de re si pro i, i’ vel pro &, &' bini diversi indicum 0, 1, 2, .... n sumun-
tur, ipsi autem f; f', g, ¢’ dati indices sunt, obtinetur
7. R = E(a(f’aif’ al’ (f))Ak i
=3 (a(‘) al) — a“’ a) Av¥

un"

Facile etiam ipsa Aéf > e quantitatibus Af’g, componitur.  Erat enim

a/ A Aggregatum terminorum Determinantis B per ag’’ multiplicatorum;
qui termmi cum insuper per unum elementorum,

9 U " (f

a 9 al 9 a2 ] e s ¢ » a" ’
omisso elemento az;f ', vel etiam per unum elementorum,

‘ " (n)
ag:, agl’ agl’ e o 0 a ‘9

omisso ! elemento &’ multiplicati esse debeant, obtinetur:
8. A = " Al a7 AL ... A0
sive
) J> 0 51 () g fin
9, A —— ag' A g8 +a,: A g,80 v +ag,)A;l]g,,
U0, Q)
gl

ubi respective termini per @ multiplicati omittendi sunt.

Designemus br. causa per (k, &) expressionem
10. Al = &, &),

ita ut sit
(k) k') = — (K k).

Fit e (8.) ipsi g substituendo numeros 0, 1, 2 .... n:
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A7 = = F+4dP0,1)+47°0,2 .... +0,n)

4”0 = a0+ o« +a(L,Y) . +a 1,0
1. ( AP = Q00+, 0+ = ..., +a(f)(~,n)

A = <f’<n, ()\—l—a(")(n,l)-}-a (n, ) +
Similes formulae e (9.) derivari possunt. In aequationihus (11.) ipsorum ¢ /),
a/", ete. Coéfficientes in Diagonali positi evanescunt, bini quilibet Coéf-
ficientes Diagonalis respectu symmetrice posili valoribus oppositis gaudent.
Quae est species aequationum linearium memorabilis in variis quaestionibus
analyticis obveniens.

10.

Quomodum supra diﬂ'erentiando R elementi a;” respectu ipsum A;;f’
obtinuimus, ita ipsum A., S " obtinetur bis differentiando R elementorum a(f)7

a:{) respectu. Ex ipsa enim Aggregati A f’f definitione eruimus formulas,

f 6*R ___d’ R
1L 4 = 0a6an T T Gal%ad0
a.A‘“ 3.4%" T A, AV 9.4
= 60‘{?"_' = aam = - da(f) = 5“73 .
In aequationibus (10.) §. 6. ponatur i, k" loco ¢, ¥/, fit:
e d Il D a R (i1 aR
= ¢ - e
0 @' +a” e + Gl
8 I{ ‘ aH iny a P
0= auw gy o e

@ M

Quae aequationes elementorum «; ", a;., respectu differentiamus, Ubi ¢, ¢, ¢/

nec nou k&, k'y k' a se diversi sunt, obtinemus:
0= a4} + “"’A”{ e a4
> i 0 = ap Al o AL oo AT
Si ¢/ ipsi ¢/ vel i aut A" ipsi &' aut & aequalis est, eruimus:
5 — A = A A" A el AL
' —Ai') ay. A‘I:: ay+d;‘/ A},, ko oo + 5::)44;‘ he =
In formulis (2.), (3.) statueudum est:
Ak v = A’ P = )
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII Hit. 4. 39

l

0
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sive omittendi sunt termini in quibus ipsius 47 indices sive superiores
sive inferiores aequales existunt.

Multiplicemus aequationes sequentes,
0=ady+ad,....+a"A",
0 = a,di+d A, .... +a" A",
R=ad+dad ... _+a" A7,

0= a,d+dd;.... +a"A"
per factores
iy it iy i iy it i, i
AU’ ks A‘, k¢ oo A’](, 'LI seco e A"; Ly
additione facta secundum (2.) evanescunt in dextra parte termini omnes per
Ay, A elc. multiplicati praeter eos qui per Ay, Ay’ multiplicati sunt et
qui secundum (3.) evadunt,
£ 40 B gl
"4}4 04}, A]:/t.A‘o
Unde prodit formula: .

4. R.AY = A 4D — ADAD

sive
";2 R o
50 R "’; = < R a’f — 61({ . ‘:‘a’{;{,‘ .
R 8‘ Oda ") 8‘ aa,:Z oay’

Evolutione productorum fac(a habetur formula identica,
(Awfi(ll) (l) (1'))<A(l) (l’) (‘) "))

}‘1/ ]Jt/ klll
() 4G9 ’1) (u) ©) (f') (i) 409
+ (A 1‘.]:: A” )(.A.AIII — A Akur)
(i) g9 (') (l’) (") (r')
+ (-Ak Aklli kl/l )(AA ke T Aku ) = ()
In qua substituendo (4) et d|v1dendo per R prodit formula:
, 0 i, i r, g [ 1 v
6' Ak kl ‘41\“ keer + Ak, 1 ku/ k¢ + Ak l/U key ke = O
ac similiter demonstratur
‘u' L1 ,, ,n [/// et 11’ iu
v Akk' e A A kl’+Ak klu=’-0-
Per aliam formulam identicam notissimam obtmetur e (4):
) iy ¥ (1) i, i (‘) iy i
8 A A[J’ku + A Au k A]‘u k v = 0

( myl ¢ " 12 u ‘i
AP 4y +A§:’A},’,J+ A4 =0

sive
OR 3R dR 3R R R __
9 5a) Galoal | oa) Fagaay T o0al aloal  °

JOR 8 R + JoR 0? B + oR 02 R
aa(l) 0 (t’)a (l") aa?’) 'a (t“)a (l) (l”) a @) a (l‘)

I
e
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Advocando formulas (1.) obtines e (8.)

() ()
a ‘Akl- Ak
0] @) g, 1 ) Gy iy i
14 A, Ay, 'Ak, 9 Ay A, Ak’, ”
* () - 0 40 @n " G) 4G) ¢
d ay, A A, day, A, A

. mot . ..
Formulae praecedentes Cl°. Bézout bene insteuerunt, earumque in variis
quaestionibus usus est.

11.

Formula (4.) §. pr. ad generalius formularum systema pertinet. Vi-
dimus §. 7. ex aequationibus,

at+ at,.... +a,t, = u
| att+aty.... +ait, =u

)
a”t+a"t .... +a"t, = u,

sequi

Au+tAu, .... +AMu, R.¢t
Aut+Au ... +4"u, = R.¢

l

dut Ay ... + 47u, = R.¢,
quibus in formulis erat,
R=S+dad .... a0, A = =+ad, .... a’,
A ==+A44 .... A",
Aequationum (1.) tantum k-1 primas consideremus,
at +at, ... +a,t +Fap by ... fait, = u,
at +ait, ... +aly +a by ... tat, = u,

3.

a®t+alt oo+ alt a0t =
earumque ope determinemus ¢, ? .... & per reliquas quantitates #,,,, f,,
etc., atque per «, %, .... u;. Prodeat,

5 Ch+Cubiyy oo.. +Ct, = Du4 D, .... + D,u,,
qua in formula erit,

6. C, = S+ada ....a"°, D, = S+adad....a"
Quod patet observando, obtineri aequationes (4.) e (1.) ponendo n=Fk ac
ipsorum #%; loco ponendo, . .

U — Ay G — Bopa bigr oo e — Gy by
39 *
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Similiter e n —% -1 postremis aequationum (2.) determinemus quantitates
Uiy Upyy -... u, per reliquas w, u,....u_, el per quantitates &, &y, .ov. £,
quo facto prodeat:

. HEu+Ewu ....+ Eu = Fity+ Fi by, ... +Fot,

erit

8. E.=3S+A0A1... . AD, Fi=R.s+ APAYY .... AD.
Aequationes (5.) et (7.) inter se convenire debent, nam per aequationes
propositas (1.) unico tantum modo exprimi potest & per fipy liyg oo-- fus
u, 4, .... u;,. Unde fieri debet

Dr . E
) Ci —  F
Sive
Z+aalaf ... aD S+4P 4D 4P

9.

no= FF1)_ D) ok
2+M @l eer. R.3+ AN 40 70

In hac formula generali ipsi & tribuendo valores
n—1, n—2, n—3, .... 1,

prodit :
S+ad, ....a" " b S
2+tad, .... ,(:_l') - RA(:)
S+ad .... a,§:’? S+ AT AT A
‘ -y T (n— n
10. S+aa, .... ") R34+ 470 4"
a St A4 .4
2tad, T ORI+ LAV AT

Harum aequationum prima suppeditat,
S+A4°4) = Z+aa ... 6" = RAT) ],

quae cum formula (4.) §. pr. convenit. Deinde aequationum (10.) duas, tres,
quatuor efc. primas infer se multiplicando, prodit formularum systema hoc:

< -1 ¢ -7
S 4+ 477040 = RZ+aa, .... d"7)

n- 2 -1 N »
S+AU AT A = RS +ad, ... a0

. . . . . . . . . . . . . . . .

E+A “ s AV = aR™.

1.

Quas formulas amplectitur formula generalis,
k k n -k
12. S+A45°4 ... A = RS taa .... .



1. C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium. 306

E qua aliae plurimae profluunt, indices
0,1, 2....%k k+1, k+2 ....n
omnimodis permutando. Veluti si formularum (11.) postremam sic reprae-

sentamus:

03+ 44 4% .... A™
= a RV
generaliter habebitur
03+ 44,47 .... A™ G) P (-
! ak R( l)u

0.4
Ponendo
S+ 44, .... A =r
fit 0
r=d57 +A‘6‘A : +A"BA,.
= R*! ‘Aa-}-A,al veee + 4,0},
sive ¢ §. 6.:

13. =+44,.... A2 = R".

Quae npotissima formula est.

12.
Substituendo secundum (3.) §. 6 ipsis A’ expressiones,
i JR
1. 40 = "
£ ga”

sequitur e formulis §. 7., propositis aequationibus linearibus

u =at +at .... +a.t,
v, = a't +a t, .... +a,t,

t,‘-{-a")tl +a("t

u, = a
fieri 8
— IR R
R.t = u+a, ....+mu,,
. aR oR
3. R-tl = aalu+a ,u, v e +’a—;zl;)'u”
R.t,,— u,.... +—a—l-{—u,,.

(n)
da.
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Proponamus systemata aequationum linearinm in quibus omnibus iidem
sint incognitarum Coéfficientes et quae solis terminis mere constantibus inter
se differunt. Quarum aequationum typus generalis sit,

at +a1 tl vee +a,. tn"-——-é\ak
at +a bt .... +da t, = da;
a”t+at ... + a1, = 8,
e quibus aequationibus n 4-1 systemata proposita obtineantur ponendo ipsius &
loco indices -0, 1, 2 .... n. Valores incognitarum e systemate aequatio-
num (4.) provenieutes vocemus
t(l)’ t(k), R G
3 n
erit secundum (3.):
&k _ OR OR JdR (n)
9. R.tk = Maakaak—{-éz@ak veee +m3ak .
Unde tribuendo indici & cunctos valores O, 1 .... n et summando prodit
formula:

6. Rit+t 4+t .... +{" = IR
7. i+t 4t ... +8" = SlogR.

Expressio ad dextram formulae praecedentis est summa e valore primae in-
coguitae e primo aequationum systemate, e valore secundae incoguilae e
secundo systemate eruto etc. Signum variationis — ¢ — functioni alicui U

elementorum i’ praefigendo intelligo summam,

oU o .
8. é\U = Eé‘;{r(yak),

sive etiam

designantibus dai’ quantitates quascunque et summa ad utriusque indicis i
et k cunctos valores 0, 1 .... n sive quod idem est ad cuncta Determi-
nantis elemeuta extensa.
Supponamus typum aequationum propositarum esse
Do, 8 . Fa, £ = day F (0, k)
0. JA@+a b a6 = 04 +(1, K

Il

. . . . . . . . . .

n) 4( (k (n) Sk n}
ath + ... a8 = 04’ + (n, k);
mutabitur formula (3.) in hanc,
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JR (n)
a EWO) J

%%(1, B .. .. + m n, k),

& _ JR JR p
10. Rt 3ak 3ak+—a—a?3ak....+

ideoque mutabitur (11.) in banc,
1. Rit4+6+¢....6"} = SR 4+ = 28 5 (,) G, k),

summa ad indicum ¢ et % cunctos valores 0, 1, 2 .... n extensa. Pona-
mus inter Coéfficientes aequationum linearium propositarum locum habere
aequationes,

() (R
. 4 = a;,
unde quantitates,
JR G JdR X
— A") —_—— == A()
aa\t) k) aa:K) i)

inter se aequales existunt §. 6. Supponamus porro quantitates (i, &) indi~
cum i et & permutatione valores induere oppositos, sive fieri

12. (k)= —@ k), k k) = 0.
Quibus positis in summa

a (x) (Z k)’
termini
m (%, k)
evanescunt; porro pro ¢ et & dlversm bnu termini,
JR
da (') @ k) + 8 \A) (k, i),
sese matuo destruunt, unde tota summa
oR
= — 72 u) (2 k)

evanescit. Habemus igitur hanc Proposnllonem.

Propositio.
»» Proponatur aequationum linearium systema,
at® 44 ... +at’ = la + (0, k)
ath +atd ... Fatd = 30;‘ + (1, k)

k k
""t“+a‘"’t” veer F+ a7 = ("’+(n, k),
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in quibus
) (Io

a = a;
atque (¢, k) sunt quantitates quaecunque pro quibus fit,
& k) = —(k 1), (k, k) = 03

e systemate aequationum proposito formentur n -1 systemata, ponendo
pro ipso % indices O, 1, 2 .... n, atque e primo systemate eruatur
valor primae incognitae, e secundo secundae elc.: omnium summa
aequatur variationi logarithmi Determinantis aequationum propositarum,
sive fit

(L6446 .+ = Slog= +add, ....d"

Hac interdum Propositione solvere licet quaestiones Analyticas gravissimas

quae primo intuitu valde complicatae videntur. Cuius rei olim occasione
tradam exempla.

13.
Statuamus
1. &) = Sog® = 4@ (k)+ Dt +a(" (k)
ac vocemus P Determinans ad elementa e pertinens, quod rursus n 41"
gradus sit, ita ut habeatur,
2. P=Z=+ccc....c"

Est productum

3. +c¢cc ... = +8Saa.Sa'a’.Sa"a"’ .... Saa",
quod summarum productum per unam summam repraesentare licet,

4. +cCc oo 60 = + 80,8, Ui lpe « Ui s+ e v o A @™

m(") m(")

= + 8o, tn ... ¢ .a,@,. .... a"

m () miny?
siquidem signum summatorium S ad solos indices inferiores m, ' etc. re-
ferimus, quibus singulis cuucti valores tribuendi sunt

0, 1, 2 .... p
Permutando quantitatum ¢ indices superiores, indices superiores ipsorum «
easdem Permutationes subeunt; contra permutando quantitatum ¢ indices in-
feriores, clementorum « indices superiores easdem Permutationes subeunt.
Prodit Determinans P ex aequationis (4.) laeva parte, indices ipsius ¢ su-
periores 0, 1, 2 .... # omnibus modis permutando simulque signum posi-
tivum aut negativum praefigendo prout eorum indicum permutatio positiva
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aut negativa est. Qua de re obtinetur P ex expressione,

. ! (n) ! (n)
S.iam“ml LI am(n)oamaml esees am(n),

indices ipsius ¢ superiores omnimodis permutando, signo positivo aut ne-
gativo praefixo prout Permutatio positiva aut negativa est, unde fit
5- P = S.(dma;,u XKl a(") ozi“ma‘:nl oo C&<") )o
m(n)

()

At secundum Determinantium proprietatem fundamentalem evanescit De-
terminans

4 {n)

PR 7 A NP %y s

quoties indicum
’

m, m' ... m”
duo quicunque inter se aequales existunt. Qua de re sufficit in aequatione (5.)
signum S referre ad indicum m, m' etc. valores a se diversos quocunque
modo e numero indicum O, 1, 2 .... p petilos. Distinguamus iam inter
tres casus quibus p <m, p=n, p>n.

Sit p<<n; non licet indicibus m, m’ .... m") quorum numerus est

n-1 valores inter se diversos e numero p <41 indicum 0, 1, 2 .... p tri-
buere; qua de re semper evanescit Determinans,

S Ul eees af’:’gn) ,
ideoque totum Aggregatum quod signum S amplectitur. Qua de re hanc
habemus Propositionem.

Propositio L
» Sit , k k
D) = g® g® () W gk
¢ =a¥a® +aed ... +ola?,
quoties p < n evanescit Determinans
S+ecicl ool
Iam secundum casum examinemus qui prae ceteris momenti est.
Sit p =n; indices inter se diversi m, m’' .... m™ ex indicibus
0,1, 2 .... n sumi debent ideoque cum utrorumque idem numerus sit, in-
dices m, m’ etc. cum indicibus O, 1, 2 .... » conveniunt, ordinis respectu
non habito. Qua de re eruitur P e formula,
P=S.ad .... "= +aa} .... o,
indicibus inferioribus 0, 1 .... omnimodis permutatis ita tamen ut in utro-

que factore -
[ ‘ n
aal....af,"), S Ha0; evee Oy
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eadem adhibeatur Permutatio. At iis Permutationibus Determinans,
S +ad .. o,
aut non mutatur aut tantum signum mutat prout Permutatio positiva aut ne-
gativa est. Qua de re eruimus P si in expressione,
+ad, ... a” . Stad ....a",
indices ipsorum o inferiores omnimodis permutantur signo positivo aut ne-
gativo electo prout Permutatio positiva ut nevativa est. Unde si ponimus
6. =+ad,....a° =R, Stad ce..a) = P,
fit
7. P = PR.

Qua formula haec continetur Proposilio in his quaestionibus fundamentalis

Propositio IL

» Datis binis quibuscunque eiusdem gradus Determinaniibus eorum
productum exhiberi potest ut eiusdem gradus Determinans cuius ele-
menta sunt expressiones rationales integrae elementorum Determinantium
propositorum; videlicet posito

& = a"aPFala” .. FaPa®
alque
R = =tag....q,, P=Ztad....q)°, P= Stec...c{",

fit
P = PR
E Propositione antecedente fluit generalior:
datis quotcunque eiusdem gradus Determinantibus eorum productum
ut etusdem gradus exhiberi posse Determinans cuius elementa ex-
pressiones sint rationales inlegrae elementorum Determinantium pro-
positorumn.
Non essentiale est, quod Prop. II. supponitur, utriusque Determinan-
tis eundem gradum esse; vidimus enim §. 5., quodlibet Determinans m 41"
gradus,
S A eees a7y
etiam pro altioris gradus Determinante haberi posse. Nit m>n atque sup-
ponamus evanescere cuncla elementa,
IR G R N

in quibus inferior index superiore minor est, porro esse,

(m41) (m+42) 4.
a'm+l —_— “/n+2 DR ] UJ,‘ — 1,
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erit secundum §.5. 1V.:

SHaady coe. Oy
Eo igitur casu fit:

n) __ (m)

= ;A0 ceoe Oy

8. = Fadia, «... af,'.'" = taaa; .... af,") = = +ccic, ... €,

sive habetur

(n)

Propositio IIL
»»Sit pro indicis ¢ valoribus 0, 1, 2 .... m,
& = ua® + o a) » ceee +Fad®,
pro indicibus ¢ valoribus malonbus quam m,
& = a’ +aiali + alhel): ... +alal:
erit
SHAU coee &y, =FaAA oo @, = Z+cCiC) ... €,
In parte laeva aequationis (8.) non inveniuntur elementa o quorum index
superior ipso m maior est, unde in Prop. antec. de valoribus eorum ex ar-
bitrio statuere licet. Quos si_evanescere ponimus, fit pro ipso i<m,
& = a® L 6P ...+ aa®,

("') (n) (n) s

pro i >m, & o
; :

14.

Accedamus ad casum quo p>n; secundum formulam (5.) §. pr. fit
P summa expressionum,

(m
@, 0 voee “m R 7 A &

indicibus m, m’ etc. tributis quibuscunque m 41 valoribus a se diversis
e numero indicum O, 1, 2 .... p. Qua de re ex ipsis 0,1, 2 .... p
electis n+1 numeris diversis, hi numeri omnimodis inter se permutati pro
indicibus inferioribus m, m’ .... m") sumi debent, omuibusque illis Per-
mutationibus pro quibuscunque 7 -1 numeris factis, singula Aggregata
1.2 .... n41 (erminorum sic provenientia summanda sunt. At illis indi-
cum inferiorum m, m’ etc. Permutationibus Determinans
Sttty e oci:z,,,

non mutatur aut solum signum mutat prout Permutatio positiva aut nega-
tiva est. Qua de re fit,

) ‘ (
P=S8SZ+ta,.0,.c.. &, (xZt6,a,.....a ,,
40 *
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sive fit P Aggregatlum e

pHl.p.p—1.cc.p—ndtt __ pdl.p.p—1 ... 042
1.2.3.... n41 = 1.2.3.... p—n
productis binorum Determinantium,
D o A N a(m"(),,) =4a, a6, .... a("(),,),
quae obtinentur quoscunque 7 -1 diversos numeros ex ipsis 0, 1, 2 ... p
pro indicibus inferioribus m, m‘....m" sumendo. Habemus igitur sequen-

tem Propositionem:

Propositio IV.

» Formentur producta hinorum Determinantium,

() / ()
- A ) ) 2 E @@ it B ()

pro indicibus inferioribus m, m’ etc. quoscunque sumendo 7z -1 nu-

meros ex ipsis 0, 1, 2 .... p, ubi p>mn: cunctorum eiusmodi pro-

ductorum summa aequatur Determinanti

S+ce.... ),
cuius elementa dantur per formulam,
c(’) = g®a® + a.(') (k) + 66(r) (k) ”
Casu particulari quo pro omnibus ipsorum ¢ et & valonbus fit,
o) = a?,
e Propp. antecc. haec fluit:
Propositi V.
» Posito
i k i k k k
=" =da"d+dd” ... +4aVaP
sit Determinans
Stec oo, 6 = P;
ubi p<n fit
P = 0;
ubi p=n fit
P=\=+ad, .... a)°}";
ubi p >n fit
P = S {2 iam a:nl LI a(n)n)}
siquidem pro indicibus inferioribus m, m' etc. sumuntur quilibet n 41
diversi e numeris 0, 1, 2 .... p.”
Hinc ut Corollarium sequitur, quoties quantitates ! reales sint
Determinans
S+ec, ...
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evanescere non posse nisi Delerminantia
/ ()
Zta.a, .00 a
singula evanescant.
Propositiones 1L, IV. ill. Cauchy demonstravit loco citato.
15.
Proponantur aequationes lineares
cete,x viee 0, v, =
c’w+c} Ly eees F € T, = vy

¢ .z'+c(")x ciee F &, = g,

1.

ubi
k 3
2 & =a%a®+ala ... F a,(') o
@ __ @) O]

3. W =ad%Fal ..ol
Quae proveniunt aequationes si p--1 aequationes,
axtax.... +a"x,

al.’t'+a1(l§'1 LU +a(n)

4,z + a2, ... +a 'z, =1,

~

,_\l

per factores
e®, al, ... a.g)
multiplicatae adduntur. Si p<<n aequationum (1.) Determinans secundum
Prop. I. §. 13. evanescit, quo casu incognitarum valores aut infiniti aut in-
determinati evadunt. Indeterminatos eos evadere inde patet quod aequatio-
nibus (1.) satisfit quoties aequationibus (4.) satisfactum est; si vero p<<n,
aequationum (4.) numerus numero incognitarum minor est ideoque aequa-
tionibus illis infinitis modis satisfieri potest.
Sit p>n, ac statuamus rursus
5, P=3+cci.... s
resolvendo (1.) provenit,

P.x = v+ 80‘ Y oeeeo ac(")'y
6. < P.z, = 'Y’ +5;(17,)-'Y("’
31’ oP .
P..’L' = l.o.o +.8—C_(§'y().
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In quibus valoribus ipsius y® expressiones(3.) substituamus, quo facto prodeat:
Pz = LI+BL.... +6.1,
7 Po\’”‘: B/I—l-ﬁl e e +Bpl
P.z, =714 ei”z + B‘"’l
erit 5
n P ., dP m oP
8. [3,,. = Obm"‘*—a(;k +0&m7§c—1— ceee +(Z,,, 3 U')
Quas expressiones secundum (2.) sic quoque exhibere hcet
9 0y _ oP Bck 81) a(,‘;‘ . + OP ac(n)
o dex " da)) ' e " ga” 8o " gl ‘

Inter omnes quanlitates ¢ solae sunt quantitates ¢;, ¢; .... cy
mentum ;)

rum (2.), fit

' quae ele-
implicant; expresso igitur P per quantitates «, a ope formula-

oP
a am

"I

Unde incognitarum valores (7.) per has formulas exhiberi possunt:

[ P.x l-[- d
a,)

11. < 3a’ l+ aa'l ll RN 8a; ”

0P
P..’L' ""+5€n)‘lp'

(’\)

m

10.

1 ses e

P.x,

ll

n = Fam
Ponamus rursus,

12. R==xa,a, ....a"%, P= o
atque signum summatorium — S — exiendamus ad qualibet ipsorum m,
m' .... m" sysiemata in quibus m, m’ etc. n+4-1 diversis numeris ex ipsis
0,1, 2 .... p aequantur. Erit secundum Prop. IV, §. pr.,

13. P = S.PR.
Qua formula in (11.) substituta fit

( (S.PRjz = §.P{S2

Z+ta,a,

e’ ce e e

ali
dap

—

oA
R

0R
da’ i+ da; 4

l}

{S.PR}x,

" < S.p{S2

{S.PR}z, __SP{ a(,,)z+

Jdn

ol +

-+ a ;

gﬁ',}

aa(") r§

P
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Expressionem R non ingrediuntur omnia elementa,

a® a?, ... @
sed tantum elementa,

al, a, .... da¥
Qua de re valores (14.) sic quoque exhibere licet:
0 R R

{’ (S.PRlz = SP: IR § 4+ 8‘9 o eree 52 . ,,)$

R |

S-PR .’L' = S Pg 2 l ml LRI + d ml\n\ Q

15- < { } ' a + m' aamw) ‘

?P »

(S.PR}z, = S. P; 5o +a (,,, by vovn + d°nz o ;

m(™)

Designemus per

@)y @)y o (@),

valores incognitarum 2, z, .... @, provenientes e ®--1 aequationibus e
numero aequationum (4.) in quibus termini constantes sint,

Im} lm’) ¢ lm(");

erunt expressiones uncis inclusae quae in dextra parte aequationum (15.)
sub signo X' inveniuntur per P multiplicatae, aequales ipsis
R(x), R(x), .... R(z,).
Unde poterunt iam formula (15.) sic exhiberi:
{S.PRlx = S.PR(x)
{S.PR}x, = S.PR(x))

16.
{S.PR}z, = S.PR(z,),
unde op )
_ S.PR(x) __ S.PA(x __ S.PR(x,)
17. 2= —Tgpr 2 &1 = —5pr * " T= “SpR

Quae sequens est Propositio:

Propositio L

»Quascunque n -1 combinando e p-41 aequationibus (4.) veluti
m—41", m' 41", ... m® 41", eruantur incognitarum 2, x,....x
valores,

n

@)y @)y + oo (@);
qui valores omnes per eandem quantitatem multiplicentur,

— ‘ ) ‘ a™
PR=Z=+a,0u ... oc,:(n).z-_!-_a,.am, ceer A7)0
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pro omnibus illis combinationibus quarum numerus est,

p+1.p....p—n4+1 _ p4t1.p.... n42
1.2....n+41 - 1.2....p—n ’

producta singula,

PR.(x), PR.(x), .... PR.(z),
summando ac dividendo per summam ipsorum PR prodeunt incogni-
tarum valores quales per aequationes (1.) determinantur,

— S.PR(w) . _ S.PR(x) _ _ S.PR(x,) »
T SPR D MT USPR D T TSPR
Si rursus fit,
o = a

abeunt aequationes (1.) in sequentes,

(@ea)xr 4 (aa)x, .... +(@a)x, = (al)
18, (¢ a)x + (a'a)z, .... + (a'ad”)z, = (a'l)
@a)r+4 (@ a)e, .... + (@a") @, = (a1),
siquidem

(@a®) = (e a®) = aa® + a’d’ .... + (@ aﬁ,‘;)
@) = a"l +at ...+ a;?l,,.
Aequationes (18.) eaedem sunt aique adhibentur ad determinationem in-
cognitarum x, @, elc. per Methodum Minimorum Quadratorum, si Obser-
vationes numerum aequationum (4.) suppeditarunt ipsum incognitarun nume-
rum excedentem. Ponendo enim
U= S.@.x+a.2 .... +aPx,—1.),

summa S extensa ad ipsius = valores O, 1 .... p, aequationes (18.) con-

veniunt cum his

8U , OU , U

3 p—l O, z 635‘1 = O, 3 8 —_— 0,

* dx
pro quibus U valorem Minimum nanciscitur.
Habemus igitur hanc Propositionem :

Propositio IL
» Proponantur aequationes,
ar +dx,F+a'z, ei.. +aPx, =1
ax +tax,taz,.... +aVzx, =1

. . . . . . . . . . . . . . .

a,¢ + 4,2, + a;x; oo, +aPx, =1,
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quarum numerus incognitarum numerum excedat; e quolibet systemate
n 41 aequationum praecedentium valor incognitae eruatur atque per
quadratum Determinantis eius systematis, R R, multiplicetur; quibus
factis pro singulis aequalionum proposilarum combinationibus omniuin
illorum productorum summa per summam omnium RR dividatur: eruitur
incognitae valor idem atque invenitur, si aequationes propositae per
Methodum Minimorum Quadratorum tractantur.”

Observandum est, valores omnium incognitarum qui ex eadem aequatio-
num propositarum combinatione proveniant secundum Prop. praec. per ean-
dem quantitatem RR multiplicari, quam ideo in applicationibus ad Metho-
dum Minimorum Quadratorum convenit appellare Pondus Combinationis,
a pondere valoris incoguitae bene distinguendum.

16.

Statuamus ex aequationibus (18.) §. pr. sequi,
Prx = Hul)+H @l .... +H"@™),
ubi P sicuti supra designat aequationum illarum Determinans. Consueverunt
Astronomi, quantitalem

P
appellare incognitae & Pondus seu potius Pondus determinationis incogni-
tae  quae omnibus Observationibus per Methodum Min. Quadr. combinatis
eruitur.  Restituendo ipsius (¢ a*) loco clementum ¢ fit,
P=Z=+ccc;....c", H=Z=%cicy.... "

Unde secundum Prop. V. §. 14.,

P = S{Ziamafﬂafﬁw a;‘zn;}’

H — S{E_—I; Al voes }’,

)
siquidem in altera formula pro ipsis m, m’, m" .... m", in altera pro ipsis
m'y m'* ... m" omnibus modis quibus fieri potest sumuntur indicum
0,1, 2 .... p seu n41 seua n diversi. Si tantummodo tot combinamus
Observationes quot sunt incognitae, ex. gr. Observationes quantitatibus
by 4 .... 10,
respondontes, fit Pondus ipsius © ea Combinatione determinatae,
{Exa,aia; ..., aﬁ:’)}’ .
SEE aar L adp T ),
siquidem iu denominatore sub signo S pro indicibus inferioribus sumuntur
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII Hift. 4. 4
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omnibus modis n diversi e n41 indicibus 0, 1, 2 .... n. Si vocamus
quantitatem

ZE+waa .... a"}) = RR
Combinationis Pondus, erit,

S{E+da;.... d") = %’)i
ipsius @ per Combinationem illam determinatae Poudus inversum, multipli-
catum per Pondus Combinationis RR. Quantitas quae Aggregato praece-
dente continetur,
Et+da .... a0,
etiam in aliis Combinationibus obvenit, videlicet in iis quae quantitatibus
by &y oo b, atque uni e reliquis ¢, 1, «... !, respondent ideoque in
p+1—n
Combinationibus. Quam ob rem si pro singulis Combinationibus p 41 Ob-
servationum ad numerum n-1{, qui determinandis incognitis sufficit, de-
terminamus ipsius = Poundus inversum, multiplicatum per Combinationis
Pondus: omnium eiusmodi productorum summa aequatur quantitati,

(p+l—-—n)S{E-_l-_a:,,,aZ,u vere a® }2 = (p+1—n)H,

m(n)
sive fit
RAB P S.RR
—— = —n) Il = —_n), —— = —_n), —
unde
RR
SOC TH i g
S. BB T P :

Hac formula incognitae per M.M.Q ex omnibus p 41 Obss. determinatae
pondus P determinatur eiusdem quantitalis ponderibus quae pro numero
Observationum n-1 aequali numero incognitarum obtinentur, advocatis
singulis Combinationum Ponderibus RR. Videmus ipsorum (—Il,—) valorem
quodammodo medium in parte dextra aequationis praecedentis formatum non
ipsi Tip‘ aequari sicuti in Prop. 1. §. antec. de incognitarum valoribus usu
. .. 1 AT
venit, sed ipsi 5 multiplicato per p 41— n, hoc est per excessum Ob-

servationum numeri unitate aucti super numerum incoguitarum. Quod bene
quadrat, quia determinationum pondera cum Observationum numero crescunt.
Regiom. 17 Martii 1841.




