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11.
De formatione et proprietatibus Determinantium.

(Auct. C. G. J. Jacobi prof. ord. math. Region).)

1.
quidem notissiini Algoritbmi, qui aequationum Iineariuni litteralium re-

solutioni inserviunt. Neque tarnen video eorum proprietates praeeipuas, ita
breviter enarratas atque in conspectum positas esse, quantum optare debe-
mus propter earum in gravissimis quaestionibus Analjticis usum. Scilicet
illae proprietates quamvis elementares non omnes ita tritae sunt, ut quas
indemonstratas relinquere deceat et valde molestum est earum demonstratio-
nibus altiorum ratiociniorum decursum interruinpere. Cui defectui hie sup-
plere volo quo commodius in aliis commentationibus ad banc recurrere pos-
sini; neutiquam vero mihi propono iotain illam materiam absolvere. Adjeci
sub finein Propositiones quasdam ad Metbodum miuimorum Quadratorum
pertinentes, quibus explicetur quomoclo incoguilarum valores eorumque Pon-
dera, Metbodo illa determinata, peudeant a diversis valoribus et ponderibus
quae obtinentur pro diversis Combinationibus numeri Observationum numero
incognitarum aequalis, qui earum determinationi sufficit. Quae ad computum
inutilia, facere tarnen possunt ad naturam illorum valoruin et Pouderum me-
lius cognoscendam.

2.
Proponatur productum conflatum ex omnibus " % differentiis w+ l

quantitatum αύ, aL, .... an,
P = ( i — Oo)(a2 — «u)(«3~«o) . . . . («n~«u)

(«2~«ΐ)(θϊ —«l) · · · · («n— «l)

(a3 — #2) (an — e2)

quod productum omnimodis permutando quautitates at valorem absoluturn
inutare non potest, sed aut valorem eundem servat aut in oppositum abit.
Yocemus eas indicum 0, l, .... n Permutatioues, pro quibus P valorem
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286 11· G· G. J. Jaco i, de formatione et proprietatibus Determinantium.

euudeni servaf, positivas; eas, pro quibus P valorem oppositum induit, ne-
gativas, sive priores dicamus pertinere ad classem positivam Permutationum,
posteriores ad classem negativem. Biuis propositis Permutatioriibus quibus-
eunque, certa exstabit Perrautatio, qua post alteram adhibita aliera prodit.
Pertinebunt duae Permutafiones propositae ad classem eandem auf ad
classes oppositas, prout Permutatio, qua altera ex altera oblinetur, ad
classem positivam auf negativam pertinet. Tribus enim Pernmtationibus
abeat P respeciive iu ε Ρ, ε'Ρ, ε"P, ipsis ε, ε', ε11 deuotantibus + 1; si
secunda Permutatio post primam adhibetur, abitP successive in ε Ρ, ε.ε'P;
tinde si secundam Permutationem post primam adhibendo nascitur tertia, fit

*" = €€'.
Hinc prout ε' aut +1 aut — l, hoc est prout Permutatio qua ter-

tia e prima obiinetur ad classem positivam aut negativam pertinet, Permu-
tationes prima et tertia ad classem eandem aut oppositam perlinent, et vice
versa. Sequitur ex antecc., Permutationes ad eandem classem pertinentes,
si nova fiat Permutatio, aut cunctas simul in eadem classe manere aut
cunctas siinul in alteram classem transire. Scilicet fit illud aut hoc, prout
Permutatio ad classem positivam aut negativam pertinet Si plures Per-
mutationes aliae post alias adhibentur, diversae nasci possunt Permutationes
pro diverso quo aliae post alias adhibentur ordine. Etenim Permutatione
aliqua loco 0, l, 2 etc. ponatur ίυ, il9 i2 etc. atque alia quadam Permuta-
tione O, kn 2 etc.; secunda post primam adhibita, ipsorum 0, l, 2 etc.
locum occupabunt

*/o> */,
prima vero post secundum adhibita,

^0>
neque necessarium est fieri

*** = '*«·
At prorsus eadem methodo, qua Propositio praecedens, deraonstratur,
mutationes diversas quae nascantur pro diverso ordine quo Permutatio-
nes complures aliae post alias adhibentur ad eandem pertinere classem.

Designantibus i et V binos iudices quoscunque, productuinP sie ex«
hibere licet:

P = ±(«i—a^.
siquideiu designant

Π (αέ—αΟ (α*—aj, Π (α*—
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11. C. G. /, Jacobif de formatione et proprietatibus Determinaniium. 287

producta omnium ipsius P factorum (αλ — «,·)(«* — «;<) vel ΛΑ — «AM qui ob-
tinentur tribuendo ipsi k vel utrique , &' valores ab i et i' diversos.
Quae duo producta alterum ipsorum i, V respectu synimetricum est alterum
s vacat unde permutando indices ι et V non mutautur. Contra ex per-

nmtatione factor siugularis #, — a-* valorem oppositum induit; unde ipsum
productnm propositnm P permutando binos indices valorem oppositum
induit. Duoruin igitur indicum commutatio est Permutatio negativa, unde
Perniutationes positivae si denuo bini indices commutantur cunctae in ne-
galivas, negativae cunctae in positivas transeunt.

Reciprocas voqare licet binas Perniutationes, quibus altera post alte-
ram adhibitis positio primHiva non mutatur. Statuannis Permutatione aliqua
loco 09 l, 2 etc. poni ίυ, in «2 etc.; erit Permutatio reciproca qua 0, l, 2
etc. loco ίυ? *i> ?2 etc. pouitur. Binae Perniutationes reciprocae ad eandem
classem pertinent, cum altera post alteram adhibita ipsum P non mutetur.

3.
Ut cognoscatur an Permutatio proposita sit positiva au negativa,

variae assignari possunt regulae. Statuamus indicibus permutatis loco
0, l, 2 .... n

respective positos esse
* 9 Ί > ^2 · · · · ^rt ?

ac quaeratur an hac permuiatione productum P immutatum niaueat an signum
mutet. Producti P factores singuli ita exhibiti sunt ut elementum minore
indice aiFectum de elemento maiore indice aflecto detrahatur. Itaque si r
et s bini suut indicum 0, l, 2 .... n, atque r<*, erit ipsius P factor

a. — ar
qui factor permutatione assignata abit in

at — Λ/ls 'r

qui et ipse seu illi oppositus erit inter ipsius P factores prout i, > r aut
i,<;/\ Itaque si in serie numerorum,• · · ·

^ > ^1? ^2 * · ' · ^«5

t/i vicibus evenit ut post numerum aliquein ir inveuietur minor numerus isj
totidem vicibus producti P factor aliquis signuui mutat sive Permutatione
indicata mutatur P in

(-1ΓΡ,
eritque Permutatio positiva aut negativa prout m par aut impar est. Quam
regulam olirn Cel. Gramer dedit, ill. Laplace demonstravk.

37*
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288 11· C. G. J. Jacobi, de formatione «t proprietatilus Determinaniium.

Sillt
* · · ·? 5 ^1 > ?2 · · * · 2m

quicunque indicum 0, l, 2 . . . . n — l, ac consideremus eam Permutatio-
nem qua mutatur i0 in i0 «Ί in ?2 etc. ac postremo im in i(J. Ad eandem
Permutationem pervenimus, si primuin i(, cum i15 deinde i0 cura i2 etc.
postremo ί(ί cum iw commutauius. Uiide una illa Permutatio obtinetnr m
vicibus commutando duo elementa ideoque est Permut atio positiva aut nega-
tiva prout m par aut impar sive prout inilicum numerus w-f l impar aut
par est.

Ponamus Permuiatione aliqua proposita quacunque mutari indices
t» in i1? ii in i2, «2 in i3 ac generaliter ik_t in i^: pervenilur tandem ad
i diceui «m qui in i0 mutatur, neque aiitea ad aliquem praecedentium iudicum
reditur. Ponamus eiiim in serre indicum iu? iA, i2 ···· inveniri indicem ϊλ

qui in indicem aliquem praecedentem ik mutetur; cum Permutatione quacun-
que unus tantum index in datum quendam indicem mutetur, fieri debet ίλ

=3 iVi ideoque etiam f2_i = i*_2, ^2 = ^-3 e^ ^a porro usque dum ha-
beatur ^+ι = «ϋ· Unde fit «ju.i+i = im, ideoque indicem tj, qui in indicem
aliquem praecedentem ik mutatur, semper antecedit index im qui in i0 mu-
tatur. Si indices i0, iA .... im non cunctoe effingunt indices 0, 1,2 .... w,
et Permuiatione proposita reliqui indices quoque inter se commutantur: sit
eorum aliquis Λυ, rursus babetur cyclus indicum

„ O , A! , A2 . . . . η\)
qui Permutatione proposita quilibet in proxime sequentem, ultimus in primnm
mutantur. Si ita pergimus usque dum omnes indices exhauriautur, palet
pro unaquaque Permutatione indices una q u ad am et necessaria ratione dis-
poni posse in cyclos, ita ut indices in singulos cyclos dispositi ea Permu-
tatione quilibet in proxime sequentem, ultimus in primum abeat.

Proposita Permutatione aliqua, disponantur secundum antecedentia in-
dices 0, l, 2 .... n in cyclos, quorum numerus sit p singulique cycli re-
spective formentur

1̂ > ^29 3̂ * · · * Cd p

iudicibus ita ut sit

Si cyclus aliquis unico indice constat sive antecedeutium numerorum aL etc.
aliquis unitati aequalis est, index ille non in alium neque alius in eum mu-
tatur. CuiliJbet cyclo k iudicibus constanti vidiums respondere Permutatio-
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11« C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibns Determinantium. 289

nem quae obtineri potest k — l vicibus duos indices inier se commutando.
Unde Permuta o proposita obtineri potest,

AI -f- #2 ~{~ a3 · · · · "Ί~αρ — P τ==> # 4" l — p
vicibus duo elementa inier se permutando #). Unde Permutatio proposita
est positiva aut negativa prout w+1 — p par aut impar est sive prout de~
trahendo de mimero indicum numerum cydorum in quos indices Per-
mutatwne proposita discedunt, residuum par aut impar fit. Haue pul-
cliram regulam qua Permutatio proposita positiva an negativa sit eognosca-
tur, dedit ill. Cauchy (Ec. Pol. cah. 17. p. 41).

4.
Propositis (w+1)2 quantitatibus

·?>
in quibus indices et superiores i et inferiores k valores omnes 0, l ? 2 . . . , n
induant, producatur terminus

ex eoque numerus 1.2.3 .... (n+1) terminorum similium formetur indi-
ces aut superiores aut inferiores omnimodis inter se permutando. Singulis
deinde terminis signum aut positivuni aut uegativum praefigatur^ prout Per-
mutationes quibus e termino a a\ α'ί .... <v obtinentur positiva aut ne-
gativa sunt, omniumque 1.2 · 3.... (n-f-1) terminorum suis signis accepto-
rum fiat ggregatum^ quod designabo per

R =5 Σ ± a a\ a* .... a(»\
Eiusmodi Aggregatum R praeunle ill. G aus s aliisque Determinans appel-
labo, ipsas quantitatis af Determinantis elemenla et cum ipsius R terminus
quilibet e n + lelement*s producatur ipsum R dicani Determinans n+lu

gradus.
Quilibet Determinantis R terminus

ak d^ a'i« .... an

*) Patet simul, paucioribos commutationibus duoruni clementorui Permutationem
propositam obtineri non posse.

**) Indicem (0) in genere nonscribo ita ut a®, a^ a loeo a®, af, νξ* ponfttur
vel quantitates a^; «^ α respective dicautar inferiore aut superiore aut utroquc in»
dice (0) affecti.
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290 11· C. G. y. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinaniium.

e terniino u^a\a^ . ... <£° duplici modo obtiueri potest, sive loco indi-
cum iiiferiorum 0, l, 2 .... n ponendo respeetive Ä, ', Ä" .... k("\ sive
ponendo 0, l, 2 .... ft loco indicum superiorum Ar, A', A'' .... k(n\ Quae
Permutationes sunt reeiprocae ideoque ad eandeni classem pertinent; uiide
Determinantis termini iisdem signis afficiuntur, regula siguoruin apposita sive
iuferiorum sive superiorum indicum pernmtationibus adhibealur. Cum nova
Permuialione quacuuque facla eiusdem classis Permutatioues simul oniDes
iu eadem cla«/se maneant sive omnes simul in oppositam classem traaseanf,
sequitur, quacunque indicum superiorum inferiorumve Permutatione De-
terminans aut non mutari auf valorem oppositum mauere. Porro cum
liiuorum indicum Permutatione classis Permutationum positiva in uegativam,
negativa in positivam abeat, sequitur binos quoscunque sive superiores sire
inferiores indices permutando Determinans valorem oppositum mauere.
Quae Determinautis proprietas principalis et characterislica est. Unde haec
altera fluit propositio fundamentalis , evanescere Determinans quoties bim
indices sive superiores sive inferiores inter se aequales existant, siquidem
breviter indices inier se aequales dicimus ubi quanlitates iis aflectae aequa-
les sunt. Sciiicet si duo indices inter se aequales sunt, eorum pennutatione
nihil mutatur, qim tarnen pennutatione cum per proprietatem characteristicam
Determinans in valorem oppositum abeat, fieri debet JR = — R give /l = 0.

Adnotamus casus quosdam speciales quibus Delerminantia in sinipli-
ciorem formani sive etiam in unicum ierminum redeunt. Exhibito Determi-
nante R sequente modo,

ubi m<fl; ponamus pro Omnibus ipsius i valoribus
0, l, 2, . . . . m — l ,

esse

Heiiciendo Determinantis terminos evanescentes, ii tantum remanent termini,

i i

in quibus iadtces inferiores.
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11. C. G. J. Jaco&i, de formatione et proprietatibus Determinantium.

conveniunt cum numeris
m, 17l -|-1, . . . . it;

ordinis respeciu non habito. Nam si indicum £m, i"1"*"1 etc. vel unus ae-
quaret aliquem numerorum 0, l, 2, .... m — l , terminus ex hypothesi facta
evanesceret. Unde sequitur, quia in quolibet Determinantis termino indices
elementis subscripti omnes inter se diversi esse debeut, reliquos indices
inferiores

l, l y l y . . . . l

ordinis respectu non habito convenire cum numeris,
0, l, 2, . . . . m — l,

neque valores m, m +1 etc. induere. Qua de re eruuntur cuncti Determi-
nautis termini ex uno

seorsim inter se permutando indices
0, l, 2, . . . . /Λ— l

atque indices
m, m "f· 1 9 w + 2> . . . . iiy

signis insuper ancipitibus + ita determinatis ut termini qui binorum indicum
])ermutatione alter in alterum abeunt signis oppositis afficiantur. Unde fit

q » _ V J. ///y' /l(m""1} ^ 4- (m) /l(m+1) /l(n)
O. Xt — -ώ> τ C?if| . . . . <lm_i . ̂  T" ||m ^«m+1 · · · ·<*„ ?

sive habetur Propositio:
I. Quoties pro indicis valoribus 0, l, 2, .... 01 — l evanescant ele-

menta a^\ «(Γ+1)
9 ···· «1% Determinans

Σ + αα^2 ..-.α(
Λ

η>

abire in productum a duobus Determinantibus

Prorsus eadem valet Propositio si pro indicis i valoribus 0, 1,2,
.... m — l elementa a„i ^m+i* ···· a® evanescunt. Si in Propositione
antecedente insuper pro indicis i valoribus 0, l, .... / — t evanescunt ele-
menta ef, af+1), .... a(™\ Determinans JB in productum e tribus Determi-
nantibus abit et ita porro.

Est casus simplicissimus Propositionis antecedentis quo elementa certo
quodam indice superiore afiecta pro indicibus inferioribus praeter unum omni-
bus evanescunt, quippe quo casu alterum Determinantium e quibus 7l pro-
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292 11· C. G. J. Jacolii de formatierte et proprietatibus Determinantium,

ducitur in simplex elementum abit. Sit enim
«<«> = af> .... = au = 0,

fit:
4. -2±αα&....<£?<ί? = «n}S±aa;....aLLl l ).

Si iosuper fit,

eadem ratione e (4.) sequitur:

Sie pergendo eruimus Propositioiiem liaoc:
II. Evanescentibus elemeutis omnibus,

(m+J) (n)

in quibus respective index inferior k indicibus superioribus m,
.... w^ minor est, fieri

Uode ponendo m = l sequitur :
III. Evanescentibus elementis omnibus in quibus index inferior indice

superiore minor est, Determinans in unicum terminum abire vel fieri

E Propoei one II. sequitur hoc Corollarium:
IV. Evanescentibus elernentis omnibus,

-(m) /f("l+1) Λ(")
«* > «A · · · · 0* >

in quibus indices inferiores superioribus minores sunt, si insuper
habetur,

fit

S
E qua Propositioiie patet quodlibet inferioris gradus Determinans haberi
posse pro Determinantis aldoris gradus casu speciali.

C.
Designemus per

a(f}A(f}ag Ag

Aggregatum omnium Determinantis j terminorum qui per quantilatem a$P
multiplicati sunt. In quovis ipsius R termino
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11. C. G. J. JacoSi, de formatione et proprietatibus Detcrminantium. 293

elementa ak, ak, etc. indicibus cum superioribus turn inferioribus omnibus
inter se diversis gaudent. Unde terminos Aggregat! A(/} non ingredi pos-
sunt quantitates a^\ in quibus Index superior valorem f\el inferior valo-
rem g habet. Porro cum in quovis ipsius R termino elemenium unum sit
nee plura quod datum indicem superiorem i, unum nee plura quod datuin
indicem inferiorem k habeat, sequitur, singulos Determinantis R terminos
per unum elementorum dl\ ̂  .... «f neque vero per plura eorumsimul
multiplicari nee uon per unum elementorum #*, a^ .... (^ neque vero per
plura eorum simul multiplicari. Vocabantur autem,

a^®, a»< . . . . «^!,
Aggregata terminorum Deierminantis R respective per «°, αΊ .... a(„
multiplicatorum, unde fieri debet,

1. = a^ + afA? .... + ^};
porro erant,

Λ * A* (rt) jt(n^aj.A^j akAk, . . . . ak Ak',
Aggregata terminorumDeterminanfi» R respective per #* ak . . . . α*] inulti-
plicatoruii], unde fieri debet^

2. R = α*Αι + a'kA'k + . . . . + a?A(?·
Tribuendo indici i vel k valores 0, l, 2 .... n, e quaque duaruui formu-
larurn (1.) et (2.) obtinenlurn + 1 repraesentationes diversae Deierminantis R.

Determinans R est singularum quantitatum af respectu expressio
linearis, atque ipsius a(? Coeffioientem, qua in Determinante R afficitur,
vocavimus *\ unde adhibita difierentialium notatione ipsum A(* exhibere
iicet per formulam,

o A& — R

* ~ ^75·
vQJc

Ilinc si quantitatibus a\ incrementa infinite parva tribuimus,
da(^

simulque R incremeutum dR capit, fit
4. dR = ^Afda(?,

siquidein sub signo summatorio uirique indici i et k valores 7 19 2 . . . » n
conferuntur.

Binos indices superiores ι et V commutando cum R in —R abeat,
sequitur, Aggregatum terminorum ipsius R per «*?) muldplicatorum, a®A®,
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294 11· C. G. J. J r tco&i , de formatione et proprietatibus Determinantmm.

ea cotnmutatione abire in Aggregatum terminorum ipsius — R per a(^ multi-
plicatorum, —a (pA ( j?. Unde sequitur, ponendo i loco V abire Af in
— ΑΖΪ eademque ra one probatur, ponendo k loco k1 abire AI in—A& .
Unde etiam sequitur, simul ponendo i loco i', k loco k', siquidem i et i',
k et kf inter se diversi sint, abire A^ in Α($.

Obtinetur -l) J.·0 si in termino

elementum a|i} immufatum manet, reliquorum indicibus superioribus vel infe-
rioribus permutalis, unde fit

unde prodit A(£ loco inferioris indicis k ponendo i et signa mutando sive fit,
jt y* , < (i-1) (i+1) (*~l) a(k} ~(*+1) "C?l)

Vel etiam si i et k a o diversi, obtinetur A? ex
A "S? J_ ' " ^"^jfM. "··'""' ' irr a^a^ .... Uji ,

loco indicis superioris i et inferioris ponendo o.
Commutando indices inferiores cum superioribus non mutatur Deter-

minans R; simul termini in a*l) ducti, a^A^j abeunt in terminos in a/
ductos, a(*}A(Pj unde in quantitatibus a^ commutando indices inferiores
cum superioribus abeunt quantitales A(? in Af^ sive etiam in quantitatibus
A(^ indices inferiores cum inferioribus commutantur. Hinc etiam sequitur,
guoties pro omnibus indicibus i et k fiat,

fieri etiam

Commutatis enim indicibus superioribus et inferioribus omnium a(^\ ipsa-4^ non
mutatur cum eius elementis aequivalentia substituantur; ea autem commutatione
vidimus abire A(£ in A\*\ unde utrumque inter se aequale evadere debet.

Statuamus, pro datis duobus indicibus i et i1 fieri,

propter proprietatem eius fundamentalem evanescit valor Determinantis R.
Hinc repraesentando Determinans R per formulaui (1.) ac substituendo (5.)
eruimus,

6 n Λ*') j(*) i J&> y fCO ι Λ(£0 j(*)u = α Λ -t- at A* .... -H a„ A* .
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11. C. G« J. /acofei , de formatione et proprietatibus Determinantium. 895

Haec aequatio inventa quidem est supponendo, quantitates a*° ipsis «(
Ä

l) re-
spective aequales esse, sed eum expressionem ad dextram aequationis (6.)
quantitates a(?, a(? .... a(„* omnino nou ingrediantur, aequatio (6.) identica
esse debet. Ae perinde invenitur, desiguante Ä' indieem quemcunque a k
diversum, quoties sit

m t j / (n) (n)

identice fieri:

Substituendo formulas (3.), inventas formulas (1.), (2.), (6.)9 (8.) sie quoque
exbibere licet:

f(0 3 R t _«
T ÄI T~T;

( )

Quae sunt aequationes diflereutiales partiales quibus Determiiians R satisfacit.

7.
Per formulas §. pr. traditas tbeoria resolutionis algebraieae aequa-

tionuui linearium facile absolvitur.
Proponantur enim aequationes liueares;

u = a t +a,t .... +antn
1. l UL = a1 1 +a(ti .... + antn

ut eruatur ineognita f Ä , aequationes propositae respective per^,-4^...^n)

multiplieentur et post multiplicationem factam instituatur summatio: io summa
illa evaneseunt e (8.) §. pr. Coefficienies ipsarum i, tLJ .... tn praeter
Coefficientem ipsius tk qui e (2.) §. pr. aequalis evadit Determinanti Ä,
sive fit

2. Rtk = J^ + ̂ i^i ···· +A(?un.
Qua in formula tribuendo ipsi k valores 0, l, 2 .... n, eruiums hoc
systema aequationum, quod incognitarum^valores suppeditat,

38*
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296 11» C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium*

Rt ss A 1

Prorsus eadera ratione, propositis aequationibus linearibus,

4.

s = α r + a'
s \ = #! r -f- «i

acn) rn
..(*) ̂

eruiraus e (6.)» (2)., §· pr.,
r =

t = A's
5.

Commutando elementorum Λ® indices superlores et inferiores aequa-
tiones (1.) et (4.) inseabeunt; et cuiu simul ipsorum A(^ indiees superiores
et inferiores eommutentur, Determiaans R immutatura raaneat, simul etiain
aequatioiies (3.) in (5.) abire debent Unde alterum aequalionum systema de
altero derivari potest. Sed idem oblinetur absque ulla cognitione rationi«
qua quantitates R et A(^ ex elementis α^° componuntur, observando e(l.)
et (4.) fieri:

6. ur + uLrL ---- + unrn es ts + fa ---- +tn$n,
ac substituendo in hac aequatione ipsarum t> tL etc. valores e (3.) petiios.
Ipsum Determinans R dicamus ad aequationes (1.) vel (4.) pertmere sive ea-
rum aequa onum D et er min ans esse.

Aequationes (6.) §. pr. doceut? propositis n aequadouibus,
0 = at + a^t, ---- +antn

0 s=s a't -f- a^ . . . . + antn

in quibus ipsi a non tribuatur iudex superior i, fieri
8. t:t ....:ta = Α&ϊΑ? ....: 4°,

nisi omnes t, t^ .... tn siiuul evanescaut. Ut etiain aequalio
0 =
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11. C, G. J. Jacob i, de formatione et proprietatibus Determinantium. 297

locum habeat sive ut in (1.) quantitates u, u1 etc. simul omnes evanescere
possint, fieri debet e (1.) §*pr.

9. R = 0.
Eademque ralione patet, evanescere Determinans, si exstent w-|-1 quanti-
tates non simul omnes evanescentes r, ri> .... rn tales ut simul locum ba-
beant n-j-t aequationesr,

0 = ar + a'rL .... + awrn
0 = aLr + «In .... + a(?rn10.

Scilicet, multiplicentur aequationes praecedentes per A(i\ A[l\ .... A»\ in-
venitur addendo e (i.), (6.) §.

0 = riR,
qua aequatione, cum e suppositione factaunum certe non evanescat ri? De-
terminans R evanescere patet. Quoties igitur aequationes (7.) vel (10.) /o-
cum habent neque earum Determinans R evanescit, certo incognitae t, t{,
.... tn vel r, r1; .... rn omnes simul evanescere debent.

Quaecunque proponantur aequationes lineares (1.), ex iis seuiper se-
quntur aequationes (3.) neque ullus est exceptionis locus. Eruntque incogni-
tarum valores aequationibus (3.) prorsus determinati iique finiti nisi evanescat
Determinans. Evanescente autem Determinante usu venit ut incognitae
aut in infinitum abeant aut indetermin^tae evadant. Scilicet aequationum (3.)
parte dextra simul evanescente atque Determinante, incognitarum valores
formam indetermirjatam,

o
o

induunt. Sed liaec res variis adhuc quaestionibus ansam praebet. Fieri
enim potest ut inter quantitates infinitas vel indeterminatas variae relationes
locum habeant, unde evanescente Determinante varii casus evenire possunt
et pro singulis criteria propria assignanda erunt. Afferam exemplum Geo-
metricum. Proposita superficie secundi gradus, dantur Coordinatae centri
tribus aequationibus linearibus. Quarum aequationum Determinante non eva-
nescente, habentur Ellipsoidae et Hyperboloidae. Sed evanescente Deter-
minante habentur Paraboloidae si Coordinatarum valores evadunt infiniti, ita
tarnen ut ceutrum licet infinite remotum in data recta iaceat. Prodit Cylin-
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$98 U* & G. J. Jacob i $ de formatione et proprietatilus Determinantium.

drus ellip cus aut hyperbolicus aut System a duorum Pianorum se inter-
secantium, si evanescente Determinante Coordinatarum valores indetenninati
evadunt, ita tarnen ut Genirum rursus in data reeta sed ubicunque iaceat
Cylindrus fit parabolicus si centrum in infinituin removetur, ita tarnen ut in
dato piano iaceat. Determinante igitur evanescente inter varias adhuc casus
naturae maxiine diversae distinguendum est et pro singulis criteria algebraica
aflferenda erunt. Quod tarnen pro numero quocunque aequationum linearium
paullo, prolixum videtur negotium.

8.
Aduotavit M. Laplace, unumquodque Determinans repraesentari posse

ut Aggregatum productorum plurium Determinantium inferiorum graduurn.
Quae res ita se habet. Discerpatur numerus n in plures alios numeros ve-
luti in quatuor iia ut sit,

n = i 4- k + l + *»;
distribuantur itidices 0? l, 2, .... n in quatuor classes i+1, k, l> m in-
dicibus constantes. Ex. gr. constituant indiees,

0, l , 2 .... i primam,
i+l j i + 2 .... A: secundam,
k 4-1, k 4- 2 .... / tertiam
/4"1> /+2 .... w quartam

classem. Quae classes omnimodis sibi invicem inserantur ordine numeroruui
cuiusvis classis non mutato, ita ut in Permutatione proveniente non fiat ut
index ininorem aliquem eiusdem classis at\tecedat. Sit eiusmodi Permutatio,

α°, α1, a2 .... an

ac designemus per,
Α±α° α1 α2 ... . CLH)

Aggregatum omnium expressionum quae e data expressione eiusmodi Per-
mutationibus proveniunt, signis + aut — l praefixis prout Permutatio po-
sitiva aut negativa est. His positis in singulis terminis expressionis

loco facto r u m
„® J>"-H) jt-m <*>
„o

scribantur Determinantia
^ 4- n} // *W T 4--̂  JL «ao « i · · · · *V ) -̂  JH

///} ^ 4-· · · ttl< 2 ±
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11. C. G. J. Jacofci , de formatione €t proprietatibus Determinantium. 899

prodit :
R = Σ ± α α\ α'ϊ .... &£° =

Deinonstratio inde paiet quod omnes obtineantur Permutationes primum in-
dices ita permutando ut indices eiusdera classis certum quendam ordinem
serveut ac deinde rursus eiusmodi classis indices omnimodis permutando.
Numerus productorum Determinantium quae Aggregatum S amplectitur est*

1.2.3 .... (
1.2.3 .... (z + 1) .1.2.3 .... k. 1.2.3 .... l. i.2.3 m

Formula proposita expediri potest eterminantis iridagatio si Determinantia
partialia, quae singulorum productorum factores constituunt, valoribus sim-
plicibus gaudent.

9.
Accuratius examinemus Determinantia n — Γ1 gradus e quibus per

Determinantia secundi gradus muliiplicatis Determinans R componitur. Pro-
posito determinante,

D * Î* ι ' CO

terminorum eius per a/^ g^ multiplicatorum vocemus Aggregatum
1. ag as. . Aglf

Ipsi f et f1 nee non g et g1 quilibet esse possunt indices ex ipsis U, l,
.... n, a se diversi. In terminis Aggregat!

non inveniuntur elementa indicibus superioribus f et f1 neque elementa in-
dicibus inferioribus g et g* aflecta, quippe idein Determinatis R terminus
binos non habet factores eodem indice superiore vel inferiore affectos. Qua
de re indices f et f vel g et g' int er se permutando ipsum A^ mutatio-
nem non subii, ideoque abit expressio (1.) in

Eadem autem perrnutaiione cum R in — R mutetur, erit (3.) Aggregaium
ipsius —R termiuorum qui per

Λ > / ) Cy j

multiplieantur, ideoque erit
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300 11· C. G. J. Jacoli, de formatione et proprietatibus Determinantium.

ierminorum ipsius R per α^ α^Ρ multiplicatorum Aggregaium sive
ft Af*P _ Af'if _ Af>P
°· *Κ··8 - Ag>6· -- **>&* ·

Qua de re contiuebit JR terminos provenientes e producto,
/„(/) ,//'> „(/) (/'X 4 f>P6. (a^ «^ — a? <*>g )Ag)S.,

iisque tern iii Ueterminantis JB erunt omnes in quibus duo elementa indici-
bus superioribus f et ff aflecta indicibus inferioribus g et g4 gaudeut. At
quivis ipsius jR terminus continet duo elementa alterum iadice superiore f
alterum indice superiore f1 aifectuin nee non duo elementa alieruin indice
inferiore g alterum indice inferiore g1 afiectum, quia euiusvis termini elementa
singula siugulis indicibus cum superioribus turn inferioribus afficiuntur. Unde
obtinetur R summando omnes expressiones (6.) in quibus pro iisdem f et f
sumuntur pro g et g1 bini indicum 0, l, 2, .... n vel etiam in quibus pro
iisdem g et g1 bini indicum 0, l, 2, .... n ipsis f et f1 substituuntur. Qua
de re si pro t> i1 vel pro k, k1 bini divers! indicum 09 l, 29 . . . . n suraun-
tur, ipsi aulem f, f, g, g1 dati indices sunt, obtiuetur

7. R = S (ai/} a(/° - «^ a1/'5) j£i'
= 2 (a« a|;> - eg af ) A'*., .

r» o C» S f , ~ κ

Facile etiam ipsa A(
g

D e quan tatibus A^fs\ componitur. Erat enim
a/y ^r Aggregaium terminorum Determinantis JB per a^inultiplicatorutn;
qui termini cum insuper per unum elementorum,

(/') (/') (/O (/'>
Ct l Ml 9 ^2 ) · * · ' f*n ·>

omisso elemeuto a*/'* 9 vel etiam per unum elementorum,
t ·· (l)

Ο>σ·ΐ J Qfl1 9 K1 9 · · · · Ctfpi j

omisso / elemento a/S multiplicati esse debeani, obtinetur:
8. A?> = a^4ff + <F>A*f ....+

sive
9, Ag s=s «^ 4^< +%' ,̂V ···· +ar'-^r

ubi respective (ermini per «t > α^Γ ) multipiicati omittendi suut
Designemus br. causa per ( , ') expressionem

10. jf {; = & n
ita ut sit

(*, *0 = — (ft/ ).
Fit e (8.) ipsi ^ substitueado numeros 0, l, 2 .... n
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Jl. C. G. J. Jacob i) de formatione et proprietatibus Determinantium. 301

A^ = # + al/0(0,1) + 4/0(0, 2) .... + «Γ (0, n)
4^ = a(/0(l, 0) + * + a</0( 1,2) .... + nf }(1, ̂ )
Λ(/> = Λ^(2, 0) + «i/0(2,1) + * .... + «Γ (2, n)

4/'} = «(/'V, 0) + e
c/>, 1) + a[f\n, 2) .... + *

Siniiles forinulae e (9.) derivari possunt. In aequationibus (11.) ipsornni a ( f ' \
a¥'\ etc. Coefficientes in Diagonal! positi evanescunf, bini quilibet Coef-
ficientes Diagonalis respectu sjmmetrice posiii valoribus oppositis gaudent.
Quae est species aequationum linearium rnenioiabilis in variis quaestionibus
analyticis obveniens.

10.

Quomodum supra diflerentiando 1t elementi a^ respectu ipsum A^}

oblinuiraus, Ha ipsuin A£\ £ obtinetur bis diflerentiando R elementoruin a/\
<*(J'} respectu. Ex ipsa eniin Aggregat! -4/j^definiiione eruimus formulas,

i 4 .̂' ̂  -

«

In aequationibus (10.) §. 6. ponatur i", k" loco i', k', fit:

n a n , , a/i , <»<, R0 = ak„ —. h a,„ f , .... + a^ —-^-.dak *' dak rf a^

<}uae aequaliones elementorum a(^ , α%9 respectu differentiamus. Ubi i, i', i"
nee uou , x, k" a se diversi sunt, obtinemus:

j o - α^^ίϊ + βΓΧ',ϊ.... +«Γ4;Ϊ2· j ο = α»- 4; l' + «l« 4; i + «$ ̂ ^; v,.
Si i" ipsi i' vel i aut k" ipsi £' aut k aequalis est, eruimus:

- A? = «(i<) 4,f;+«(;° 4 * . . . . + «r 4-*
_ j« = β|< 4 v+«;, î·;, + ej? AH l ·

In formulis (2.), (3.) statuenduin esl:
41, = & = o,

Crclk-'s Journal d. M. Bd. XXII. Hit. 4. 39
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•sive omiltendi sunt termini in quibus ipsius A1^ indiees sive superiores
sive inferiores aequales existunt.

Muhiplicemus aequationes sequentes,
0 = a Ak + a1 A\ .... + n<"> 4"\

R — atAt -\-akA'k -f el
t
B) A™,

0 = anAi + a„A\ .... + al"14'"
per faclore«

J'\ iV J'J lV J'J *' J'> »'
-^υ, ') ^-i, Jfe' ···· ^*λ, λ' ···· ^*n. A' f

additione fac(a secuudum (2.) evanescunt in dextra parle termi i omnes per
Ai) Ak eic. niulliplicati praeier eos qui per A(£, A(^ multiplicati sunt et
qui secundum (3.) evaduui,

A^ 4(;} 4(*> 4(i^* *' · -A* > — -^jt' · -A* .
Unde prodit formula: *

4. JB. J·; t = jf^-^40

sive

Evolutione productorum faeia habetur formula identica,
(Αι AI< —Αμ Ak ) (Αμ,Afrff — Α^ΑΙΗ )

+ ( A? 4;? - A« 4°) (414? - 4? 4-ϊ)
+ (4)4;::-4^4°)(^r:)4:)-4i:ur) = o.

In qua substituendo (4.) et dividendo per R prodit formula:
Al) l' 4 ' '' J- 4*' ^ 4'1 l' 4- 4h l' 4*> *' O

ac simulier demonstratur

Per aliam formulam identicam uotissiinam obtinetur e (4.):

] j(i) ΛΪΛ »" , ^(f) ^ι". ΐ , j(«'") ji, i' ^
( -Ajt .4*' ^ + 4fc Ak'i, + ^Ifc 4^} λ, =r 0

sive
.D ^2 T? ^ T? ^2 T? J3 R J5l I?(7 /t (7 -Π. | C fl U fi | <7 -Π. C Λ ^̂  -,

"nj (?3Γ * A' i') ^ («')" » "n (7f* * ~n (z) Λ (i') "l "5 ( ~ * ""5 (*) p (i*)" "" "*
Q Λ Λ' Λ" Λ' Λ" Λ ft' Λ Λ*

Γ ) τ > J 2 7 ? î I? 1 )̂ Τ? ^)2 7?Cit C J t t - C -Π· C/ Jti · Ο £L C / - T I -.

d (*) * ϋι (*') ίΐ (*") Γ Ι Ώ (ί') * "̂  (ί") Λ (ϊ)~ Ι "̂  (7'') * ^ (ϊ) α (ιν) "
oft (7 Ο ι. U Οι, Ό Ο ί , Ο QT, Ο ΟΙ,, ν Οι Ό Οτ, Ο Οι,

Κ Λ Α ' Χ Α Λ * Α Λ Λ*
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11. C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium. 308

Advocando fornwlas (1.) obtines e (8.)

14.
l s*^ J A^ * ^ '

ak" -"-](. ^k

Formulae praecedentes Cl°. Bezout bene ins&uerunt, earumque in variis
quaestiouibns usus est.

11.
Forniula (4.) §. pr. ad generalius forinularuin systema pertinet. Vi-

dimus §. 7. ex aequationibus,
/ at -f- a^ .... -f- antn = u

1. α'ί+αΧ + antn — «t

eeqm

W! .... -f j£°ttn =
quibus in formulis erat,

3. ... a™,

Aequationum (1.) tautuin
at

4.

A = 2 + ̂ .41 ....
l priinas consideremus,

= w,

earuuique ope determinemus i, tL .... tk per reliquas quantitates
etc., atque per n, UL .... ιιλ. Prodeat,

qua in fonuula erit,

Quod patet observaiido, obtineri aequa ones (4.) e (1.) ponendo n
ipsorum u, loco ponendo,

= ac

39*
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304 11· C. G. J. Jacobi, deformatione et proprietatibus Determinantium.

Similiter e n—k-\-l postremis aequationum (2.) determinemus quantitates
uk> tt*+i ···· u* Per reliquas u, UL.. . w*_i et per quantitates £*, £A+I .... tn:
quo facto prodeat:

7. JE? w -f- JE?! tijf .... -f- ^ W = FI t^ + jF\+1 i +1 .... -J- Fn ίπ,
erit

Aequationes (δ.) et (7.) inier se couveuire debent, nam per aequationes
proposiias (1.) uiiico tantum modo exprimi potest i per i^1? ^2 ···· ^n
t/, tij . . . . ?it. Unde fieri debet

sve

9.
"V J f /f
*· Jl a ai °2 · · · · «

( -i)

In hae fonnula gcnerali ipsi k (ribuendo valores
n — l, w — 2 , w — ;j, . . . . l ,

prodil:

10.

. , , (*-2*; + αο , .... a f |_2- 2±^r.IJ<

2 ± α α

.

Λ — 1

HaruDi aequationum prima suppeditat,
2 i ^4«!ΐϊ A^ = 2 i α αϊ .... αη^_2 =

quae cum fonnula (4.) §. pr. convenit. Deinde aequationum (10.) duas, tres,
qualuor e(c. primas iiiler se multiplicando, prodit formularum sysiema hoc:

i An—ι An =t jR 2 i \ . . . . ,̂ "
+ Λ ( Α Ι - 2) yji"·"™"!) /^v") B^2 ^C^ i * (^—3)

-ΛΛ_2 -^n—l -^*Λ ^̂  Λ ̂  ΤΓ α αΑ . . . . 0Λ_311.

Quaa formulas ampleetitur fonnula generalis,
•t (Λ "̂ 7 ι /A^ ' * >4 ' * ι4Ι ίί*ι~~^*~*i ^cr
l . Z< Χ -Λ^ι ^*A4-2 · · · · -<*» Λ ^
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E qua aliae plurimae profluunt, indices
0, l, 2 ---- Ar, Λ+1, + 2 ---- n

omnimodis perrautando. Veluti si formularum (i i.) postremam sie reprae-
sentaums :

d A
general er habebitur

τ Λ^Λ| · · ι · ΛΠ —
Ponendo

fit

sive e §. 6.:
109 i«*/ _"r A ^LI · · · · -<ΛΛ ——- χ» ·

Ouao notissiuia form u I u est

12.
Subsiit endo secuuduin (3.) §. 6 ipsis A^ expressiones,

sequitur e forniuiis §. 7., propositis aeqnationibus lincaribus

u — al 4" βι Ί · · ·· + a» t»
Mt = a't -f αϊ (L + an tn

un — a(n) t + a(itL +a»fn

/fer*

3.
n M. „R.tl = -« l . . . ._
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Proponamus systemata aequalionum lineariuin in quibus oranibus iidem
siut incognitarum Coefficientes et quae solis terminis mere constantibus inter
se diflerunt. Quarum aequaiiouum typus generalis sit,

/ n / J| /i f \ /j f —

4.

e quibus aequationibus w + 1 systemata proposita oblineantur ponendo ipsius k
loco indices 0, l, 2 .... n. Valores iucog itarum e systemale aequatio-
num (4.) provenientes vocemus

/(*) 4M /(*)t f «Ί 9 . . . . tn ,

erit secundum (3.) :
, fl

Unde Iribuendo indici cunctos valores 0, l .... n et surnmando prodit
formula :

6. R [t + 1[ + /; ' . . . .+ 1™} = i«
sive etiam

7. i + ii+ij ' .... +/Γ = SlogR.
Expres«io ad dextraui formulae praecedentis est summa e valore primae in-
coguitae e pri io aequatiouum systemate, e valore secundae incoguiiae e
secundo sysiemate eruto etc. Signum variationis — S — fune oni alicui l
eleinentoruin a^} praefigeodo intelligo . sunuaam,

8.

designantibus ί«*Ι} quautitates quascunque et summa ad utriusque iiidicie ι
et k cunctos valores 0, l n sive quod idem est ad cuucta Determi-
uantis elemeuta extensa,

Supponamus typum aequatiouum propositarum esse
a tM + aL t? .... +an t? = ^ +(0, A)
a1 f + a\ t? .... + an t»} = Sak + (l, k)

^)+α .... +α(·° - W + (n,
inutabitur formula (5.) in haue,
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dR & dR $ t _j_ d R y „(»)-3— * -5 - 0 ß* . ... + — ̂  du*

ideoqoe inutabitnr (11.) in banc,
11. Rlt + K + Z ....t?} = W + ̂ -~~(i, k],

surama ad indicum i et k cunctos valores 0, l, 2 .... n extensa. Poiia-
inus inter Coefflcierites aeqaationum linearium proposiiarum locum habere
aequationes , «5? - «;l),
u n de quantitates,

inier se aequales existunt §. 6. Supponamus porro quaniitales (i, A) indi-
cum i et & permutatione valores induere oppositos, sive fieri

12. (Ä, i) = _ (|, Ä), (Ä, Ä) == 0.
Quibus positis io summa

SÄ (i,*),
üa^ ;

iermini
"5 ) (^> ")döj

evanescunt; porro pro i et k diversis bini iermini,
/* L·} _i_ $ R fj. ·\jj? (t> K) + 'd^(/e> *>>

sese matuo destruunt, unde tota summa

evanescit. Habemus igitur haue Propositioneni.

Proposit io.
„Proponatur aequationum linearium systema,

+(0, Ä)
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in quibus
«i° = »?

atque (i, ) sunt quantitales quaecunque pro quibus fit,
(ί, /k) = — (A, i), (Ar, Λ) = 0;

e systemate aequaiiouuin proposilo fonnentur ιι-{-1 systemata, ponendo
pro ipso k indices 0, l, 2 .... n, atque e primo sysiemate eruaiur
valor priniae incognitae, e secundo secundae etc.: omuium summa
aequatur Variation! logaritbini Determinantis aequationurn proposharura,
sive fit

llac interdum Propositione solvere licet quaestiones Analyticas gravissimas
quae primo intuitu valde complicaiae videuiur. Cuhzs rei olim occasione
tradam exernpla.

13.
Statuamus

ac voceinus P Determinaus ad elementa cl0 pertineus, quod rursus w
gradus sit, ita ut habeatur,

2. P = 2±cc;c;' . . . . c;n).
Est productum

3. ±^6·;^ .... ^} = ±Ααα .Αα / α / .Αα / / α / / .... a (w>a^>,
quod summarum productum per unam summam repraesentare licet,

4. ± cc\c" . . . . cin) = ±

=
siquidem signum suinmatorium ad solo» indices inferiores m, m* etc. re-
ferimus, quibus siugulis euucti valores tribuendi sunt

0, l, 2 ---- p.
Permutaiido quautitatum c indices superiores, indices superiores ipsorum α
easdem PerniutationeN subeunt; contra permutando quantiiatum c indices iu-
feriores, elementorum a indices superiores easdem Peramtationes subeunt.
Prodit Determiuaus P ex aequationis (4.) Jaeva parte, indices ipsius c su-
periores 0, l, 2 .... n omnibus niodis permutando simulque signum posi-
tivum aut negativum praefigendo prout eorum iiidicuui permutatio positiva
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11. C. G. /. Jacob i, de formatione et proprietatibus Determinantium. 309

aut negativa est. Qua de re obtinetur P ex expressione,
&.±amam, .... a,w(n).ama'm, .... d&n},

indices ipsius a superiores omnimodis permutando, signo positivo aut ne-
gativo praefixo prout Permutatio positiva aut negativa est, unde fit

At secundum Deterininautium proprietatem fundamentalem evanescit De-
terminans

quoties indicum
m, m' . . . . m™

duo quicunque inter se aequales existunt. Qua de re sufficit in aequati ne (5.)
signum referre ad indicum m, m1 etc. valores a se dwersos quocunque
modo e numero indicum 0, l, 2 ....p petitos. Distingtiamus iam inter
tres casus quibus p <^n, p = n, /> > n.

Sit p<n; non licet indicibus wi, m' .... «i(w) quorum numerus est
n + 1 valores inier se diverses e numero /? + ! indicum 0, l, 2 ..../? tri-
buere; qua de re semper evanescit Determinans,

ideoque totum Aggregatum quod signum S amplectitur. Qua de re banc
habemus Propositionem.

P r o p o s i t i o I.
„Sit

quoties p <^n evanescit Deterniinans
Σ 4- /» r r" r^ ?i

T_ C> Cy^ C2 · · . · €/Λ ·

Iam secundum casum examinemus qui prae ceteris momenti est.
Sit p=^n; indices inter se diversi m, m' .... m(n} ex iudicibus

0, l, 2 .... n sumi debent ideoque cum utrorumque idem numerus sit, in-
dices m, m1 etc. cum indicibus 0, l, 2 .... n conveniunt, ordinis respectu
non habito. Qua de re eruitur P e formula,

P = S.aa\ .... «1η)2±αα1 .... α1%
indicibus inferioribus 09 l .... omnimodis permutatis ita tarnen ut in utro-
que factore

aa\ .... a(n\ S + aai ,... a(
n
w)
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3ίΟ 11» C. G. J. Jaco&i, de forma one et proprietatibus Determmantium.

eadem adhibeatur Permutatio. At iis Permutationibus Determinans,
2 1 ' (Ό+ ac&i .... art ,

aut non mutaiur aui tantutn signum nmtat prout Permutatio positiva aut ne-
gativa est. Qua de re eruimus P si in expressione,

t ' (Ό ·*=-< ι ' (?1>±aaL .... «„ .S±aaj. .... an ,
indices ipsorum α inferiores omnimodis permutantur signo positivo aut ne-
gativo electo prout Permutatio positiva ut nevativa est. Unde si ponimus

6. Σ ± aa[ .... a(? — R, S±aal .... ac
n

n) = P,
fit

7. P = PA.
Qua formula liaec continetur Proposi o in bis quaestionibus fundamentales

Propos i t io II.
„Daus binis quibuscunque eiusdem gradus Determinantibus eorum

productum exhiberi potest ut eiusdem gradus Determinans cuius ele-
menta sunt expressiones rationales integrae elementorum Detenninaniiurn
propositorum ; videlicet posiio

(') (h f l \ ι C'·) (*) i (*) (λ)C = αΛ ανΑ) + αϊ ΛΙ .... -}- an an
aique

fit
JP = PA."

E Propositione aritecedente fluit generalior:
dalis quotcunque eiusdem gradus Determinantibus eorum productum
ut eiusdem gradus exhiberi posse Determinans cuius elementa ex-
pressiones sint rationales integrae elementorum Determinantium pro-
positorum.

Non essentiale est, quod Prop. II. supponitur, utriusque Determinan-
tis eundeui gradum esse; vidimus enim §. 5., quodlibet Determinans iw-j-Γ1

gradus,
«^ , * (w)
^ ± & &1 · · · · &m >

etiam pro altioris gradus Determinante haberi posse* Sit m>n atque sup-
ponamus evanescere ctincta elementa,

^(^-1-A) (m+2) (n)
ttjfc j U>k 9 · · · · U*k >

in quibus inferior index superiore minor est, porro esse,
_ (*) _ .

· · · — »n — * t
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11. C. G. J. Jacob i, de formatione et proprietatibus Determinantium. 311

erit secundum §. 5. IV. :
(Λ) «-» i t (m)... am .

Eo igitur casu fit:
8. 2±c6a;c£ . . . . c£l).S

sive habetur

Proposi t io III.
„Sit pro indicis i valoribus 0, l, 2 .... m,

4f) = *«*» + «««* .... +α'ί)β?,
pro indicibus i valoribus maioribus quam in,

erit
a™ =

In parte laeva aequatiouis (8.) non iriveniuntur elementa α quorum index
superior ipso m maior est, uude io Prop. antec. de valoribus eorum ex ar-
bitrio statuere licet. Quos si evanescere ponimus, fit pro ipso 2

pro

14.
Accedamus ad casum quo p^>n; secundum formulam (5.) §. pr. fit

i* summa expressionum,

indicibus m, m1 etc. tributis quibuscunque n-J-1 valoribus a se diversis
e numero indicum 0, l, 2 . . . . /?. Qua de re ex ipsis 0, l, 2 .... p
electis n-f-1 numeris diversis, hi numeri omnimodis inter se permutati pro
indicibus inferioribus m, m' .... m(n} sumi debent, omnibusque illis Per-
mutationibus pro quibuscunque n + 1 numeris factis, singula Aggregata
1.2 .... n +1 terminorum sie provenientia summanda sunt. At illis indi-
cum inferiorum m, m' etc. Permutationibus Determinans

2 4. „ Λ „(O• ^ U>_, M*»«/ . . . . uO (n\

non mutatur aut solum signum mutat prout Permulatio positiva aut nega-
tiva est. Qua de re fit,

F __ ^ ^—< |^ / (w) *CJ l jm f Λ71^
m" ' j £j · ,̂̂  "τ" 06 tt / . . . . C6 ('»,Λ ^fai/ ι W—, 0.M * · · · · cl ,· / ^ %

40*
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312 11. C. G. /. /aco&i, de formatione et proprietatibus Determinantium.

sive fit P Aggregatam e
p+ l .p .p — l .... p — Tt-f-t _ Ρ + * · Ρ · Ρ — t ··.· K + 2

1.2.3 .... Ti+1 Ϊ7273 .... p— *
productis binorum Determinantium,

2 i am am, . . . . c&m(„) · S + am «m/ . . . . #m(*) ^
quae obtinentur quoscunque n + 1 diversos numeros ex ipsis 0, l, 2 .... p
pro indicibus inferioribus m, m' . . . . m(7i) sumendo. Habemus igitur sequen-
tem Propositionem :

Proposi t io IV.
„Formentur producta binorura Determinantium,

pro indicibus inferioribus m, m' etc. quoscunque sumendo n + 1 nu
meros ex ipsis 0, l, 2 .... p, ubi p>n: cunctorum eiusmodi pro-
ductorum summa aequatur Deterniinanti

cuius elementa dantur per formulam,
4° « a W f l W + oi0^.... +«?«?-"

Casti particulari quo pro omnibus ipsorum z et 7c valoribus fit,
α(ί) = «(ί),wm m 7

e Propp. antecc. baec fluits
Proposi t i V.

„Posito
u« « Cf> = α(ί) α(<) + ai;)«f } .... + e? ̂ ,

sit Determinans
2 + c^l .... cLn) = P>

ubi />O fit
P = Oj

ubi /i = n fit

ubi p*>n fit

siquidem pro indicibus inferioribus m, m1 etc. sumuntur quilibet n
diversi e numeris 0, l, 2 .... p."

Hinc ut Corollarium sequitur, quoties quantitates a^} reales sint
Determinans

S±
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11. C, G. J. Jacobiy de formatierte et proprietatibus Determinantium.

evanescere non posse nm Determinantia
S±0m(C .... a£w

singula evanescant.
Propositiones II., IV. ill. Cauchy demonstravit loeo citaio.

15.
Proponantur aequationes lineares

313

c* χ + c\ Χι .... + cn xn = y

ubi
2.
3.

Quae proveniuut aequatioues si
a χ -J- a x\

aequationes,

4.

x =

per factores
a„

multiplicatae adduntur. Si p<^n aequationum (1.) Determiuaiia secuudum
Prop. L §. 13. evanescit, quo casu incognitarum valores aut infinit! aut in-
determinati evadunt. Indeterminatos eos evadere inde patet quod aequatio-
nibus (1.) satisfit quoties aequationibus (4.) satisfactum est; si vero p<n,
aequationum (4.) numerus numero incognitarum minor est ideoque aequa-
tionibus illis infinitis modis satisfieri potest.

Sit /?>#, ac statuamus rursus
5 ΤΓΜ ""cr̂  ι ' C") ·. Jf = ^ χ C CL . · .. Cn 5

resolvendo (1.) provenit,
P .x =

6. P ^ —. M/£ · · i·

ap
ac
dP

dP
7-Ϋ ···· +

f* . . . . + »

P .X r—:
P ΘΡ
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314 1l- C, G. J. Jacobi, de formalione et proprietaiilus Determinantium.

In quibus valoribus ipsius 7(i) expressiones(3.) substituamus, quo facto prodeat:
/ P.x = /+ , h .... + r l„

P χ ·=
7. ' l

erit
8. Ό '

Quas expressiones secundura (2.) sie quoque exhibere licet,

9. +

Inier oinnes qua titates c solae sunt quantitates c^^ c\ .... c(^ guae eie-
mentum a$ implicant; expresso igitur P per quantitates α, α ope forraula-
rum (2,), fit

Linde incognilarum valores (7.) per has formalas exhiberi possunt:

11.

P BP , ap , P ,
f . X — —5 l -p -g *i .... «r· -^ »,,da ' θα, * da,, >
n dP jP'****-?*-1' 8Ρ~it.... + a«

Pmx* — ~d^l+~B^ Ί . . . . +

= 2 + c

d e«
«J ->

Ponarau« rursus,
Λ -WJ _ ^-\ l * f» J

l" ΪΛ^ V ^pj^ ,

alque signum summatorium — $ — extendaums ad qualibet ipsorum m,
m* .... ^M) syslemata iu quibus iw? m1 etc. n-f-i diversis numeris ex ipsis
0, l, 2 ··· · p aequantur. Erit secundum Prop. IV. §. pr.

| o p _ _ '̂  "* "~

Qua formula in (11.) subs tuta fit

14.

(S.PB)*„
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li. C. G. 3. Jaco&i , de formatione et proprietatibns Meterminanliurn. 315

Expressionem R non ingrediuntur omnia elementa,
Λ(ί) ( Λ(ί)α , αχ , . . . . αρ ?

sed tantum elementa,
Λ(») Λ(»') Λ(0Ι* « Ιν , + · · · · t* , .m ' m'' m(n)·

Qua de re valores (14.) sie quoque exhibere licet:

am "m' m(n)

Designemus per
(o?), (a?0, . . . . (a?n),

valores ineognitarum α?^ Λ?Α .... xn provenientes e n+1 aequationibus e
numero aequationum (4.) in quibus termini constantes sint,

/ / 7*mj ^m'> . . . . ^ (n) Jτη

erunt expressiones uncis inclusae quae in dextra parte aequatiouum (15.)
sub signo <S mveniuntur per P multiplicatae , aequales ipsis

Unde poterunt iam formula (15.) sie exhiberi:
/ {S.PR}x — S.P (ar)

16.

unde
_ S.PR(x)

. PA} a?! =

Quae sequeus est Proposilio:

Proposi t io I.
„Quascunque n-{-l combinando e p-\-l aequationibus (4.) veluti

m+lt;un, m'+l181", .... m(n)+l tam, eruantur iucognitarum x, xl.... xn

valores,
(*)» (#1), - · · · («0?

qui valores omnes per eandetn quantitatem mnltiplicentur,
PA = S±aa ' m α . 2 ± α » α
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316 11. C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietati ns Deierminaniium.

pro omnibus illis combinationibus quarum numerus est,
p 4-1 · p ·· ·· p — K + i _ p 4-1 »p ·· ·· n

1.2.... 7i + 1 ~ 1.2 .... p — «
produeta singula,

»sumniando ac dividendo per summam ipsorum P/? prodeunt incogni-
iaruui valores quales per aequationes (1.) delerininantiir,

) 5 -P f l f an ) v
r —~~~ 8. V R 9 x ~ 5. PA ? n ~ S. PA '

8 i rursus fit, «ί? = <?
abeuni aequationes (1.) in sequentes,

(a a)x + (« «')#! ---- + (« «w)^n = (β Ι)

18.
f/ys") /"/^ 'T» . jj, f / l ( n } fl'\ T» J„ ^/|(π) τ·/71) ^ 'r» ·——· //»(n)^C* wyo/ "y· ^€4 M yo/x .... *y- (ju 'U ') Jsn — ^fi '

Mquidem

Aequationes (18.) eaedem sunt atque adhibentur ad determinatiouem in-
Ognilarum x9 χ± elc. per Methodum Minimorum Quadratorum, si Obser-
valiones uumerum aequationum (4.) suppeditarunt ipsum incognitarum nume-
rinn excedentem. Ponendo enirn

summa 8 extensa ad ipsius m valores 0, l .... p, aequationes (18.) con-
veniunt cum Lis

pro quibus U valorem Minimum nanciscitur.
Habemus igitur hanc Propositionem :

Proposit io II.
„ Proponantur aequationes,

ax +«/a?1 + a//^2 ···· +
a^x + a'L &i + aix2 . . . . +

Mp&2 · · · · *1Γ Μρ &n —· t p
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11. C. G. J. Jacob i, de formatione ei proprietatibus Oeterminantium. 317

quarum numerus incognitarum numerura exeedat; e quolibet systemate
n-f-1 aequationum praecedentium valor incognitae eruatur atque per
quadratum Determinantis eius systematis, RR, multiplicetur 5 quibus
factis pro singulis aequationum propositarum cumbinationibus omnium
illorum productorum summa per summam omnium RR dividatur : eruitur
incognitae valor idem atque invenitur, si aequationes propositae per
Melhodum Miiiimorum Quadratorum tractantur."

Observandum est, valores omnium incoguitarum qui ex eadem aequatio-
nura propositarum combinatione proveniant secundum Prop. praec. per ean-
dem quaulitatem RR multiplicari, quara ideo in applieationibus ad Metho-
dum Mmimorum Quadratorum convenit appellare Pondus Combinationis,
a pondere valoris incognitae bene distinguendum.

16.
Statuamus ex aequationibus (18.) §. pr. sequi,

P.x = H(al) + H'(a'l) .... +H^(awl),
ubi P sicuti supra designat aequationum illarum Determinans. Consueverunt
Astronomi, quantitatem -i-=*
appellare incognitae χ Pondus seu potius Pondus detenninaiioniis incogni-
tae χ quae omuibus Observationibus per Methodum Min. Quadr. combinatis
eruitur. Res tuendo ipsius (α(0α(^) loco elementum c^ jfit9

— S1 4- r r r" r^ II — ^ 4- /»' /*" A")— *-* CH */ C ι 1/2 * * · . fxn 5 ΛΛ — - -ώ^ 31 C/j[ C/2 · · · . Cn ·

Unde secundum Prop. V. §. 14. ,
P =
H = S+ a'mla;n ...... a<;jnj ' ,

«iquidem in altera formula pro ipsis m, m', m" .... m(n\ in altera pro ipsis
m', m" .... m(n} oranibus modis quibus fieri potest sumuntur indicum
0, l, 2 .... p seu n + 1 seu n diversi. Si tantummodo tot combinamus
Observationes quot suut ineognitae, ex. gr. Observationes quantitatibus

^05 n * · · * ^n
respondontes, fit Pondus ipsius χ ea Combinatione determinatae,

{2±«o«X....^T_ _
s {2 ± a', 0;( .... «wj» — v f ; >

siquidem iu denoniiuatore sub signo & pro indicibus inferioribus sumuntur
Crelle't Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 4. 41
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818 11· C. G. J. Jacobi, de formalione et proprietatibus Determinantium.

omnibus modis n diversi e n + 1 indieibus 0, l, 2 .... n. Si vocamus
quantitatem

{^±a,a\u .... a^Y = RR
Combinationis Pondus, erit,

8 ± « ' . . . . « < > ' =
ipsi iis o? per Combinationem illam determinatae Pondus inversuin, multipli-
catum per Pondus Coinbinalionis R R. Quantität quae Aggregato praece-
dente continetur,

( %r* t ' " ( 10{2±«u«1 ..·. anl.i} ,
etiam in aliis Combinationibus obvenit, videlicet in iis quae quantitatibus
i(), /! .... /„_! atque uni e reliquis /rt, /M+1 * . , . /p respondent ideoque in

/i + l — n
Combinationibus. Quani ob rein si pro singulis Combinationibus p-\-l Ob-
servaüonum ad numerum w + 1? 11 determinandis incognitis suffieit, de-
lerminamus ipsius Pondus inversum, multiplieatum per CombiuationLs
Pondus: omnium eiusmodi productorum summa aequatur quantitati,

(/i
sive fit

unde

(9» _
5. im

Hac formula ineognitae per M.M.Q ex omnibus /> + ! Obss. deierminatae
pondus determinatur eiusdem quantitatis ponderibus quae pro numero
Observationum n + 1 aequali numero incoguitarum obtinentur, advocaiis

singulis Combinationum Ponderibus R R. Videmus ipsoruin -rp- valorern

quodammodo mediuin in parie dextra aequationis praecedenüs formatum non

ipsi -^- aequari sieuü in Prop. H, §. autee. de incognitarum valoribus u$u

veuit, sed ipsi -̂ - mulüplieato per p + i— n, hoc est per excessuin Ob-

servationum nuuieri unitate auoti ^uper numerum incogoitarum. Ouod bene
quailrat, quia determinationum pondera cum Observationum numero erescunt.

Eegiom. 17 Martii 1841.
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