
Ueber lineare Differentialgleichungen mit einem ver nder]ichen 
Parameter. 

u 

J. HOR~ in Charlottenburg. 

In einem Aufsatz, welcher im gegenwiirtigen 52. Band der Math. 
Ann. unter dem Titel ,,Ueber eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit einem willkfirlichen Parameter" erschienen ist, habe ich 
das Verhalten der Integrale einer in der mathematischen Physik vor- 
kommenden ]inearen Differentia]g]eichung zweiier Ordnung ftir grosse 
WerChe eines darin en~altenen Parameters vermi~telst einer asympto- 
tischen Darstellung untersucht. 

In der vorliegenden Arbeit werden zuniichst die friiheren Unter- 
suchungen auf eine allgemeinere Classe yon linearen Differentialglei- 
chungen zweiter 0rdnung ausgedehnt. Es handelt sich dabei datum, 
das Verhalten yon Integra|en~ welche ganze transcendente Functionen 
eines Parameters k sind oder sich in der Umgebung der Stelle k ~ c~ 
nach positiven und negativen Potenzen yon k entwickeln lassen, bei 
der Ann~herung an die wesentlich singul~ire Stelle (Unbestimmtheits- 
stelle) k = co vermittelst asymptotischer Darstel|ungen zu untersuchen, 
in welchen Producte aus Exponentialausdriicken und Potenzreihen yon 

1 auftref~n*). 
k 

Daran kntipfe ich einige Beispiele (die Bessel'sche Function J,,(x) 
als Function yon n~ die Gauss'sche Reihe als Function eines der drei 
ersten Etemente a~ ~, ~,), wo derartige asymptotische Darstellungen in 
Verbindung stehen mit convergenten Entwicklungen bestehend aus 
Producten yon Exponentialausdrficken und Reihen, welche nach ratio- 
nalen Functionen des Parameters fortschrei~n**). 

*) Vgl. meinen Aufsatz im 49. Band der Math. Ann. 

**) ggl. die Facultlitenreihen ffir und log F(x) (SchlSmilch'~ 
X 

Compendium der Analysis Bd. 2). 
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w  

Die Coefficienten der Differentialgleichung 

d : y  d y  
(1) d xZ -}- .F ~ -47 G y --- 0 

seien rationale Functionen eines Parameters k: 

F -~- Bokt~ H- B~k~-i -{-. . .  
.Ao ~ ..{- A l  k a-1  ..~. . . . ' 

G-- C~ + C'~-1 +"" 
Ao. k~' -t- Al k ~'-1 -l- " " ' 

die reelle Veriinderliche x wird im Folgenden stets auf das Intervall 
a ~ x ~ b beschfiinkt, welches wir mit ~ bezeichnen; 

Ao,  A I ,  . . . .  , B o , ~ 1 , . . . ,  Co, C 1 , . , .  

seien im Intervalle ~ stetige Functionen yon x, und zwar sei A o in 
diesem Intervall yon Null verschieden, so dass A o ~ -1  angenommen 
werden kann. Ein Integral y der Differentialgleichung (1) nehme fiir 

x ---- a ebenso wie seine Ableitung dy  ~-~ einen yon k unabhgngigen Werth 

an. Wir betrachten dieses Integral als Function der complexen Ver- 
gnderlichen k und untersuchen sein Verhalten ffir grosse Werthe yon k. 

Dutch die Substitution 

y - - - - e  a . z  

geht die Different.ialgleichung (1) tiber in 

( 
Die Functionen y und z nehmen 
w~hrend die Gleichung 

d y  ~ dx 
: ~ z ~  a 

d x  

fiir x ~--a denselben Werth an, 

den Zusammenhaug zwischen yon 

liefert. 
Wir k5nnen daher die weitere Untersuchung an die Differential- 

gleichung 
d~y (2) + B y  = o 

d y  d z  den hnfangswerthen d~ und ..... d x  

ankntipfen, wo H eine rationale Function yon k bezeichnet, deren 
Coefficienten im Intervall ~ stetige Functionen yon x sind: 
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H = Bo~a + B~k~-i + . . .  
Ao ka + AII~ a - I  + . . .  ' 

A0 ist im Intervall 3 yon Null versehieden und kann gleich 1 an- 
genommen werden. Ist/~ - -  a ---~ ~, so haben wir die Reihenentwicklung 

/ / ,  H, . . . ) ,  
/~ = ~ (H0 + - ~  + i~ + 

welche ffir [hi > / ~  convergent ist. Es sind positive GrSssen 

~, (~=o, ~, 2,...) 
so vorhanden, dass im Intervall 

ist und dass die Reihe 

ho + h, ~-+ + . . .  

ffir I k! > / ~  convergirt. Wir betrachten das IntegrM y yon (2), welches 
dadurch fixirt ist, dass fiir x-----a 

y = k~ (a '~, ) 
o + - ~ + ' "  , 

~-~ = ~(~o + ~ + . . ) 
sein soll, wo Z eine ganze Zahl ist mid die Reihen ftir tk] > / /  con- 
vergiren. 

Wit  integriren die Differentiatgleichung (2) vermitielst fort- 
schreitender Almiiherung, indem wir setzen: 

d2u~ -~. 0, 
d x3 

d2u m 
dx~ + Hu~_~ = 0 (m-~---1, 2 , . ,  .); 

fiir x---~ a sei 

%-k~(oo+~+. . ) ,  "~ +...), dx 
du~ 

u,~ = O, dx = 0 ( r e = l ,  2 , . . . ) .  

Dann ist 

= o, . .  ~ ( ~ o + ~ +  % ~(%+~+ .)+ ...)(~-o), 
~g 

u ~ =  - j ~ x - z )  H(~)u~_1(z)d~ (m=l,~,...). 

Es" seien R' :> R und i~" > R" beliebige positive GrSssen; ftir a =< x ~ b 
und f t i r /~ '  <: [k] <: R" sei 

t%l < iv, IBt < M. 
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Ist dann 
(x_a) m-1 

]um-li g (b--a)'~-I M " - l N  ~---.~i~ " , 

so folg~ aus der Formel fiir u., 

Demnach ist die Reihe 

y=Uo +us +% + ' "  
fiir a ~ x < b und fiir I/~'t < l kl < / ~ "  tmbeding~ und gleichm~ssig 
convergent. Dasselbe gilt fiir die Reihen 

m~--O ~ 0  

welche demnach die Functionen d y  dZY darstellen. Aus 
d x  ~ d x  2 

d r Uo d 2 ut d 2 u~ 
~ + ~ + - - -  F ~:~ + ~ ( % + u , + . . . + u ~ _ ~ ) =  o 

folgt ftir n ~-oo  
d~y 
d..2 + H y  --~ O, 

d. h. die berechnete [~eihe geniigt der Differentialgleichung (1). 
Die Formeln zur successiven Berechnung yon %, ul,  u 2 , . . .  

ergeben 
= ( r e = o ,  2 , . . . ) ,  

wo ~ 1 eine gewShnliche Potenzreihe yon -k- bezeichnet~ welche 

fiir Ikl > / ~  convergirr und deren Coefficienten im Intervall ~ ste~ige 
Functionen yon x sin& Nach dem Weierstrass'schen Doppelreihensatz 
liisst sich y in eine nach positiven und nega~ven Potenzen yon k fort- 
schreitende Reihe entwickeln, welche ftir/~' < i kl < / ~ "  convergent ist: 

y =Z.F,k". 

Da /T und /~" beliebige positive GrBssen sind, welche die Bedingung 
/ ~ " > / ~ ' > / ~  erfiillen, so convergirt die Reihe fiir jeden endlichen 
WertJa yon k, dessen absoluter Betrag grBsser als /~ ist. 

Wit  kBnnen demnach den Satz aussprechen: 
JEi~ Integra~ y der .Differentialgleichung (1), welches nebst sei~u~r 

dy Ableitung -~  fiir x ~ a einen vom _Parameter k unabMingigen Werth 

annimmt~ l~isst sich~ wenn x auf  das Intervall a ~ x < b beschrtinkt 
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wird, in eine nach positiven und negativen ~otenzen yon k fortschreitende 
t~ihe entwickeln, welche fiir jeden endlichen Werth yon k, dessen ab- 
soluter Betrag eine gewisse Grenze iiberschreitet, convergent ist. 

Es is~ bekannt, class ein solches Integral y eine ganze ~anscendente 
Function yon k is~, wenn 17 und G ganze rationale Functionen yon 
k sin& 

w  

Man kann der Differentialgleichung (1) die Form geben: 

d'~ y dy 
(3) dx~ + k" P ~ + k~'Qy ---- O, 

wo n eine ganze positive Zahl ist und/)~ Q rationale Functionen yon k, 
welche die ffir ]k I > / ~  convergenten Reihenentwicklungen zulassen: 

2, p~ 
2' =- 2Vo + -~- + ~ + .  �9  

Q = Q o +  + g + ' - ' .  

Vom Fall n - - - 0  kSnnen wir absehen, da alsdann ein Integral y, 
dy 

welches nebst 3-s ffir x = a einen yon k unabhiingigen Werth annimmt, 
1 in eine Potenzreihe yon ~- entwickelbar ist. 

Durch die Substitution 
d log y 

dx 

geht die DifferentiaIgleichung (3) fiber in 

dz 
dx "~- z2 "~" k~ .PZ ~- k ~ Q ~ 0,  

welche formell befriedig~ wird dutch die Reihe 

); 
die Coefficienien zo, z~, . . .  sind Functionen yon x, welche man aus 
den Gleichungen berechnet: 

Zo 2 -f- -Po zo + Qo = O, 
(2~o + Po)~, + ( ~ o  + Q,) = o,  

�9 r �9 �9 ~ # o �9 �9 �9 

dz,,_~, 
(2zo + ~o)z,  + P,  (Zo, ~ , , . . .  z,_~) + d~ = o; 

d Z~_. a 
ffir v < n f'~llt das Glied dx fort. 

Es ist 

+ = __+ - 4Qo;  
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wenn 2o2- -4Q0 im IntervaI1 ~ stets dasselbe Vorzeichen besitzt, ist 
~, in diesem Intervall stetig. Da zo aus einer quadrafischen Gleichung 
berechnet wird, so sind zwei Reihen yon der angegebenen Form vor- 
handen. Die Differentialgleichung wird formell befriedigt (lurch zwei 
Reihen yon der Form 

rf( o., ...) + u  dx 

d. i. yon der Form 

= ~oo~-+o,~o-~+ + oo_~ (+o + ~ + ~ + . . . ) ,  

wo too, eol, . . . ,  (Po, (P t , - - -  Funcfionen yon x sind, welche freilich 
night vollstiindig bestimmt5 sind, da die untere Grenze des Integrals 
im Exponenten yon e willkiirlich gew~hlt werden kann. 

Im Folgenden soll die Bedeutung dieser Reihea nut im Fall 
n ~ 1 untersucht werden. Ein Specialfall wurde in der friiheren 
Arbeit*) behandelt, n:,imlich die der mathematischen Physik entnom- 
mene Differentialgleichung 

+ + = o, 

welche aus (3) hervorgeht, wenn man n ~-1  und 

annimmt. 

w  

In der Differentialgleichung (3) mit n ~ 1 
dy benutzte Substitution das Glied mit 3-~ beseitigt. 

der weiteren Betrachtung" die Gleichung 

| 
zu Grund legen, wo 

d~y 
d x  2 -.1- k 2 Q y  ~ 0 

O=Oo+ + ~ + - - -  

sei durch die in w 1 

Wir kSnnen somit 

fiir I kl > Z~ convergent ist, wenn x im Intervall ~ liege; i~ d/esem 
Intervall sei Qo positiv. Im FalIe Qo < 0 wfirde man k dutch ki ersetzen; 
denn dass die Functionen QI, Q2, �9 - - reell sind, ist fiir das Folgende 
nicht nSthig. Wit  betrachten das In~g~a~ y yon (4), welches dadurch 
fixir~ ist, (lass fiir x - ~ - a  

*) Die im Bd. 52, S. 271 erschienene Arbeit wird im Fotgenden kurz mit A. 
bezeichnet. 
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y = a o + } - + ' " ,  

da~ 

sein soil; die gegebenen Potenzreihen seien fiir ]k I > /~ convergent. 
Die Gleichung (4) wird formell befriedigt dutch eine Reihe yon 

der Form 
% 

Setzt man diese Reihe in (4) ein, so erh~lt man nach Division mit 
d ~ '  dutch Vergleichung der Coefficienten yon k 2, k, b-(~-l): 

fO'2 ~ QO:~ 
f 

2 ~ ' ~  o + (eo"-iQ,)~o = O, 
2~',p," + (~"-iQ,)~ = . . . ,  

wo die rechte Seite yon den Functionen tp0 , q h ~ . - .  ~ - 1  und ihren 
Ableitungen abh~ingt. Wir nehmen 

~ ' =  VQ0 
im Intervall ~ positiv und setzen 

X 

co = f r~o dx. 
(1, 

Aendert man in den obigen Formeln das Vorzeichen yon i,  so erh~ilt 
man eine zweite der Gleichung (4) gentigende Reihe 

y =  ~-'~~ (,~o + ~ + ~ + . - - ) .  

Wir integriren die zur Besfimmung der Functionen ~ ,  ~ dienenden 
Differentialgleichungen so, dass die Reihe 

ePt y = e~O(~o + ~- + - �9 -) + ~-'~O(~o + ~ -Z + ' "  ") 

die Anfangsbedingungen des oben definirten Integrals y formell erfiillt. 
Unter Anwendung der Bezeichnung ~ ~ - ~ ( a )  haben wit die Be- 
dingungen 

q,%+~,=~, i]/~(~--~,)+~-;_~+~'~_,=~ (,,~1,2,...). 
Die Funcfionen ~0~, r werden mit diesen Anfangswer~hen durch die 
obigen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung im Intervall 
als eindeutige und stetige Functionen definirt und k5nnen dutch 
Quadraturen dargestellt werden. 
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Wir in~eogriren nun die Gleichung (4) 
niiherung. Setzt man 

und 

vermittels~ successiver An- 

D ( u )  = 

! 
q'J| r/.jlt ~fl~ft t 

V # ~ ~2 2 2)2 

! l V 1 Vt 

v~ v~" 

so besitzt die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung D(u)-~-0 
die lntegrale v~ und v~. Der Ausdruck 

~(u) ~ + k ( p o + ~ + . . . )  ~ 

+ ~: 6o + ~ +-.-)  
ist unabh~ingig yon den in (Po, ~Po enthaltenen Integrationsconstanten, 
da er nur yon 

abh~ngt. Aus D(vl)~-0 erh~lt man dutch Division mi~ e ik~ and 
Yergleichung der Coefficienten yon k~ und k 

~,2 ~ ipo~" ~ qo ~ O, 
2 co'~o' + (co" +p~ ~ ' - -  iq~)% ~- 0; 

entsprechend erh~ilt man aus D(v2)~--0 

~'2  __ ipo~ '  + qo ~ 0 ,  

2~'~o' + ( ~ " + p l ~ ' +  iq,)% ~ o. 
Daraus folgt 

~vo~O, ~ l ~ O ;  qo-~Qo, ~/t-~QJ, 

so dass, wenn man 

setz~, 

wird, wo S und T Functionen 

S du 
k dx -{-Tu 

yon x und k sind, 
1 convergente Potenzreihen yon ~ en~wickeln lassen. 

Wit  integriren die Gleichungen 

/)(uo) ~ 0, 
D(u~) + ~ ( ~ _ , )  = 0 ( m = 1 , 2 , . .  

welche sich in 

.) 
mi~ den Anfangsbedingungen 
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~ ~-= 0~ 

Zun~ichs~ haben wit 

J. ]~ORN. 

% ~-  % +  ~- + "  - ' ,  Uo'- -  k o + + " " -), 

~o -'=- cl ei~~ r "{- c2e-i~~ , 
WO 

�9 n n  

�9 t p  

c 2 : = : l - { - - k - + - ~  + , . -  

aus den Gleichungea 

berechne~ werden. Ferner isg ftir m ~-- 1, 2 , . . .  

X 

dk '~o  / i  e- i~, Vo 1~(u,._1) dx  

2 i k  

2i/~ t ]  eoq~~176 ~ r 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

~Z 

Aus diesem Ausdruek ffir u,~ geht; .E(u,.,3 dadureh hervor, dass man 
vor den Integralzeiehen ~o, 0o bezw. dureh 

r 
+o = S ( - - i~ , '  r + ~ , ,  + :z',/,o 

ersetzL 
Wir setzen 

k ~ -  r (cos ~ + i sin ~) 

and beschriinken uns vorliiufig auf das Gebiet 

r > / ~ ,  o ~ a < ~ ,  

wo 1~ hinreichend gross anzunehmen isL In 
wenn x auf das Intervall ~ beschr~nkt wird~ 
der GrSssen 

sowie 

diesem Gebiet seien, 
die absoluten Betriige 

�9 o, fo,  c1~o, c2~o, 0o, Vo, qOo, c2~Fo, 

~o Cpo 
,,' t r 

d cpo~o - -  Cpo "#'o" - -  ' 00% ~ �9 cPo~o ~ ~oePo 
2 i k  a~ c p o ~ o -  2 i k  
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kleiner als M .  
hSchstens gleieh 

Dann sind die absoluten Betfiige yon u o und ~'(uo) 

M (e-rWsina .-~ e~sina). 

Angenommen,  es sei lu~_ll sowohl wie [.E(u,~-I)[ hSchstens gleich 

M2m--1 (x__a)m-1 (e_r~sin# 3m-ler~sina) 
(~r).,-~ (m--l)! + " 

Dann sind t u~] und i/i~(u,~)l hSehs~ens gleich 

X 

e--rwsin@ ~ f* .M2m--1 
"~ ~ - j  Mera'sina (2 r) ~'~-~ (e-r.,~i= a Af_ 3m-1 er.,si . a) (X(m--a)m-l_ 1) ! dx 

g 

ereJsin # ~ j  * M 2m-I 
-[- '2r Me-r~'"in# (gr) m-I (e--r~sin :~-[--3m--1 ere~ (x--a)m--1 . ( m - -  t ) '  dx 

a 

x 

_ _  e--r to sin#[ f "  (X--_.__a)m__ -1 3m--1 ~ro~sin# {* (x--a)m--1 d X] 
(e~)~ j t in-l) '  dx+ . !  (~n-1): 

a 

< M 2 m+l 

+ (2r) -----~- (~/~--1)! dX 
a 

=- (2~)~ m! 

da 1 + 2 . 3  ~ - 1 < 3  ~" ist. 

d. h. die Reihe 

ist ffir 

Demnach ist 

M 2ra-{'-I ( x -  a) m 
(2 r)'~ m ! 

eik e~ Z Um 
~/~ ~ 0  

(1 + 3  ~) , 

Der Fall 

~o 

d~'k"~_]u~ (n---- 1,2,...). 
Tgt ~---  "li. 

~ arg k ~ 2 

kann durch die Substitution k ~ - -  k' auf den soeben behandelten 
zurfickgeffihrt werden. Man erkennt,  das die Reihe 

tkl> , a<x=<b 
unbedingt und gleichm~issig convergent; dasselbe gilt fiir die Reihe 



350 J. Ho~. 

ffir 

~--ikeo ~ Um 

unbedingt und glemhmassa~, convergent ist, ebenso die Reihe 

Die Reihe 

(30 

e-il'~ '~ ~_~ u,n ( n =  l,  2 , . �9  .). 

y -~ uo + u~ + u2 + "  ." 

ist demnaeh im ganzen Gebiet !k I ~ / ~  convergent, wenn auch night 
gleichm~ssig. Dass diese Reihe der Differentialgleichung (4) geniigt, 
wird wie in A. w 2 gezei~; sie stellt also das durch die Anfangs- 
bedingtmgen 

.~--- a o + - E - { - ' " ,  y = k  o +  + ' � 9  

definirte Integral yon (4) dar. 
Nun wird der in A. w 3 aufgestellte Hilfssatz ebenso wie friiher 

benutzt. Indem man die Schlussweise in A. w 4 und w 5 mit den 
efforderlichen Ab~nderungen anwendet~ finder man folgenden Satz: 

Wenn man 

( Y ~ e~~ ~o + - ~ ' ' ' "  + -~ 

+ e  - ' ~  o + ~ + ' " + - ~  + - ~  

setzt, so ntihert sich eik~l~, gleichm~sig der Grenze _Null, wenn k mit 
0 ~ arg k ~ ~ ins Unendliche geht, w~ihrend sich e-iV~l~, gleichmSssig 
der Grenze Null ndhert, wenn ~ mit ~ ~ arg k ~ 2 ~ unendlich wird. 

Im Gebiet d <: arg k ~ ~ - -  (~, wo ~ eine beliebig kleine positive 
GrSsse bezeichnet~ wird die Functiom y dutch die Reihe, 

...), 

im Gebiet ~ -{- # ~ arg k ~ 2 ~ - -  ~ durch die Reihe 

+ +.--)  

gleichm~ssig asympt~)tisch dargestellt, wenn x ~ a,  also co ~ 0 ist. 
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w  

Der Hilfssatz A. w 3 kann in folgender Form dargestellt werden. 
Die Function 

a 

genfig~ der linearen Differentialgleichung erster Ordnnng 

(5) 
Setzt man 

so ist  

y ~  

d--~ -{" i 7~o'y  ~ f . 

~ f d f, fo~f, f ~ = ~ - ~ ,  f ~ = ~ %  ~ - . , ' - ' ,  

1 ] 

f,(~) + . . . - ~  + ; 
~" i k o ' ( a )  (a)  Jr" i k  (i/O~'-~J (ik)" 

Q. n~he~ sigh gleichmiissig der Grenze Null, wenn k mit 

0 ~ a x g k ~  

ins Unendliche geht, wiihrend sich e - ~ 0 ,  gleichm~ssig der Null 
niihert, wenn k mit g ~ arg/z ~ 2~ unendlich gross wird. 

Der erste Theil der Behauptung erhelI~ daraus, dass die Func- 
tion y, wenn man darin k durch 2k erse~zt, gleich e i ~ ' J  2 ist (Be- 
zeichnung yon A. w 3); multiplicirt man Jt  mi~ e -~w und ersetzt 
man 2k durch - - k ,  so ergiebt sigh der zweite Theil des Satzes. 

Das Integral der Differentialgleichung (5), welches flit x ~ a den 
constanten Wer~h C annimmt, is~ 

n i m m t  m a n  x ~ a an  u n d  se tz t  m a n  

ikco'l [ f~ (ik) "-~Jf'-'] e. (ik) ~'  

so niihert sich e ,  gleichm~i~ssig der Grenze Null, wenn k mi~ 

~ arg k ~ ~ - -  

ins Unendliche geht, wobei ~ eine beliebig kleine positive GrSsse be- 
zeiclmet. Die yon a unabhiingige Reihe 

' 1, 
welche der Gleichung (5) formell gentig~ al~r im allgemeiaen 
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divergent*) ist, stellt also unendlich viele IntegraIe ~ yon (5) asymp- 
totisch dar, wenn k in der oberen Halbebene mit Ausschluss tier 
reellen Axe ins Unendliche gehf. 

Wir betrachten noch die nicht homogene lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 

d~v + k~y = f,  (6) ;~=, 

wo f eine im Intervall 0 ~ x ~ l nebst ihren Ableitungen stetige 
Function yon x darstellt. Wit  verstehen unter y dasjenige Integral 

dy yon (6), welches nebst seiner Ableitung ~-~ fiir x ~ 0 verschwindet: 

_ i k x  1 ~ e - . - i k x  f f  e____ - i ~ =  y = ,~ikJe fdx  ~ J , " ' f d x .  
0 0 

Nach A. w 3 ist ~*) 

e~kXf e-ikxfdx-~~f~ ~,=1 ~ ) ;  ~- e~kx ~=~ ~ / ( ~ - i )  (0) ~ki;  

0 

^i k vo P '  

-}- ~ l e  -i~= f(~-~) dx 
o 

e-i~'~ ~= f dx = (-- 1)~-1 f("-~) (x) 
~=1 (ik)" 

0 

also 

~qM1 

-]- (--1)~-l(ik),,_~e-~- f ei~=f("-l) dx,  
o 

f(x) f" (x) ) Y ~ k' k' -} . . . .  cos kx (f(o) f'" (o) , ,~  ~ + - ' -  

- -  sin k x (f'-(k ~ f'(o) It,, 

(__ 1) ~'-1 ft~-~)(O ) 
(i k)" 

dabei brechen die Reihen mit k -~ oder k-(~-1) ab, und es ist 

*) im Falle o)'---1, f - ~ - 1  ha~ man die f~r jeden Werth yon k diver. 
X 

genre Reihe 
1 1! 2! 

ikx + (ikx) ~ (ikx)~ + ' " "  

***)  Dabei ist; f(")(=) = - ~ f  gesetzt. 
d x  ~ 
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~g 

d~'~' f e -iz'~/(~ -')dx 
0 

"t- e(--i)" ei~fI'~-i)dx" 
0 

Hieraus schliesst man,  dass sich d ~ / ~  gleichm~sig der Grenze Null 
n~hert,  wenn /r mit 0 ~ arg k < ~ unendlich gross wird. W i t  kSnnen 
uns auf die obere Halbebene beschr~nken, d a y  eine eindeutige Func- 
tion yon k ~ ist. 

Das Integral  yon (6), welches fiir x ~ 0 und Ftir x ~ l ver- 
schwindet, ist 

Man finder 

sin/r  { f ( l )  

sin kx  
Y=Y" sx%kl y(1). 

f ' (x)  
k, -k . . . .  

f "  (z) 
k, + . . . .  ) 

sin k (1 - -  x) (. f_(0) f " (O)  ) _ _ .  
smkZ k k ~ k 4 "~- . . . .  ~ ~ 

die Reihen brechen wieder mit k -~  oder mit k -(~-~) ab; es ist 

~ = / t ~  sin ~x /~  (1) 
s~nkl 

Bei Beschr~nkung auf das Gebiet (? < arg k < z -  d kSnnen wit das 
erste Glied yon / ~  neben dem zwei~en vernachliissigen und sin k x ,  

e -~k~ e -~z  sia/zx durch e i~(z-~) ersetzen. Dem- sin k l  durch _ ~i ' --  2i ' also sm k-=--i - 

nach ist ~ bis auf Glieder, welche fiir lira k---~ co verschwinden, 
gleich 

x l 

2 i ~ 2 i ~ ~]  " 
0 0 

l 

= (--1)"e-i1'~ / e ~ f ( ~ ) d x  
f ~  

2 i ~ J 

oder, wenn x ~ - 1 -  ~ gesetzt wird, gleich 

J" (_ 1)"ei~ e_ik~ f(,,_l)d~. 
2 i  n 

/ 

M&theme, t i s che  A~-~!.en. LLI. 
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Da der Grenzwerf~ dieses Ausdrucks ebenfalls gleich Null ist, 
m a l l  

lira 3 ~  = 0. 

Ersetzt man sinkXs~n k~ durch e~(Z-~) und sin k (l -- kl dureh e ~ ,  so sieht 

man,  dass man sehreiben kann:  

y =  f x2) f"(x) o, + kk.; 

die Reihe bricht mit k - ~  oder k--( ~-n ab,  und Q~ n~her~ sich gleich- 
m~ssig der Grenze Null ,  wenn k mit ~ < arg k < ~ r -  # ins Unend- 
liche gehk Demnach ist insbesondere 

lira k ~ Y - -  f * ) .  

so hat 

w  
Die Differentialgleichung 

~Y 2x)y  0"*~ (7) d x~ "+" (k2 - -  k, cos = j ,  

welche in der StSrungstheorie und als Differentialgleichung der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders in der mathematischen Physik vor- 
kommt,  geh5rt in die in A. behandelte Classe. Wir  bezeichnen mit 
~ ( x )  das Integral  yon (7) mit den Anfangsbedingungen 

F ( o )  = 1, F ( o )  =-- o. 

Ftir grosse k besiehi die asymptotische Gleichung 

/V(x) c,J cos kx (% + ~ V + "" ") 

+ sin k x  ( ?  + ~s -F " " ) ,  

*) Man vergleiche dami~ den yon Herrn Poincar6 (Sur les dqua~ions de la 
Physique mathgmatique, Rendiconti del Circolo ma~ematico di Palermo 1894) als 
wahrscheinlich hingestellten, aber nur theilweise bewiesenen Sa~z: Ist ~ das 
Integral der parfiellen Differentialgleichung 

~x~ + -g~ + -gT + k'~ = f '  

welches auf der Begrenzuug eines Oebietes verschwindet, so hat man 

wenn die complexe Ver~uderliche ~ in irgend einer Rich~ung mit Ausschluss der 
positiven reellen AYe ins Unendliche geht. Vgl. Zaremba, Comptes rendus, Juli 1898. 

**) Vgl. Poincar~, Les mdthodes nouvelles de la Mgcanique c6leste, Bd. II, 
S. 2 ~  ft. 
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und zwar ist naeh A. {} 1 

~o ~'~- 1, 

1 
(pj ~ ~- k 1 sin 2 x ,  

1 f ,, q~, = -g (cp~.,_ 1 --/01 cos 2 x .  g~,-1) d x  (~, -~- 1, 2 , . . . ) ,  
0 

X. 

1 j ' (  ,, 
r - -  ,~ r - -  kj cos 2 x .  ~?~,,)dx - -  r (v----- 1 , 2 , . . . ) .  

Um die Differentialgleichung (7) vermittelst  successiver AnniiJaerung 
zu in tegr i ren ,  setzt man 

d~Uo 
ax~ + k'~u~ = 0 

dx ' -  -]- k2u~'~ = kl cos 2 x .  u ~ - i  (m = 1, 2 , . . . )  

und n immt  ftir x ~ - 0  

u o 1, u o ' ~ O ;  u . , - - O ,  u" "-" ~ = 0 ( r e = l ,  2 , . . . )  

an. Man finder hieraus 

wo ~ ( x )  yon k~ unabh~ngig  ist. Bei Poincar6 (a. a. 0 . )  isl 

E ( x )  = Fo + ~F, + k~-~F~ +... 

gesetzt ;  man hat  dann 

d2Fo dx~ + k2~~ = 0, 

d x~ "q-/~ = F~_~ cos 2 x  

mit  den Anfangsbedingungen 

&(o) = 1, 
~,(o) = o, 

Hieraus berechne~ man 

Fo ( x ) =  cos ~x, 
F, (x) = -- cos a~ + ~)x- -  cos k~ q_ 

(m = 1, 2 , . . . )  

i~o' (o) =o, 
~,(o) = o, (m = 1, 2 , . . . ) .  

cos (/~ -- 2)x-- cos kx 
sck q-- x) s (k - -  ~) ' 

23* 
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= - 

-4- 

cos (/: "-I- 4)x -- cos/r 
128(k -1 t- 1) (k + 2) 

cos (/r "4- 2) x -- cos k x 
64(k q- ~)-~ 

cos (k "4- 2) x -- cos kx 
6a (k q- ~) (k -- i) 

_{_ cos (k - -4 )x - -  cos/cx 
128 (It - -  1 )  ( k  - -  2 )  

cos (k - I -2 )x -  cos kx 
+ 64(k- I) s 

_[_ cos (/r "-- 2) x -- cos/e x 
6a(~:-4- ~) (k - ~) 

x sin/cx x sin kx 
16k (k 2f- 1) ~ 16k(k-- 1) " 

Allgemein erh~lt man 

Fro(x) ~- Am cos kx ~ .Bin sin kx; 

Am und ~,~ sind rationale Functionen yon k mit den singul-~ren Stellen 
k = 0 ,  ~ 1, + 2 ,  . . . .  

1 
Wenn  man Am, Bm in Potenzreihen yon ~ entwickelt und 

Qo Oo 

~ S ~ - - 0  ~n~----0 

1 
nach Potenzen yon ~ ordnet~ erhi~lt man wieder die oben A. w 1 an- 

geschriebene Entwicklung. Denn auch in A. w 4 wurde um~--k~'2'm(x) 
als Summe yon mit cos kx und sin kx  multiplicirten Potenzreihen 

oo 

yon -~ dargestellt und u~ durch formale Addition gebildet. Jetzt 
m = 0  

sind allerdings die Potenzreihen fiir Am, Bm convergent, wenn ]k[ eine 
gewisse Grenze iiberschreitet, abet diese Grenze w~chst ins Unend- 
liche, wenn m unendlich gross wird. Es braucht nut  gezeigt zu 
werden, dass~ wenn eine Function u die fiir hinreichend grosse Werthe 
yon I kl convergente Entwicklung 

--~ al " (bo + -k- + " " ") u e~,t (ao _it_ _k_ _{_ . .) .at.. e_,l,~ b, 

zul~,sst und wenn gleichzeifig im Sinn yon w 3 die asymptotische 
Gleichung 

~gl . +--.1 
besteht,  

sein muss. 
so ist 

e'k~(a~,- a~) + e--'l'x(b,,- fl,,) 

q- d'~ ( a? I -[-'")-[-e-"~( b'+Ik -[-'" 

wo lira e ~ / ~  oder lim e - ~ / ~  gleich Null  ist, je nachdem k 
0 ~ arg k ~ ~ oder mit 

a,---- =,, 1,2,...) 

Angenommen, es sei a, -~- a,, b, ~-- ~ ftir v ----- 0, I,... n -- I, 

\ 
�9 ) ~/~, 

mit 
~ arg k ~ 2~ ins Unendliche gehf~ Wenn 
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man k in der emen oder in der anderen Art unendlich werden l~sst, 
erh~ilt man b. ~ ~ und a~ ~ ~ .  

Von Interesse is~ das u dreier En~wicklungen der 
Function ~(x ) .  Man ha~ eine best~ndig convergence Potenzreihe yon 
k ~, die asymptotisehe" Reihe 

cos kx  (~o Jr" ~ N + - -  

und die Eeihe 

.) + () + ) +-..) 

~o 

deren Coet~ficienten A~,, Br~ r~ionute Functionen yon ~ sind und welche 
ffir jeden endlichen Werth yon/~ convergirt. 

Die Bessel'sche Function J~ (x) sei defiuir~ dutch die Reihe 

welehe ftir jMen Werth yon x und ffir jeden Werth yon n convergirt 
1 (mit AusschIuss der negativen gomzen Zahlen, wean der Factor r(n +1) 

weggelassen wird). Wit  setzen f~r x einen fesgen Wertah uad be- 
traehten J~@) als Function der eomplexen Ver~.nderlichen ~. 

Die Reihe 

WO 

( - y ,  
1.2. ,. ~,.(n+ ~)... (n+  ~,) 

gesetzt is~, ist, wenn 6 eine beliebig kleine positive GrSsse bedeutet, ffir 

unbMingt and gleiehm~ssig eonvergeak Denn is~/~ eine g~,~ze posi- 
tive Zahl, so ist l• n t-/~1~ die Enffernung des Punktes n yore Punkte 

~, kleiner als die yon w / ~  auf die Gerade arg n ~ $ gef'allN 
Senkreehte/~ sin ~t wo aueh n in dem bezeiehneten Gebiet liegen ma~. 
Denmach ist 

l " , /<  , 
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woraus das Behauptete folgt. 

gleichm~ssig convergen& 

J. HoRn. 

In demselben Gebiet ist die Reihe 

wo ~ ,  eine ffir 

schreiben 

Die Reihe ~ r u ,  ist in der Umgebung einer jeden S~elle n,  mit 

Ausschluss der negativen ganzen Zahlen, die Reihe (n -~  ~ ) ~ u , ,  
~ - 0  

wo ~ eine positive ganze Zahl ist, auch in der Umgebung yon n = ~ 

gleichm~issig convergent. ~ r u ,  ist eine anaIytische Function yon n, 
~ - 0  

welche keine anderen singul~ren Stellen besitzt als n- - - - -~1 , - -2 , - -3 ,  . . . .  
Nun ist 

= I i  + 

eine ganze transcendente Function yon n mit den Nullstellen 
n ~ ~ 1, ~ 2, . . . .  Setzt man 

' ( * + . ) X - , ,  J~ = " (n+~) r (n+t)  
lv~-O 

so sieht man, dass sich die Function J~ auch bei n ~ - - - ~  regular 
verh~lt. Demnach ist J~ eine ganze transcendente _Function yon n. 

Um deren Verhalten bei der Ann~iherung an die wesentlich singu- 
l~re Stelle n ~ r zu untersuchen, kann man eine asymptotische Dar- 
stellung benutzen. Man hat 

In i >  ~ convergente Potenzreihe bezeichnet; wir 

U~ ~--- cv~ -~ c~.~+ 1 C~ ~ 

wenn v ~_~ ~ ist~ f[ir ~ > ~ setzen wir 

n~ 
Wegen der gleichm~ssigen Convergenz der Eeihe 

+ + + . - -  

ira Gebiet - -  ~ -~- ~ < arg ~ < ~ --  ~ kann man ~ so gross annehmen, 
class in diesem Gebiet~ wenn ~ eine beliebig kleine positive Zahl dar- 
stellt ,  
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l ~ - ,  + ~+~ + " ' I <  -~- 

ist; ferner l~st  sich R so gross w~ihlen, dass fiir 

In] :>/~, - - ~ - { -  (~< a r g n  ~ ~ - - ( ~  
$ 

ist. Setzt man 

so wird 

und zwar ist 

27 

fiir 

Die Reihe Z u, 

~o + ~, + e.., + " "" ~-  r~,, 

wird also durch die Reihe 

el c~ 1 + ~ - +  ~- + . . .  

gleichm~ssig asymptotisch dargestellt, wenn n mi$ 

--  ~ - [ - ~ <  a r g n <  ~ - -  6 

ins Unendliche geht. In demselben Sinn*) gilt die asymptotisehe 
Gleichung 

1 
log r ( n +  x) ~ - -  log n - -  log r (n)  

,B t B~ ~ - ( . + ~ )  ~og , ~ + . - ~ o g l / , ~ -  ~.~.. + ~ ~:.~ 
oder 

( 1 )  B, B, 
r ( n + l )  c',o e V ~  e 1.2,, ~.4. 

Demnach besteht eine asymptotische Glvichung yon der Form 

wori~ 

. (1+~o~:)_ (.+~) ~o~. (co + ~ + ~ +..), J~, rx.~ e , " ,  r C~ 

1 
c o -  r ~  

ist; d.h.  setzt man, unter /t eine ganze positive Zahl vers~ehend, 

*) Vgl. Stieltjes, Liouv. Journ. 1889. 
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�9 , ~ 1 ( C, C. r~,) 
j .  Co + + + + 

so n~,herl sich I'~, g le ichm~ss ig  der Grenze N u l l ,  wenn n mit  einem 
Argument  zwischen - -  ~ Jr- d and ~ - -  d ins Unendl iche geht. 

w  

Wit  betrachten die Gauss'sche Reihe 

~. ~ ,z(,~ + 1). ~(~ + I) x2 F(r ? '  x) = 1 -~" l-i-~ x -~t- 1.-~. ~,(y + 1) -~- " '"  

als Function eines der drei ersien Elemente a, #, 7, wiihrend wit den 
beiden anderen und x feste Werthe beilegen. 

Zun~ichst fassen wir F ( a ,  #, 7, x) als Function yon 7 auf ({ x t < 1). 
Diese Function wird unendlich yon erster Ordnang fiir 7 -~-0 , - -1 , - -2 , . . . ,  
w~hrend sic sich im Endlichen sonst tiberall reguliir verhiilt. Da die 

1 
Function r - ~  die Nullstellen erster Ordnung 7 ~ - - 0 , -  1 , -  2 , . . .  be- 

sitzt, so ist 
F(a, ~, ~,, x) 

r(v) 

eine ganze transcendente Function yon 7, also F ( ~ ,  #, 7, x) der Quo- 
tient zweier ganzen transcendenten Functionen yon y. Durch Ent- 

wicklung der einzelnen Reihenglieder nach Potenzen yon 1 erh/ilt 

man (wie in w 6) eine asym2totische Gleichung yon der Form 
e a e~ t ( ~ ,  #, r, x) ~ 1 + )- + ~ + . . . ,  

welche gilt, wenn ~, im Gebiet - -  ~ < arg ? < z ins Unendliche geht. 
Wir betrachten welter ~ ( a ,  fl~ y, x) als Function yon a. Um das 

u dieser ganzen transcendenten Function bei der Ann~herung 
an die wesentlich singuliire Stelle a-----~ zu untersuchen, benutzen 
wir die Formel*) 

F(m #, r, x) 
_ 

-- r(~ -- ~) r(~ - #) 

X--I + r(~)r(~T;-r) x#_~(l_x)y_~_#F(l_fl,7_fl,7_a_fl_l_l ' x ) '  
r (~) r (#) 

und zwar nehmen wir, damit alle [~eihen zugleich convergent sind, 
1 

den reellen Theil yon x grSsser als -~ und den absoluten Betrag yon 

x kleiner als 1 an. 

*) 8chlesinger, lin. Diffgl. Bd. I. 
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fiir 

Man ha~ 

lo ,  ~(~) oo (~ - ~ )  lo~ a - -  a + l o g / / 2 - ~  + t . 2 . a  

lira a = oo, --- ~t < arg a < ~t 

und 

~og r(~ + ~ - r) ~o (~ + ~ -  r - ~-) ~og (~ + t~ - ~) - ~ - ~ + r 

~Bt 
+ log / /2 -~  + 1.2. ( .  + ~__~) . . . .  

~ r  

oder 

l i m ( a + f l - - 7 ) = o o ,  - - ~ < a r g ( a + f f - - ~ , ) <  

log v(~ + ~ - r )  ~ (~ + t ~ - r  - ~ )  ~og ~ - ~ + . . . ;  

wo an S~elle der Punkte  eine Po~enzreihe yon 1 s~eh~, fiir 

l i m a ~ o o , - - x < a r g a < ~ .  

Es ist demnach 

f~r 

Man hat  ferner 

f i i r  

c~ e~-~) loga ~ (1) 

- -  ~ < arg a < ~ .  

log r ( r -  ~) oo (r - ~ - { )  log ( r -  ~) - r + 

+ log V ~  + 
.Bl 

lira (7 - -  a) - -  oo, - -  ~ < arg (~, - -  a) <: 

und 

]og r ( r -  ~ -  ~) oo ( r - ~ - ~ - { - ) ] o g  ( r -  ~ -  t ~ ) -  r + ~ + t~ 

Bt + log 

~ r  

Die beiden a s y m p ~ i s c h e n  G|eichungen g e l ~ n  bei r e s i n  Wer~hen 
yon i6 und ~, ffir l i m a  -~- c ~  - -  ~ < arg ( - -  a) ~ ~ .  Nimm~ man 
arg ( - - 1 ) ~ - -  ~ ,  so hat  man die asymp~otische Gleichung ~ 

fiir 
0 < :  a r g a  < 2 ~  
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oder, was dasselbe ist 

f i i r  
- -  2 ~  < arg ~ < 0. 

Auf diese Weise erh~lt man eine asymptotische Gleichung 
tier :Form 

VO n  

fiir den :Fall, dass a mit einem Argument zwische~ 0 und ~ ins Un- 
endliche geht, w~ihrend 

ist, we~n a mit - -  z < arg a < 0 unendlich gross wird*). 

D a r m s S a d l ,  30. Dezember 1898. 

*) Vgl. die Un~ersuchung der Legendre'schen Polynome X~ sowie der Poly- 
home F ( a ~ - ~ , - - n ,  7, x) ffir grosse ~ (Darboux, M6moire sur l'approximation 
des fonctions de grands nombres, Liouv. Journ. 1878). 


