Ueber lineare Differentialgleichungen mit einem veréinderlichen
Parameter.

Von

J. Horx in Charlottenburg.

In einem Aufsatz, welcher im gegenwirtigen 52. Band der Math.
Ann. unter dem Titel ,,Ueber eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit einem willkiirlichen Parameter® erschienen ist, habe ich
das Verhalten der Integrale einer in der mathematischen Physik vor-
kommenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir grosse
Werthe eines darin enthaltenen Parameters vermittelst einer asympto-
tischen Darstellung untersucht.

In der vorliegenden Arbeit werden zunichst die fritheren Unter-
suchungen auf eine allgemeinere Classe von linearen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung ausgedehnt. Es handelt sich dabei darum,
das Verhalten von Integralen, welche ganze transcendente Functionen
eines Parameters £ sind oder sich in der Umgebung der Stelle £ = oo
nach positiven und negativen Potenzen von % entwickeln lassen, bei
der Anniherung an die wesentlich singuldre Stelle (Unbestimmtheits-
stelle) k == oo vermittelst asymptotischer Darstellungen zu untersuchen,
in welchen Producte aus Exponentialausdriicken und Potenzreihen von

L auftreten *).

k

Daran kntipfe ich einige Beispiele (die Bessel'sche Funection o, ()
als Fanction von %, die Gauss’sche Reihe als Function eines der drei
ersten Elemente e, 8, ), wo derartige asymptotische Darstellungen in
Verbindung stehen mit convergenten Entwicklungen bestehend aus
Producten von Exponentialausdriicken und Reihen, welche nach ratio-
nalen Functionen des Parameters fortschreiten**).

#) Vgl. meinen Aufsatz im 49, Band der Math. Ann.
[v <}

‘-

¢ 742 1nd log T(z) (Schldmilehs

¥} Vgl. die Facultitenreihen fiir J

Compendium der Analysis Bd. 2).
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§ 1
Die Coefficienten der Differentialgleichung
d
(1) dx2+'F y+Gy""‘0

selen rationale Functionen eines Parameters k:

_ B# 4B
Aok® + AT A

_ GF O +
Aok + AT -

?

3

die reelle Veriinderliche z wird im Folgenden stets auf das Intervall
a < x < b beschrinkt, welches wir mit § bezeichnen;

Ay, Ay ooy BO,B,,..., Cy, Gy, - 5 -
selen im Intervalle & stetige Functionen von z, und zwar sei 4, in
diesem Intervall von Null verschieden, so dass 4, = 1 angenommen
werden kann. Ein Integral y der Differentialgleichung (1) nehme fiir

ay . v
Z = a ebenso wie seine Ableitung ?z‘ einen von % unabhingigen Werth

an. Wir betrachten dieses Integral als Function der complexen Ver-
dnderlichen & und untersuchen sein Verhalten fiir grosse Werthe von .

Durch die Substitution
- —;— f Fdax
-2

y=e 4
geht die Differentialgleichung (1) iiber in

L@ — -1 —o0.

Die Functionen y und z nehmen fiir z ==a denselben Werth an,
wihrend die Gleichung
dy a ‘f e

7 & — 1 F2)

den Zusammenhang zwischen den Anfangswerthen von z und d:c

liefert.
Wir konnen daher die weitere Untersuchung an die Differential-

gleichung
a2
(2) Zat T Hy=0

ankniipfen, wo H eine rationale Function von % bezeichnet, deren
Coefficienten im Intervall § stetige Functionen von z sind:
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_ BF¥ 4B ...
Ak A

A, ist im Intervall § von Null verschieden und kann gleich 1 an-
genommen werden. Ist § — &= g, so haben wir die Reithenentwicklung

H—t+ (B +2+2+ )

welche fiir |h| > R convergent ist. Es sind positive Grossen

hy, (»==0,1,2,..)
so vorhanden, dass im Intervall §

iEKm

ist und dass die Reihe

- B
fiir |k| > B convergirt. Wir betrachten das Integral 4 von (2), welches
dadurch fixirt ist, dass fir z =«

y‘:kz(“o“l"%’]“'“);

=B+ 8+--)

sein soll, wo 1 eine ganze Zahl ist und die Reihen fiir k| > B con-
vergiren,

Wir integriren die Differentialgleichung (2) vermittelst fort-
schreitender Anndherung, indem wir setzen:

Py
da? 0,

dz
+H'“'m 1 =0 (m=1,2,.,.);

fir £ = ¢ sel

‘Ll«o---k (ao_l__oex_,_ ) duo kl(ﬁo"}'%"}‘"’);

du
%mwo, "a;‘m“‘———“o (m=1,2,...).

Dann ist
th =1 (e +F 4 )+ BB+ L+ ) @—a),
Uy == mﬁxwz) H() tm1(2)dz (m=1,2,..)).
Es seien B> R und R” > R’ beliebige positive Grossen; fir a <2< b

und fir B’ < [k] < BR” sei
lu,| < N, [H|< M.
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Ist dann
a)m—-l

[t | < (B —ayn=r M2 N G

so folgt aus der Formel fiir u,
" m (x___a}m m & “““a}gm
Demnach ist die Reihe

Y =ty + Uy - Uy -
fir a <2< b und fiir | R’} < |k] < R” unbedingt und gleichmissig
convergent. Dasselbe gilt fir die Reihen

oo o
2
du,, d?u,,
dz’ dx??
M= m=0

welche demnach die Functionen gy = % darstellen. Aus

P p T T Htg bt )= 0

folgt fir # = oo
dm2+ Hy=0

d. h. die berechnete Reihe geniigt der Differentialgleichung (1).
Die Formeln zur successiven Berechnung von w,, %, %, ..
ergeben

Uy = B, (3) (m=0,1,2,...),

wo P, (7};—) eine gewohnliche Potenzreihe von % bezeichnet, welche

fiir |k| > R convergirt und deren Coefficienten im Intervall I stetige
Funectionen von z sind. Nach dem Weierstrass’schen Doppelreihensatz
ldsst sich y in eine nach positiven und negativen Potenzen von £ fort-
schreitende Reihe entwickeln, welche fiir B’ <:k| << B” convergent ist:
y=-w
Y = 2 Fk.
Yr=m——0
Da R und R” beliebige positive Grdssen sind, welche die Bedingung
R”"> R > R erfilllen, so counvergirt die Reihe fiir jeden endlichen
Werth von %, dessen absoluter Betrag grosser als R ist.
Wir konnen demnach den Satz aussprechen:
Ein Integral y der Differentialgleichung (1), welches nebst seimer

Ableitung % fiir x=a emen vom Parameter & unabhingigen Werth
anmimmt, lisst sich, wenn x auf das Intervall @ < x < b beschrimkt
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wird, i eine nach positiven und negativen Potenzen von k fortschreitende
Reihe entwickeln, welche fiir jeden endlichen Werth von k, dessen ab-
soluter Betrag eine gewisse Grenze iiberschreitet, convergent ist,

Es ist bekannt, dass ein solches Integral y eine ganze transcendente

Function von % ist, wenn # und G ganze rationale Functionen von
k sind.

§ 2.
Man kann der Differentialgleichung (1) die Form geben:
a? d
(3) S+ mPE 4 BrQy =0,

wo % eine ganze positive Zahl ist und P, @ rationale Functionen von %,
welche die fiir |k] > R convergenten Reihenentwicklungen zulassen:

P=P + 2+ 3+
Q=0+ 2 +2+.

Vom Fall # =0 konnen wir absehen, da alsdann ein Integral y,

welches nebst g—g fiir # = @ einen von %t unabhingigen Werth annimmt,

.. . 1 ] ]
in eine Potenzreihe von = entwickelbar ist.

Durch die Substitution

dlogy
dz

geht die Differentialgleichung (3) iiber in
Pt Q =0,

welche formell befriedigt wird durch die Reihe

=k (0t t+a+-);

die Coefficienten z,, #,, . .. sind Functionen von z, welche man aus
den Gleichungen berechnet:

2* + Pyzy + @ =0,
(230+P)51+(P130+Q)*0

4

(230+P0)57+F (zm“n vaz)-{— %n‘“‘“‘(};

fiir v < » fillt das (xhed ””“ fort.
Es ist

22, + P, ai]/P()? — 46y;
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wenn P2 — 40, im Intervall § stets dasselbe Vorzeichen besitzt, ist
2y in diesem Intervall stetig. Da 2, aus einer quadratischen Gleichung
berechnet wird, so sind zwei Reihen von der angegebenen Form vor-
handen. Die Differentialgleichung wird formell befriedigt durch zwei

Reihen von der Form
x

g le) o

¥
d. i. von der Form

Y = g@F T T +w,,*1k(% + % P + P )

WO @, @y ++05 Py, Py, -.. Functionen von z sind, welche freilich
nicht vollstindig bestimmt sind, da die untere Grenze des Integrals
im Exponenten von e willkiirlich gewshlt werden kann.

Im Folgenden soll die Bedeutung dieser Reihen nur im Fall
# =1 untersucht werden. Ein Specialfall wurde in der fritheren
Arbeit*) behandelt, nimlich die der mathematischen Physik entnom-
mene Differentialgleichung

d d 9
(43 + @B+ 0oy =0,

welche aus (3) hervorgeht, wenn man » =1 und
Po=0,Pp=Py=---=0; =0 Q=g =---=0

3

annimmt,

§ 3.
In der Differentialgleichung (3) mit #n==1 sei durch die in § 1

benutzte Substitution das Glied m1t bese;tlgt Wir konnen somit

der weiteren Betrachtung-die Glemhung

O S+ 12Qy=0
zu Grund legen, wo

0=Q+2+%+.

fir (k| > B convergent ist, wenn z im Intervall & liegt; in diesem
Intervall sei @, positiv. Im Falle @, < O wiirde man % durch %7 ersetzen;
denn dass die Functionen @, @,, . . . reell sind, ist fiir das Folgende
nicht nothig. Wir betrachten das Integral ¥ von (4), welches dadurch
fixirt ist, dass fir x =g

¥ Die im Bd. 52, 8. 271 erschienene Arbeit wird im Folgenden korz mit A.
bezeichnet.
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y=%+%+-“,
E=kB+8+--)

sein soll; die gegebenen Potenzreihen seien fiir |k| > R convergent.
Die Gleichung (4) wird formell befriedigt durch eine Reihe von
der Form

y=ct(go+ F+5+-)-

Setzt man diese Reihe in (4) ein, so erhilt man nach Division mit
¢*@ durch Vergleichung der Coefficienten von %2, &, k~0—D:

@2 == Qo,
20 @) + (0" —@) @, =0,
20 @, + (0" —1Q)) Py = - - -,

wo die rechte Seite von den Functionen ¢, ¢,, ... ¢p,—; und ihren
Ableitungen abhingt. Wir nehmen

o =VQ

im Intervall § positiv und setzen

m=j1/§odx.

Aendert man in den obigen Formeln das Vorzeichen von ¢, so erhilt
man eine zweite der Gleichung (4) geniigende Reihe

y=6-z‘kw(¢0+%+%+...).

Wir integriren die zur Bestimmung der Functionen ¢,, ¥, dienenden
Differentialgleichungen so, dass die Reihe

y=cto (o + G4 )+ et (y+ L+ )

die Anfangsbedingungen des oben definirten Integrals 4 formell erfiillt.
Unter Anwendung der Bezeichnung @ = ¢(«) haben wir die Be-

dingungen

P+ Y =10, 2 } @0(50'“7/’_0) = f,

Gt B=28, iVQ@—B)+FrtBra=8 (@=L2..)
Die Functionen ¢,, ¢, werden mit diesen Anfangswerthen durch die
obigen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung im Intervall §

als eindeutige und stetige Functionen definirt und konnen durch
Quadraturen dargestellt werden.
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Wir integriren nun die Gleichung (4) vermittelst successiver An-
niherung. Setzt man

vy == e @, v, == ¢THRaY,

und
% u ul u"
: ?]t ?71' '02"

Q} ?) ’ v -
Doy — L% s

|

[0y Uy

so besitzt die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung D(u) = 0
die Integrale v, und »,. Der Ausdruck

Dwy=35+h(p+ 5+ )5
+R (ot F+ )

ist unabhingig von den in ¢,, ¥, enthaltenen Integrationsconstanten,
da er nur von

I3 s . ’ 2 .
Po 0’ —iQ, Y o 4164
b DR SN -2 S MO e U B 4
Po 200 7y 2w

abhéingt. Aus D(v,) = 0 erhdlt man durch Division mit ¢*» und
Vergleichung der Coefficienten von %° und %

— @' ? 4 ipy0’ 4 ¢, =0,
20’ ¢y + (0" p 0’ —ig)py=0;
entsprechend erhilt man aws D(v,) =0
—0?—ipe + ¢, =0,
20’y + (0" + pyo'+ig,)¥, = 0.
D=0, py=0; ¢=260, ¢ ==,
so dass, wenn man

&% 4 1 Qu = D(w) + E(w)

Daraus folgt

setzt, S g
Ew) =5 7= + Tu

wird, wo S und 7 Functionen von z und % sind, welche sich in

. 1 .
convergente Potenzreihen von entwickeln lassen.

Wir integriren die Gleichungen
D (up) = 0,
D(uy) + E@pr) =0 (m=12,...)

mit den Anfangsbedingungen
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ao"‘“‘“o‘i‘%’l""': 'z-’/o"zk(ﬂo‘*‘%’}""‘):
Uy = 0, Uy =0 (m=12,...).
Zunichst haben wir
Uy = € €0 @y + cr e Yy,
g=1+%+%+---,
r y"
G=1+7 4% 4.

aus den Gleichungen
ci@o"f‘%@o:“%'{‘%‘]"”

6 kD Byt B) o (— kD B+ 50) =k (B + 24 )

berechnet werden. Ferner ist fir m = 1,2, . ..

wo

X

(] 7
y FE0 g e 0wy B (u,_,) dz
m = 2k 0 PoWo — Po Py

’(}70'4’()‘— 2275
[
X
e ikw g, eikw Po E(“m__1) dz
+ 24k . QoWo — WoPo |
o P; P Y

a

Aus diesem Ausdruck fiir u, geht E(u,) dadurch hervor, dass man
vor den Integralzeichen g,, ¥, bezw. durch

(Do‘:S( ?}w'%—f—%)—{—T(po,
¥y = 8 (—i0' vy + 2) + T,

ersetzt.
Wir setzen
k= 1r (cos & -} ¢ sin 9)
und beschrinken uns vorliufig auf das Gebiet
r>RB, 0oL m,

wo R hinreichend gross anzunehmen ist. In diesem Gebiet seien,
wenn z auf das Intervall § beschrinkt wird, die absoluten Betrige
der Grossen
. Pos Yos €190 C2%a Doy Wor ¢,Ps, €W,
sowie
Yo Do

. ’ — w , , , ’ —_ ’
@ @ty — Yo ¢02ik 0%Po 0 oty — 9’011’02?:]:!’0‘?0
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kleiner als M. Dann sind die absoluten Betrige von u, und E(u,)

hochstens gleich .
M (e-—rw sin + e wsm&) .

Angenommen, es sei |#pn—;| sowohl wie |E(u,_,)| hochstens gleich

(i”j:: @i”";“):';l (¢—rosin® | 3m—1grasing),
K4 4]

Dann sind |#,| und | E(w,)| hochstens gleich

e—-—rwsm&_M

. 2m—1
Merwsinﬁ (2;1):—1 (e—rwsmﬁ,_{_ 3m—1 erwsm&) <x a) ) d:s
'3

r(osm I M )m——l

2m——1
—7 w§ing — rwsin & m—~1 prwsin g ( _
/Me (e + 3=t ) =D dx

( 9 7,)’”2-

x
M2m+1 , (x a m——-l . (x__a)m'l
— 7w sin - m~1 srwsin g
o e [ )] dx 4 3" e =11 dx]
r @

A

M‘Z m+1 m—1

2m41
< ﬂz[);;lm (x— a) (e-—rw81n3+3merwsm3)

da 14 2.3t < 3» ist. Demnach ist

MY (x a)
(2r)™ m!

[« o]

=0

k] >R, 0ZLargk<=z, a<z<d

le*ou,| < (43,

d. h, die Reihe

ist fiir

unbedingt und gleichmiissig convergent; dasselbe gilt fiir die Reihe

o0

e“"”k”Z U (n=1,2,...).

Der Fall e
x<arg k< 2x
kann durch die Substitution % = — %' auf den soeben behandelten

zuriickgefithrt werden. Man erkennt, das die Reihe
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@

e——ikw E um

m=0
fiir
k>R, a<agh<?m, a<zs<b

unbedingt und gleichméssig convergent ist, ebenso die Reihe

= 4

g ikafn 2“’" (n=1,2,...).

m=n

Y=ty + % + %+ ---

ist demnach 1m ganzen Gebiet |k| > R convergent, wenn auch nicht
gleichmissig. Dass diese Reihe der Differentialgleichung (4) geniigt,
wird wie in A. § 2 gezeigt; sie stellt also das durch die Anfangs-
bedingungen

j=a+3+-n T=kE+E+-)

definirte Integral von (4) dar.

Nun wird der in A. § 3 aufgestellte Hilfssatz ebenso wie frither
benutzt. Indem man die Schlussweise in A. § 4 und § 5 mit den
erforderlichen Abinderungen anwendet, findet man folgenden Satz:

Wenn man

— pLA W l.?_!.*_..._l_?ﬁ
) Y, R,
+e—tkm(¢0+%+...+§)+§

Die Reihe

setzt, so nihert sich e*®R, gleichmdssig der Grenze Null, wenn k mit
0 <L arg k< & ins Unendliche geht, wihrend sich e~*** R, gleichmdssig
der Grenze Null nihert, wenn k mit nw < arg k < 27 unendlich wird.

Im Gebiet & < argk < w — 0, wo 0 eine beliebig kleine positive
Grosse bezeichnet, wird die Functiom y durch die Reihe,

e—iko («‘.po + "_Z_! + . .),
im Gebiet # 4 6 < arg & << 2z — 0 durch die Reihe
6ik°’((po+ %_f.. . ..)

gleichmissig asymptotisch dargestellt, wenn 2 > a, also @ > 0 ist.
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§ 4.

Der Hilfssatz A. § 3 kann in folgender Form dargestellt werden.
Die Function

x

Y = eikwje~ikmf(x) dx

a

geniigt der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

(5) Y+ ika'y =7
Setzt man
d d
fi=f i= L, fi=2 I ..

[13)
so 18t

Y= —"7a [fo + % + i o G k)n—-l]

f,(a) fo_1(@ e, .
+ i @ + B2 S

@, nihert sich gleichmiissig der Grenze Null, wenn % mit
0<Larghk< =

ins Unendliche geht, wihrend sich e—#*vg, gleichmissig der Null
ndhert, wenn £ mit = < arg £ < 2x unendlich gross wird.

Der erste Theil der Behauptung erhellt daraus, dass die Func-
tion y, wenn man darin & durch 2% ersetzt, gleich ¢i*@J, ist (Be-
zeichnung von A. § 3); multiplicirt man J; mit et und ersetzt
man 2k durch — %, so ergiebt sich der zweite Theil des Satzes.

Das Integral der Differentialgleichung (5), welches fiir x = a den
constanten Werth C annimmt, ist

=y + Ce&#o;
nimmt man £ > a an und setzt man
G

~ n—1 n
= — st k] o

so nihert sich 6, gleichmissig der Grenze Null, wenn % mit
d<cargh<m—2

ins Urendliche geht, wobei 0 eine beliebig kleine positive Grosse be-
zeichnet. Die von a unabh’cingige Reihe

z k @ (f 0 + zk)2 + )
welche der Gleichung (5) formell geniigt, aber im allgemeinen
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divergent®) ist, stellt also unendlich viele Integrale 3 von (5) asymp-
totisch dar, wenn % in der oberen Halbebene mit Ausschluss der
reellen Axe ins Unendliche geht.

Wir betrachten noch die nicht homogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

&
(6) Tm By =T,

wo f eine im Intervall 0 <z <1 nebst ihren Ableitungen stetige
Function von 2 darstellt. Wir verstehen unter y dasjenige Integral

von (6), welches nebst seiner Ableitung Z—% fiir = 0 verschwindet:

eika: 3 2 e—zk T
— —ikx — ikx
Y=55 | e dx 5 Pfe fdzx.
U

Nach A. § 3 ist*¥)

x

(»—1) : (v—1)
ik — ik — 7770 4 ik L__m (0)
‘ /; fe= 2 iy T° ik

y=1
0

x

B«ikx . 2 "
+ - ']e_~z xf(n”)dx?

¢ k)"""'l
0

. =1 p{r—1) (x) i o — 1)1 p-Dg
e 17 ik d —— ( 1) f — 1k ( ) ( )
e / € fdz 2 Gy — € o

ops
SR femresa
also ’
3!-*—@ ($}+ v« —cos bz ff}-—f%@_;_...)
—sinks (FQ 17O 4 ) LB iy

dabei brechen die Reihen mit 2-7 oder k1~ ab, und es ist

*) Im Falle @ =1, f = ;f; bat man die fir jeden Werth von k diver-
gente Reihe

11 !
~ k& T Ghar T GhaF T

s+%) Dabei ist £® (z) = % gesetat,
&
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X

ez‘kz 2 (1)
R — R 7R~
R, = o7 e f dz

0

x

o ke ? " .
tacy,) ST
0

Hieraus schliesst man, dass sich ¢** R, gleichmissig der Grenze Null
nihert, wenn % mit 0 < arg & < = unendlich gross wird. Wir kénnen
uns auf die obere Halbebene beschrinken, da y eine eindeutige Func-
tion von %2 ist.

Das Integral von (6), welches fiir 2 =0 und fir 2 =1 ver-
schwindet, ist

Y=y—~§i£—]3§y(l).

sin k1
Man findet
sin b f(l) f"(Z)
T sin kI \ E® T )

sink(l—a) fF0)  f70) R,
o smmkl T Tkt +")+"kZ’

die Reihen brechen wieder mit 4—* oder mit £—(—1 ab; es ist
%, — R, — sm kac .R (l)

Bei Beschrinkung auf das Gebiet 0 << arg k <= — 0 kionnen wir das

erste Glied von R, neben dem zweiten vernachlissigen und sin Kz,
. ¢tke iR sm kFx
sin 1 dureh —~, —~, also ——= durch €*(—%) ersetzen. Dem-
nach ist R, bis auf Glieder, Welche fir lim £ = co verschwinden,

gleich

x l

(—1)"¢ —ikx (— 1)%e —ikx '
_..____..2__~___~___. ethf(n‘-l)dx __,____,_‘Z_T____ e’tk.’l-’f(”—l)dx
2 ?
/]

0
4

ik
— G VA z/eisz(n-—l)dx
24"

x

oder, wenn 2 = [ — £ gesetzt wird, gleich

3
(— 1)&:&5 j e~ ikE fa—DE

24"
Mathematische Annalen. LIT, 23
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Da der Grenzwerth dieses Ausdrucks ebenfalls gleich Null ist, so hat

man
lim 3%,, = 0.

Ersetzt man 252 gurch ¢i#0~2 ynd S2EC¢—9) gupen €*%*, so sieht
kl sin k!

man, dass man schreiben kann:

" On
Y_____f;:)__f@)_;_ 2
die Reihe bricht mit ,—* oder k—®-1 ab, und g, nihert sich gleich-
missig der Grenze Null, wenn % mit 6 < arg X < = — ¢ ins Unend-
liche geht. Demnach ist insbesondere

lim 2Y = £%).

§ b.
Die Diﬁ‘erentia]gleiéhung

(7) LY | (82—, cos 22)y — 0%%),

welche in der Storungstheorie und als Differentialgleichung der Fune-
tionen des elliptischen Cylinders in der mathematischen Physik vor-
kommt, geh6rt in die in A. behandelte Classe. Wir bezeichnen mit
F(z) das Integral von (7) mit den Anfangsbedingungen

FO)==1, F(0)=0.
Fiir grosse k besteht die asymptotische Gleichung

F(x) oo cos kx(% + =+ - )
-+ sinkz (‘p‘ —}— 2 - )

*) Man vergleiche damit den von Herrn Poincaré (Sur les équations de la
Physique mathématique, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 1894) als
wahrscheinlich hingestellten, aber nur thellweise bewiesenen Satz: Ist % das
Integral der partiellen Differentialgleichung

*u o o*u R
5ot T oy T g THu=T
welches auf der Begrenzuung eines Gebietes verschwindet, so hat man
lim Eu= f ’

wenn die complexe Veridnderliche £ in irgend einer Richtung mit Ausschluss der
positiven reellen Axe ins Unendliche geht. Vgl. Zaremba, Comptes rendus, Juli 1898.

¥%) Vgl. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Bd, II,
S. 228 ff,
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und zwar ist nach A, §1
@, =1,

@, =+ k sin 22,

X
Y
¢21,= —é‘“j ((pzyql "'""kl COS 2x.¢2»y.—1) dx (1}_—":1, 2)..0)’
[}

x

Qoppy = — —;}f(@'g; —kycos 22. @g,)dr — 93,(0) (v=01,2,...).
%

Um die Differentialgleichung (7) vermittelst successiver Annsherung

zu integriren, setzt man
dzuq—
d x®

d?u,
dm;’i + Eu, = ki €os 22 . Uy (m=1, 2: . ")

+ BPuy, =0

und nimmt fiir 2 =0
wy==1, =05 Up=0, u, =0 (m=1,2,..))

an. Man findet hieraus
U = F' Fp (2),

wo F,(x) von k, unabhiingig ist. Bei Poincaré (a.a.0.) ist
F@) = Fy + b Fy+ b2 Fy+ ...

gesetzt; man hat dann

@RF
dwzo + k2F0 =0,

aGaF
B F,=F, 1cos2z (m=12...)

‘dwz

mit den Anfangsbedingungen
FG(O) =1, Fe,(o) =0,
Fal0)=0, Fo,(0)=0, m=12..).
Hieraus berechnet man
F, (x) == cos kz,
cos (k4 2)x—cos bz + cos(k— 2x—cos kz

8(k+1) Sk—1) 25 :

F(z) = —
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cos(k+4)x—coskx cos (k—4)x—cos kx
128(k+1) (k- 2) + 128 (K — 1) (k — 2)
cos (k+2)x—cos kx cos (k+2)x — cos kx
64 (k1) + 64(k— 1)
+ cos(k+2)x—coskx £+ cos(k—'?—‘Z)x-——coska:
64(k-F1)(F—1) 644 1)k —1)
zsin kx xsin kx
T 16kk+1) + 16k(k—1)

Fy(z) = —

Allgemein erhdlt man

Fo(x) = A, cos kx + B, sin kz;
A,, und B, sind rationale Functionen von % mit den singuliren Stellen
EF=0,-4+1,+2,....

Wenn man 4, B, in Potenzreihen von —% entwickelt und

Zm,’kTAm, ka’l”Bm

m=0 m=0

nach Potenzen von -]1? ordnet, erhilt man wieder die oben A. § 1 an-

geschriebene Entwicklung. Denn auch in A. § 4 wurde w, = k" F,(2)
als Summe von mit cos k2 und sin kx multiplicirten Potenzreihen

von % dargestellt und 2 %, durch formale Addition gebildet. Jetzt
m=0

sind allerdings die Potenzreihen fiir 4,,, B,, convergent, wenn |k| eine

gewisse Grenze iiberschreitet, aber diese Grenze wichst ins Unend-

liche, wenn m unendlich gross wird. Es braucht nur gezeigt zu

werden, dass, wenn eine Function « die fiir hinreichend grosse Werthe

von |k| convergente Entwicklung

u=eikz(ao+%+,,_)+e—ikz(b0+%_+...)

zuldsst und wenn gleichzeitig im Sinn von § 3 die asymptotische
Gleichung

w= e (o + o) Fet= (B + 4 )

besteht
’ ty=a,, by=p, (v=0,12..)

sein muss. Angenommen, es sei @, =@, , b,= g, firv=20,1,...n—1,
so ist
eik:b(a” — “n) + e-ik(t(bn e ﬁn)
R @, 4 . b 1
+eikx(___’£]:—_._+...)+e‘—ikx(-_ﬁlé_‘-—.+.o.)=R”,

wo lim ¢*2R, oder lim e—~#**R, gleich Null ist, je nachdem % mit
0<Largk < m oder mit % < argk < 2x ins Unendliche geht. Wenn
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man % in der einen oder in der anderen Art unendlich werden lisst,
erbilt man by == B, und a, = a,.

Von Interesse ist das Vorhandensein dreier Entwicklungen der
Function F{x). Man hat eine bestindig convergente Potenzreihe von
k2, die asymptotische Reihe

COs Z:x(qsg-}- %’—{-— )+ sin ?52?(%+%+ .. )
und die Reihe
Zkf‘(zﬁm cos kx -+ By, sin kg),

FIe==t

deren Coefficienten 4,,, 55, rationale Funetionen von % sind und welche
fiir jeden endlichen Werth von % convergirt.

8 6.
Die Bessel’sche Function J,(z) sei definirt durch die Reihe

S ) 1

- L(w-;—z)"" i.2.{%~§—1}{%-§~2}+ DR

T

A (T ST)
welche fir jeden Werth von 2 und fiir jeden Werth von % convergirt

{mit Ausschluss der negativen ganzen Zahlen, wenu der Factor ;—T,@;_‘“‘{}

weggelassen wird), Wir sefzen fiir # einen festen Werth und be-
trachten J,(z) als Function der complexen Verinderlichen z.
Die Reibe

=

E%,,,

=

( m)217
Y

R W U N P S S PR S
gesetzt ist, ist, wenn J eine beliebig kleine positive Grosse bedeutet, fiir
—n4d<argn<z—4d

unbedingt und gleichmissig convergeni. Denn ist g eine ganze posi-
tive Zahl, so ist |n 4 g|, die Entfernung des Punktes # vom Punkte
~ u, kleiner als die von — p auf die Gerade arg » ==39 gefillte
Senkrechte u sin 8, wo auch # in dem bezeichneten Gebiet liegen mag,
Demnach ist

wo

fm?i ¥
4 ain &

iu”f<Lv! :
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woraus das Behauptete folgt. In demselben Geebiet ist die Reihe
w Dl (@=1,2,...)
gleichmiissig convergent. :

Die Reihe 2%,, ist in der Umgebung einer jeden Stelle %, mit

r==0 ®
Ausschluss der negativen ganzen Zahlen, die Reihe (n - “)2 Uy ,
wo u eine positive ganze Zahlwist, auch in der Umgebung von nv—:o——- ©
gleichméssig convergent. Zu, ist eine analytische Function von #,
welche keine anderen singulg’::n Stellen besitzt als #=—1,—2,—3,....
Nun ist ) )
ﬁ%—l_*—_ﬁ = e"”H(l -+ 3:— e ¥

py=xi
eine ganze transcendente Function von % mit den Nullstellen
f=——1,—2,.... Setzt man

o= (_.‘g_)”. (’n—}—y)lr(’n—}—l) '(n—‘l—y)go%v)

so sieht man, dass sich die Function J, auch bei n = — g regulir
verhdlt. Demnach ist J, eine ganze transcendente Function von n.

Um deren Verhalten bei der Anndherung an die wesentlich singu-
lire Stelle » = co zu untersuchen, kann man eine asymptotische Dar-
stellung benutzen. Man hat

1 1
Uy = F %v (_n-)’

wo 3, (E) eine fiir [n] > v convergente Potenzreihe bezeichnet; wir

schreiben
Cyy Gy, 41 cv,u 2%
U= n' + n¥ Tt + T nt P

wenn v < g ist; fir v > p setzen wir

&

uy = L.

n

Wegen der gleichmissigen Convergenz der Reihe
gt Eurt+ Eupe - -

im Gebiet — x4 0 < arg » < 7 — 0 kann man @ so gross annehmen,
dass in diesem Gebiet, wenn & eine beliebig kleine positive Zahl dar-
stellt,
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¥fe+z+ee+2+“‘1<";—
ist; ferner ldsst sich R so gross wihlen, dass fiir
in| >B, —zfo<agn<<w—2a

e+ ea+ -+ 5l< 2
ist. Setzt man

&+ & F &=,
so wird

Dlu—l+2 484 p g

und zwar ist

3
”’H‘

FARSE:
fiir
| >R, —a+o0<argn <wm—0.

Die Reihe 2@&, wird also durch die Reihe

=0
¢ G
IS 2.
gleichmissig asymptotisch dargestellt, wenn » mit
—xto<argn<m—4@

359

ins Unendliche geht. In demselben Sinn*) gilt die asymptotische

Gleichung
1
co—(n+ ) log n+n —log 2z — 1.1;% + 3.4B?n3 -

oder

1 By B
_(n—g-?)logn-}—“ 1 e“m+3~4-‘n’*

1
Fatn ¢ Viz
Demnach besteht eine asymptotische Gleichung von der Form

Jnmen(l-i-logi;) ( )logn(0+ :+'”)’

wWorin
t

Co:ﬁ;

ist; d.h. setzt man, unter u eine ganze positive Zahl verstehend,

*) Vgl. Stieltjes, Liouv, Journ, 1889.



360 J. Hosx,

J”__:en(l-}—log%)——(n—}-—;—)logu( + Co + + )

so ndhert sich I, gleichmissig der Grenze Null, wenn » mit einem
Argument zwischen — # -~ 0 und # — 0 ins Unendliche geht.

§ 7.
Wir betrachten die Ga.uss’sche Reihe
Flo,B,y,2) =1+ 0ot St DLOED oy

als Function eines der drei ersten Elemente «, 8, y, wihrend wir den
beiden anderen und x feste Werthe beilegen.

Zunichst fassen wir F'(«, f, 7, ) als Function von y auf (J2|<1).
Diese Function wird unendlich von erster Ordnung fir y=0,—1,—-2,...,
wilhrend sie sich im Endlichen sonst tiberall regulér verhilt. Da die

Function ( ) die Nullstellen erster Ordnung y =0, —1, — 2, ... be-

sitzt, so ist
F(e, B, y, 2)
My

eine ganze transcendente Function von y, also F'(e«, 8, y, ) der Quo-
tient zweier ganzen transcendenten Functionen von p. Durch Ent-

wicklung der einzelnen Reihenglieder nach Potenzen von —i— erhilt

man (wie in § 6) eine asympiotische Gleichung von der Form
F(a, @) O1F 24 2 4o

welche gilt, wenn p im Gebiet — w < arg p < w ins Unendliche geht.

Wir betrachten weiter F(a, 8, y, ) als Function von «. Um das
Verhalten dieser ganzen transcendenten Function bei der Anndherung
an die wesentlich singulire Stelle ¢ = oo zu untersuchen, benutzen
wir die Formel *)

F (e, B, 7, x)
_nNry—e— - z—1
- rw___a)r(y___ﬁ) & F(ﬂ?ﬁ ?"’"‘1 “+ﬁ+1_7’ )

F)r -
+ TOLEEE=D ab-r(1—ay—et F(1—6,y—f, y—a—B+1, 22,

und zwar nehmen wir, damit alle Reihen zugleich convergent sind,

den reellen Theil von z grosser als % und den absoluten Betrag von
z kleiner als 1 an.

*) Schlesinger, lin. Diffgl. Bd. I.
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Man hat
fiir
Iimage=—o00, —w<argae <=
und ‘
logFa+B—p o (a+p—y—3)loglatp—y) —ac—p+7
S 'Bi _
+log V2% + 5=y
fiir
lim (¢ + B —7) =00, —m < arg (a+f—7p) <7
oder

logFe+g—p) oo (¢+p—y—5)loge —a+-

wo an Stelle der Punkte eine Potenzreihe von —i— steht, fiir

lime=o00, —z < arge < =.
Es ist demnach

Me+tp—1) am (L
T oV el log S,B(.;)

fiir
—xgarga < x.
Man hat ferner

log F(r-—-a)N(?—-am:})log(z/ma)—y-f—«
5 B
+10gv2%+m~”"'

fiir
lim(y—ea)=o00, —w < arg(y —a)< =
und

logF(y—a—pf)co(y—a—p—3)log(y—a—B)—y+a+p

B,
+logV2z+ T —a—p

fiir
lim(y —a—pf)=00, —z < arg (y —a—p) < =x.

Die beiden asymptotischen Gleichungen gelten bei festen Werthen
von f und y fir ima=00, —x < arg (—ea) < =. Nimmt man
arg (— 1) == — =, so hat man die asymptotische Gleichung~

r(?"‘“"“ﬁ) — Rloga >
Ty —e OO e flos SB(&)

fiir
O<arge <2z
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oder, was dasselbe ist
r(y“m“ﬁ) —Rloga p— i '—i
e oo et B ()
fiir
— 2 <arga <O.

Auf diese Weise erhdlt man eine asymplotische Gleichung wvon
der Form

F(e, B,7, ) o0 e8—Nloge—alogi—a) Ry (Bi?) + e-Bloga, (_i_)

fir den Faoll, dass « mit einem Argument zwischen O und = ins Un-
endliche geht, wihrend

1 s 1
F(a, ﬁ, v, x) oV 6(§~y)loga—alog(1—z) éBl (_oc_) + e—-ﬂlogae 2:1:5%2 (_&)
ist, wenn o mit — x < arg e < O unendlich gross wird*).
Darmstadt, 30. Dezember 1898,
*) Vgl. die Untersuchung der Legendre’schen Polynome X, sowie der Poly-

nome Flo-+n, —n,y,z) fir grosse n (Darboux, Mémoire sur P'approximation
des fonctions de grands nombres, Liouv. Journ. 1878).




