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l e i  die Riemannsche Funktionalgleichung der 

-Funktion. 

(Zweite Mit~eilung). x) 

V o n  

Hans Hamburger in Berlin. 

1. In der vorliegenden Mitteilung werden einige allgemeine S~tze be- 
wiesen, die sieh an die Probtemstellung der ersten ]~Iitteilung gleiehen Titels 
anschliel~en. Die Bedeutung dieser S/itze, die weniger ein selbst/indiges 
Interesse zu verdienen scheinen, wird sich erst in einer weiteren dritten 
Mitteilung ergeben, welche sieh mit den D i r i ch l e t s chen  L-Reihen be- 
sehgftigen wird. 

Durch das Stadium dieser Reihen wird man n~mIich auf die vier 
Funktionalgleichungen 

$ g--I 

gefiihrt, and auf die Resul~ate dieser zweiten Mitteilung gestiitzt, werde 
ieh dann in der dritten Mitteilung bewe{sen, dal~, wenn k eine ganze 
positive Zahl bezeiehnet, k und nur k voneinander linear unabh~ingige 

1) Vgl. die erste Mitteilung gleiedaen Titels des Verfassers (ira folgenden kurz 
mit I. M0g. zitiert), Math. Zeitschr., t0 (1921), S. 240--254 und die Note des Ver- 
fassera in den Sitzber. der Bed. Math. Ges., XX. gahrgang (1920]21), S. 4--9, inshes. 
S. 7--9. 
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Dir ich le tsche  Reihen f ( s )  existieren, "die einer der vier Funktional- 
gleichungen (I),  (I ') ,  (II) ,  ( I I ' )  geniigen~ 

Ist hingegen k eine gebrochene oder irrationate positive Zaht, so 
haben die vier Funktionalgleiehungen iiberhaupt keine LSsung f(s),  die 
gteichzeitig eme Dir ich le t sche  Reihe ist und noch einige weitere ati- 
gemeine Bedingungen (die Bedingungen a), b) und c) yon Satz 3 dieser 
Mitteitung) erfiillt. 

Mit Hilfe der L-Reihen gelingt es schliel31ieh, ein vollst/indiges System 
yon k linear unabh~ngigen L5sungen yon (I), (I ') ,  (II) ,  ( I I ' )expl iz i t  
anzugeben. 

2. Im w 1 der vorliegenden Mitteilung sind die S~tze formalierL 
soweit sie mit den Yunktionalgleichungen (I) and (I ') zusammenhiingen. 
Aus dlesea S~tzen exgibt sich unmittelbar eiae Folgerung, die das Resultat 
der ersten Mit~eilung iiber die ~-Funktion verallgemeinert. 

In den ~ 2 und 3 finden sich die Beweise der Siitze 3 und 4 des w 1. 
Der w 4 endlieh enth~lt die entsprechenden Betrachtungen iiber LSsungen 

einer Funktionalgleiehu_ng, die mit (II)  und (II')zusammenEgngt. 

Formulierung iter Siitze; Anwendung aul die ~-Punktion. 

1. Sa tz  3. Es sei f(~) eine ]iir alle Werte der komTlexen Ver- 
(2nderlichen s = r + i t  definlerte analytische Fun~ion  mit den Ei#en- 
s~ha/ten: 

a) f(s) besitze im Endlichen hdchstens endlich viele Pole betiebiger 

Ordnunil. 

b) Es  mSge~ zwei positive Konstanten r u n d  7 existieren, derart, daft 
]'~r i st>~ r die ~unktion f ( s )  im Endlichen iiberall veguldr ist und sich 
dort dutch die Beziehung 

' f (s):  = < e 8 
abscMitzen ld]3t. 

e) Fiir ~ ;> 1 sei f ( s )  dutch eine absolut konvergente Dir ichle tsche 

Reihe 

de]iniert. 

9) Vgl. die Note des Verfsssers: 13bet clio Funktionalgteiehung der L-Reiken, 
Sitzber. der Berl. Mttth. Ges.~ XX. Jahrgang (1920/'21), S. t0-1,3, 

Mathematiachr Zoitachriit, X-L l 5 
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d")  Setzt man 

v {'-~ _ \2!  ~ - ~ + ~  

(V) 
so lasse sich g ( 1 -  s) /i~r o ~ - -a ,  unter a eine endliche positive Zahl 
verstanden, durch eine absolut konvergcnte D i r i ch l e t s che  l~eihe all- 
gemeiner Gestalt 

Z I,. - - ~ 0  (a) g (1 -  s ) = ~ 7 :  ~ (o < ~ <  ~,<...  

darstellez~. 
Dann mud  die D i r i ch l e t s che  Reihe (3) den ~Bedingungen gerd~gen: 

e) S ind  
I t < l ~ < . . . < t ~ , = l  a) 

adimtliche get Zahlen 1,,, die ~ 1 sind, so ist, wen~ n - ~  ,uk ~ - x  
(# >__ 1, 1 ~ ~ <_~ k) gesetz2 wird, 

mithin ist die D i r i ch te t sche  Reihe (3) yon der Gestalt 

0r 

. 3 7 5 7  b. 
o=0 r \. W" 17 

f) Es ist liZr 1 _<_ z <_ k -- 1 

g) Endlich sind die Koe//izienten a,  der Di r i ch le t schen  ~eihe (1} 
mit  den b~ und I, dutch die Beziehungen 

k 
(5) a,--~ ~ b ~ c o s 2 n n l . ,  

verkniipft. 

2. Es  sei umgekehrt  sine D i r i c h l e t s c h e  Reihe der Gestalt  (4) vor- 
gdegt .  Diese Reihe ist immer fiir o < 0 absolut konvergent, die dutch 
sis dargestellte Funktion g ( 1 -  s) ls sich (wie bereits bekannt  istt)) 

a) Es wird in dieser Arbeit sin fiir allemat l~ = 1 gesetzt. Solhe zun'~chs~ unter 
den GrSltcn l,, die Zahl 1 nicht vorkommen, so werden tier einheittiehen Sehreibweise 

b~ (m=O, l, ..._+o~, bk=O) der Dirichletsche n wegen die formalen Glieder ( 1 - m) 1-s 

Reihe g (1 -- s) hinzugefSgt. 
4) H. Kinke t in ,  Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anweadung 

auf die Zahlentheorie. Programm tier Gewerbesehute Bwsel (I8a11~62), S. 1--32. VgL 
auch E. Landau ,  Handbneh der Lehre yon der Verteilung der Primzablen, Leipzig. 
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in der ganzen kompiexen s-Ebene analytisch fortsetzen und is~ iiberall 
im EndlJehen regular, m it Ausnahme hSchs~ens der Stetle s = 0, wo 
g ( 1 -  s) einen Pol ers~er Ordnung besitzen kann. 

Bildet man andererseits mi~ den Koeffizienten a,, der Formeln (5) 
die Reihe 

aQ 

- 'r  a n  

k 

so ist sie offenbar wege, i i an : s Awl b~.: fiir e > 1 absolut konvergent. 

Nmlmehr behaupten wir 

Satz  4. E8 sei die Funktion g ( 1 -  s) ]~r a < 0 dutch ei~e 
Dir ichle tsche Reihe yore Typus  (4) definiert, die aufier e) aueh die 
Bedingungen f) er]iZllt, und e8 sei andererseits f(s) eine Dirichlet , .che 
Reihe der Gestalt (1), deren Koej]izienten a~ mit den b~ und l~ yon 
g ( 1 -  s) dutch die Beziehungen (5) $usammenMingen. Dan,~ besteht 
zwischen den Funktionen f ( 8 ) und g (1 -- s) die zVunktionalgleichung (2). 

3. Aus Satz 8 ergibt sich eine wichtige Folgerung flit die Riemannsehe 
O- Fanktion selbst. 

Man sefze n~mlich in der Dirichletsehen Reihe (3) alle l , ~ 1  
voraus, es ~ i  mithin 9(1 ~ s) r Dir ichletsche Reihe des oft tmter- 
suchten Typus 

(6) g(1 - x ~  -z~(1-s) - -  8 ) = f f . / o ~ e  (2~= log l,~ ~ 0). 

Besteht nun zwischen g ( l -  8) mad einer Funktion f(8), die den Voraus- 
setzungen a), b) und e) geniig~, die Beziehung (2), so ist nach Saez 3 
wegen e) und g) 

1 =1, 1 =2 . . . . .  1 

, b , , = b l ,  a ~ = b l ,  
mithin ist 

g ( 1 - - s ) - - b x r  f ( s )=b~$( s ) .  

Ist  also g( l  - -8)  eine Dir ichle tsche Reihe yore Typus (6), 8o ist 
bib au] einen konstanten _~aktor wieder die $-Funktion die einzige, die 
den Bedingungen a), b), e) und der Funkti~l~algleichung (2) geniigt. 

1 (1909), S. 475-478. Im fo~genden wird iibrigens die Kenntnis dieser Eigensehedt 
der Reihe (4) nicht vorausgesetz~, sondern ein neuer BoweLs flit ihre ForCsetezb~rkeit 
angegeben_ 

15" 
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w  

Notwendige Bedingungen fiir das Bestehen der Funktionalgleiehung; 
Beweis yon Satz 3. 

1. Setzt man 

G(s-i-2)=f(s~, 2) {l_:s_~ -~*", 
/~\ 2 ] 

so ist nach Satz 2 der 1. Mtlg. mit Rfic]~sicht auf die Voraussetzung e) 

G(s  -~ 2) =fx*-l~(x)dx, 
0 

fiir -- 1 ~ o <: 0, wobei 

~a ,  -- 1) 

gesetzt ist. 
Substituiert man wieder s f i i rs-1-2~ so erh~ilt man nach einfachen 

Umformungen (vgl. Formel (17) des w 2 der 1..~itlg.) 

- 4 = "  F ( ~ )  0(8) -- ( . _  2) c~_ ~) t(s) =-~+~ 

o- 

- - 4 ~  f = (~- :2) -~- : i )g  (1 - s) = x.-~ ~ ( x ) d z ;  
0 

flit I <: o ~ 2, mithin c~ y a  

O 

un'~er g(1 -- s) die dutch die Beziehung (2) definierte Funktion verstanden. 
AuBerdem ergib~ sieh aus Hil/ssatz 1 und 2 der 1. Mtlg. (vgl. Formel 

( t9)  der 1. Mtlg. ) 
- ~ + i z o  

(7') ~ ( . ) = - ~  ~x_,§ ~ g ( 1 - . )  )ds. 4u* 2 z i 3  (s--2) (s-- t  

Da die D i r i c h l e t s c h e  Reihe (3) in der Halebene ~ < : - - a  absolut 
konvergen$ vorsusgesetzt wurde (vgl. Bedingung d" ) ) ,  so bleibt g ( 1 -  s) 
in jedem Streifen % ~ ~ ~ -- a ~ ~ unterhalb einer festen yon s unab- 
h~iagigen Sct~-anke. ius"  I-Iilfssatz t der 1. Mt|g. ergibt sich daher ebenso 
wie beim Beweise yon Satz 1 der i. Mtlg. die flit a < -- r absolut kon- 
vergente Integraldarstellung: 

0 
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-fl+r162 
1 f , , o  g ( 1 - s ~  . ,~) 

zu setzen ist. Indem man dieses Integral vermittelst  des Residuen- 
kalkiits mit dem Integral (7 ' )  in Verbindung bring~ (vgt. dieselbe Uber- 
legtmg beim Beweise yon Satz 1 der t .  Mtlg.), sehlieBt man: 

--  T~4w" 

Hierbei bedeutet R(x) das Residuum der Funk~io, 

klO) __ x_S+. " g(1--s )  
(s'2)(s--1) 

im Streifen --  fi ~ o < s. R(x) ist also, da naeh Voraussetzung a) f ( s )  
und somit auch die Funktion (10) dort nur endlich viele Pole enth~il~, 
yon der Gestalt 

r a  

Vx-s~+e , ' d ( . )  lo~,q,,-1.~_z, A~") togxT  Ao (~)) 

wenn mlt  sx, . . . ,  s . . . . . .  s,, die Pole der ~unktion (10) im S~eJ/en 
-- fl < a ~ ~ und mit  q~, . . .  r . . ,  q,~ ihre Ordnungszahlen bezeiehnet 
werden. Demnaeh ist R ( x )  eine fiir positive Werte yon x regul~e 
analytisehe Funktion. 

2. Nunmehr suehen wit fiir g (1  --  s) eine zweite im Bereieh o < - 
absolut konvergente Integraldarstellung der Form (8), indem wit die nach 

Voraussetzung d") ffir o < --  a absotut konvergen~ D i r i c M e t s c h e  Reihe (3) 
urnformen. 

Es bezeiehne B(x)eine Trepperffunktion, 

B (x) • b x fiir 

die dutch die Beziehtmgen 

O<=x<ll, 
l~ ~ x <: 1.,., 

. . . .  ~ . . . . . . . .  . . ~ . . . .  

B(x)==bl-~b, ~, . . . ~b , ,  fiir lm<x<l,,,~= 

definiert sei. Dann leitet man aus der D i r i c h l e f s e h e n  Reihe (3) dutch 
partielle Summation ebenso wie beim Beweise yon Satz 1 alas fiir o < --  c~ 
absolut konvergent~ Integral 

g (  t - - ( s  - 1 ) f  
0 

ab. Se~zt man 

f 
0 
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alas heiBt 
= -  o (far o <= x < l~), 

(12) = Z b ~ ( x - -  l~) (ifir l ~ x < l ~ + l ) ,  

so erh/il~ man nach nochmaliger partieller Integration fib ~ < : -  
~o 

(13) g(1 -- s) = (s -- 2)(s - l ) fx~-3Bl(x)dx.  
0 

Vergleicht man diese Integraldarstellung mit (8), so ergibt sich in 
Verbindung mit (9) nach Hilfssatz 2 (1. Mtlg.) 

(14) B1(x)_~y~(x)=R(x ) ~(x) 
4~r I2  " 

3. Da ~o(x) nach Formel (7) eine gewShnliehe Kosinusreihe ist, so 
hat ~ (x )  die beiden Eigenschaf~en 

(15) ~ (x + 1 ) =  cf(x), q~(1-- x) = ~(x) .  

Derm~ach ist fiir x ~_ 0 

B l ( x - k l ) -  B~(x)-= R ( x  ~ 1) -- R(x). 
Andererseits ist wegen (12), wenn auger der ganzen Zahl m noeh eine 
ganze Zahl k dutch die Beziehungen 

(16) ~ =< �9 < z~,+~, 1,~+~ < ~ + 1 < l ~ + ~  

definiert wird: 
m + k  ~ , + k  m + k  

(i7) Bl(  + 1) - = + Zb - 

(m nnd k hingen also zunKchst beide von x ab). 
Die Kurve, die die Summe rechter Hand als 1%nk~ion yon x dar- 

steltt, ist im altgemeinen (vgl. Formel (31) der 1. Mtlg.) eln gebrochener 
geraclliniger Polygonzug, dessen Ecken in den Punkten mit den Abszissen t,~, 
mid l~ -- 1 (m = 1, 2 . . . . .  ec) liegen, Andererseits ist J~ (x + 1) -- R(x) 
wegen (I1)  eine flit positive x regulate analytische Funktion, besi~z~ mit- 
hin fiir x > 0 einen stetigen Differentialquotien~en erster Ordnung. Daraus 
folgt abet, claB B~(x~- l ) - -B1(x  ) eine gewShnliche Linearfunktion ist, 
also: 

(18) B a ( z - ~ l  ) -  B~(x )=:R(x+l ) - -R(x ) - - - -ax~b ,  

wo ~(x)  eine periodische Funktion mit der Periode 1 bedeutet. Aus 
Formr (11) ersieht man abet, dab p(x) nur gleieh einer Konstanten 
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sein kann; da abet wegen (7),  ( 1 2 ) a m d  (14) R(x) fiir , x = 0  ver- 
schwindet, so ist sogar p(x)--O, folgtieh 

Aus (17) und (18) folgt ferner 

m+k.  

(20) ~'b,,=a, 

m~-k  m-l-k 

wo mater m and k wieder die dutch die Beziehung (16) definierten ganzen 
Zatden zu verstehen sind. 

4. ,Nunmehr sell aus (20) gesehlossen werden, dab die b. und l~ den 
Bedingungen e) geniigen. 

Und in der Tat durehl/~uft der Punkt x yon rechts aach links das 
Intervall 1~-~- e ~ x _> lr~ -- e (1~+1 > l~ ~-~-e), SO wird nach den Relationen 

(16) die untere Summationsgrenze in I b ~  sieh um i erniedrigen, wean 

x dutch den Punkt  x - - l~ ,  hindurchgeht; zu dieser Summe wird demnach 
der Summa~d b hinzukommen. Soil sie ~rotzdem gleieh a bleiben, so 
muB sieh zum Ausgleich die obere Summationsgrenze aueh um I er- 
niedrigen, das h e i ~  wenn x dutch den Punk~ 1~ hindurehgeht, so mull 
wegen (16) auch x §  durch l~+~ hindurchgehen, mithin 

(22) z~+~ - -  z~, § 1, 

und somit wird die Summe um b~+k verminderV werden. Da sie abet 
um den gleiehen Summand vermindert wird, der dutch die Abnahme tier 
unteren Summationsff~enze hinzugekommen ist, so folg~ 

(23) b~+~ = b~. 

Andererseits gilt umgekehrt: Ist l~ > 1, so ist auch 1~-- t  eine der 
Zahlen l~, die mi$ l,~ bezeiehnet werde, and es ergibt sieh b,~--~ b~. Dies 
zeig~ man, Jndem man den Punk~ x § 1 das Int~rvall tp -~ e ~ x ~/.$ - - ,  

s) Indem ma~a dicson Ausdruek ffir alas Residuum R(x) mi~ (11) vergteieht, 
es man bereits, dab di~ Funktion (10) in dem Bereiche ~ ~-.hfehstens 
' ) ~das boil3* im FMte a~=0, b - -~+0  in den Puffkten s=0 und s= I Poleer~er Ordnmag 

hat. Denma~h besit, zt f(s) (vgt. Formel (2)) h6ehstens im P~ak~ s=  1 ehea ~ol 
ersf~r Ordnung. Doch wird diese Eigenselmf$ yon f(s) im folgemden nieh$ benuez~ 
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yon rechts nach links durcMaufeh tiB~ und bemerkt, da~l], wenn der Punk* 
x + t den Punkt l~ passiert, aach x dureh den Punk* l~ hindurohgehen muE 

Dann folgt aber unmittelbar, dab diejenigen k Zahlen 1,, die ~ 1 
sind, wegen (22) die Zahlen ~,, bereits eindeutig bestimmen, dab daher 
die Zahlen l. llnd wegen (23) auch die Koeffizienten b, die Bedingungen 
e) erfiitlen. Mithin ergibt sich k als feste Zahl, die nicht mehr yon x 
(vgl. Formel (16)) abhingt. 

Es ergibt sich ferner aus (20) und (21), indem man m ~ 0, d.h. 
0 < x <" t t w~hlt, 

k k 

(24) :~  b -~ - -  = . 

~=I 1-r:l 

5. Um zu zeigen, dab zwischen den t~ und b~ auch die an~er ~) be- 
haupbeten Beziehungen bestehen, benutzen wir die zweite der beiden Eigen- 
schaften (15) der Kosinusreihe (7): 5v(x)=: ~ ( 1 - - x )  fiir 0 < x < 1  

Aus ihr folgt am so mehr fiir 0 < x < �89 

B1(1--  x ) - -  B~ (x) = R ( 1 - -  x ) - -  R ( x ) ,  

oder indem man die FormeIn (12) und (19) benutzt mid die ganzen 
Zahlen ~ und m, die yon x abhingen, duxeh die Beziehungen 

definiert, 
7 t / 

~-i m ~-I ~-i 

= - ( Z b ,  + Z A  +Zb  - Z z,,, 
folglich 

~-i m ~-i ~-i 

v = l  " v = l  ~ 1  ' v = ~ + I  

Al~s (26) lassen sieh mmmehr die Beziehangen f)  leicht ablei~en: 
Denn darctrlguf~ x yon reehts nach links das Int~rvall 1 - ~ - e > _ x > _ l , , - - e ,  

7 /  so nimm$ ~ b,. am b.~ ab, wenn x den Punk* l,,, passiert. Soil also die 

Summe (26) konstang bleiben, so muB I--~ dutch einen Punk* 1~ hm- 
durchgehen, wenn x den Punk* l~ passiert, mad es muB b = -  b~ sein, 
das heiBt zu jeder ZaM 1~ < ~ gehSr~ eine ZaM 1~ : 1 -  t~ > ~ 

Indem man 1 -- x das tntervall t~ --  ~ ~ x ~ l~ + ~ durchlaufen l is t ,  
zeigt man, da~ sich umgekehrt jeder ZaM l~ > { eine Zdnl I .  = t -- l~ < 
zuordnen tii~, deren zugehSrige Koeffizienten b~ bzw. b~ einander ,leith sin& 
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Mithin folgt abet, wenn wieder t k = 1 gesetzt wird (vgl. Anm. ~)): 

I. Ira Falle k - ~ 2 q d - 1  

1~. <~ flit l ~ z ~ q ,  � 8 9  fiix q T l ~ . ~ 2 q - - = / ~ - - I .  

II. Im Falle k = 2 q ~ 2  

le+~ i / ~ < i  Iiir t<_z~q, ~-~ /~<1  fiir q-*-2<__u<__2q?l--k- I ~ ,  g - -  2 - -  

und in beiden Fiillen. 

1. ~ t - -  li,_~. , b ,  =- b ~ _ .  far 1 ~ < ~ s 1 6 2  i.  

Damit sind die Behauptungen f) bewiesen. 

6. Um endlich nachzuweisen, dal~ die KoeNzienten a mit den 5.. 
und 1, (lurch die Beziehungen (5) zusammenh~ngen, beriicksichtigen wit. 
dag aus den Beziehungen (7) und (14), das heit]t aus 

c~ 
a n  ~ ( x ) - = 2  j ~ - ~ n - ~ ( c o s 2 ~ n x - - 1 ) = 4 ~ ( R ( x )  B~(x)), 

sich die GrS~en 2a., als Four ie rkoef f i z ien ten  der Entwicklung yon 

4 ~ ( R ( x ) - - B l ( x )  ) in eine Kosinusreihe ergeben; man erh~ilt daher 
1 

(27) a ,=4n%~f (R(x ) - -B l (x ) ) cos2nnxdx  ( n - 1 , 2  . . . . .  ~) .  
0 

Es ist nun abet wegen (19) 
1 1 

4 ~ . , . n  z" 
o o 

Andererseits ist, weml man iiir Bl(x ) die Beziehung (12) benutzt und 
voriibergehend 

setzt, 
1 

.(B~ (x) cos 2 = n x  d x  
0 

k - 1  / r .+ l  ~ §  

k - t  

s in  2 z n l~ + 1 - -  s in  2 ~r n ~ 
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(29) 

sich in Verbindung mit (27), (28) und (29) 

H .  Hamburger. 

k-I 

2 z n  

,~ s in  2.unla 

k - 1  
cos  9 ~ n l ~  

k - 1  
-i 

-- ~ ~ b~ cos 2~nl~ 4- 4:,~n., 

eos2~n/~ 
4 ~ e n  ~ 

lk~-1 ist). Mithin ergibt 

/~--1 k--1 

~ Zb,~. cos 2 ~ n L  

wegen (24). 

Damit sind alle Bet~upmngen des Satees 3 vollst~i~dig bewiesen. 

w 

Hinreichende Bedingungen fib das Bestehen der Funktionalgleichung; 
Beweis yon Satz 4. 

1. Es sei g ( 1 - - ~ )  eine Dir ichletsche Reihe vom Typus (4), die 
aul~er e) auch den Bedingungen f) geniigt. 

Wit gehen yon der mindestens in der Halbebene a < : -  c~, absotut 
konvergenten Iategraldarstellung (13) flit g ( 1 - - s )  aus, die man aus der 
Di r ich le t schen  Reihe (3) ableitet, und vers~ehen unter Bl(x ) wieder die 
in Formel (12) definierte Funktion. End~eh se$ze man wieder 

k k 

(30) Z b ~ = a ,  ~lb,,(1--1,)=b 

und bitde die Funlaion 

Dama behaupt~n wir ers~ns:  

;32) z > o .  
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Man erh~It n~mlieh in Verbindung mit. (17) 

Z (x + 1) -- Z ( x )  = B1 (x  4-1) - -  BI  (x )  - -  a x  - -  b 

~ + k  m m + / r  

"~ ~ ~ b , , ( 1 - - 1 , , ) - - a x - - b ,  =~Z~.+Zb.+ 
*':= ~t~+ l v = l  u  1 

wobei wegen der Voraussetzang e) aus l~_~ x < l~+~ 

/olgt. Es sei m :=/~k + x, dann ist wegen (23) und (:30) einersei~s 

m + k  k+:* k 

(a~) ~ , =  ~_,5" b. = Z '  b. + 2," ~. = ,~. 
v =~l'~+ 1 *'=~-rl v = v , + l  ~ = 1  

andererseits 

2 ~ , , = E N ~ , + X ~ , = , "  ~,, 
r= I O ~ l  t = t  ~=i t z = l  

m + k  /~+v. 

= Z b ~ ( 1 -  ~ -  z,,) 
v = ~ + l  

= -- ~a  + ~  b , . ( 1 - - / , ) @ 2 b ~ ( t - - 1 - -  l ,)  

k 
- j  \ 

= - - t t a - -  ~ j ~ b , - - Z b , ( 1 -  l ,) .  

Das ergibt abet wegen (30) 
m m + k  k 

(35) Z b .  +,~7 b.(~- ~) = ~%~ (1-  t.) 

Aus (33), (3~) und (35) folgt me Behauptung (32). 

~. Wit behaupten zwei~ns: 

(36) Z ( x ) = = z ( t - - x  ) ftir 0 < x < I .  

= b ,  

Offenbar geniig~ es, diese Behaupt;ung fiir 0 < x < } zu beweisem 
Es ergibg sieh in Verbindung mit (25) 

z(1  - ~) - z ( ~ )  = B~(1 -- ~ ) - -  ~1 (x) - b ( 1 -  2x)  
~-1 m ~-1 6-1 

(,37) = -  ( 2 ~ .  + Z b . ) x  + X b ~ -  Z b.~. + b(2~- 1), 

)vobei die ganzen Zahten m u n d  ~ ctureh die Beziehungen 
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bestimmt sind. Nach Voraussetzung ist dann aber 

$~-.k--m; l~=:l--l.,; b~--=b~; 

-T mithin wegen ~ b~ = Z b t _ . ~  -- \- '  - - ~  b~, 

~--I m ~-m-I m k--I 

Andererseits ist aber wegen f) fib 1 ~ m =< k -- 1 

~Wb, .... ~ Ibm( 1 - - / , )  -~- b,/~] = Z Ibm( 1 -  l,) d- bk_,(1--  l~_,)j 
v=i r=l I"=I 

m ~--i 

Setzt man m := k -  1, so ergibt sich wegen /~ = 1 
b--I k--I k 

Z b  ...... 2 Z b , . ( I - l , ) = 2 Z b , ( l - l , ) =  2b, 

mithi/l in Verbindung mit (38) 

v----1 ~=i 

Es ist ferner 

Zb,-Zb z. 
~ 1  v ~ Z ~ + I  

=,-- 2b. 

m ~ - m - - 1  

= Z b ~ + Z  b . (~ -z . ) ,  
v=l v = ~ r  

folglieh, wenn man den Wert fib _w~b~ aus (39) einsetzt, 

~-1 ~-I k-i k 

(41) ~ b ~ -  Z b.~,, = ~ ' ~ ( 1  - zr) = Z b . ( 1 -  z,,) = b. 
v = I  v = m + l  ~'=I ~=I 

Aus (40) trod ( t l )  folgt abet wegea (37) die Behauptung (36). 
3. Nunmehr betrachten-wit das Integral 

0 

wobei Z(~) die dureh Formel (31) defimerte Ihlnktion ist. Wegen (32) 
is* Z(x) aN periodische l~unktion beschrinkt; auBerdem ist B~(x)=O 
fiir 0 ~.~ x < / a ,  daher bleibt z (~) tmt, erhalb einer fe~sten Sehranke, wenn x 
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gegen 0 abnimmt. Das Integral (42 ~ ist demnaeh in dem Streifen 1 < a <:: 2~ 
absolut konvergent. 

Wit  behaupten welter: Das Integral (s -- 2)(8 -- 1 ) J ( s )  ist die ana- 
lytisehe Fortset~ang in dem Streifen 1 < o < 2 des Integrals (13), das die 
Fuv&tion g (1 -- s) nur flit a < -- ~ darstellt. Es ist n~imlieh ffir 1 < o <~ 2 

1 1 00 

0 0 1 

o(o,  f f (43) = - ~ -  b--~)T_-~+, x = ~ B i ( x ) d x +  x,-~z(x)dz. 
0 1 

In  dieser Form konvergieren aber wegen B~(x)=  0 fiir 0 ~ x < l~ 
die Integrale r ~ h ~ r  Hand yon (43)  in der ga~zen Hatl~bene ~ ~ 2. 
8peziell wi~d "fiir ~ < - -  a < 0 

I 

J(s)  2s b--  -~-~_1+ x=-aB~(x)dx+ x=-:~Bl(x)dx 
0 1 

_ ro  = . , . .  - -i) =) 
c~ 

. ..j.z=_=Bi(x)dx" i 
0 

Daraus folgt abet wegen (13), da~ (s -- 2)(s  -- I ) d ( s )  die analy%ische 
Fortsetz~ang yon g ( 1 -  s) in dem Streifen 1 < o < 2 is~. 

Die Beziehtmg (43) zeigt att6erdem, dab 9 ( 1 -  s ) =  ( s -  2)(s - - 1 ) J ( s )  
in der ganzen tIalbebene o < 2 regulix ist und nut an der Stelle s -~  0 
einen 1)ol erster Ordnung mit  dem Residuum - - a  hat. 

4. Aus der Beziehung 7.(x + l ) = z ( x )  fotgt, dab sieh Z(x) in eine 
r Reihe 

--Y 9, t . Z(x) ~ Ao + ~ (An cos,~z~nx T A~sm 2zznx) 
~ . ,=1  

entwickeln lgl]l~. Wegen Z ( x ) - ~  Z ( 1 -  x) miissen abet s~imtliehe Koefll- 
zienten A '  = ---~ 0 sein. Da endtieh Z(x)  flit x 0 versc~winde$, so l~iBt 
sieh die ~rigonometrisehe Reihe aueh in der Form 

X(x) "~ Z A,, (cos 2 ~ n x  -- I)  

sehreiben, wobei der Fourierkoefi izient  
1 

A,,-~ 2 fo Z (x )eos2~nxdx  (n ~ t .t 

~ ' 

0 0 
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is~. Diese Integrate sind bereits im vorigen Paragraphen, Formel (28) 
und (29), berechnet wordon, tmd zwar ergab sich dort 

k 
--2 

A,~ -= ~ : ~  . . .~ b~ cos 2 :~ n L . 

Man seize die Summe rechter Hand gleich ihrem der Voraussetzung 
g) Formel (5) entnommenen Weft a m, dann erhglt man •r Z(x) die 
Four ierre ihe  

c~ 

--2 ~ a , ( c o s 2 ~ n x _ _  1), z ( x )  = ~ . . .  ~. 

k 

die wegen ! a ~ ! ~ l b ~  ! (vgl. Formel (5)) absolut und gleichmii~ig kon- 

verglert, mithin wegen Z ( x ) = g ( x + l  ) die Funt~ion X(x) fiir alle 
posifiven Werte yon x darstellt. 

Setz~ man, um mit Formel (15) aus Satz 2 der 1. Mtlg. in Uber- 
einstimmung zu bleiben, 

r162 

- ~ " z ( ~ )  = ~ (~)  = 2 Z ~ ( c o ~  2 ~ -  1), 
S = I  

so erh~lt man unter Beriicksichtigtmg yon (42) in dem Streifen 1 ~ a ~ 2 

g ( 1  - 8)  = ( s  - 2 ) ( s  - 1)  J ( s )  = - ( ~ -  2 ) ( ~ - ~ )  r ~_~ 
0 

and hieraus folgt in Verbindung mit Satz 2 und FormeI (17) und (20) 
der 1. Mtlg. 

~,(1  - s )  = f (8~  ~-*+~, 

unter f ( s )  die Dir ieh le t sche  Reihe (1) dieser M~tg. verstanden. 

Da, wie oben gezeigt wurde, g(1 -- s) im Bereiche o < 2 nut fiirs -~ 0 

einen Pol erster Ordmmg ha~, ebenso wie F(-~) rechter Hand v o n  (2), 
so karm f(s) fiir a < 2 hSchstens im Punkte s ~-I  einen Pol haben, da 

dort die Fm&tion / . ( i ~ . ,  versehwinde~. In der Halbebene ~ > 2  ist 

k 2 ] 
f(s) nac& Vorausso~ztmg c), mithin auch g ( t - - s ) ,  regul/kr. Hiermit ist 

Sa*z 4 voIIst~ndig bowiesen. 
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w 

i~ber eine der Riemannschen verwandte i~Mnktionalgleichung. 
=o 

1. s~t= 5 E~ ~ i  f ( ~ ) - - - Z ~ :  ~i,~ ~ i , ~ h ~  Rei~,  d i e / ~  
~ = ' 1 .  

~ 1 absolut konvergiert. Setzt man 

(44) G (s + 2) --~ f(e  -~-, 2) z~ -~+~" , 

so ist [~r - - 1 ~ < 0  

(46) a (8 + e) = f~ . -~  v (~) dz. 
o 

Dieser Satz ist ein Analogon za Satz 2 der 1. Mtlg.; sein Beweis 
ergibt sich ebenso aus Formel (10) der 1. Mtlg., wie dort der Sara 2 aus 
der eutsprechenden Formel (9). 

Auch bier empfiehtt es sich, wie in der 1. Mtlg., die Formeln (44) 
mad (46) nm~.uformea, indem man s flit 8 + 2 substituiert. Setzt man 
aul]erdem noch 

_ 4 ~  

so folgt aus (46) die im S~reifen 1 ~ a ~ 2 absolut konvergente Integral- 
da~tethmg 

c~ 

(4s )  g(1  - 8) - (~-2~ (~-~)of _4~_ ~'-~q~(x)d~. 

Ebenso wie in Formel (19) tier 1. Mtlg. ergibt sich, d~ nach Hit~- 
sa~z 2 die ~o_aktion ~ ( s )  sich nur aaf eine Weise durch ein Integral der 
Ges~al~ (46) darstellen l~.l~, ~us Hilfssatz 1 (1. Mtlg.) flit ~ (x )  a~l~er 
der Reihe (45) noch die IntegrMdars~ellung 

na~dem man gez~igt hat, dag im S~rei~en ~ 1 < a < -~ die Funktion G (s) 
die Vor~ussetzungen des tIitfssatzes i erffillt. 
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2. Sa tz  6. Es sei f(s) eine /~r aUe Werte der komplexe~ Ver- 
&~de~lichen s de/inierte analytische Funl~ion, die die Vora~setzungen 
a),  b) und r yon Satz 3 ertiillt. 

d ' )  g ( 1 - - s )  bezeichne die in •ormel (47)de/ inier teFunktiou und 
htsse sich dutch eine /iir ~ < ~ a (a > O) absolut ]r Dirichletsche 
Rei,he 

g ( 1 - s ) : Z  b, (o < 
u=l l~ -s 

darstellen. 

Dann er/ellt die Dirichletsche ReiIu~ (3) die Bedingungen: 

e) Si~d 
l~ < l~ < . . .  < /k=: l ~) 

sdmtliche der Zahlen l=, die <: t sind, so ist, wenn n- - f~]c- f - z  
( u ~ 1, t ~ • g k) gesetzt wird, 

mithin ist die Dirichletsche Reihe (3) yon der Gestalt 

f )  Auflerdem ist /at  1 .<_ z <__ k -- 1 =) 

g') .D/e Koe//izienten a,, der Dirichletschen Reihe (1) sind mit 
den b~ und 1~ dutch die Beziehungen verkniip]t: 

(50~ a,, : ~_~b~sin2znL.  

Beweis.  Aus der nut fiS_r t < a ~ 2 absolut konvergenten Integral- 
darstetlung (48) fiir g ( 1 - - s )  geht'+man ebenso wie beim Beweise yon 
Satz 1 der ersten Mitteitung und yon Satz 3, indem maa ttiI~satz 1 
(1. Mtlg.) benutzt, zu der fiir a < ~ r absolut konvergenten Integral- 
dars~llung 

0 

~) Vgl. Anm. 3) 8. 2"26. 
7) In der Bedingung fP) is~ offe~ab~r en~halt, en, daB, wenn k=2q i s~ , /~= �89 and 

f ~  den zuge~ge~u  Koeflizient~n bq = 0 folg~. 
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iiber, wobei sich nach dem Oauchyschen Residuenkalkiit in Verblndung 
mit  Formel (49) 

-p+i~ 

(52) 

ergibt. Hierbei bezeichnet R (x) wieder das Residuum der Funktion 

(5~) - x-++~ ~.+++q+---++~+ (s--2)(+--l) 

im Streifen -- fi < o < ~ __-- =Z ,  flit das man eine flit positive Werte yon x 
regul~re analytische Funk~ion der Gestalt ( I I )  erhalt. 

Andererseits ergibt sic]] ebenso wie beim Beweise yon Satz 1 und 3 
aus tier nach Voraussetzung el ' )  ffir a < -  ex absolut konvergen~en 
Dir ich le tschen  Reihe (3) die mindestens im Be~eich a ~ -  a absolut 
konvergente In~egraldarsteltung 

(54) ~(1 -- s ) =  (+ -- 2)@ -- 1)fx ~-+ Bt(x)dx, 
0 

wobei B+ (x) dutch Formel (12) definiert ist. 
Dutch Vergteiehung yon (51) und (54) ergibt sich nach Hilfssatz 2 

der 1. Mt!g. (vgl. auch Formel (14) des w 2 der vorliegenden Mflg.) 

wegen (52). 
Nun is~ aber of(x) wegen (45) als trigonometrische Reihe eine 

Funl~ion mit der Periode 1. Man erh~l~ daher 

B~(~ + 1) - B~ (~> = ~ ( ~  + 1 )  - ~(~), 
und aus dieser Beziehung folgt ebenso wie beim Beweise yon Satz 3: 

e r s t ens ,  da$ R(x) gleieh einem Polynom zweiten Grades der 
Gestalt (19) ist, 

zwe i t ens ,  dab die b, und l~, wie behauptet, die Bedingungen e) 
erfiillem 

Augerdem sind die in den Koeffizienten yon t t (x)  (siehe Formel (19)) 
auftretenden GrSflen a und b mit  den b~. und L. dureh die Formel (24) 
verknS10ft. 

3. Urn auch die BehaupSung f') zu beweisen, gehe man davon aus, 
dab nunmehr ~o (x) wegen (45) als Sinusreihe der Beziehung 

~ ( ~ )  + ~ ( 1 -  ~ ) =  o 

geniigt. Man er]g4It also in Verbindung mit  (55) 

-~, (x) + B : ( t  - ~)  = ~ (~) + -R  (1 - ~), 
M ~ h ~ l ~ t i ~ h e  ~t~hr i . f t+  X~!+ 16  



242 H. Hamburger. 

oder, indem man fiir B~ (x) und R (x') die Formeln (12) und (19) benutz~, 
flit O < x < ~  

m ~ - t  

v-=~+ I v=l ~=i 

wobei m und ~ ganze yon x abh~i~gige Zahlen bedeuten, die durch die 
Beziehungen 

(57) l ~ x < l ~ + ~ ,  l ~ _ ~ < l - - x ~ _ ~ l ~  

bestimmt sind. Da die linke Seite yon (56) eine mindestens strecken- 
weis lineare FunCtion, die rechte Seite abet ein gew6hnliches Polynom 
zweiten Grades ist, so versehwindet der Koeffizient a,  das heil]t wegen (19) 

(ss) = 
Es folg~ Mso zuniichst 

(59) Z b , = 0 .  

Geht nunmehr x yon rechts nach links dutch den Punkt l~ hindurch, 
so w~ichst die Summe linker Hand yon (59) um b,,, soll sie tro~zdem 
gteich Null bleiben, so mul~ gleichzei$ig der Punkt 1 -  x dutch l~ hin- 
durchgehen, und es muil b~ ~ - -  b~ sein, mithin l~ = 1 -  l~, 

Da offenbar auch umgekehr~ x dureh e inen Punk~ l~ hindurchgehen 
muir, wean 1 -  x einen Punkt l~ passiert, so folg~ 

l~=z~_~=l - l~ ,  b~=bk_,~=--b,~. 
Demnach ergibt sieh fiir k-~ 2q 

Ist nunmehr lq_ I < x < ~: < 1 --  x < la + l, so ist wegen (59) 
~- i  

~ b ~ = b q =  O. 

Aus (59) ergibt sich ferner flit jedes ganzzahlige k, wenn man m -~ 0, 
b--t 

das heist 0 ~, z < l~ setzt, ~ b~ = 0. Andererseits ist ab~r wegea (24)~ 

~) Vergleicht man den Ausdrack (58) ffir R ( ~ )  mlt, dem Ausdruck (11), so er- 
keant ~ eb~enso wie in 4am, ~) bel~its ma dieser Stelle, da~ im Bereiche a <:: ~ die 
Funktion (53) ~ n s  ~ Punkte s =  t ein~n PoI ~ r  Ordnung hat. Mith~n sin~l 
die F ~ m k ~  g ( I ~ 8 )  ~nd f (~ )  (vgI. Fo -rmel (47)) 5bezaU im Endtichen regular. 



Uher die Riemamasche Fmaktionalgleichung der ~-F~nk~ion~ 243 

uud wegen a ~ ~ by = 0, auch b~-~ 0. I)arait sind alle Behaup~_ngen 
f') bewiesen. ~=~ 

4. Um endtich noeh g') zu beweisen, beriicksichtigen wir, dal~ aus 
(45)  eift 

q ~ ( x ) = 4 ~ ' ( R ( x ) -  B 1 (x))-~ 2 Z a~ sin2er nx,  

2a~ die GrSgen ~ sich als Fourierkoeffizienten der Entwicklung von 4~ ~ 

(R (x) ~ B~ (x)) in eine Sinusreihe ergeben, daft mithin in Verbindung mit (58) 
"1 

a,~ = 4 n~ n~ f (bz -- B~ ( x)) sin 2 ~ n x d z  
0 

ist. Die Auswertung dieser ~[ntegrale fiihrt nach ~hnlichen Rechnungen 
wie am Sehluf yon w 2 auf die behaupteten Beziehungen (50), uncl damit 
ist Satz 6 volls~/indig bewiesen. 

5. A, uch der Satz 6 l~f~ sich umkehren. 

Sa~z 7. Es sei g ( 1 - - s )  eine Dirichletsche tleihe der Gestalt 
(4), die aufier e) auch die Bedingungen f ') er/iilltg), und f(s) eine 
Dirichletsche l~eihe der Gesta~ (1) deren Koe/fizienten a, mit den b~ 
und l~ yon g( 1 -- s) dutch die Bezlehungen (50) uwsammenhangen. 

Dann besteht zwischen f (s) und if( 1 -- s) die Funktionalqlelchurag (47). 

Beweis. Wie beim Beweise yon Satz 4 gehe man vo~l de~ ausder 
Dir ieh le tsehen Reihe abgeteiteten Integraldarstetlung (54) fiir g ( 1 -  s) 
aus, die mindestens fiir a < ~ a konvergent ist. Setzt man wieder 

k 

x=l ~=1 

so ist, wegen der Voraussetzung f'), a ~--0. 

Man bilde di~ Funk~on 

a o (b ~ )x .  

Da die b~ und l~ die ,Voraussetzung e) erfiillen, so folgt gemau wie in w 3 
(vgL Formel (31) bis (85)) 

9) Aus den Bedingnngen e) and f') ~I~ sich (vgl. L~nd~u, L e. Anm. ~)) un- 
k 

mittellmr folgern, dab wegen X by = 0 die Funkt~on g (I -- s) Meh fiber die g-anze 

Ebene fortsetzen l/i~t~ mad iiberat] im Endlichen regat~r ist. 
16" 
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(62) 
6. Andererseits behaupten wit: 

X ( x ) + z ( l ~ x ) = 0  ffir 0 < x < t .  

Offenbar genfig~ es, die Behaupttmg fiir x _~ ~ zu beweisen. In Ver- 
bindung mit (56) ergibt sieh 

~-i ,~ ~-i 

v = m + l  v = l  ' v~ l  

wobei die g a l e n  Zahlen m ~md ~ durch die Beziehungen (57) bestimmt 
sind. Aus der Voraussetzung f') foIg~ aber ~ -- 1 = k -- m -- 1 und weitCr 

k - - r e - - 1  

(64) Z 

Andererseits ist wegen f ') 

m m /r  

folglieh 

(65) 
m ~-i k-i 

-- ~ b , t ,  + ~ b , ( 1  -- l ~ ) :  ~ b , ( t  - - 1 , ) - ~  b,,(1 -- l~,)=b 
~ ,=1  v = l  v = l  r  

wegen t~-----1 mid wegen (60). &us (63), (64) und (65) ergibt sich 
aber die behauptete Beziehung (62). 

7. Ntmmehr bet;raehte man -- ebenso wie in w 3 -- das Integral 

(66) J ( s )  = f z s - S Z ( x )  dx ,  
0 

unte~ Z(x) die in Formel (61) definierte Funktion verstanden. Als 
periodisahe Funktion ist Z(x) beschr/ink~, iu•erdem bleibt, wegen 

B~(x) = 0 for 0 < x < 11, auch der Quotient z(~) beschr~nkt, wenn x 
X 

gegen 0 abnimmt; daraus Iol~, dab das Integral (66) im Streifen 
1 <: a < 2 absolut konvergiert. 

inderexseits ist fiir 1 < o < 2 

0 0 i 

0 X 

mid in dieser Gestalt konvergieren d i e  Inf~grale rechter Hand yon (67) 
o!Ienbar in eler ganzen ~bohene ~ < 2. 
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Aus (67) folg~ ebenso wie im w 3, daft das Integral (66) die ana- 
lytische Fortsetzung des nut  flit a ~ - - a  absolut konvergenten Integrals 

f~-~B,(x)dx,  mithin ( s - -  2 ) ( s - -  1 ) J ( s )  wegen (54) die analytische 
0 

Fortsetsung von g(1 -- s) ist. Wie sich aus (67) ergibt, is~ abet g(1 -- s) 
- (s -- 2) (s - - 1 )  J ( s )  in der Halbebene ~ < 2  iiberall im Endlichen 

r%aul~r. 
Aus der Bezlehung Z ( x q - 1 ) = Z ( x )  folg~, daft sich Z(x) in eine 

trigonometrische Reihe entwickeln ls 

A ' Z ( x ) ~  o - ~  (A~cos2~nx 4 A~ sin2nnx). 

Aus Z ( 0 ) ~ - 0 ,  Z ( x ) + z ( 1  - - x ) = 0  folgt aber Ao=O , A.=O ffrr 
alle n > 1. Andererseits ist 

1 

A'~= 2 f z ( x )  sin2~nxdx (n => 1).  
0 

Indem man die Funktion (61) fiir X(x)einsetz~, die Integration aus. 
fiibxt und nachher die Formeln (50) der Voraussetzung g') benutzt, er- 
gibt sieh 

k 
, - - 2  b - - 2 a ~  . An = ~ Z ~ s i n  2 ~  n / ~  = ~ . ,  

k 

mithin ist wegen i a .  ~ < . . ~ '  t ~b~t die Four ier re ihe  

c~ 

Z (X) == ~Tz~ __~ ~ a,, sin 2 ~ n x  
~ 1  

absolut und gleictrm?~l~ig konvergen~. Offenbar stimmt abet diese Reihe 

fiir g(x)  mir der Reihe ~(x) der Formel (45) aus Sa~z 5 iiberein. 
4 ~ 2  

Die aus (66) gewonnene, im S~reifen 1 < a < 2 absolu~ konvergente In. 
tegraldarstellu~g yon g (1 -- s) -~ (s -- 2) (s -- 1) J(s) ist also mit  dem 
Integral (48) identisch. Von (48) k5nnen wit abet auf die Beziehung 
(47) zuriickschlieSen, und damit ist bewiesen, (tag zwisehen f(s)  and 
ff (1 ~ s) die Funk~ionalgleiehung (47) besteht. 

Aus ibx Iolgt, da$ g ( 1 -  s) nicht nut, wie bishex bewiesen wurde, 
in der Halbebene a < 2, sondern iiberalI im Endlichen regular ist. Das 
gleiche gilt offenbax auch yon der IMnktion f(s). 

Oa~nit ist SaSz 7 vollst~i~lig bewiesen. 

(Eingegangen aan t9, Augus~ 1920.) 


