Uber die Riemanmsche Funktionalgleichung der
;-Funktion.

(Zweite Mitteilung).)
Von

Hans Hamburger in Berlin.

1. In der vorliegenden Mitteilung werden einige allgemeine Satze be-
wiesen, die sich an die Problemstellung der ersten Mitteilung gleichen Titels
anschlieBen. Die Bedeutung dieser Sitze, die weniger ein selbstindiges
Interesse zu verdienen scheinen, wird sich erst in einer weiteren dritten
Mitteilung ergeben, welche sich mit den Diriehletschen L-Reihen be-
schiftigen wird.

Durch das Studium dieser Reihen wird man nimlich auf die vier
Funktionalgleichungen
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gefiibrt, und auf die Resultate dieser zweiten Mitteilung gestiitzt, werde
ich dann in der dritten Mitteilung beweisen, daB, wenn k eine ganze
positive Zahl bezeichnet, £ und nur % voneinander linear unabhingige

1) Vgl. die erste Mitteilung gleichen Titels des Verfassers (im folgenden kurz
mit 1. Mtlg. zitiert), Math. Zeitschr., 16 (1921), 8. 240—254 nnd die Note des Ver-
fassers in den Sitzber. der Berl. Math. Ges.,, XX, Jahrgang (1920/21), 8. 49, inshes.
8. 7-9.
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Dirichletsche Reihen f(s) existieren, ‘die einer der vier Funktional-
gleichungen (1), (I"), (II), (II") geniigen®).

Ist hingegen k eine gebrochene oder irrationale positive Zahl, so
haben die vier Funktionalgleichungen iiberhaupt keine Losung f(s), die
gleichzeitig eme Dirichletsche Reihe ist und noch einige weitere all-
gemeine Bedingungen (die Bedingungen a}), b) und ¢) von Satz 3 dieser
Mitteilung) erfiillt.

Mit Hilfe der L-Reihen gelingt es schlielich, ein vollstindiges System
von % linear unabhingigen Lésungen von (I), (I'), (II), (II") explizit
anzugeben.

2. Im § 1 der vorliegenden Mitteilung sind die Satze formuliert,
soweit sie mit den Funktionalgleichungen (1) und (I') zusammenhingen.
Aus diesen Sitzen ergibt sich unmittelbar eine Folgerung, die das Resultat
der ersten Mitteilung iiber die [-Funktion verallgemeinert.

In den §§2 und 3 finden sich die Beweise der Satze 3 und 4 des § 1.

Der §4 endlich enthilt die entsprechenden Betrachtungen iiber Losungen
einer Funktionalgleichung, die mit (II) und (II') zusammenhéngt.

$ 1.
Formulierung der Sifze; Anwendung auf die {-Funktion.

1. Satz 3. Es set f(s) eine fir alle Werte der komplexen Ver-
dnderlichen s = o - it definierte analytische Funktion mit den Eigen-
schaften:

a) f(s) besitze im Endlichen hochstens endlich viele Pole beliebiger
Ordnung.

b) Es mogen zwes positive Konstanten r und y existieren, derart, daf
jir 18! > r die Funktion f(s) im Endlichen diberall reguldr ist und sich
dori durch die Beziehung

abschitzen 1Gpi.
e) Fiir o >>1 sei f(s) durch eine absolut konvergente Dirichletsche
Reihe

097 ay

definiert.

7y Vgl. die Note des Verfassers: Uber die Funktionalgleichung der L - Reihen,
Sitzber. der Berl. Math. Ges,, XX. Jahrgang (1920/21), 8. 10-13. i
Mathematische Zeitschrift, XI. 18
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d") Setzt man
2 1—8)= LIt S N
(2) g(1-9) f(s)l,(_l;sw
so lasse sich g(1—s) fiir 6 < — ¢, unier o eine endliche positive Zahl

verstanden, durch eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe all-
gemeiner Gestalt

(3) g{l—s)= ‘le (0 <1, <ly<...—~ox)
=1
darstellen. S

Dann muf die Dirichleische Beihe (3) den Bedingungen geniigen:

e) Sind
L<l<...<l=1%

simitliche der Zahlen 1, die <1 sind, so ist, wenn n= uk - x
(=1, 1<% < k) gesetat wird,

L=pu-+l, b,=b,
mathin ist die Dirichleische Reihe (3) von der Gestalt

k
. S b,
(4> g(l - 8) = )7 )j “‘““‘:T:;.
u:() a=1 (.”'r'l,)

f) Es st fitr 1< <k ~—1
lk’—-/ = 1 - lzy bk—z = bx*
2) Endlich sind die Koeffizienten a, der Dirichletschen Reihe (1)
mit den b, und . durch die Bezichungen

%
(5) an:Zb,_wSanl,

a=]

verkniipft.

2, Es sei umgekehrt eine Dirichletsche Reihe der Gestalt (4) vor-
gelegt. Diese Reihe ist immer fiir o << 0 absolut konvergent, die durch
sie dargestellte Funktion ¢(1— s) liBt sich (wie bereits bekannt ist*))

8 Es wird in dieser Arbeit ein fiir allemal [ =1 gesetzt. Sollte zunichst unter
dep GréBen I, die Zah! 1 nicht vorkommen, so werden der einheitlichen Schreibweise

(m=0,1,...— 00, by=0) der Dirichletschen

wegen die formalen Glieder —

Rethe g(1—35) hmzugefagt

4) H. Kinkelin, Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung
auf die Zaklentheorie. Programm der Gewerbeschule Basel (1861/62), 8.1-32. Vgl
auch B, Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig.

)“s
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in der ganzen komplexen s-Ebene analytisch fortsetzen und ist iiberall
im Endlichen regulir, mit Ausnahme hochstens der Stelle s =0, wo
g{1—s) einen Pol erster Ordnung besitzen kann.
Bildet man andererseits mit den Koeffizienten @, der Formeln (5)

die Reihe

7
n=1 n?
&
so ist sie offenbar wegen |a, < Z 'b,., fir 6>1 absolut konvergent.

fs)=

x=1

Nunmehr behaupten wir

Satz 4. Hs set die Funkiion g{(l — s) fir o < 0 durch eine
Dirichletsche Reihe vom Typus (4) definiert, die aufer e) auch die
Bedingungen £} erfiillt, und es sei andererseits f(s) eine Dirichletsche
Reihe der Gestalt (1), deren Koeffizienten a, mit den b, und I, von
g(1—8) durch die Beziehungen (5) zusammenhingen. Dann besteht
zwischen den Funktionen f(s) und ¢(1— s) die Funkticnalgleichung (2 ).

3. Aus Satz 8 ergibt sich eine wichtige Folgerung fiir die Riemannsche
¢-Funktion selbst.

Man setze nimlich in der Dirichletschen Reihe (8) alle 7 >1
voraus, es sei mithin ¢g(1— s) eine Dirichletsche Reihe des oft unter-
suchten Typus

(6) g(1—s)=Y'b,e™ (1, —logl,>0).
=1

Besteht nun zwischen ¢g(1—s) und einer Funktion f(s), die den Voraus-
setzungen a), h) und e} geniigt, die Beziehung (2), so ist nach Satz 3
wegen e) und g)

L=1, L=2,...,0=n,..

b,=b, a,=0,
g(1—s)=0b,t(1—s). f(s)=20,8(s).

Ist also g(1 — s) eine Dirichletsche Reihe vom Typus (6), so ist
bis auf einen konstanten Faktor wieder die [-Funktion die einzige, die
den Bedingungen a), b). €) und der Funktionalgleichung (2) genigi.

4
mithin ist

1 (1909), 8. 475478, TIm fo'genden wird brigens die Kenntnis dieser Eigenschaft
der Reihe (4) nicht vorausgesetzt, sondern ein neuer Beweis fiir ihre Fortsetzbarkeit

angegeben.

15*
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§ 2.
Notwendige Bedingungen fiir das Bestechen der Funktionalgleichung;
Beweis von Satz 3.

1. Setzt man

G(s+2)=f(s+2) ’~~—2~/—-»az'*4é,
r

so ist nach Satz 2 der 1. Mtlg. mit Riicksicht auf die Voraussetzung ¢)
G (s +2) =fm"1tp(z)dx,

fiir — 1 < 60, wobei .

(7) <p(x)‘~9z% (cos2znz — 1)

gesetzt ist.
Substituiert man wieder ¢ fiir s + 2, so erhilt man nach einfachen
Umformungen (vgl. Formel (17) des § 2 der 1. Mtlg.)

e r(z)
G(s)= (s-»zf(sﬁx)f() (1—2—s>
3

—s+1

et 4

——4.7:
T fxs s () das

fiir 1 <6 <2, mithin
g(l—s8)= —(s—2)(s— l)fx‘—?*qp(:;)dx,

unter g(1— s) die durch die Beziehung (2) definierte Funktion verstanden.
AuBerdem ergibt sich aus Hilfssatz 1 und 2 der 1. Mtlg. (vgl. Formel
(19) der 1. Mtlg.)

$+iw
! @) =1t _eve  g(l—s)
(7 i 22i) ¥ e (1)
f-ie

Da die Dirichletsche Reihe (3) in der Halebene ¢ < -— « absolut
konvergent vorausgesetzt wurde (vgl. Bedingung d4")), so bleibt g(1—s)
in jedem Streifen o, < 6 < — « — 6 unterhalb einer festen von s unab-
héngigen Schranke. Aus Hilfssatz 1 der 1. Mtlg. ergibt sich daher ebenso
wie beim Beweise von Satz 1 der 1. Mtlg. die fiir 6 < — « absolut kon-
vergente Integraldarstellung:

(8) 9(1ms)::(s—2){s~1)fx'—3w(x)dx,
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wobet

—f+wi
1 —sye_ g(1—s8) -
w(z)= Z?Eif"’ e (s—gz)(ss—nd (f=e)
~f— i
zu setzen ist. Indem man dieses Integral vermittelst des Residuen-
kalkiils mit dem Integral (7’) in Verbindung bringt (vgl. dieselbe Uber-
legung beim Beweise von Satz 1 der 1. Mtlg.), schliefit man:

(9) y(e)=R(x) - 7.

Hierbei bedeutet R (x) das Residuum der Funktion
—spa_ gll—s)

(10) AT S —1)

im Streifen — 8 <06 <3; R(x) ist also, da nach Voraussetzung a) /(s)
und somit auch die Funktion (10) dort nur endlich viele Pole enthalt
von der Gestalt

m
(11)  B(z)—= D)o ™ (A log® T+ ... — A logx + 4p").

r=1
wenn mit $,..., 8, ..., S, die Pole der Funktion (10) im Streifen
—~p<L6<% und mit ¢, ..., ¢, ..., g ihre Ordnungszahlen bezeichnet
werden. Demnach ist R(x) eine fiir positive Werte von x reguldre
analytische Funktion.

2. Nunmehr suchen wir fiir g(1— s) eine zweite im Bereich 6 < —«
absolut konvergente Integraldarstellung der Form (8), indem wir die nach
Voraussetzung d”) fiir 6 <~ — « absolut konvergente Dirichletsche Reihe (3)
umformen.

Es bezeichne B(z) eine Treppenfunktion, die durch die Beziehungen

B{zy=20 fir 0L <,
B(x)ﬁb fir L <x< l,,
B{x)-——bl Lby—+ ...+ by, fir lm_”<:x<\ lmarl

definiert sel. Dann leitet man aus der Dirichletschen Reihe (3) durch
partielle Summation ebenso wie beim Beweise von Satz 1 das fir 6 << — «
absolut konvergente Integral

g(1—s)=—(s—1)[z*-*B(z)dx
[}
ab. BSetzt man

Bl(szbsz(u)du,
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das heiBlt
= () (fir 0 £ 2 <),

(12) =2b(x—0) (i by S5 < ),
v=1
so erhilt man nach nochmaliger partieller Integration fiir ¢ < — «
(13) g(1—8)=(s — 2)(s — 1)[2*3 B (2)da.
[}

Vergleicht man diese Integraldarstellung mit (8), so ergibt sich in
Verbindung mit (9) nach Hilfssatz 2 (1. Mtlg.)

(14) B,(z) =y (z) = R(z) - 22

I

3. Da ¢(z) nach Formel (7) eine gewohnliche Kosinusreihe ist, so
hat @ () die beiden Eigenschaften

(15) e+ =g¢(x), ¢(l—2z)=e(z).
Demnach ist fiir 2 > 0
B,(z+1)— B,(2) = R(z 1) — R(x).

Andererseits ist wegen (12), wenn auBer der ganzen Zahl m noch eine
ganze Zahl k durch die Beziehungen

(16) lm :<: x < lm+1> lm—'rk é x -+ 1< lm+le

definiert wird: mth i ik

(17) B,(z+1)— By (z) =z b, + Xb,— Dbl
r=m+1 v=1 r=it1

(m und k hingen also zuniichst beide von x ab).

Die Kurve, die die Summe rechter Hand als Funktion von z dar-
stellt, ist im allgemeinen (vgl. Formel (31) der 1. Mtlg.) ein gebrochener
geradliniger Polygonzug, dessen Ecken in den Punkten mit den Abszissen [,
und, —1 (m=1,2,... —co) liegen, Andererseits ist B(z-+1) — R{x)
wegen (11) eine fiir positive z regulire analytische Funktion, besitzt mit-
hin fiir & > 0 einen stetigen Differentialquotienten erster Ordnung. Daraus
folgt aber, daB B,(x-1)— B,(x) eine gewdhnliche Linearfunktion ist,
also:

(18) B, (2+1)— B(z)=R(z+1)— R(z)=o0axz+b,

wo p(x) eine periodische Funktion mit der Periode 1 bedeutet. Aus
Formel (11) ersieht man aber, daB p{z) nur gleich einer Konstanten
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sein kann; da aber wegen (7), (12) und (14) R(x) fir =10 ver-
schwindet, so ist sogar p(z)= 0, folglich

(19) R(z)=2a*+ (b~ %)z .
Aus (17) und (18) folgt ferner
m-+k
(20) Db, =a,
ve=mT1
m-k m+k
(21) o, — bl =0,
r=1 r=mt+1

wo unter 7 und k wieder die durch die Beziehung (16) definierten ganzen
Zablen zu verstehen sind.

4. Nunmehr soll aus {20) geschlossen werden, daf die b, und 7, den
Bedingungen e} geniigen.

Und in der Tat durchliuft der Punkt 2 von rechts nach links das

Intervall I, +e> 2> b, — & (lywy > ln—+e), so wird nach den Relationen
m+k

(16) die untere Summationsgrenze in Z b, sich um 1 erniedrigen, wenn
Y=t L

x durch den Punkt x = I, hindurchgeht; zu dieser Summe wird demnach

der Summand b, hinzukommen. Soll sie trotzdem gleich a bleiben, so

mufl sich zum Ausgleich die obere Summationsgrenze auch um 1 er-

niedrigen, das heift wenn z durch den Punkt 7, hindurchgeht, so muB

wegen (16) auch z -1 durch [,,; hindurchgehen, mithin

(22) lerk:Zm‘;‘lo

und somit wird die Summe um b,,; vermindert werden. Da sie aber
um den gleichen Summand vermindert wird, der durch die Abnahme der
unteren Summationsgrenze hinzugekommen ist, so folgt

(28) bm,{_k = bm‘

Andererseits gilt umgekehrt: Ist 7, > 1, so ist auch 7, —1 eine der
Zahlen 7, die mit 7, bezeichnet werde, und es ergibt sich b, —=b,. Dies
zeigt man, indem man den Punkt -+ 1 das Intervall Zp +ezaz> l;p —s

% Indem man diesen Ausdruck fiir das Residuum B (z) mit (11) vergleieht,
erkennt man bereits, daf die Funktion (10) in dem Bereiche o < & hochstens
7
(das et im Falle a0, 5—2=40) in don Purkten 5=0 vnd s=1 Polo erster Ordmung

hat, Demnach besitzt F(s) (vgl. Formel (2)) hochstens im Punkte s=1 einen Pol
erster Ordnung. Doch wird diese Higenschaft von f(s) im folgenden micht benutzb.
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von rechts nach links durchlaufen it und bemerkt, daBl, wenn der Punkt
x +1 den Punkt [, passiert, auch » durch den Punkt [, hindurchgehen mu8.

Dann folgt aber unmittelbar, dafi diejenigen k& Zahlen 7,, die <1
sind, wegen (22) die Zahlen I bereits eindeutig bestimmen, daB daher
die Zahlen I, und wegen (23) auch die Koeffizienten b, die Bedingungen
e) erfiillen. Mithin ergibt sich £ als feste Zahl, die nicht mehr von z
(vgl. Formel (16)) abhingt.

Es ergibt sich ferner aus (20) und (21), indem man m =0, d. h

0 <<z < I, wihlt,
E

k
(24) b, =a, b (1—1.)=b.

x=1 a1

b. Um zu zeigen, dal zwischen den l. und b. auch die unter f) be-
haupteten Beziehungen bestehen, benutzen wir die zweite der beiden Eigen-
schaften (15) der Kosinusreihe (7): ¢ (2) =@ (1 —a) fir 0 <z <1

Aus ihr folgt um so mehr fiir 0 < x <}

B, (1—2)— B, (z)=R(1—=x)— R(x),

oder indem man die Formeln (12) und (19) benutzt und die ganzen
Zahlen £ und m, die von x abhingen, durch die Beziehungen

Iy < @< lpass bty <1—2<L1
definiert,

51 n
(25) b(1—2z)= )b (1 —2) L)~ Db (2—1)
po=}

r=1

Py s §-1 §-1
— (b +38) 2+ b — Y b,
r=1 v=—1 =1

= 1
folglich '
E-1 " 5~1 E—1t
(26) 2o+ 36,=26, Do, — 3 b1, =b.
pe i wzey gzl r=m+1

Aus (26) lassen sich nunmehr die Beziehungen f) leicht ableiten:
Denn durchlinft « von rechts nach links das Intervall I 4-e>22>1, —e,

n
s0 nimms 2 b, um b, ab, wenn 2 den Punkt [ passiert. Soll also die
=l
Summe (26) konstant bleiben, so muf 1 — x durch einen Punkt I; hn-
durchgehen, wenn z den Punkt ], passiert, und es muf b, = b; sein,
das heiBit zu jeder Zahl I, <} gehért eine Zahl [ =11, > 3.
Indem man 1 — z das Intervall I: — ¢ <2 < I; + ¢ durchlaufen 1a8t,
zeigt man, daB sich umgekehrt jeder Zahl 7 >} eine Zahl I, =1 — 1 <}
zuordnen liBt, deren zugehbrige Koeffizienten by bzw. b, einander gleich sind.
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Mithin folgt aber, wenn wieder /, =1 gesetzt wird (vgl. Anm. ®):
I. Im Falle k=241
<3 fir 1<%y, 1<l <l fiw g1 < 2=k —1.
I1. Tm Falle 2=2¢ 2
Lyor=%, Le<l fiir 1<2<Lyq, 3<l,<l fiir g+-2<x<2q+~1=k—1,
und in beiden Fillen .
le=1—1l_., be=1bg, fir 1<x<k—1.
Damit sind die Behauptungen f) bewiesen,

6. Um endlich nachzuweisen, daf die Koeffizienten o, mit den &,
und 7, durch die Beziehungen (5) zusammenhingen, beriicksichtigen wir.
daBl aus den Beziehungen (7) und (14), das heiflt aus

p(@) =2 3 & (cs2ame —1) = 422 (R(z) — B, (2),

a=1

sich die GréSen Qni" als Fourierkoeffizienten der Entwicklung ven

4n(R{x)— B, (x)) in eine Kosinusreihe ergeben; man erhilt daher
1
(27} a,—42n® [(R(z)— B, (®)cos2anzdz (n-=1,2,...—~).
Q
Es ist nun aber wegen (19)

a
dnin’

(28) fR(x)cos9nnwdx—f( x? J- b——— xjcos2nnxdx~

Andererseits ist, wenn man fiir B, (z) die Beziehung (12) benutzt und
voritbergehend

0w e
Bo=0, b=8. 1n=0. bl=y,
F== r=]
setzt, t
1
fB1(37) cos2anz dz
0
-1 feyy lety .
::2([)’” zeos 2anw dx — yxfcos?;sznmdx)
x=1 l,{ z,
Bt
51! et gin2andery —besin2anle | cos2nntz+1_:gosgrrtzlﬂ
:-—1‘ {ﬂ'“x. 2z 4ain?
=

sin 2mnly+1 —sin2 ‘)itﬂlz
£ T % an
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k-1 N
= Z(L (Bu1— B} — {yumr — "/:»:)) irif'gf}i
x=1

sm 2xnl;

+(5k~1ll"‘ Ye-1)" Sam

, ecos 2anl., . , cos2mnly
"1"2(134—1 ‘“ﬁx>7ﬂzn? + Pr-1 TERERE

n=1
k—1
(29) =3 ngzb cos2anl, —r«gf{;‘_—
x==l
{(da L,(fu-1— Bu)=—lnbu="7Yu-1— m>» G=1 ist). Mithin ergibt
sich in Verbindung mit (27), (28) und (29)
-1 E-1
a, :Z‘bx cos 2anl, +a — th
x=1 <=1
E
:262 cos2anli,
w=1

wegen (24).
Damit sind alle Behauptungen des Satzes 3 vollstéindig bewiesen.

§ 8.
Hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen der Funktionalgleichung;
Beweis von Satz 4.

1. Es sei g(1—s) eine Dirichletsche Reihe vom Typus (4), die
aufler e) auch den Bedingungen f) gentigt.

Wir gehen von der mindestens in der Halbebene o <C —- ¢ absolut
konvergenten Integraldarstellung (13) fiir g(1— s) aus, die man aus der
Dirichletschen Reihe (8) ableitet, und verstehen unter B, (x) wieder die
in Formel (12) definierte Funktion. Endlich setze man wieder

%

k
{30) be=a: Zbat(l—"lf.):b
=1

w=1

und bilde die Funktion
{31) x(x):Bl(x‘}*%xe— (b——%}x.

4

Dann behaupten wir erstens:
{32} 2{z)=g(z+1) fir 2> 0.
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Man erbdlt nimlich in Verbindung mit {17)

glz+1)—z(z)=B,{x-+1)— B, (2) —ax—b
mrE m+k
(33) «;ﬂZ,—;—Zb + b (1—1)—az—b,
»=m1 v+l

wobei wegen der Voraussetzung e) aus I, < 2 << [y
Inip L2 +1<lusrsr

folgt. Es sel m == uk -}, dann ist Wegen (23) und (30) einerseits

m+-k ks
(84) YTb-—->1b “”Zb;’*‘x—Zb-—a
—m+l r—/~r1 r=g+1
andererseits
Db, _Z 5“'1» +2b ——,ua~2, b.,
=1 o=1 ¢=1
m+k b=
Sa0-1)= 60— u-1)
r=m+1 r=x-+1
=—ua-t yb (1— l)-~£—2b,{1~1wl,)

1’-—-M+1 »=1

2 13
——pa— b, — b1~ 1L).
»=1 #=1
Das ergibt aber wegen (30)

m+i k
(35) 26 *2 b(1—10)= b (1—1)=5,

Aus (33), (84) und (35) folgt die Behaupfung (32).
2. Wir behaupten zweitens:
(36 r{z)=z(1—2=) fir 0 <z <1.
Offenbar geniigt es, diese Behauptung fiir 0 < 2 <3 zu beweisen.
Es ergibt sich in Verbindung mit (25)
2(1—z) —g{z)=B,(1—=2)— B, () - b(1—22)

-1 E~-1 E-1
(87) —— (b, + Zb\x+2m_26,z,+b(zxm1),
=1 ¥=1 ==l y=m+1

wobei die ganzen Zahlen m und & durch die Beziehungen
Zm§$<lm+1, Zg-—1<1“$§£§



236 H. Hamburger.

bestimmt sind. Nach Voraussetzung ist dann aber

é’=k———m; lgxlwlm‘, bgzbm;
[ k—1
mithin wegen > b, = S’b;w =Z b, ,
vn.x 7—1 v=k—m
k~m—1 k—1

(38) Ab—Zb,mg’bs»Zb v_S‘b

Andererseits ist aber wegen f) fir 1< m < k-1

m "
PR FUJ (1—=L)+b,0]= D) [b(1—b) 4+ b (1 — &)
FEES 3 r=1

k-1
(39) >7b41 L)+ Db (1—1L).
¥=1 v=k—m
Setzt man m ==k — 1, so ergibt sich wegen b,=1
Zb,:~92,b(1—l)-—22 1—1,)=2b,
=1 y=1 r=1

mithin in Verbindung mit (38)
1

(40) - (Yo + )“’ b,) =

Es st ferner

-1 £-1 fe—-m—1
Z’bw > bl = 26 + 2 b1
=21 ==+ 1 v=mtt

folglich, wenn man den Wert fiir Z b, aus (39) einsetzt,

=1
_1 F-i

(41) — 2 bl = >"’b (1— ,>:2b,(1_z,,>:b.

¥= vemtl
Aus (40) und (41) folgt aber wegen (37) die Behauptung (36).
3. Nunmehr betrachten  wir das Integral
(42) J(s) :jz‘”sz(x)da:,
H

wobei y(z) die durch Formel (31) definierte Funktion ist. Wegen (32)
ist y(x) als periodische Funktion beschrinkt; auBerdem ist B, (x)=0

fiir 0. @<, daber bleibt “2) unterhalb einer festen Sehranke, wenn z
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gegen 0 abnimmt. Das Integral (42) ist demnach in dem Streifen 1 < o6 < 2.
absolut konvergent.

Wir behaupten weiter: Das Integral (s — 2)(s — 1) J (s} ist die ana-
lytische Fortsetzung in dem Streifen 1 < 6 < 2 des Integrals (13), das die
PFunktion g(1— s) nurfiir ¢ << — o darstellt. Es ist ndmlich fiir 1 <o < 2

1

1 X
J (s) 26(2:8-331 (x)dx __fxs-—s (g PR (b _ g_) w')dm’—%—J &3 5 (2) dx
i

a

a

t w
\ A ; . -
(43) =——72(—L§— (b——§/! 3 —g—fxsf'sBl (:z)dx—%fx*‘sz{x)dx.
0 i
In dieser Form konvergieren aber wegen B, (z)=0 fir 0 <=z < [,
die Integrale rechter Hand von (43) in der ganzen Halbebene o« 2.
Speziell wird fiir 6 << — e < 0

1 o
T = (p— 2L +fx3*3Bl(x)dm ﬁ;-fxs"f B,(2)dz
0 1

8 s—1

B ——fx*‘**(%x*»%(b - g>x> dx
;Jx”sBl(x)da:, !
Daraus folgt aber wegen (13), da (s —2)(s —1)J(s) die analytische
Fortsetzung von g(1—s) in dem Streifen 1< o < 2 ist.

Die Beziehung (43) zeigt auflerdem, da g(1 —s)=(s — 2)(s —1)J (s)
in der ganzen Halbebene o < 2 regulir ist und nur an der Stelle s =0
einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum — @ hat.

4. Aus der Bezichung y(z +1)= y{z) folgt, dal sich y(z) in eine
trigonometrische Reihe

2(z) ~ Ay + > (A, cos2anz + Aysin2anz)
a=1
entwickeln 1aBt. Wegen y(z)==y(1— z) miissen aber simtliche Koeffi-

zienten A, =0 sein. Da endlich y(z) fiir =0 verschwindet, so liBt
sich die trigonometrische Reihe auch in der Form

z2(z) NZAn<CGS 2ane —1)

fn=1

schreiben, wobei der Fourierkoeffizient

i
An::fo(z)cos‘znnxdx (=21,
0

1 1
fa o, 7 AN P
== 2f191 ()cos2anzxdzr — Zj@ z* 46 — é»\} xjcos 2anrdz
L
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ist. Diese Integrale sind bereits im vorigen Paragraphen, Formel (28)
und (29), berechnet worden, und zwar ergab sich dort

4, = =2 yb,cos2:ml

T date nz—-f'

Man setze die Summe rechter Hand gleich ihrem der Voraussetzung
g) Formel (5) entnommenen Wert a,, dann erhilt man fiir y(z) die
Fourierreihe

Z(x)m;i 1a"{cosQ:H?,m——1)

n=1

k
die wegen 'a | < Z |6.| (vgl. Formel (5)) absolut und gleichmiBig kon-
we=]
vergiert, mithin wegen x(z)}= y(x-+1) die Funktion y(z) fiir alle
positiven Werte von z darstellt.

Setzt man, am mit Formel (15) aus Satz 2 der 1, Mtlg. in Uber-
einstimmung zu bleiben,

—4mty(z)=@(z)= 22%’—;(003 2anx —1),
n=1

so erhdlt man unter Beriicksichtigung von (42} in dem Streifen 1< o< 2

g(l—s)=(s—2)(s—1)J(8)= et G Gl fos S (x)de

4 =2

und hieraus folgt in Verbindung mit Satz 2 und Formel (17) und (20)
der 1. Mtlg,

1—8)=f(8)—r—=n ,
g(1—s)=f( i—gf)
unter f(s) die Dirichletsche Reihe (1) dieser Mtlg. verstanden.

Da, wie oben gezeigt wurde, g (1 — s) im Bereiche ¢ < 2 nur fiir s = 0
einen SPOI erster Ordnung hat, ebenso wie I” (”5’) rechter Hand von (2),
so kann f(s) fiir 0 <C 2 hochstens im Punkte s =1 einen Pol haben, da
dort die Funktion ——, . verschwindet. In der Halbebene 6>2 ist

18

(5

f(8) nach Voraussetzung €), mithin auch g(1— s), regulir. Hiermit ist
Satz 4 vollstindig bewiesen.
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§ 4.
Uber eine der Riemannschen verwandte Funktionalgleichung.

1. Satz 5. Es ser f(s)::ZZ{f eine Dirichletsche Reihe, die fiir
n=1

6 > 1 absolut konwergiert. Setzt man

§+1
, P F( 2 ) —s+1
(44) G(s+2)=r(s+2) SR
r(%57)
(45) rp(m):QZ%ZSin2nnx,
so ist fiir —1<a<0 -
(46) G(s+2)=[z1p(a)de
]

Dieser Satz ist ein Analogon zu Satz 2 der 1. Mtlg.; sein Beweis
ergibt sich ebenso aus Formel (10) der 1. Mtlg., wie dort der Satz 2 aus
der entsprechenden Formel (9).

Auch hier empfiehlt es sich, wie in der 1. Mtlg., die Formeln (44)
und (46) umzuformen, indem man s fiir s+ 2 substituiert. Setzt man
auBerdem noch

s+1
r{z=2

(47 g(1— =200 Gy~ (s) (227:
TeT

2

so folgt aus (46) die im Streifen 1< ¢ << 2 absolut konvergente Integral-
darstellung

(48) g(l——s):( 2)(3‘1)’[%8—399(3:)(13:

Ebenso wie in Formel (19) der 1. Mtlg. ergibt sich, da nach Hilfs-
satz 2 die Funktion G'(s) sich nur auf eine Weise durch ein Integral der
Gestalt (46) darstellen 1iBt, aus Hilfssatz 1 (1. Mtlg.) fir ¢ (2) auBer
der Rethe (45) noch die Integraldarstellung

Stiw
(49) p(x)= ——f:r‘s'f‘zG(s)ds,
nachdem man gezeigt hat, dal im Sireifen’ 1< ¢ < § die Funktion & (s)
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfiillf.
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2. Satz 6. FHs ser f(s) eine fir alle Werte der komplexen Ver-
danderlichen s definierte analytische Funktion, die die Voraussetzungen
a), b) und €) von Salz 3 erfalll.

.

d47) g(1— s) bezeichne die in Formel (47) definierte Funktion und
lasse sich durch eine fiir 6 <- — o (e > 0) absolut konvergente Dirichletsche
Reshe

k4

. ) b

3} g(lws):z?ﬁ; (0<l <l <.
n=1

darstellen. "

Dann erfillt die Dirichletsche Reihe (3) die Bedingungen:
e) Sind
Lh<lh<...<ly=1°%
samiliche der Zahlen 1, die <1 sind, so ist, wenn n=puk-+x
(n=1, 1<% < k) gesetat wird,

ln‘.:,u_f"lz: bn:: bz:

mathin ist die Dirichletsche Reihe (3) von der Gesiall

w K
(4) g1—s)=3 3 b

=0 x=1 EP“H’-)l*s'
1) Auferdem ist fir 1< »<k—17
Zk—-/ s== 1 — l/; bkﬂz == bx; bk = 0.

g) Die Koeffizienten a, der Dirichletschen Reihe (1) sind mil
den b, und 1. durch die Beziehungen verkniipft:

k
{50, @, = > b.sin2zanl,.

w=1

Beweis. Aus der nur fiir 1< 6 < 2 absolut konvergenten Integral-
darstellung (48) fiir g{1—s) geht man ebenso wie beim Beweise von
Satz 1 der ersten Mitteilung und von Satz 3, indem man Hilfssatz 1
(1. Mtlg.) benutzt, zu der fiir ¢ < — & absolut konvergenten Integral-
darstellung

{51) g{l——s}——-:{s———2)(8-—1}fx8”3w(x)dx
il

% Vgl. Anm. %) S. 226.
% In der Bedingang 1) ist ofienber enthalten, daB, wenn k= 2 ist, [, =4 und
fiir den zugehprigen Koeffizienten b, = 0 folgt
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iiber, wobei sich nach dem Cauchyschen Residuenkalkiil in Verbindung
mit Formel (49)

—ﬁ+‘iw
g(1—3)
ergibt. Hierbei bezeichnet R (x) wieder das Residuum der Funktion
~3+2 ___gw(} ——_‘S)___
(53) R ) y e

im Streifen — 8 <o <2, fir das man eine fiir positive Werte von x
regulire analytische Funktion der Gestalt (11) erhalt.

Andererseits ergibt sich ebenso wie beim Beweise von Satz 1 und 3
aus der mach Voraussetzung d”') fiir ¢ < — « absolut konvergenten
Dirichletschen Reihe (3) die mindestens im Bereich o <~ — « absolut
konvergente Integraldarstellung

(54) g(1~—s)=(s~—2}(s-—1)ofx8"3 B (z)dx,

wobei B, (x) durch Formel (12) definiert ist.
Durch Vergleichung von (51) und (54) ergibt sich nach Hilfssatz 2
der 1. Mtlg. (vgl. auch Formel (14) des § 2 der vorliegenden Mtlg.)

(5) B, (2) = (2) = R(z) - {2
wegen (52).
Nun ist aber @(z) wegen (45) als trigonometrische Reihe eine
Funktion mit der Periode 1. Man erhilt daher
B,(z+1) — B, () = R(z +1) — B(z),
und aus dieser Beziehung folgt ebenso wie beim Beweise von Satz 3:
erstens, daf R(z) gleich einem Polynom zweiten Grades der
Gestalt (19) ist,

zweitens, daB die 5, und I, wie behauptet, die Bedingungen e)
erfiillen.

AuBerdem sind die in den Koeffizienten von B (z) (siche Formel (19))
auftretenden GroBen ¢ und b mit den b, und I, durch die Formel (24)
verkniipft.

3. Um anch die Behauptung f') zu beweisen, gehe man daven aus,
daB nunmehr ¢ (2) wegen (45) als Sinusreihe der Bezichung
p(z) +o(l—2)=0
geniigt. Man erhilt also in Verbindung mit (55)
B,(2)+B,(1—z)=R(x)+R(1—=),

Mathematische Zeitschritt, XI. 16
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oder, indem man fiir B, («) und R(z) die Formeln (12) und {19) benutzt,
fir 0 <2<}

-1
26(x~2)4-26 (1—o—L)=2@+0—2))+b—2(z+1 -0,
(56) (Z’b)x—Zbl —J—Zb (1—1)=a(z* —2)+b,

wobei m und £ ganze von x abhingige Zahlen bedeuten, die durch die
Beziehungen

(57) lm-__<—_x<lm+1, o1 <<l1—21
bestimmt sind. Da die linke Seite von (56) eine mindestens strecken-

weis lineare Funktion, die rechte Seite aber ein gewdhnliches Polynom
zweiten Grades ist, so verschwindet der Koeffizient ¢, das heiBt wegen (19)

(58) R(x)=bax 9.
Es folgt also zunichst
£-1
{59) Db, =0.
v=m+1

Geht nunmehr x von rechts nach links durch den Punkt I, hindurch,
so wichst die Summe linker Hand von (59) um b, soll sie trotzdem
gleich Null bleiben, so muB gleichzeitig der Punkt 1 — z durch J; hin-
durchgehen, und es muf} b; = — b, sein, mithin I =1—1,.

Da offenbar auch umgekehrt z durch einen Punkt [, hindurchgehen
muB, wenn 1 — z einen Punkt I; passiert, so folgt

L=Tom—1—1lp, be—bi_p— — b
Demnach ergibt sich fiir k= 2¢q
I—1—1,—1.
Ist nunmebr §,_; <z <3< 1—a <l;;1, so ist wegen (59)

§-1 :
2 b=b,=0.

r=m+ 1

Aus (59) ergibt sich ferner fiir jedes ganzzahlige £, wenn man m = 0,
21
das heifit 0 < 2 <[, setzt, Z b, = 0. Andererseits ist aber wegen (24),

»=1

) % Vergleicht man den Auadruck (58) fir B(x) mit dem Ausdruck (11}, so er-
kennt man ebenso wie in Anm. %) bereits an dieser Stelle, dafl im Bereiche ¢ < § die
Fuuktion (58) hochstens im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung hat. Mithin sind
die Funktionen g(1—3) und f{s) (vgl. Formel (47)) &berall im Endlichen regulir.
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%
und wegen @ == 2 b, =0, auch b, = 0. Damit sind alle Behauptungen
') bewiesen. *=!

4. Um endlich noch g') zu beweisen, beriicksichtigen wir, da8 aus
{(45) und (55), das heifit avs

p(z)=4a(R(z)— By{(»)) = 22: %’; sin2nnz,
n=

die GrioBen %‘i sich als Fourierkoeffizienten der Entwicklung von 43*
(R(x) — B, ())in eine Sinusreihe ergeben, dag mithin in Verbindung mit (58)
1
a, = 4x° n?f(bz — B,(2)) sin2znzdz
L]

186, Die Auswertung dieser Integrale fiihrt nach &bmlichen Rechnungen
wie am SchluB von § 2 auf die behaupteten Beziehungen (50), und damit
ist Satz 6 vollstindig bewiesen.

5. Auch der Satz 6 li8t sich umkehren.

Satz 7. EBs set g(1—s) eine Dirichleische Reihe der Gestalt
(4), die aupfer e) auch die Bedingungen 1) erfills®), und f(s) eine
Dirichletsche Reihe der Gestalt (1) derem Koeffizienten a, mit den b,
und 1, von g{1 — s) durch die Bezichungen (50) zusammenhdngen.

Dann besteht zwischen f(s) und ¢(1 — s) die Punktionalgleichung (47 ).

Beweis. Wie beim Beweise von Satz 4 gehe man von der aus der
Dirichletschen Reihe abgeleiteten Integraldarstellung (54) fiir g (1 — s)
aus, die mindestens fiir 6 <~ — o konvergent ist. Setzt man wieder

k E
(60) Db, ~a, Db(1—-1L)=b,

=1 w1
so ist, wegen der Voraussetzang £'), a = 0.
Man bilde die Funktion
(61) 7(%) = B, (z) — bz = B, () — 42> — (b — &) 2.
Da die b, und 7, die -Voraussetzung e) erfiillen, so folgt genau wiein § 3
{vgl. Formel (31) bis (35))
2(z)=g(x+1) fir z>0.

% Aus den Bedingungen ¢) und £) Bt sich (vgl. Landan, L ¢. Anm. %)} un-
k
mittelbar folgern, daB wegen pr =0 die Funktion g{1 —s) sich iber die ganze
y=1 i
Ebene fortsetzen 1i8t und iiberall im Endlichen regulir ist.
16*
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6. Andererseits behaupten wir:
(62) @)+ z(l—2)=0 fir 0<2<1.

Offenbar geniigt es, die Behauptung fiir <1 zu beweisen. In Ver-
bindung mit (56) ergibt sich
-1
(63) (@) +z(1—2)=—(2b)= 2, b, +Zb (1—1)—b,
y=m+1 y=1
wobei die ganzen Zahlen m und & durch die Beziehungen (57) bestimmt
sind. Aus der Voraussetzung f') folgt aber & —1 =k — m — 1 und weiter

A—-m—1

(64) 2 b=0.

ry=m+1

Andererseits ist wegen {')

[ m k-1
'—'vazr :Zbk—v(l - Zk—v>:Zb‘v(1 - lv)s
y=1 p=1 y=k—m

folglich
m g1 k~—1 &
65) — b4+ b (1—0)=2b(1—15)=b(1—-1)=b
1 »=1 =1 p=1

wegen [, =1 und wegen (60). Aus (63), (64) und (65) ergibt sich
aber die behauptete Beziehung (62).
7. Nunmehr betrachte man — ebenso wie in § 3 — das Integral

(66) J(s)= Of 2535 (2) dz,

unter y(z) die in Formel (61) definierte Funktion verstanden. Als
periodische Funktion ist y(z) beschrinkt. AuBerdem bleibt, wegen
B (2)=0 fir 0 <z <!, auch der Quotient % beschrinkt, wenn x

gegen 0 abnimmt; daraus folgt, dal das Integral (66) im Streifen
1 < ¢ <2 2 absolut konvergiert,

Arndererseits ist fir 1 <6< 2

1 1 o«
(67) J{s>=fws-381<w>dw~bfxs~2dx+fxs~3z<x>dx

Swlwi——jxs B (x)dx—i—ja:s Sy(x)de,

und in dieser Gestalt konvergieren die Integrale rechter Hand von (67)
offepbar in der ganzen Halbebene o < 2.
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Aus (67) folgt ebenso wie im § 3, daB das Integral (66) die ana-
lytische Fortsetzung des nmur fiir 6 << — « absolut konvergenten Integrals

!w&"’?’BI (%)dw, mithin (s —2) (s — 1) J (s) wegen (54) die analytische

Fortsetsung von g(1— s) ist. Wie sich aus (67) ergibt, ist aber g (1 — &)
=(s—2)(s—1)J(s) in der Halbebene ¢ < 2 iiberall im Endlichen
regular.

Aus der Beziehung y(z -+ 1) = z(z) folgt, daB sich y(x) in eine
trigonometrische Reihe entwickeln 1a8t:

X
2 ()~ A4, +Z (4, cos2anx -+ A, sin2anz).
n=1

Aus 7(0)=0, z(z) +2(1 —ax) =0 folgt aber 4,0, 4, =0 fir
alle » > 1. Andererseits ist

1
A;——-dex(x) sin2xnzxdz (n2>1).

Indem man die Funktion (61) fiir % (2) einsetzt, die Integration aus-
tithrt und nachher die Formeln (50) der Voraussetzung g’) benutszt, er-
gibt sich )

4, =E§%§§bz sin2rnl, = oot
.
mithin ist wegen |a,,' g__z 'b,| die Fourierreihe
#=1

—2
z

€L
z{x) = ZE"Z %’g sin2znz
=1

absolut und gleichm#Big konvergent. Ofienbar stimmt aber diese Rethe

fiir 4(x) mi der Reihe — igﬁ,«) der Formel (45) aus Satz 5 fiberein.

Die aus (66) gewonnene, im Streifen 1 < o <0 2 absolut konvergente In-
tegraldarstellung von ¢ (1 — ) ={(s — 2) (s — 1) J (s} ist also mit dem
Integral (48) identisch. Von (48) konnen wir aber auf die Bezichung
(47) zuriickschliefen, und damit ist bewiesen, daB zwischen f{s) und
g(1 — s) die Funktionalgleichung (47) besteht.

Aus ihr folgt, daB g(1 — s) nicht nur, wie bisher bewiesen wurde,
in der Halbebene o <C 2, sondern iiberall im Endlichen regulir ist. Das
gleiche gilt offenbar auch ven der Funktion f(s).

Damit ist Satz 7 vollstindig bewiesen.

{Eingegangen am 19. Augast 1920.)



