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Einleitung. 

Das Ziel der nachfolgenden Untersuchungen ist dieses: 
Es sollen alle Geometrieen aufgestellt werden, die folgenden Forderungen 

gentigen: 
A) Den Axiomen der , ,Verknfipfung" und der , ,Anordhung"  in 

der Hilbertschen*) oder den , ,projekt iven" Axiomen in der Schur-  
schen**) Bezeichnungsweise. 

Bei Beschr~nk-ung auf die Ebene allein nehmen wir noch den 
Desa rguesschen  Satz als Axiom hinzu***). 

B) Folgendem Axiom der S te t igke i t ,  das in dieser Fassung das 
Archimedischet) und das Vollst~ndigkeitsaxiom~-) in sich sch~el~t: 

,Wird durch geometrisehe Konstruktionen (nach den Axiomen (A)) 
innerhalb einer Strecke eine unendliche Reihe yon Puu]r~en P erzeugt der 
Art, da~ jeder Pnnkt P zwischen dem vorhergehenden und dem nach- 
folgenden liegt, so sell die genannte Reihe ~nnerhalb oder an den Enden der 
Strecke einen ganz bestimmten Grenzpunkt besitzen, d. h. einen Punkt, 
der alle yon der Pu~kt~ei]ae P einmal fiberholten Punkte trenn~ yon allen 
den P,m~rten, die yon der P,m~treihe P niemals erreich~ werden"~'.) 

C) Den , , l inearen K o n g r u e n z a x i o m e n ~  die yon dem ~btragen 
der Strec]ren handeln (IV, 1, 2, 3 nach der Hilbertschen Z~hlung; im 
folgenden stets so bezeichnet). Doeh soil das erste Kongruenzaxiom in 
folgender Weise modifizier|; werden: 

Es daft Punk~ geben, yon denen aus auf allen oder auf einzelnen 
hindurchgehenden Geraden ein Abtragen yon Strecken nich~ mSglich ist. 
Solche Punkte wollen wir je nachdem kurzweg , , s ingular"  oder , , relat iv 
s i ngu la r "  (d. h. in Bezug auf die betreffende Gerade) nennen. Aile anderen 
Punk~ heit~en ,,regular"; Punk~ aber, die nicht schlech~weg singular 
s'md, ,,erreichbar". 

Das Au~re~en singul~rer P , n ~ e  m~ge jedoch in folgender Weise 
b e s c ~  sein: 

*) Hilbert: .Grundlagen der Geometa~ie" Festschrii~ zur Feier der EnthfiUung 
des Gauss-Weber-Denkmals in G~ttingen. Tell I (Teubner 1899). 

**) Schur: ,,Ueber die Grundlagen der Geometrie". Math. A~n. 55. Daselbst 
finder man auch weitere Litteraturangaben. 

***) Siehe u. a. Hilbert: ,,Grundlagen". Kap. V. 
t) H~tbert: ,Grundlagen". AxiomV, w 8; auflerdem: ,,Ueber den Zahlbegriff". 

(Bericht~ der deutschen Mathematiker-u 1900); endlich die Ueberset~mg 
der ,Grundlagen" dutch Harm Laugel in den A~nales de l'~cole normate 3. Serie, 
tome XVH, p. 122,123. 

j'~f) Yergl. u. a. Klein: .Ueber die sogenannte Nich~Euklidisehe Geometrie"~ 
Match. Ann. 6, p. 1.~6. 
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~) Kann auf einer Geraden yon einem Pun~e aus eine S~recke a 
nach der einen Sei~e bin abge~ragen werden, so son dies auch 
naeh derandern Seite bin gesta~e~ sein. 

~6) Kann auf einer Geraden yon einem Punktm aus eine Sh'ecke 
a abgetragen werden, so sollen an derselben Stelle auch alle Strecken 
abge~ragen werden dfirfen~ die ,,kleiner ~c wie a sind, d. h. solche 
Strecken~ deren s~mthche Punkte i~erhalb yon a hegen. 

~,) Sind zwei Geraden a und b gegeben (die auch ineinanderliegen 
kSnnen) mit je einem auf i hnen erreichbaren Pun~e  A resp. B, so 
sind die Umgebungen yon A und _B ,,vergleichbar", & h. es gibt auf a 
mindest~ns eine Strecke A A ' ,  die einer S~recke B ~ '  auf b kong-ruent ist. 

5) Es gibt ein Gebie~ endlic'her Ausdehnung, innerhalb (lessen 
nut regulate Pun~e liegen*). 

D) Dem Axiom: Die gerade  S t r ecke  sol l  die kfirzeste Ver-  
b i n d u n g  zwischen  zwei Punk~en sein. 

E) E inem Axiom der D i f f e r e n t i i e r b a r k e i t  (Siehe w 2, p. 241). 
N i c h t  geforder~ werden: 
a) das ParaUelenaxiom, 
b) der erste Kongruenzsatz oder das Kongruenzaxiom IV, 6 nach der 

Hilbertschen Z~hlung: ,,Wenn f'~r zwei Dreiecke A B C  und A 'B 'C"  die 
Kon~o~ruenzen A_B ~ A ' B ' ,  A C ~ A" C', ~ B A  C ~ ~ B ' A '  C" geltmn, so 
sind auch stets die Kongruenzen 

<)= A_B C ~ <):. A ' B '  C" und <)7. A C B ~ .~ A" C'~" 
erfffllt." 

(Von der Kongruenz der Winkel werden wir im folgenden fiberhaupt 
nicht weit;er reden.) 

Der Schwerpunk~ der ganzen Frages~eUung lieg~ in der Forderung D). 
Da diese wolff zuers~ yon Archimedes**) erhoben worden ist, wollen wit 
sie im folgenden kurz die ,,Arehimedisehe l~ordernng" nennen. (Zum 
Unterschied yon dem schon gent.ruben Archime~i~schen AYiom der Stetigkeit.) 

Soviel sei fiber das Problem selbst in der Ein]eihmg gesag~. Was 
seine his~orische Stellung und seine Beziehung zur Variationsrechnung 
angeh~ so seien folgende Bemerkungen erlaubt: 

*) Die~ Darstellung weich~ bier yon der in meiner Disser~tion gegebenen nicht; 
unerheblich ab. Dort wird der Begritf ,,L~nge" direk~ defmitionsm~flig als eine ZahI 
eingeffihrt (w 2); hiex soll sp~ter in w 2 gezeig~ werden, wie aus unseren A~omen C~ aIte 
die Forderunge~ a~i~h~,etischen Charak~rs ~bgelei~et werden kSnnen, die ich in meiner 
Dissertation (w 2) axiomatisch b~uges~llt babe. k~dererseits babe ich reich bier in: 
sofern auf einfachere F~lle beschr~flr~, als ich gleich yon vornherein an dem festhsRe, 
was ich das ,,starke Monodromieaxiom" nenne~ d. h. ich verlange, daft stets AB-~-BA 
sein soll. Man vergleiche hierzu die w167 3 mdmer Disser~tion und dieser Ab ~handlung. 

**) ,,H~e~ ~ e ~  u~ ~v;t~$eov". ~ a ~ o ~ o ~  ~'. 
Mathemati~che Au~alen. :LVII. 16 
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Unter die bier in Rede stehenclen Geome~rieen gehSren auger der 
elemen~aren Euklidischen Geometrie auch die beiden sogenannten nicht- 
eutdidischen Geome~rieen, die, wie Herr Klein*)  zuerst zeigte, auf der 
Grand]age einer projek~iven Geometrie (welche unseren Forderungen A) 
und B) gen~igt) dureh Einf~hrung einer geeigneten Mat~bestimmung auf- 
gebsut werden kSnnen. Dann stellte Herr Hi lber t**)  in einem an Herrn 
K l e i n  gerichteten Briefe eine aUgemeinere Geome~rie aaf~ deren Mat~bestim- 
mung so beschaffen ist, da~ die Gerade K~rzeste bleibk End]ich mach~e 
Herr Minkowski***)  mit einem andern Typus yon Geometrieen bekannt, 
welehe unseren Forderungen Gen~ige leisten. 

Es scheint deshalb die Frage nach der a l l g e m e i n s t e n  Geome~rie 
dieser A~ wohl an sich schon berechtig~ zu seint). 

Sie dfirf~e aber noch ein weiteres Interesse beanspruchen, indem sie 
einen Spezialf~]! der Frage bildet, welche ich das , , U m k e h r u n g s p r o b l e m  
der  V a r i a t i o n s r e c h n u n g "  nennen mSchte: 

,,Gegeben ist ein System yon Differentialgleichungen; gesucht ist das 
allgemeinste Variationsproblem, zu dem diese Differentialgleichungen als 
Lagrangesche ~leichungen gehSren '~. 

Seine Ents~ehung verdank~ diese Aufgabe wolff der Mechanik, und 
zwar besonders den Untersuchungen J acob i s  fiber das Hamiltonsche 
Pr~nzip. In dem Falle, dab eine gewStmliche Differentialgleichung vor- 
liege, gab meines Wissens die ers~e LSsung Imchene tzkyt '~ ) ;  weRere 
Arbeiten dariiber ver5ffenflichten die Herren K 5 n i g s b e #g e r ~f~-~), B5 h m ' t )  
und in besonders eleganter Form Herr H i r seh** t )  , der aueh par~ielle 

*) Klein; ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euclidisehe Geome~rie". MaZda. Ann. ~. 
**) Hilbert: ,,Ueber die gerade Linie als kfirzeste Verbindung zweier Punkte". 

Math. Ann. 3~. 
***) Minkowski: ,,Geome~ie der Zahlen" (Teubner, Leipzig 1896) Kap. I. 

#) Vergleiche dazu: Hilber~: ,Ma~hema~sche Probleme; Vort~ag, gehaRen 
aut dem intcrna~ionalen Ma~hema~iker-Congress Paris 1900% p. 15. D~rboux: 
,Lemons sur la thdorie g~ndrale des surfaces". Bd. HI. Par~ 1894, p. 54. 

##) Imchene~zky: ,,Sur la transformation d'une dqna~ion diiferen~ielle de 
l'ordre pair ~ la rome d'une dquation isopgrim~trique". Bulletin de St. Pg~rsbourg, 
tome X~XT, 188& 

(D[eses Citat verdanke ich einer freundlichen Mi~eilung des Herrn Kneser.) 
J-H') KSnigsberger: ,Ueber die Principien der MechA.~". Berliner Berichte 

1896, H. ,Ueber die altgemeinen kine~ischen Pot~n~ale". Crelles Journal 1~1. 
~t) BShm: ,rDie Exis~nzbedingungen eines yon den ers~n und zwei~en Dif- 

ferenfialquotiente~ tier Koordina~en abh~ngigen kinei~isehen Potentials". Crelles 
Jom~aJ. 121. 

**j') Hirseh: ,,Die Existenzbexlingungen des verallgemeinerten kinetischen Poten- 
i~s". M~t~h. Ann. 50 und: ,Ueber ~ine charakteristische Eigenschaft der Differen- 
tialgleichungen der Variations-Rechnemg". Math. A~. 49. 
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Differentialgleichungen in den Bereich seiner Be~rach~angen hine_{n~og. 
Was Systeme yon Differentialgleichungen augeht, so finden sich wohl die 
ersten Resulta~e bei Helmhol~z*); Herr A. Mayer**) gab die noch 
fehlenden Beweise. Allerdings gehen diese Untersuchungen nur so welt, 
dab die Bedingungen dafiir angegeben werden, waun jede der Differen~ial- 
gleichungen yon der Form einer Lagrangeschen Gleichung is~; ob sich ein 
System durch geeigne~e Kombina~ion der einzelnen Gleichungen auf diese 
Form bringen l~il~t~ wird nicht erSrtert. Auch ist die Frage in keinem 
Falle tiber das rein Formale hinaus veffolgt worden; andere Bedingungen 
der Variationsrechnung als die Lag~angeschen sind nie erSr~ert worden. 

Es soll nun gerade bier  in dem angekt indig ten  Probleme,  
sowei~ es ein solches der Var i a t ions rechnung  ist, das Schwer- 
gewicht  auf  die E r S r t e r u n g  der h in re ichenden  Bedingungen  der 
Var ia~ionsrechnung gelegt  werden. 

Kapitel I. 

D i e  G e o m e t r i e e n  der  Ebene .  

w 

D i e  ,,idealen" Elemente und die ,,Namengebung ~. 

Denken wit uns ein bestimm~es System yon Punkten, Geraden und 
Ebenen~ das unseren Forderungen A) und B) genfig~. Wie Herr Schur***) 
gezeig~ hat, kann man dann zu diesen Punk~en~ Geraden und Ebenen 
solche ,, i d e a 1 e n" Punkte, Geraden und Ebenen zus dab das modifizierte 
Parallelen-Axiom efftill~ ist: 

Je zwei ~eraden einer Ebene haben einen (und nur e/nen) 
P u n k t  gemeinsam. 

Die Axiome der ers~n Gruppe bleiben ffir das erweiter~e Gebiet 
erhalten, ebenso die Stetigkeitsaxiome, wie daraus hervorgeht, dab eine 
S~recke idealer Ptmk~e yon einem eig~n~lichen Puu~e aus auf eine S~recke 
eigenflieher Pun~e projiziel~ werden kaun. Die allerdings notwend~g 
gewordene pr'~zisere Fassung des Begriffes ,,zwischen" sei mi~ Hilfe einer 

*) Helmhol~z: ,,Ueber die physikaZische Bedeutung des Prinzips der klein~n 
Wirkung". Crelles Journal 100. 

**) A. Mayer: ,,Die Existenzbedingungen eines lri~etisehen Potentials'% 
S~hsische Berichte 1896, p: 519. 

***) Schur: ,Ueber die Einftihrung der sogenaunten idealen Element~ i~ die 
projective Geometrie". Ma~. Am~. 39 (t891). 

16" 



,rNormalebene" (resp. Normalgeraden) vollzogen und zwar in derselben 
Weise, wie'von Herra Dehn*)  nach dem Vorgange des Herin Pasch**) 
geschehen isk 

MR clieser vervolls~'fi~adigf~ Geome~rie operieren wit jetz~ weiber. 
Dabei unterscheiden wit die ursprtinglichen Punkt% Geraden und Ebenen 
van den ,~idealen ~' dutch die Bezeichnung ,eigentlich"***). (Die ,,eigent- 
lichen ~ Pnnl~se zerfallen nach unserer friiheren Terminologie wieder in 
,,erreichbare" and ,singul~re".) 

Es is~ nun eine bekann~e Folgerung der Axiome A) und B), dab 
j edem Punk~e  der  (erweiter~en) Ebene  (suf die wit uns jetzt zun~chst 
beschr~ken) ein r ee l l e s  Zah len~r ipe l  x, y~ t d e r a r t  zugeordne~ 
we rd e n  kann ,  dat~ der  Punk~ du rch  die V e r h ~ l t n i s s e  d ieser  dre i  
Zah len ,  die Gerade a b e t  d u t c h  e ine  h o m o g e n e  l i nea re  G l e i c h u n g  
z w i s c h e n  den dre i  Z a h l e n  da rges te l l~  wird. 

Die Fotge des A~ioms B) und des modifizier~en Parallelenaxioms ist 
es, dab auch umgekehrt zu jedem Zahlentripel (auBer dem Tripe1 x = 0, 
y = 0~ t = 0) ein Pnnl4 und zu jeder hnearen Gleiehung, deren Koef- 
fizienten nieh~ s;4mflieh Null sind~ eine Gerade gehSrt. Wit  kSnnen ins- 
besondere erreichen, dab t = 0 die ~,Normalgerade" dars~ellU~) 

Diese Eineihrung eines Zahlensystems soll nut zur Charakterisierung 
der Punkte und Geraden dienen, also eine Ar~ N a m e n g e b u n g  dars~ellen; 
keineswegs aber soll damit irgend eine L~nge definier~ werden. 

S~aF~ des Tripels x, y, t werden wit meisSens x Y als Koordina~en 

betrach~en und diese mit x~ y bezeichnen; x = oo sowie y-~ o~ becleu~en 
jebz~ Punk~ der Normalgeras 

SchlieSen wit zun~hsis einmal diese Normalgerade van der ferneren 
Beh~chhmg aus (wit werden, sie sparer wieder aufaehmen (w 4)), so 

*) M. Dehn: ,,Die Legendreschen S~tze fiber die Winkelsu~me im Dreieek". 
M ~ .  Ann. 53 (1900). 

**) M. Pasch: ,,Vorhsungen iiber neuere Geometrie% Leipzig (Teubner) 1589. 
***) Es kann sehr wahl sein, dal~ es gar k~ine idealen Elemen~e gibe. Dann 

hat die Geome~rie eltiptisehen Typus; die Normalgerade mu$ zur Pr~zision des Be- 
griffes ,zwischen" van Anfang an eingefi'ibr~ werden. 

t') Aus der zahlreiehen LiF~erahlr zu diesem Gegenstande sei aul~er clef schon 
zitierf~n noeh gen~nnt- Klein: ,,Ueber die sogenann~e Nicht-EucHdisehe Geome~_e% 
Ma~. Ann. Bd. 4, 6, 7. Fiedler: ,,Darsf~llende Geomekrie", Bd. IH, augerdem 
Vier~tjahrsschri~ tier nak Ges. Zfirieh, XV, 2 (18'/1). Anne Lucy Bosworth: 
,,Begrfindung einer yam Parsllelenaxiom unabh~ngigen S~eckenrechnung", Diss. 
Ga~.ugea 1900. 

t-t') DaB ~_nsere un~r B) gegebene Fassung der Sbef2gkei~ mR dem fiblichen 
Bagrii~ der St~igkeit in aer Zatrlenmannigfaltigkeit x, y (abgesehen van tier Norm~l- 
ger~,~len) f i b e r e ~ t ,  folg~ aus .dem Fund~men~lsatz der projektiven Geametrie. 
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kann man alle andern Geraden mit Hiffe eines Parameters s darstellen 
dutch die Differentialgleichungen: 

d~x 0 und d~Y O, 
d s  ~ = ~ =" 

wobei noeh ds = + Wdx~ + dy ~ gesetzt werden darf. 
Als Form der linearen Gleiehung einer Geraden wird sieh im folgea- 

den diese empfehlen: 
y cos @-- x sin @ = a. 

Dabei nennen wir @ die , R i c h t u n g "  der Geraden; falls dieselbe yon 
7g 

• abweicht, diirfen wit auch schreiben 

y = t g # . x + b  und d*Y - -  O. 
d x  ~ 

Weiterhin kann der Beg'rift der , , s t e t igen  Kurve"  etwa so eingefiihrt 
werden, dab wir darun~er eine Mannigfal~igkeit verstehen, deren x und y 
sich als stetige Funktionen eines stetig ver'~nderlichen Parameters dar- 
stellen lassen. 

w  

Die .L~inge". 

Nunmehr suchen wir die Konsequenzen der Axiome C) and D) (siehe 
Einleitung) zu ziehen. 

a) Kan,  man yon einem eigenflichen Punk~e 0 aus auf einer Geraden 
eiue Sh'ecke OA 1 -~ a abt-ragen, so ka~n man a auf der Geraden beliebig 
of~ nacheinander abiragen: 

---- = A,A  = _ . . . .  

(Folg  mg C, IV, 1). 
Dabei kann es vorkommen, da$ der Ausgangspunl~ 0 einmal wieder 

tiberschritten wird, (die GeraAe ist in unserer erweiter~en Ebene eine ge- 
schlossene Kurve!) oder abet, es gib~ infolge der S~e~igkei~ einen bestimmt~n 
Grenzpunk~ G, der alle yon der Reihe A~, A 2 , . . .  einmal iiberhol#e.n 
Punkte yon den andern trermk 

Nehmen wir zun~hst  einmal an, (lag ein Grenzpun~ G vorhanden 
sei. Dann gelten die folgenden S~,~ze: 

b) Auf GO selbs~ kann der Begriff der Kongruenz nich~ angewende~ 
werden; es ist insbesondere nich~ GO sich selbs~ kongruent. Denn sons~ 
mttt~te naeh (3,/~ auch a yon G aus ab!~agbar sein, was dem widersprieh~, 
dais G tier Grenzl)unk~ der Reihe A~, A~,---  sein soll. Dasselbe gil~ ffir 
jede S~recke, die den Punlc~ G entitffd~ (nach C, fl). 

c) Die Grenze G is~ r fiir alle S~reckeIb die ldeiner als a sin& 
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Denn sei b < a, so ist der Satz einleuchtend, wenn man be ine  end- 
lithe A~za~l real (~ real) so abtragen kann, ~ n b ~ a wird (Folgerung 
des Kongruenzaxioms IV~ 3 und des StetigkeRsaxioms). Eine solche Zahl n 
aber muit es geben, da sonst der Grenzpunkt~ der zu b gehSrt, schon 
innerhalb a liige, der Begriff der Kongruenz dann abet bereits a u f a  nich~ 
mehr anwendbar w~re (Satz b). 

d) Die Grenze G ist~ dieselbe fiir alle Punkte, die zwischen 0 und G 
hegen (Folgerung aus Satz c and aus IV~ 3). 

e) Von einem Grenzpunk~ G aus ist auf der betrachtelen Geraden 
ein Sbreckenabtragen tiberhaup~ nich~ mSghch. 

Denn wiire dies der Fall~ so kSnnte man insbesondere auch die be- 
treffende Strecke g yon G aus nach 0 zu abtragen (gem~t~ C~ a), etwa 
G B  ~ g. Innerhalb G B  abet gibt es Stellen, yon denen aus a nach G 
kin ab~ragbax ist, also ist~ a < g ;  somit mtiBte nach (C, fl) auch a yon 
G aus abiragbar sein, was nicht der Fall ist. 

Also is~ ein solcher Grenzpunk~ G ein ~p'elativ singaliixer Punkff' 
hinsichthch der Geraden O G, falls er fiberhaupt ein eigentlicher Punkt 
isk (Siehe Ein]eRung.) Alle Punkte zwischen 0 und G sind jedenfalls 
eigentliche Punkte. Liegen fiber O G hinaus noch eigentliehe Pnnl~te, 
die nicht alle singuli4r inbezug auf die Gerade O G sind, so wiederhoR 
sich das Spiel. 

f) Existiert eine Grenze G n ich t ,  wird also 0 yon der Punktreihe 
A1, A 2 , . . .  wieder einmal iiberschritten (und dann immer wieder), so 
geschieht dies yon allen Punkfireihen B1, B~ , - . .  die dutch fo~wiihrendes 
Abtragen einer andern Strecke b auf derselben Geraden entstehen. Alle 
Punkte der Geraden sind dann eigentliche, auf der Geraden erreichbare 
P u n i C ;  wit wollen die Geometrie inbezug auf diese Gerade ,yore elliptischen 
Typus" nennen. 

Alle diese Siitze beweisen nun zusammen mi~ dem Axiom C, ~, den 
folgenden Satz: 

g) Seien sl und s~ zwei Strecken, die yon relativ-singul~ren t)unklen 
beziiglich ihrer Geraden eingesctdossen sind~ sdbst abet im lnnern keine 
relativ-singuliiren l~unkte enthalten, so kann man s 1 und s~ kongruent auf  
einander abbilden; und diese Abbildung ist, wenn man einen erreichbaren 
t)unkt A der Strecke sl einem ebensolchen ~ der Stxecke s~ zugeordnet und 
auf  beiden Strecken einen t~ichtungssinn festgelegt hat, ein-eindeutig und 
bestimmt. 

Dasselbe gilt in e~was abge~nderter Weise fiir zwei Geraden, yon denen 
eine resp. beide yon elliptischem Typus sind; nur wird die Abbildung ers~ 
dann ei~deutig, wema man bei jedem Pu,l~e noch angibt, wie oft man sich 
den Ausg~gspu~l~ A resp . /~  tiberschriY~ea zu denken hat. 
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Damit sind alle Siitze gewonnen, die gest~tten, den Begriff der 
,L~inge" einzuffihren. 

I) Zun~chst definieren wir Ffir eine Gerade mit dem erreichbaren 
Punkte 0 (ein solcher existiert gemK$ C, 3) die L~uge folgendermaSen: 

Irgend eine S~recke OA ohne relativ-singul~en Punk~ bezeichnen wir 
mit der Zahl 1. Den dutch for~gesetz~es Ab~ragen der Strecke OA 
hintereinander entstehenden S~recken OA~, OAs , . . .  geben wit die L~iagen 

1 (meine gauze Zahl) vers~ehen 2, 3 , . . . .  Unter der S~recke der Linge ~- 

wir die Strecke OB, die m real nacheinander abgetragen die Streeke 1 
ergib~. (Eine solche S~recke O B exisgert infolge der Stetigkeit.) 

Es gilt dann der folgende Satz: 

1 k,.nn dutch YergrSlterung yon m beliebig Die Strecke der L~nge 

klein gemacht werden; d. h. es gibt keine Strecke O C, die kleiner w~re 
als jede Strecke 1 = i ,  2, 3 , . . .  in 

Was miter der Strecke c zu verstehen ist, wenn c eine rationale 
Zahl ist, ist jetzt v~llig Mar. Die Stetigkeit ges~at~et abet, auch jeder 
Irrationalzahl eine Strecke zuzuordnen. Umgekehrt wird dann auch jeder 
Strecke yon 0 aus eine positive Zahl eindeutig als ,L~uge" zugeordnet sein. 

H) ffir alle anderen S~recken definieren wir dann die L~nge so~ da$ 
wir festsetzen, die L~nge sei bei kongruen te r  Abbi ldung  (Satz g) 
invariant .  Diese Definition ist unabh~ugig yon der Wahl des in Satz g 
gen,~nten Punktes A (nach IV, 2). 

Nun kSnnen wit die folgenden S~tze ableiten (Vergleiche w 2 meiner 
Dissertation): 

1) Seien die Punkte l : x l ,  Yl und 2 : x ~  y~ dureh eine S~recke otme 
relativ-singulire Punk~ verbunden, so kommt dieser Streeke eine L~uge 
zu, die eine positive Funktion der vier Variabeln xl, Yl; x~, y~ ist. Wir 
bezeiehnen diese Funktion mit .F(xl, Yl; x2, Y~). Da stets A B  ~ B A  sein 
sollte, so ist auch 

F(x~, ?/1; ~ ,  y~) = ~(x~, ~ ;  x ,  ~)*). 
2) Liegen die Punl~e 1, 2, 3 in dieser Reihenfolge auf ein mid der- 

selben Geraden, so is~ ste~s 
~(x~, ~ ;  x~, ~)  = ~ ( x ,  ~l; x~, ~) + F(x~, y~; x~, y~). 

Es ist dies eine Folge der Defini~ionen I) mid II) sowie des Kongruenz- 
axioms IV, 3. 

Die hingeschriebene Relation gel~e auch noch, wenn zwei Punkb zu- 
sammenfaUen, d. h. es sei 

�9 '(x, y; x,  y) = 0. 

�9 ) Dies is~ hier anders als in meiner Dissertation, siehe die Bemerkung auf 
Seite 233 in tier Einlei~xmg. 
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AuBerdem liit~ sieh noch aus der allgemeinen (~leichung 2) die 
FoIgerung ziehen: 

Setzen wit x~ ~- x 1 + s cos &, y~ = Yl + s sin @ (s > 0, siehe w 1) so 
ist F(x~, y,; x~, y~) eine mi~ s stets w a c h s e n d e  Funktion. 

3) F i s t  eine stetige Funktion seiner vier Argumente in einem solchen 
encllich ausgedehnten Bereiche, innerhalb dessen nut regulate Punlrte 
liegen. 

a) hndern wir die Pnn~e  1, 2 zuni~chst nut so ab~ dab sie auf 
der Geraflen 1, 2 bleiben~ so is~ der Satz eine leicht ~u erweisende 
Folgerung der Si~tze 2) sowie der Definitionen I) und ll) 

fl) Wollen wit den Satz al!gemein beweisen, so miissen wir alas 
k•iom D) (die Archimedische Forderung) hinzunehmen. 

Zuvor aber beweisen wit folgenden Hi i l f s sa tz :  
Tragen wit yon einem Punlrte A i m  ]nnern des genannten Gebietes 

auf allen Geraden eine S~ecke ~ ab, so kommen die Endptmkte dieser 
Strecken im S~nne der Namengebung nich~ beliebig nahe an A heran. 

W ~ e  dies niimlich der FaLl, so miil~te es einen Strahl S geben~ in 
dessen beliebiger N~ihe solche Endpunkte beliebig nahe (ira Sim~e der 
Namengebtmg) an A heranrfickten. Nun bestimme man aber auf S einen 

1 
Punk4 B so, dab A B  ~ - ~  e ist. In B errichte man auf S eine Senk- 

rechie (ira Sinne der Namengebung) und ~rzge nach beiden Seiten eine 

Sfrecke B D  resp. /) 'D' ebenfalls yon der Li~nge -~ ab. (hlle diese 

0perationen sind m~iglich, nach der Voraussetzung 
/ / / ~  fiber den in Rede stehenden Bereich.) Jetz~ haben 

.~.N~jD --s zafolge des Axioms D) alle Punkte im Dreiecke 
' A D D '  yon A eine Entfernung, die kleiner ist als e; 

Fig. 1. 
mitbi~ kSnnen sich yon den oben genannten End- 

p u n l ~ n  keine innerhalb ADD" befinden; also diirfen yon ihnen auch 
keine beliebig nahe an S und zugleich beliebig nahe an A liegen. 

Man ks.an daher um A ein im Sinne der :Namengebung endliches 
Gebiet abgrenzen, innerhMb dessen jeder Ptmkt yon A eLue Enffernung 
kleiner als e besi~zt. 

Sei nan A B  eine Strecke der L~nge 1 und lasse sich um A B  ein 
Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen kein singul~xer Pun l~ liege. Dann 
kann man tun A einen Bereich angeben, sodal~ ffir jeden Punkt A '  des- 

selben A A ' ~  ~ ist, und um B einen solchen Bereich, da~ fiir Pu~nl4e 

B" desselben B B ' < - d  ist; wobei , eine beliebig kleine vorgegebene 

(~iil~e is~. (Folgeru~ des Hii]fssatzes.~ 
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L~gt man nun die Punlr~e A '  and ]3' innerhalb dieser Bereiche 
irgendwie in die Pnnkte A, B einriicken, so ist nach der Archimedischen 
Forderung stets 

A B  < A ' B ' + B B ' + A A ' ( A ' B ' ~  ~, 

A'B" < A B  -k BB" + AA" < A B  -~ 2 

also 
I A ' B ' - - A B  I < e. 

Und damit is~ die Stetigkeit bewiesen. 

B 

A ~  B" 

A 
leig. 2. 

Wir woUen nun aber, um bequemer welter operieren zu kSnnen, 
noch das folgende Axiom einffihren: 

E) Es besitze die Funk t ion  F im al lgemeinen die vier ersten 
Able i tungen  nach allen Variabeln. 

Ob ein Tell dieses Axioms vielleicht beweisbar ist, oder ob es mSgliah 
ist, ohne dasselbe auszukommen, soU hier nicht welter erSrtert werden. 

Ich habe dann in meiner Dissertation gezei~, wie infolge der Stitze 
1), 2), 3) und des Axioms E) d/e L~/nge dl eines IAnienelementes ds, d~s 
yon der Stelle x, y in der Richtung ~ ausgeht, sich unabMingig davon, w ~  
endlichen Strecke ds angehgrt, folgendermaflen darstellen liiflt: 

dl -~ ds.  f(x, y, tg a), 

wo f eine positive, eindeutige und im aUgemeinen stetige und dreimal 
differentiierbare Funktion seiner A_rgumente ist. 

(In meiner Dissertation ist die Eindeutigkeit hinsichtlich des letzten 
Arguments tg ~ nicht gefordert.) 

Falls die betrachtete Strecke nicht gerade der y-Achse parallel l~iuft, 
ist es bequem, die weniger symmeh'ische Form 

dl = g(x, y, tg ~)dx 
anzuwenden. :Natiirlich ist ein~a~h g.  cos ~ ----f 

Al lgemein  werden wit  je tz t  unter  der L[inge eines bel iebigen 
Kurvenstt ickes,  das aber zun~chst in jedem Punkte  eine im all- 
gemeinen s te t ige  Tangente  besitzen soll, den Ausdruck vers iehen:  

f f(x,  y, tg #)ds resp. f g(x, y, y~dx,  

diese In~egrale l~ngs des be~effenden Kurvens~ckes ers~reckt, soda~ 

, d y  
y = y ( x ) ;  y = t g a = d - -  ~ 

zu setzen ist. Diese Definition ist mi~ der ffir Strecken gegebenen infolge 
unserer S tze 1), 2) una 3) tm 



Nunmehr schr~nken wir die Wi!lldir der Funktion f ,  resp. g, ganz 
erheblich durch die Forderung ein: 

4) Die F u n k t i o n  g, resp. f sell  so gewEhlt werden, dab die 
L~nge einer geraden Strecke kiirzer sei als die eines jeden 
andern,  die Endpunk te  der Strecke verb indenden Bogens der 
oben genannten  Art,  fiir dessen Elemente :  x, 'y ,y"  i iberhaupt  g 
a l l en tha lben  def in ier t  ist. 

Dies ist der Inhalt der eingangs erw~h~nten h rch imed i schen  
Forderung .  Nach den Lehren der u zerf~llt sie in 
die folgenden Teilforderungen: 

4a) Die Lagrangesche  Gleichung des aus fgdx entspringenden 
Variationsproblems muB die Form annehmen 

d"y ~ O. 
d x  ~ 

Also muB g der partiellen Differentialgleichung geniigen: 

v g ~*g ~g = 0~ 

worin y ' ~ p  gesetzt isk 
Man erhiilt diese partielle Differentialgleichung, indem man die 

Lagrangesche Gleichung aufstellt und dann beriicksichtigt, dab y " =  0 
sein sell*). 

Differentiier~ man die Differentialgleiehtmg far g nochmals naeh p, 

~g eine lineare partielle Differentialgleichung, so bekommt man far M =~-~ 

deren allgemeines Integral lautet: 

M =  w@, v-px)**). 
W ist eine willkiirliehe Funktion der hxgumente p und y -  px.  
Also ist zuniiehst g in der Form anzusetzen: 

g = f . f w ( p ,  v-px) dp+ p. y) + w(x, V), 
C r 

c ist eine beliebige Konst2.nte. 
Setzt man dies Resulta~ in die Differentialgleichung ~ r  g ein, so 

erh~ilt man dutch leich~ Recbntmg 

C r 

~X + P  Oy J" 

c und u bleiben bellebig. 

*) H i r s c h ,  Math. Ann. 49, w 7; D a r b o u x ,  1. c. p. 53ff. 
**) D a r b o u x ,  1. c. p. 58 u. 59. 
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Naehdem wir 

dient haben, wollen 

giiltige Form 

uns his hierher der formal einfachen Funktion g be- 

wir weit;erhin die aUgemeiner (auch fiir @ ~ 4 - ~  
k z /  

benutzen. 
Setzen wir noch 

und 
cos ~ 

f f(x, y, ~g e)ds 

W =  w(tg ~', y - -x  tg a) 

c =  tgao, 

so erhal~en wir nach leichter Rechnung 

a 

y s  ~u 0u f in @ - ~ ) w  (tg ~, y -  x tg ~)d �9 + ~ cos ~ + ~ sin ~. 
ao 

Dabei bedeutet v die Integrationsvariabele. 
4b) Die Weiers t ra l~sche Funk~ion E muB ste ts  ein nega t ives  

Vorze ichen  besi~zen. 

Seien x, y, ~g ~ = ~ die Wer~e yon x, y~ p l~ugs irgend einer Kurve 
C~ welche die gegebenen Endpunkte 1 und 2 verbindet; seien -~ = arctg/o 
die Richtungen der auf (~ einmiindenden Ex0remalen (Geraden), die yon 
1 ausgehen, so stell~ sieh E unter Benutzung der Funktion g(x~ y,~) 

~g(~, ~,p) ~g(~,Y,P)-I ~ , ) .  
g(~, ~, ~) + ~ ~p J 

dar dutch 

E = ~g(e, y,p) - p  ~p 

Fiihr~ man die vorkommenden Differentiationen an der DarsleUung yon g 
dureh W aus, und substituier~ hinterher w start W, so l~t~t sich der 
Ausdruck ftir E in folgender Weise zusammenziehen: 

@ 

=jsin (~ -  ~) w(tg ~, y - ~  ~g ~)d~. E 

Daraus  e rkenn t  man sofort ,  dag die no twendige  Bed ingung  dafiir, 
dag /~  s te ts  nega t iv  wird,  die ist,  dal~ w in se inem ganzen Deft- 
n i t i onsbe re i che  das pos i t ive  Zeichen besitz~. Und diese BO 

d ingung  ist  auch h inre ichend,  da wir ffir ~ die Beschr~nkung  

annehmen  diirfen, da$ l ~ - a l  < ~ ist. Dariiber weih~res im w 3. 

*) Vergleiche Kneser :  ,,Lehrbuch alex Variationsreclmunff'. Braunschweig 1900. 
p. 77, Formel 58. 



Es mag bemerkt werden, dab es im vorliegenden Falle keinen Sinn 
haben wiirde, nut den EintTit,~ eines schwachen Minimums zu fordern~ 
sich also mit der Effiillung der Legendreschen Bedingtmg zu begniigen. 
Denn wie eine n~here ~berlegtmg zeigt, is~ die Fordertmg, dab ein 
schwaches Extremum fiir alle Strecken sta~finden so]], auf denen f(x, y, y') 
fiberhaupt exisfier~, gleichbedeu~end mit der Forderung des starken 
Extremums. 

Was die Jacobische Bedingung angeh~, so ist sie in dem Falle, dab 
wir die Grenzen des zum Minimum zu machenden lntegrales festhalten, 
yon selbst effiillt, da alle yon einem Pnnl~te ausgehenden Geraden keine 
zweite Enveloppe besitzen. Nut in dem Falle, dab aUe Plmk-~e und 
Geraden der erweiter~en Geome~rie erreichbare Punkte und Geraden sind, 
ist noch eine Bemerkung hinzuzufiigen, hinsichflich deren wit aber auf 
den w 4 verweisen mSchten. 

Abgesehen davon kSnnen wit jetzt das folgende Resultat aussprechen: 
Alle ebenen Geometrieen, die unseren Axiomen und insbesondere der 

Archimedischen ~orderung entslarechen, sind dutch eine Maflbestimmung ge- 
geben, in der sich das Bogenelement dl ausdriickt dutch 

d l ~ d s  { f s i n  (P--v)w(~g ~, y- -  x tg 4)d~ + 
ao 

~u(x, y) ~u(x, y) sin@} ~x COSO'+ Oy 

wobei w eine in ihrem Definitionsbereiche i~berall l~ositive Funktion sein muff. 
Auch die fr'fihere Einschri~nkung~ nach der zum Vergleiche nur Kurven 

mit sletiger Tangente herangezogen werden so]lien, f~illt jetz~ weg. Die 
Gerade ist auch kiirzer wie jeder Kurvenzug, f4ir den die Liinge etwa im 
Hilbertschen Sinne*) definier~ werden kann. 

w 
Die  Monodromieax iome.  

Die einzige Forderung~ der in unserer Darstelhmg des Linienelementes 
noch nicht Folge geleisiet ist, ist der Tefl des ersten Kongruenzaxioms, 
tier aussagi, daJ~ 

A B  ~ B A  

i'st. In meiner Dissertation babe ich diese Kongruenz nicht gefordert: 
es finde~ sich dementsprechend dor~ folgende Definition: 

I) Wenn A B ~  _BA is~, oder, was dasselbe ist, were1 f(x,  y, ~g ~) 

*) Siehe C. A. Noble: .Eine neue Me.ode in der Varia~ionsrectmung". Disser- 
~tion G~ingen~ 1901. Kap. H, 
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eine eindeutige Funktion anch des letzten Argumentes ist, so wollen wit 
sagen, das , s t a r k e  Monodromieaxiom" sei eff!!l!k 

Da wit die Befriedigung dieses Axioms bier st~ndig fordern~ mfissen 
wit uns noch ~ragen, welche Beding~ugen dadurch den Fanktionen w 
und u sowie der Konstanten c des vorigen Paragraphen auferlegr werden. 

Ich babe nun in meiner Dissertation gezeigt, dab die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die Erfifllung des starken Monodromie- 
axioms die folgenden sind: 

1) Es mug w eine eindeut~ge Funktion yon x~ y, t g a  sein. 
2) Die Funk~ion u daft nicht will~'rlich angenommen werden; sie 

bestimmt sich vielmehr folgenderma]en: 

~o+~ 
~u f a  

1 tsinv- wd~ 
o'o+~ 

~u 1 f c  - -  OS V "wdv. 

Die Integrabilitii~sbedingung ist effiillk Msdann wird dl (resp. f(x, y, tg 
yon ~o ganz unabh'~ngig und l~i~t sich in die einfache Form bi4ngen: 

dl ~ - ~ j  . 

.Dies ist das .L~ingen~ment in dem lXalle, daft das starke Monodromieaxiom 
erf llt ist. 

Verzichtet man aber auf das starke Monodromieaxiom, so garantier~ 
die in w 2 gegebene Darstellung noch nicht einmal die Eindeutigkeit der 
L~ngenbestimraung flit eine S~recke A B .  Halte ich A fes~ uncl lasse B 
irgendwie herumwandern, bis es wieder in seine ursprtingliche Lage zuriick- 
kehr~, so brancht nach einem vollen Umlauf des ~ um 2~ die L'~nge 
der S~recke A B  nicht mehr dieselbe zu sein, wie beim Ausgang. Dieser 
Umstand gab in meiner Dissertation die Veranlassung zu folgendex 
Defi~Rion: 

H) Wen, dl oder f (x,  y, ~ ~) nach einem vollen Umlauf des a ,m 2~ 
wieder den alten Wer~ bekommt, /7' also im vollen Si~ne eine eindeutige 
Fnnktion ist, so wollen wit sagen, das , s c h w a c h e  Monodromieaxiom" 
sei effiiUk 

Ich babe in meiner Dissertation gezeig~ daI~ die hinreichenden und 
notwendigen Bedingungen fiir die Befriedigung des schwachen Monodromie- 
axioms die folgenden sin& 

1) Es mug w eine eindeutige Funk~io n yon x , y ,  sin#,cos@ sei~L 
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2) Es miissen die l~ela~ionen sf~ttfinden: 
2 ~  2 ~  

f sin v , w dv ~ O und f eos v . w dv ~ O. 
o o 

Von der Funk~ion u ist nut Eindeutigkeit hinsiehtlich der Variabeln x, y 
zu verlangen. 

Wir wollen aber im Laufe der folgenden Betxachtungen stets das 
starke Monodromieaxiom als erffillt voraussetzen mit Ausnahme des 
Beispiels der Minkowskischen (~eometrie (siehe w 5). 

w  

Die Normalgerade; die elliptischen Geometriee.. 

Bis hierher blieb die l~ormalgerade yon der Betraehtung ausgesehlossen, 
wit k~innen abet nachh~glich ihr Verhalten ohne weitere Rechnungen 
fests~ellen, indem wit zun~chst die folgenden aUgemeinen Sitze beweisen: 

1) CTelten unsere siimtlichen Axiome A, B, C, D, E ftir alle Pun lyre 
und Geraden mit Ausnahme einer einzigen~ yon der dies noch ungewil~ ist, 
und haben alle auf die ausgezeictmete Gerade einmfindenden Streeken 
einen bes~immten endliehen Weft, so hat jede Strecke auf der fragliehen 
Geraden ebenfalls einen bes~immbn end:lichen Wer~h, d. h. die Linge 
einer (variablen) Strecke, deren Endpunkb irgendwie in die Endpunkte 
der fraglichen S~recke hineinriicken, konvergier~ gegen einen festen end- 
lichen Grenzwert unabh's yon der Art des Grenziiberganges. 

2) Sind die Voraussetzungen des Sa~zes 1) erfiillt, gilt also ins- 
besondere die Arehimedische Forderung f'tir alle in einer gewissen Um- 
gebung der fragIichen Streeke gelegenen Strecken, yon denen h(ichsbns 
ein Punkr auf der Geraden liege, so ist aueh die fragliche S~recke selbs~ 
die kiirzesb En~fernung ihrer Endpunk~e. 

Fig. 3, 

Der Beweis des ersten Sa~zes ges~tet sich 
folgendermagen: 

Es sei Gi G~ eine S~recke auf der Geraden, ffir die 
wit die Exis~en~ der L~nge noch nicht wissen. A B  
sei eine Strecke, deren Enden A und B in G 1 und G~ ein- 
laufen sollen; A1, Bi sei eine andere Sh-ecke dieser Ar~. 

Wit verb[aden dann A, G1, A i untereinander 
dureh Strecken, ebenso B~ G~, .B I. 

Zun~chst beweisen wit je~z~, da~ wit um G 1 ein 
end|iches Gebiet abgrenzen k~innen, dessen s~mfliche 
Pu-~e ,  abgesehen yon den PunkCen der kritischen 
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Geraden, yon G1 eine Enffernung haben, die kleiner als die willkflrlich 
angenommene GrSt~e e is~. Zu dem Zwecke ziehen wir durch G~ zwei 

Geraden, auf denen wir naeh beiden Seiten ~- abtragen. Verbinden wir 

die vier Endpunkte dieser Strecken untmr einander, so haben alle Punk~  
innerhalb des entstehenden Rechteckes die verlang~e Eigenschaf~, wie 
dutch zweimalige Anwendung der Arehimedischen Forderung hervorgehf. 

Infolgedessen k6nnen wir A~ mad A so nahe an (~1, and B and ~B~ 
so nahe an G~ wiihlen, dat~ 

Al Ot < ~ BG~ < ~ A G~ < --if; y ;  W; 

is~, wo e eine beliebig vorgegebene kleine Zabl bedeu~e~. 
der Archimedischen Forderung auch 

A A I  < ~ und B B ,  <: s. 

Daraus sehliegt man nach derselben Forderung 

P,, < - f  

Dann ist naeh 

also ist 
A1B i < A B  -t- 2~ 

lira A B = lira A I B1; 
~ = 0  ~-----O 

und diesen Limes nennen wit die Enffernung G~ G~. 
Dami~ is~ der erste Satz bewiesen. Der zweite Safz sag~ nun aus, 

dat~ auch die Strecke G1G ~ kleiner ist als jede andere Verbindung der 
Punk~e G1 und G~. 

Giibe es n~mlich eine Mirzere Verbindung, so kSnntm man jedenfalls 
eine nicht l~ngere konst-raieren, die aus zwei S~recken G~C und C G~ 
besteht. Nun kann abet auf C G 1 ein Punkt A und 
auf CG~ ein Pu ,k t  B so gewiihlf werden, elat} 

A G  1 < - ~ ,  

Da weit;erhin jedenfaUs 

A B  < A C, + BC ,  
so folgt 

oder 
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well ~ beliebig klein gemaeht werden kann, in dieser Ungleiehheit aber 
lauter OrSBen vorkommen, die yon e unabh~a~gi_g sin& 

Da$ abet auch das Gleiehheitszeichen unm5glich is~, folg~ daraus, 
da$ man noeh Wege zwisehen G, und G~ kons~Tuieren kann, die kfirzer 
sind als CG~ + CG~, z. S. G~,EFG~ (s. Fig. 4), die abet andererseits 
doch wieder nur gleich G1G ~ sein dfirften, was ein Widersprach ist. 

Dami~ is~ der Sa~z bewiesen. 
Wir  betrach~en nunmehr  eine Oeome~rie yon v511ig ellip- 

t i schem Typus; d. h. eine Geomet-rie, yon tier wit wissen, da$ jede 
Gerade auger der Normalgeraden eine endliche L~nge besi~z~; in der es 
also sonst keine relativ singul~ren und gar keine uneigenffichen Ptmkte gibk 

&ugerdem m5gen wir wissen, dab in jedem Dreieck, das yon der 
Normalgeraden nich~ geschni~en wird, die Summe zweier Selden grS$er 
ist als die drit~e. 

Wir stellen die Fragen: 
1) Warm existier~ aueh auf der Normalgeraden eine Lgngenbes~immung ? 
2) Warm is~ diese so beschaffen, dag auch ffir sie die Archimedische 

Forderung efffillt ist? 
Auf Grtmd der bewiesenen S~tze kSnnen wit jedenfalls soviel aus- 

sagen: 
Betrachten wit auf der Normalgeraden eine bes~imm~e S~reeke s, so 

konvergieren die L~ingen aller S~recken, die yon einer bestimm~en Seite 
in die be~rach~ef~ S~ecke s einrficken, gegen eine bestimmte Grenze and 
dieser (~renzwer~ ist auch die untere Grenze flit die L~agen aller Ver- 
bindungen, die~auf der be~rachteten Seite der S~ecke s liegen. 

Um allerrlings diesen Sa~z auf die ~Tberlegungen im Anfange dieses 
Paragraphen s~fi~zen zu kSnnen, mfiB~en wir zeigen, da$ auch in einem 
Dreieck, yon dem eine Ecke in die Normalgerade einriickr noch immer 
jede Seite kleiner bleibt~ als die Summe der beiden andern. DaB dies aber 
ta~s~cMic'h der Fall is~, l~B~ sich dutch Betrachtungen erweisen, die den 
im Anfange dieses Paragraphen angestetlten sehr ghnlich sind. 

Wenn wir aber zeigen wollen, dag die durch hnn~herung yon ver- 
schiedenen Seiten an die Normatgerade erzielt~n (]renzwer~ fiir die 
L'~ngen einer S~recke fibereinst.~mmen, so mfissen wit die Archimedische 
Forderung auch ffir Dreiecke efffill~ wissen, welche yon der Normalgeraden 
durchse~z~ werden. Und fiber solche Dreiecke sagen die Betrachhmgen 
des w 2 noeh niehts aus. 

(Es is~ bier fibrigens noch eine Bemerkung einzusehal~en. In der 
e~p~isehen Oeome~rie gibt es zwei S~recken endlicher L'~ge, welehe zwei 
P n n ~  vefbinden (wenn wit prin~ipiell yon Strecken, die lgnger sind als 
tier Umfang der ffanzen Geraden, sich abet ~eilweise selbs~ ~iberdecken, 
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absehen). Unter diesen ist na~iirlich im a!lgemeinen nut die eine die 
wirklich kiirzes~e Verbindnng der beiden Punkte. Tro~zdem bleib~ der 
Satz, dab im Dreieck jede Seite kfirzer ist al_s die Summe der beiden 
audern immer bestehen, wenn wir nut unter allen Strecken, welche drei 
Punkte verbinden, solche Tripel ausw~en~ die ein Stfick aus der Ebene 
ausschneiden. DaB dieser Satz rich~ig is~ solang.e die Normalgerade das 
Dreieck nicht sclmeidet, folgt aus den Be~rachtungen des w 2). 

Soll abet in einem 1)reiec~ die Summe zweier Seiten auch dann noch 
grSfler sein als die dritte, falls das Dreieck yon der iVormalgeraden geschnitten 
wird, so ist, wie wir sofort erkennen wet- 
den, die hinreichende und notwendige 
Bedingung dafiir die, daft alle Geraden 
dieselbe Gesamtlgnge haben. 

Wir woUen zuniichst zeigen, dab 
die Bedingung no~wendig ist. 

Betrachten wit die beiden Geraden 
gi und g~, die sich in A schneiden. Dann 
kann man auf g~ einen Punkt B so 
w~i~en, dab A B < e ist, wo e eine be- 
liebig kleine Zahl ist. Dm-ch B ziehe 
man eine Parallele p zu gl; gl und I) 
schneiden sich also auf derNormalgeraden 
im Punkte C. Sei I i die Liinge der 
einen Strecke A C (also g l -  li die der 
andern) und /~ die Liiage der einen 
Strrecke/~C (also p -- le die der andern), 
so ist l ~ < l  I + A B  oder l ~ < l l + e .  
Soll nun der in Rede stehende Dreiecks- 
satz auch gelten f'tir Dreiecke, die yon 

! 

! I 
| 

! 

C 

l~ig. 5. 

der Normalgeraden geschnitten werden, so muB er auch erffullt sein fiir 
das schrafiierte Dreieck A B C .  In diesem miiBte also sein 

oder 
g2 -- A B < gi -- ll + l~ 

g~ < gl-t- 2 ~. 

Ganz analog l~Bt sich beweisen~ dab 

Da nun ~ mid ~' beliebig kleine GrSBen sin(l, so folgt gl =g~, w. z. b. w. 
Der Fall, dab gl und g2 paraUel sind, lrtBt sich dutch zweimatige 

Anwendung des eben bewiesenen Sat~es erledigen. 
M a t h e m a t i s c h e  A~,~len, Y~IZ 17 
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Nun zeigen wir auch, dat~ die Bedingung, dab alle Geraden gleiche 
L~inge besi~zen, hinreichend ist da~r,  dab auch in Dreiecken, die yon der 
Normalgeraden gesctmitten werden, die Summe zweier Seiten grStier ist 
als die dritte (falls dieser Satz giiltig ist fiir alle Dreieck% die yon der 
Normalgeraden aicht geschnitten werden, wie wir voraussetzen). 

Betrachten wit wieder das schras Dreieck A BC. W~re nun der 
genannte Satz falsch, also etwa ( g ~ - - A B ) ~ g ~ - - 1 1  -~ l~, so folgte, da 
gl -~ g~ ist, A B  -~ l~ ~ l~, was unmSglich ist, da A B ,  l~, l~ die Seiten 
eines Dreiecks sind, das yon der Nomalgeraden n i c h t  durchsetzt wird. 

Ebensowenig kann gl -- 11 ~ g~ -- A B  + l~ sein, da dann A B  ~ 11 + 12 
sein mtisst% was aus denselben Grfinden falsch ist. Die dritte SeRe li~t~t 
sich natiirlich ebenso behandeln. Damit ist die Grundlage gewonnen, 
um die an den Azffang gestellten S~tze vollstiindig anwenden zu kSnnen. 
Es existiert daher auf der Normalgeraden eine eindeutig festgelegte 
Mal~bestimmung, wean 1) die Geometrie fiberall yore elliptischen Typus 
ist und aul~erhalb der Normalgeraden iiberall unsere Axiome effiillt, 
2) wenn alle Geraden dieselbe Gesamtl~nge besitzen. 

Welche Bedingungen ergeben sich daraus fiir die FunkCion w? 
Bedingung 1) verlangt: 

s @ 

8.~--O0 

hat ffir alle endlichen Xo, Yo und flit alle ~ einen bestimmten endlichen 
Wert. 

Bedingang 2) verlangt, dat~ 

yon a ,  Xo~ Yo unabhiingig ist. 
Nun l~t~t sich zeigen, dal~ dies tatsiichlich stets daan eintritt, wean 

die beiden Integrationen fiber s trod ~ vertauschbar sind. 
Nehmen wit  an~ daft diese Integrationen vertauschbar seien, und daft 

die Ziinge auf allen G eraden einen endlichen Weft besitze, so erf~illt unsere 
Geometrie yore dli~tischen Tylms iiberatl ohne Ausnahme die Archimedische 
l~orderung und alle Geraz~ haben dieselbe Gesamtliinge. 

Dies ist so zu verstehen: 
Von den beiden, zwei Pun~tm verbindenden Strecken ist s~t~ die eine 

die absolut kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Ptmkten, wenn nicht 
grade beide Strrecken gleich sind. J ede  der beiden Strecken abet ist~ kfirzer 
als jedes solches Karvenstfick, das unter FesChalten der Enden dutch 
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stetige Defomation aus der S~recke erzeugt werden kann, das also mit ihr 
aus der elliptischen Ebene ein Sttick herausschneidet. (Die beiden Strecken, 
in die eine elliptische Gerade (lurch zwei Punkte geteilt wird, kSnnen n ich t  
in einander tibergeffihrt werden. Es zeigen diese let.zten Betrachtungen 
einen wesentlichen Unterschied der eUiptischen Geometrie yon der sphgrischen, 
in der alle diese S~itze in dieser Form nicht gdten.) 

w  

Beispiele. Die Minkowskische und die Hilbertsche Geometrie. 

l) Der niichs~ einfaehe Fall ist der, dab die Punkte einer und nut 
einer Geraden unerreichbare Punkte sin& Wir werden diese Gerade die 
, ,unendlieh ferne Gerade" nennen. 

Wir kSnnen ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit annehmen, dab 
sie mit der Normalgeraden zusammenfalle. Das Para l le lenaxiom ist  
je tz t  im Eukl idschen  Sinne erfiillt. 

Es wird ein gewisses Interesse haben, solche Geometrieen zu suchen, 
in denen zu jeder Schar paraUeler Extremalen (Oeraden) eine Sehar 
paralleler Geraden als , ,Transversalen" im Kneserschen Sinne gehiirt. 

Eine leichte Rechnung ergibt, dab die hinreichen'de und notwendige 
Bedingung daftir, dab eine Geome~rie der vorstehend gekennzeichneten 
Art vorliegt, die ist, dab w yon seinem zweiten Argument unabhii~gig 

~u ~u 
und dab ~-~ = a, ~-~ = fl Konstanten sin& (W'ir lassen bier einmal zu~ 

dab das starke Monodromieaxiom nicht effiillt is~.) 
Das Liingenelement hat also jetz~ die Form: 

@ 

#o 

und die Lgnge der S~eeke 1 2 ist gleich 
& 

Die MaBbestimmung isg also auf jeder Geraden proportional der gewShn- 
lichen Euklidschen Maflbestimmung und yon jeder Parallelverschiebung 
unabl~agig. 

Das heiBt aber: 
Die einzige Geometrie unserer Art, bei der zu laarallden G e r ~  

wieder paralld~ Geraden als Tran~versalen geh6r~a, ist die Minkowskische 
17" 



Geomet/r/e (siehe EinleRung); den~ diese ist dutch die eben genaan~en 
Eigenscha~en charak~risiert. 

Die ,Aichkurve".s telR sich in den Polarkoordiaaten r~ ~ dar dutch 
@ 

a~ 

Daraus folg~: 

Da abet w(@) der einzigen Bedingtmg tmterworfen war, stets posRiv 

zu sein, -and andererseits + --I bis auf einen s~e~s posi~iven Fak~or d~ ~ r 
gleieh dem Kriimmungsradius der Kurve ist, so erhal~en wir fiir die 
Aichkurve  die einzige Bedingung,  dal~ sie eine t iberall  konvexe 
Kurve um den N u l l p u n k t  darstel lk  

Dal~ sie den Nullpunkt wirklieh umgibt, driickt sieh durin aus, daft 

1 fiir alle # einen endliehen Wert besitz~, falls wit annehmen, dab alle 

Punkte regulKr sind. 
Ferner ist klar, da$ die Forderung des starken Monodromieaxioms 

daxauf hinausl~i~ dab die Aichkurve eine znm Anfangspun~ symme~rische 
Karve seia muB. 

II) Herr Hi lbe r t  hat  in einem an tterrn Klein gerichteten Briefe 
(siehe Einleitnmg) eine Geometr ie  aufges~ell~, in der ebenfal ls  die 
Gerade Kiirzeste ist. 

Beta~achten wir in der xy-Ebene eine konvex% geschlossene Kmwe 
und definieren fiir das lnnere derselben die Entferaung zweier Punk~e 
dutch den Logarithmus des Doppelverh~iltnisses, das diese beiden Punkte 
mit den Schnit~unk4en der durch sie festgelegten Geraden auf der ge- 
nannten Kurve bilden, so erhalten wit die fragliche Mal~bestimmung. 

Sei H ( x ,  y) = 0 die Gleichung der bestimmenden Kurve~ y = p x  + b 
eine Gerade, so ergeben sich die Werte der Abscissen der Sctmittpuakte 
der (]eradea mit der konvexen Km~ve dutch die Gleichung H(x,.px + b) = O. 
Entweder hat diese Gleichung ftir x zwei reelle Wurzeln~ oder eine mehr- 
lathe Wurzel, oder gar keine reeUe Wurzel. 

Seien die Wurzeln, falls sie existieren, v~(p~ b) und v~(p~ b), so erh~iR 
man mit leichter Miihe fiir den Ausdrack W ( p , y - - . p x )  den Weft 
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wobei fiir v~ die grSBere oder kleinere der beiden Wurzeln zu nehmen isi, 

je naehdem + ~- < ~ < -~- oder -- ~- < ~ <2 y ist. 

Es zeig~ sieh dana, alas die Funktion 

1 
w----cosS @ W 

ein stets positives Vorzeichen besitz~, wenn die Kurve H(x,  y) ----0 iiberall 
konvex is~. Ferner ist w definiert ffir alle Punkte im Inn ern der Kurve 
H = 0 .  

HI) Man kann nun offenbar eine wei~ allgemeinere Geometrie unserer 
Ar~ erzeugen, wenn man 

~ ' ~  ~(*'~,~ - -  v~,t) 
W 

setz~, wo die vx Kurven H~ = 0 entsprechen. 
Ob man aber dutch solehe U b e r e i n a n d e r l a g e r u n g  H i l b e r t s e h e r  

Geome t r i e en  die allgemeine Geometrie unserer Art erhalten kann, habe 
ieh noch nicht klarstellen kiinnen. 

w  

Uber den Einf luf l  yon Uns te t igke i t en  der Funkt ion  w .  

Es set mir ges~atte~, aus den in der Uberschrif~ dieses Paragraphen 
angedeuteten Untersuchungen bier nut einen Satz herauszuheben; im fibrigen 
set auf meine Dissertation verwiesen (w 5--8).  

Der be~reifende Satz lau~et: 
Hat die Funktion w Singulari~ten der Art, dat~ fall anch l~gs ether 

fiber solche SteUen hinweg gehenden Geraden einen besfimmten endlichen 
Weft  b e s i t z t -  also die betxeffenden Punkte, fiir welche die Singulari~ten 
eintreten, noch als erreichbare Punkte zu bezeichnen sind m so zeigt die 
zu w gehSrige Geometrie keinerlei Abweichungen yon der Archimedischen 
Forderung, falls nut w auSerhalb der be~reffenden Stellen iibexall positiv 
bleibt. Die gerade Strecke bleibt also die kiirzes~e Verbindung ihrer 
Endpnntr~e. 

w  

u  des Begriffes , ,Aichkurve".  

Angenommen, w set l's eines S~iickes der y-Achse reguliix, eine 
hnnah~e, die keine Beschr~mng  bedeute~. 

Bflden wit jetz~ in Polarkoordi~aten r, # fiir jeden P n , ~  x ~ O, 
y ~ b als A nfangspnnkt; die Kurve 



,~o 

so f ~  diese fiir den Fall, dab w yon b tmabh~gig ist, mit der 
Minkows~sehen Aiehkurve zusammen. 

Ffir unsere Km~ve gilt ilie Differenfialgleichung 

(1) = w ( a ,  b). 

Ou 
Sowei~ w wfllkiidich ist, ist die Kurve aueh willkiirlieh, dema (b-x)~=o 

und O( ~] sind natiirlieh wiUktirliehe Funk~ionen yon y resp. b. 
\oy/ X - ~  (} 

Ist das sehwaehe Monodromieaxiom efftillt, so heil~t das offenbar, 
dab zu jedem # + 2k~ dasselbe r gehSr~ wie zu @ (k eine ganze Zahl), 
dab die Kurve also geseMossen ist. Is~ das starke Monodromieaxiom 
erffill~, so geh6r~ zu jedem ~ + k~ dasselbe r wie zu a, die Kurve is~ 
also in bezug auf x = 0, y = b symme~risch. 

Da aber~ wie wir schon frfiher sahen 

d~ 1 
r 1 

his auf einen positiven Faktor gleich der Krfimmung der Kurve ist, so 
sag~ w > 0 aus, da~ die Kurve stets konvex is~. 

Dami~ haben wit das Resul~t: 
Man erhiilt die a l lgemeins te  ebene Geo~netrie, in der die Gerade 

Kiir~este ist, in folgender ~Weise: 
Um jeden Puak~ einer Geraden, die wir zur y-Achse machen, beschreibe 

man eine konvexe Kurve. / a n  seize dann die Gleichung dieser Kurve 
in Polarkoordina~en r~ O um den Punk~ der Ger~len in der Form ~ die 
stets zu erhalten is~: 

1 =  g(e, b) 
o d e r  

6~ 

ao 

wobei b der Parume~er ist, der den Pun~  auf der Geraden markier~, und 
u(x, b) noeh in man, igfaeher Weise gew~l t  werden kann, nur so, dab 

(~)~=0 dureh g geg~ebene Funl~ionen yon b sind. w abet is~ 

volls~adig dutch g besfimmt, na~h Gleichung (1). 
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Dann is~ das Liingenelement der gesuchten C~eometrie gleich 

& 

as  s i n ( & - - v ) w ( v , y - - x i g v ) d v W - ~ c o s e + ~ - y  sin & } ; 

die L~inge also bis auf eine bloge Funk4ion des 0r~es (unabhiingig yon 
dem Verbindungswege der Endpun~e) besfimmk 

Isg die gewiihlte Kurve symmetrisch, so kann das starke Moaodromie- 
axiom erftillt werden durch passende Wahl yon u, das claim ebenfalls 
v~illig bestimmt ist*). 

Is~ die Kurve nach einem Umlaufe geschlossen, so isg das schwache 
Monodromieaxiom erfiillt, wie sonst auch u - -  abet in ~-bereins~nmung 
mit dem oben Oesag~en - -  gewiihl~ werden mag. 

Diese, die Geometrie also wesentlich besfimmenden Kurven m(igen 
, , A i c h k u r v e n "  heiBen. 

Kapitel II. 

Die  G e o m e t r i e o n  i m  R a n m e .  

w 
Der Aufbau der postulierten Geometrieen. 

Wenn wir j&zt zum Raume iibergehen, so stehen der VeraUgemeinerung 
der iJberlegungen des w 1 keinerlei Schwierigkeiten im Wege; wit kSnnen 
also jedem Punkh~ aul~erhalb der Normalebene ein Zahlentripel x, y, z 
zuordnen; die Oerade ist dann darges~ellg dutch die Oleichungen: 

y = p x  + u ,  

z = q x  + v, 

oder dutch die Differenfialgleichungen 

d~x d~Y -~- O, d~z -~- O~ 
ds ~ - -  O, ds ~ ds ~ ( d s - -  + V-dx~+ d y  ~ + dz~).  

Was nun die Untersuchungen des w 2 angeht, so haben unsere h•iome 
jetzt ganz analoge Resul~te wie damals: es li~fi~ sieh die Liinge einer 
geradlinigen Strreeke im aUgemeinen darstellen dutch das In~gral:  

fi< x ,  y ,  z ,  y ,  z') d x .  
Xl 

y, dy  , d 
= -d-~ , Z ~ -d~ 

*) Siehe w 3. 
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und immer dutch 
8 

, y ,  z ,  ds  ' ds  ' d s ,  
0 

wobei f in den drei letz~en Variabeln homogen yon der ersten Dimension ist. 
Fiir andere Kurven definieren wir dann die L~mge eines Abschnittes 

dutch obiges Integral, das wir r~ngs der betreffenden Kurve erstrecken. 
4) Die Archimedische  Forderung,  da]~ die Gerade die kiirzeste 

Verb indung  zwischen zwei gegebenen Punk ten  sein soll, zeff~illt 
wieder in zwei andere: 

4a) Es miissen die beiden pa~ellen Differentialgleichungen erfiill~ 
sein, die dm-ch Vergleichung der Differentialgleichungen der Geraden mit 
den Lagrangeschen des Variationsproblems entstehen, n's 

~g ~g ~g ~g 
(1) O =  ~p~----~+ ~ p ~ y p +  ~p~z q ~y, 

( p = y , q = z ' )  ~*g ~g ~g ~g 
(2) 0 = ~q ~-~x + ~q ~yP + ~q ~z q -- -~" 

Daraus erhiilt man ztmiichst als notwendige Bedingung, da~ ~g 

~'g ~g je eine Funktion yon p, q, u = y - - p x ~  v = z - - q x  aUein 

sein mfissen. 
Setzt man dementsprechend: 

~g 
~p2 - - =  U@, ~, ~, v), 

~'g = v ( p ,  q, u, ~), 
~p vq 

~-g- = W ( p ,  q, u,  v), ~q2 

so liefer~ die Bedingung ffir die Vereinbarkeit dieser drei Gleichungen 
die Relationen: 

~u ~v ~v ~w ~u ~v ~v ~w 

woraus wieder folgr da$ U, V, W je der par~iellen Differentialgleichung 
geniigen miissen: 

~,h ~,h (~ = u, v, v �9  

Beriicksich~igr man alles dies, so erh~lt man als no~wendigen Ansa~z 
ffir das L~ngenelement den folgenden: 
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+ dr(x, 

wobei t eine wiUkfirliche Fun~ion yon x, y, z bedeutet, Po, qo irgend 
welche Konstau~en. 

DaB die hingeschriebenen Kurvenin~grale einen nur yon den Grenze~ 
abh~ngigen Wer~ haben, ist an die Erfiillung der Rela~ionen (I) gebunden. 

Erstrecken wit die inneren In~egrale s~e~s fiber dieselbe Kurve wie 
das ~iuBere, so kS~nen wit auch schreiben 

_~oqo ~oqo 

Und dab der so best imm~e A usd ruck  ffir g auch die Dif ferent ia l -  
g l e i c h u n g e n  (1) und (2) be f r i ed ig t ,  wenn nu t  U, ]7, W den Be- 
d i n g u n g e n  (I) geni igen,  ist  l e i ch t  nachzuweisen .  

4b) Damit wirklich ein Minimum eintritt, mu~ die Weie r s t r aB-  
sche /~ -Funk t ion  stets negativ sein. 

Sind 10, q die Wer~e yon 1o, q auf irgend einer die Endpunkte der 
ins Auge gefal~ten S~ecke verbindenden Kurve C, 10, q die Werte auf 
den in C einmiindenden Extremalen (Geraden), welche yon dem einen Ende 
der Strecke ausgehen, so lautet die /~-Funktion: 

g(P' q) + ( q -  q) ~ :1" a~ �9 E = { g @ , q )  - + 

Mit Hfilfe yon (II) erh~It man nun leicht 

I ~ =  ~ y  y(Udpdp-t-2Vdpd~-l-Wd~dq). 

Damit aber dieser Ausdruck stets negativ sei, ist notwendig and hin- 
reichend, r an jeder Stelle des fitnfdimensionalen Raumes p, q, x, y, z 
und f~r jedes dp, dq 

dx "Ud ds ( pd~+2Vd2dg+Wd~ldq) >O 

sei, woraus wieder folg~: 

d~ *) Yargleiehe Noble  1. c. p. 65. Der Fak~r. ~ mu/~ no~wendig hin zugenommen 

werde~, wenn wit nich~ vorausse~en, dat~ y und z lgngs (~ eindeu~ge Funk~onen 
yon x sind, w~s bier eine wesen~liche Beschr~!~lrung bilclen wfn'de. 
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(III) U- W -  V ~ > 0 

was wit aueh sehreiben kgnnen: 

d ~  
und ~7 U > 0 ,  

(lIIa) a~g ~ g  ( ~ g  ~ dx ~ g  ap~ aq~ \ a ~ U  > 0 '  d-7"~-~ > 0 "  

Wir kSnnen somit folgendes Resultaf aussprechen: 
Erfiillen die im iibrigen willkiirlichen ~Funktionen If, 17, W der vier 

Argumente 19, q, u = y -- Xl), v = z -- qx  die Bedingungen (I) und (HI), 
so liefert der dutch (II) gegebene Ausdruck des Liingenelementes dt  die all- 
gemeinste Maflbestimmung, die den in der F~inleitung erwiihnten Axiomen 
entswichL (Abgesehen yore s~arken Monodromieaxiom.) 

Machen wir die nicht wesenfliche Annahme, dal~ U~ V, W an der 
S~eUe io-~ 0, q = 0 reguliix seien, so kSnnen wit Po = 0, qo = 0 setzen. 

Werde weiterhin eine GrSi~e e dutch die Gleichung 2_ = ctg ~ bes~imm~, q 
so kSnnen wit als spezieUen In~egra~ionsweg e = const, w~hlen, fz~lls 

U, V, W auf diesem ganzen Wege regul~ir sin& 
Setzen wit dementsprechend 2 = r cos e, q = r sin ~ so laute~ der 

Ausdraek ~ das Li~ngenelement 
r 

Fiihren wir endlich als neue Variabele # durch die Transformation 

ein, so bekommen wir 
r =  tgff  

4) 

(Hb) - -  ds + dr(x, y, 
0 

WO 

gesetzi isi. 

I ( U  cos ~ ~ + 2 V cos e sin ~ + W sin ~ ~) w - ~ c ~  

Die B~ingtmgen, welche w erfiillen mu~, lassen sich daraufhin 
gemiit~ ( I )und  (HI) leich~ angeben; spezieU mag erwi~hnt werden, da~ 
die zweite Bedingtmg (HI) einfach lau~et 

(rob) > o. 
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w  

Die Monodrom!eaxiome. 

I) Wenn das sehwache Monodromieaxiom erfiillt sein soll, d. h. wenn 
der Strecke A B  iiberhaupt eine eindeu~ig bestimna~e Lii~ge zukommen 
soll, so miissen folgende Bedingtmgen erffill~ sein: 

1) Es diiffen U~ V, W nur solche Singularit~ten besi~zen, dab 
a) die in g vorkommenden Integrale in den unabh'fialgigen 

Vaxiabeba p, q yore Wege unabh~ngig bleiben, solange in der pq- 
Ebene die unendlich ferne Gerade nicht iibersehrit~en wird. 

b) dab dasselbe noch der Fall is~ nach Einflihrung der Variabeln 
#, ~ stat?~ 1o, q und zwar fiir alle Wer~e yon @ and ~, ffir die iiber- 
haupt /7, V, W defmier~ sin& 

2) Es miissen w und damit aueh U, IT, W als Funk~ionen yon v 
und e je die Periode 2:r besitzen. 

3) Es mfissen die Gleichungen 
2zt 2zt 

f sin v w d v -= O und f cos v w d v = O 
0 0 

erftillt sein. Die Funktion t bleib~ ganz beliebig, abgesehen nattirlich 
davon~ dab sie eindeu~ig sein mu$. Die Bedingungen 1), 2), 3) sind auch 
hinreichend fiir die ErfiiIlung des schwachen Monodromieaxioms. 

II) Wen, das s t a r k e  M o n o d r o m i e a x i o m  befriedig~ sein solI, 
el. h., wenn die L~nge der Strecke A B stets der yon B A  gleich sein 
soll, so mfissen abgesehen yon der Bedingung I, 1) noch die folgenden 
Bedingv.ngen erffillt sein: 

2) w muB eine eindeutige Ftmkfion yon tg v cos e und tg v sin ~, 
d. h. yon p und q sein. 

3) Die Funktion t mug so angenommen werden, da$ 

wird. 

z~ 

dsdt _~ ~I f s i n  (#- -v)  w d v  
0 

Da~ diese Best~nmung yon t mSglich is~, I~B~ sieh mit Benu~zung 
der Vorausse~zungen I, 1) Ieieht zeigen. 

Die Erfiillung der Bedingungen 1), 2), 3) ist auch hinreichertd daf'C/r, 
daft das s~rke Monodromieaxiom erfiillt ist; das IAngenelement sdbst 
erschei~t darm unter der Eorm: 

-Tg 



w 10. 

Beispiele. 

I) Nel~men wir /7, V, W als yon u, v unabhiiagig an, wodurch die 

Bedingungen (Ib) yon selbst erfiillt sind, ~-~= a, ~ = fl, ~ =  y, wo 

% t6, ~, Konsh~n~en sin(t, so wird 

0 

Diese Ma6bestimmung ist unter den andern dadurch eindeutig hervor- 
gehoben, das sie auf parallelen Geraden dieselbe ist, d. h. nur yon der 
Richhmg @, t des Linienelementes abhiingt, nich~ aber yon dem Or~e 
(x, y, z) desselben. Wit  erhalten so offenkundig die Minkowsk i sehe  
Geomet r i e  im Raume (siehe Ein_!eihmg). 

Die , ,Aichf l i i ehe"  die yore Koordinatenanfangspunkt tiberall die 
Entfernung 1 hat, stell~ sich in Polarkoordinaten r, I~, t so dar: 

@ 

0 

Die ei~ige Bedin g, tier diese Yliiehe un~rworfen ist, ist die, 
daI~ sie eine den Nullpunkt umgebende, iiberall konvexe Fliiche sein mull. 
Im iibrigen kann sie ganz beliebig gewi~M~ werden. 

Is~ sie einfach geschlossen, d. h. is~ r eine eindeutige FunkGon der 
gichhmg ~, t ( 0 ~ @ ~  ~, lti ~ ~), so is~ das schwache Monodromieaxiom 
erfiill~; is~ aber die Fliiche zu elem Anfangspunk~ symme~risch, so is~ das 
s~arke Monodvomieaxiom befriedigt. 

II) Man erhiil~ die t i i l b e r t s c h e  Geome~rie fiir den Raum in 
folgender Weise: 

Ma~_ nekme eine geschlossene konvexe Fliiche H(x,  y, z)~-O. Dann 
existieren fiir ~!le 1% q, u, v, deren Geraden: 

y =/~x -t: u, 

z = q x + v  

dutch das Innere der genann~en Fl~che gehen, zwei reelle Wurzelm e~ h 
and ea~ der Gleich,~ng 

+ u, + v) = 0 .  

S e ~  man als&mn 
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U = ~ ~ ~ )  

- < a < } ,  < 

so sind die Bedingtmgen (I) und ( ~  s~.mtlich effiillt. Ist H =  0 eine 
einfach geschlossene Yli4che, so isr das st~rke Monodromieaxiom befriedigt~ 
falls man noch t richtig bestimmt, und zwar erh~ilt man fiir die L~nge 
der S~ecke 12 im lnnern yon H =  0: 

a 

(x~ -- ~)(x~ -- ~ ) .  
j 2 , ]  - _ _ 
0 ~ - - ~  

Dabei sind in ~1 and ~ die Werte yon p,  q, u, v einzusetzen, die der 
(larch die Strecke 12 bestimmten Geraden angehSren. 

Damit ist die yon Herrn H i l b e r t  gegebene Form erreicht: 
Die Entfernung ist gleich dem Logarithmus des Doppelverhiilt~isses, 

das yon folgenden vier Pu~kCen gebildet wird: den Endptmkten der zu 
messenden Strecke and den SchnittpunkCen der durch sie bes6mmten 
Geraden mi ide r  zugrtmde gelegten konvexen Fl'~che. 

Die Geometrie exis~iert nut im Innern der genan_nten Fl~iche. 

w 11. 

tiber die Differentialgleichung: 
~h ~h 

~u ~q ~v ~p 

Es leuchtet nach w 8 eli b dab die wirkliche Bestimmung aller riium- 
lichen Geometrieen unserer Art auf die Integration dieser Differential- 
gleichang hinausfiihrt. 

Abgesehen yon den bekannten Existenztheoremen tiber partielle Dif- 
feren~ialgleichungen, mSgen noch die folgenden ~ mlS wichtigen SKtze 
karz genalmt werden, die ich fiber sie bis jetzt babe aufsbellen kS n~en: 

1) Gegeben sei h ~tings u = O  als ~'unktion 17(1~, q~ v) und liings q = O  
als Funkti~a Q(~,  u, v) der eingesddossenen GrSflen. 1)iese Anfangswerte 
U,~ Q seien .in p ,  v analytisch, abet nicht notwendigerweise in q res2. u; i~ 
diesen Variabeln jedoch stetig und zweimvd differentiierbar. Dann gibt es 
eine Funktion h(p, q, u, v), die in einem gewissen Gebiete um u = O, q = 0 
regu~r ist, die in ~ stehende Differentialgleichung erfiil~ und die vor- 
geschriebenen Anfa~swer tv  annimmt. 

(bla~iirlich mul~ U(p,.O, v ) =  Q(p, O, v) sein!) 
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Und zwar lautet das Integz~l, wenn man 
= + 

setzt und u n t e r f e i n  n-laches Integral versteh L folgendermaBen: 

h =  u 0 
= 0 0 

Dafar l~flt sich auch der folgende geschlossene Ausdruck finden: 
u q 2 ~  

q, p) = ho(% q, p) + d#, 
0 O 0 

wobei @by als Funktion folgender Argumente a~azusehen ist: 

a, fl, v _ V ( ~ _  a) (q_fl) eO~ p _ V ( u . a )  (q_fl) e-a,.  
F ~  den Fall, dab h 0 in p , v  nieht analyfiseh ist, habe ieh den 

Existenzbeweis noeh nieht fahren kSnnen. 
2) Es existiere eine Funktion h, die der partiellen Differentialgleichung 

~h ~h genio t und fiir u = 0 gleich U(p, q, v) und fiir q = 0 gleich ~ u ~ q  = ~ - ~  

Q(I~, u, v) ist. 1)ann ist diese Funktion h in einem gewissen JBereiche um 
die Stelle u ~-O, q = O~ p~ v auch die einzige :Funktion, die alle diese 
t~.dingungen befriedigt, vorausgesetzt~ dab h e i n e  stetig% bis zur zweiten 
Ordnung differentiierbare Funktion ist~ die aber keineswegs analyfisch zu 
sein braueh~. 

Der in Rede stehende Bereich kann a priori, unabhiingig yon den 
Werten tier Funl~ionen U und Q angegeben werden. 

w 12. 

lCTber die geometrische Deutung der Resultate. Erweiterung des 
Begriffes ,,Aichfl~che". 

~achdem wir in den w167 8 11 die analytischen Bedingungen formuliert 
haben, die das Liingenelement dl auf Grand unserer Axiome erfallen muB, 
soll jetzt eine geometrisch anschauliche Erl~iuterung derselben fotgen. 

Die eigenttimliche Form yon U, V~ W weist zuniichst darauf hin, 
dab wit g im wesentlichen iiberaM kennen, wenn es auf der yz-Ebene 
allein gegeben ist flit jeden Punkt in allen Richtungen. 

Das im vorigen Paraffraphen genannte Existenztheorem sagt dann 
atlerdings einstweilen nut unter Beschriinktmg auf den analytischen Charakter 
gewisser Funktionen - - a u s ~  dab es hinreicht, g allein zu kennen ffir 
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die z-Achse in allen Richtungen ( u = 0 ) ;  auBerdem aber noch in allen 
Punkten der y z-Ebene, jedoch nur ffir q-=-0, d. h. in den Richt~angen~ 
die der xy-Ebene parallel sind. 

Denken wit uns jetzt um jeden Pun~  x,  y~ z eine Fli4che konstruiert 
der Art, 

1 = r cos ~9 

die Gleiehung derselben in den Polarkoordinaten r, ~,  e ist, bezogen auf 
den Punkt x~ y, z. 

Dann sagen~ ebenso wie in dem speziellen Beispiel der Minkowski- 
schen Geometrie die Ungleiehheitsbedingungen (11I)~ (w 8) niehts anderes 
aus~ als dab die s3 konstruierte Fl~iehe iiberall gegen den festen Punkt 
x~ y, z konkav ist. 

Aus der Geometrie selber kann man sieh die Fl~ehe in folgender 
Weise entstanden denken: 

Konstruieren wir die Fl~iehe, die in der betreffenden Crcometrie yon 
dem gewKhlten Punkte x,  y, z einen bestimm~n kons~anten Abstand 
a < 1 hat, vergrSl~ern sie abet im Sinne der Namengebung dadure~ dal~ 
wir jeden Radiusvektor dutch a dividieren. Alsdann lasse man a gegen 
Null konvergieren. Es gibt dann eine Grenzfl~ehe, die, in Polarkoordinaten 
dargestellt, lautet 

1 -= rg cos #.  

Diese F l~he  sob allgemein , ,Aiehfl i iche" heiBen. 
Mit  H iilfe solcher Aichfliichen kann man sich nun die a l l g e m e i n s t e  

G e o m e t ~ q e ,  die unsern Axiomen Geniige leistet, folgend~maflen verschaffen: 
Man. konstruiere um jeden Punkt einer Geraden, die wit zur z-Achse 

machen, eine konvexe F1Kche, und um jeden Pun!rt einer dutch die 
~-Achse gehenden Ebene, die wit zur y~-Ebene machen, in den Ebenen 

= eonst, je eine konvexe Kurve. 
Diese Fl~hen und Kurven mSgen im aUgemeinen stetig in einander 

greifen. Schreibt man sie mittels Polarkoordinaten r, @, s in bezug auf 
den zugehSrigen Punkt in der Form 1-= r cos @..~, so bestimmen die 

Werte yon ~ ~9 ~2~ *) (,v = tg # cos e, q =- tg @ sin e), soweit sie ~2o ~ ~o~/~ ~q~ 
sieh bflden lassen, zusammen mit der Differentialgleiehung 

~h 8~h 
= 

mad den Relationen Ia des w 8 die drei Dmktionen /7, ~ W vollst;~ndig. 
Se~en wit dann 

*) Wit setzen yon unseren Gebilden voraus, daft diese Diiferentialquotienten 
existieren. 
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1 (cos "~ t U +  2 cos t sin t V +  sin: t W) W ~ c o  ~ 

und bflden die Funktion 

1 j ~in ( , - ~ ) ~ ( p ,  q, ~, ~)d~ + ~(y, ~) + #(y, ~)p + ~(y, ~)q, 
g = cos----~ 

0 

so sind ~, fl, 7 vollst~ndig bestimmt, wenn wir verlangen, da$ y mit 
in den Definitionsbereichen des letzteren ~ibereinstimmen und gleichzeitig 

Oy ~ sein soll. 

Endlich leiten wit aus g die Funktion g dadurch ab~ dab wit setzen 

y s  ~t ~t ~t ~ (~-~)  w(p, q, ~-x~,  z -xz )  & + ~ + ~ ~ + q ~, 
g = cos----~ 

0 

wobei t noch in mannigfaltiger Weise so gew~hlt werden kann, alas 

wird. 
t~/~=o= #0,"); 

dl ~ g d x  

stellt dann das Liingenelement der gesuchten Geomdrie dar. 
Dieselbe existiert so welt, als die Funktion g existiert, und befriedigt 

~g  ~g  { ~g ~ 
die Archimedisehe Forderung, solange w und ~o~ ~q.~ \ ~ )  positiv 

bleiben. In gewisser Niihe der hnfangswerte ( u = 0 ,  q = 0 )  ist diese 
letzt~ Bedingung aus Stetigkeitsriieksichten sicher erfiillK 

Das Einzige, was nach Wahl der angegebenen Aichfl~chen noch un- 
bestimmt bleib G ist zum Tell die Funktion t. Diese Unbestimmtheit 
f~llt abet auch for~, sowie w@ die E/rfiillung des starken Monodromieaxioms 
fordern. In diesem _Falle ist die Geometrie durch die angenommenen Aieh- 
fliichen und Aichkurven v611ig festgdegt. 

Eine no~wendige Bedingung ffir den Eintri~t des starken ]~Ionodromie- 
axioms ist jedenfalls die, dab die urspriinglichen Aichfliichen und Aich- 
kurven symmetrisch waren; ob diese Bedingung auch hinreichend ist, 
kSnnte erst eine eingehendere Untersuchung der im vorigen Paragraphen 
besprocheaen Differentialgleichung ergeben. 


