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¥) Die vorliegende Arbeit ist nicht nur ein Auszug der unter demselben Titel

erschienenen Dissertation (Gottingen, 1901). Der Gedankengang und die haunptsich-
lichsten Resultate sind zwar dieselben geblieben, doch sind wesentliche Stellen ganz
umgearbeitet worden, so namentlich die Einleitung und die Paragraphen 1, 2, 8.
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zeitig manche Einzelheiten knapper und schirfer gefaBt zu haben, als es in meiner
Dissertation geschehen ist.
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Einleitung.

Das Ziel der nachfolgenden Untersuchungen ist dieses:

Es sollen alle Geometrieen anfgestellt werden, die folgenden Forderungen
geniigen:

A) Den Axiomen der ,Verkniipfung® und der ,Anordnung® in
der Hilbertschen*) oder den ,projektiven“ Axiomen in der Schur-
schen*¥) Bezeichnungsweise.

Bei Beschrinkung auf die Ebene allein nehmen wir noch den
Desarguesschen Satz als Axiom hinzu®¥¥),

B) Folgendem Axiom der Stetigkeit, das in dieser Fassung das
Archimedische{) und das Vollstindigkeitsaxiom) in sich schlieBt:

»Wird durch geometrische Konstruktionen (nach den Axiomen (A))
innerhalb einer Strecke eine unendliche Reihe von Punkten P erzeugt der
Art, daB jeder Pnnkt P zwischen dem vorhergehenden und dem nach-
folgenden liegt, so soll die genannte Reihe innerhalb oder an den Enden der
Strecke einen ganz bestimmten Grenzpunkt besitzen, d. h. einen Punkt,
der alle von der Punktreihe P einmal iiberholten Punkte trennt von allen
den Punkten, die von der Punktreihe P niemals erreicht werden“q+.)

C) Den ,linearen Kongruenzaxiomen® die von dem Abtragen
der Strecken handeln (IV, 1, 2, 3 nach der Hilbertschen Zihlung; im
folgenden stets so bezeichnet). Doch soll das erste Kongruenzaxiom in
folgender Weise modifiziert werden:

Es darf Punkte geben, von denen aus auf allen oder auf einzelnen
hindurchgehenden Geraden ein Abtragen von Strecken nicht moglich ist.
Solche Punkte wollen wir je nachdem kurzweg ,singuldr® oder ,relativ
singuldr® (d. h. in Bezug auf die betreffende Grerade) nennen. Alle anderen
Punkte heiBen ,regulér®; Punkte aber, die nicht schlechtweg singulir
gind, ,erreichbar

Das Auftreten singulirer Punkte moge jedoch in folgender Weise
beschrinkt sein:

¥ Hilbert: ,Grundlagen der Geometrie** Festschrift zur Feier der Enthiillung
des Gauss-Weber-Denkmals in Gottingen. Teil I (Teubner 1899).

**) Schur: ,,Ueber die Grundlagen der Geometrie*. Math. Ann. 55. Daselbst
findet man auch weitere Litteraturangaben.

¥) Siehe u. a. Hilbert: ,,Grundlagen“. Kap. V.

1) Hilbert: ,Grundlagen®. AxiomV, § 8; auBerdem: ,,Ueber den Zahlbegriff*.
(Berichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1900); endlich die Uebersetzung
der ,,Grundlagen durch Herrn Laugel in den Annales de P’école normale 3. Serie,
tome XVII, p. 122, 123.

1) Vergl. u. a. Klein: ,Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.
Masath. Ann. 6, p. 136.
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) Kann auf einer Geraden von einem Punkte aus eine Strecke o
nach der einen Seite hin abgetragen werden, so soll dies auch
nach derandern Seite hin gestattet sein.

B) Kann auf einer Geraden von einem Punkte aus eine Strecke
a abgetragen werden, so sollen an derselben Stelle auch alle Strecken
abgetragen werden diirfen, die ,kleiner“ wie o sind, d. h. solche
Strecken, deren simtliche Punkte innerhalb von & liegen.

) Sind zwei Geraden « und b gegeben (die auch ineinanderliegen
kénnen) mit je einem auf ihnen erreichbaren Punkte A resp. B, so
sind die Umgebungen von A4 und B ,vergleichbar, d. h. es gibt auf o
mindestens eine Strecke A 4’, die einer Strecke BB’ auf b kongruent ist.

0) Es gibt ein Gebiet endlicher Ausdehnung, innerhalb dessen
nur regulire Punkte liegen®).

D) Dem Axiom: Die gerade Strecke soll die kiirzeste Ver-
bindung zwischen zwei Punkten sein.

E) Einem Axiom der Differentiierbarkeit (Sieche § 2, p. 241).

Nicht gefordert werden:

a) das Parallelenaxiom,

b) der erste Kongruenzsatz oder das Kongruenzaxiom IV, 6 nach der
Hilbertschen Zghlung: ,Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ die
Kongruenzen AB=A'B’, AC=A4'C", L BAC=<B'A'C’ gelten, so
sind auch stets die Kongrnenzen

X ABC=xA'B(C uwd XL ACB=<LACH

erfiillt.“

(Von der Kongruenz der Winkel werden wir im folgenden iiberhaupt
nicht weiter reden.)

Der Schwerpunkt der ganzen Fragestellung liegt in der Forderung D).
Da diese wohl zuerst von Archimedes**) erhoben worden ist, wollen wir
sie im folgenden kurz die ,Archimedische Forderung“ nennen. (Zum
Dnterschied von dem schon genannten Archimedischen Axiom der Stetigkeit.)

Soviel sei iiber das Problem selbst in der Einleitung gesagt. Was
seine historische Stellung und seine Beziehung zur Variationsrechnung
angeht, so seien folgende Bemerkungen erlaubt:

*) Die Darstellung weicht hier von der in meiner Dissertation gegebenen nicht
unerheblich ab. Dort wird der Begriff ,Linge* direkt definitionsm#Big als eine Zahl
eingefiihrt (§ 2); hier soll spater in § 2 gezeigt werden, wie aus unseren Axiomen C, alle
die Forderungen asithmetischen Charakters abgeleitet werden konnen, die ich in meiner
Dissertation (§ 2) axiomatizch hingestellt habe. Andererseits habe ich mich hier in-
sofern auf einfachere Fille beschrinkt, als ich gleich von vornherein an dem festhalte,
was ich das ,,starke Monodromieaxiom* nenne, d. h. ich verlange, daB stets AB=B4
sein soll. Man vergleiche hierzu die §§ 3 meiner Dissertation und dieser Abhandlung.

)  TIsor cpaugas xou wvlivdoov™. daufovopsvoy o

Mathematische Annalen, LVIL 16
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Unter die hier in Rede stehenden Geometrieen gehdren auBer der
elementaren Euklidischen Geometrie auch die beiden sogenannten nicht-
euklidischen Geometrieen, die, wie Herr Klein®) zuerst zeigte, auf der
Grundlage einer projektiven Geometrie (welche unseren Forderungen A)
und B) geniigt) durch Einfithrung einer geeigneten MaBbestimmung auf-
gebaut werden konnen. Dann stellte Herr Hilbert®*) in einem an Herrn
Klein gerichteten Briefe eine allgemeinere Geometrie anf, deren MaBbestim-
mung so beschaffen ist, daB die Gerade Kiirzeste bleibt. Endlich machte
Herr Minkowski®***) mit einem andern Typus von Geometricen bekannt,
welche unseren Forderungen Gentige leisten.

s scheint deshalb die Frage nach der allgemeinsten (eometrie
dieser Art wohl an sich schon berechtigt zu seint).

Sie diirfte aber noch ein weiteres Interesse beanspruchen, indem sie
einen Spezialfall der Frage bildet, welche ich das ,,Umkehrungsproblem
der Variationsrechnung® nennen mdochie:

»Oegeben ist ein System von Differentialgleichungen; gesucht ist das
allgemeinste Variationsproblem, zu dem diese Differentialgleichungen als
Lagrangesche Gleichungen gehdren®

Seine Entstehung verdankt diese Aufgabe wohl der Mechanik, und
zwar besonders den Unfersuchungen Jacobis iiber das Hamiltonsche
Prinzip. In dem Falle, daB eine gewthnliche Differentialgleichung vor-
liegt, gab meines Wissens die erste Losung Imchenetzky{t); weitere
Arbeiten dariiber verdffentlichten die Herren Konigsberger{it), B6hm*)
und in besonders eleganter Form Herr Hirseh**}), der auch partielle

¥) Klein: ,Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie*, Math. Apn. 4.

*) Hilbert: ,Ueber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte*.
Math. Ann. 34.

¥*#) Minkowski: ,,Geometrie der Zahlen“ (Teubner, Leipzig 1896) Kap. L

1) Vergleiche dazan: Hilbert: ,Mathematische Probleme; Vortrag, gehalten
auf dem internationalen Mathematiker-Congress Paris 1900%, p. 15. Darboux:
nliegons sur la théorie générale des surfaces. Bd. III. Paris 1894, p. 54.

1) Imchenetzky: ,Sur la transformation d’une éguation differentielle de
Vordre pair 2 la forme d’une équation isopérimétrigue. Bulletin de St. Pétersbourg,
tome XXXI, 1886.

(Dieses Citat verdanke ich einer freundlichen Mitteilung des Herrn Kneser.)

+11) Konigsberger: ,Ueber die Principien der Mechanik“. Berliner Berichte
1896, 1. ,Ueber die allgemeinen kinetischen Potentiale®. Crelles Journal 121.

*P) Bohm: ,Die Existenzbedingungen eines von den ersten und zweiten Dif-
ferentialquotienten der Koordinaten abhingigen kinetischen Potentials“. Crelles
Journal 121.

*4) Hirsch: ,Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen Poten-
tials“. Math. Ann. 50 und: ,Ueber eine charakteristische Eigenschaft der Differen-
tialgleichungen der Variations-Rechnung*, Math. Ann. 49,
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Differentialgleichungen in den Bereich seiner Betrachtungen hineinzog.
Was Systeme von Differentialgleichungen angeht, so finden sich wohl die
ersten Resultate bei Helmholiz*); Herr A. Mayer®*) gab die noch
fehlenden Beweise. Allerdings gehen diese Untersuchungen nur so weit,
daB die Bedingungen dafiir angegeben werden, wann jede der Differential-
gleichungen von der Form einer Lagrangeschen Gleichung ist; ob sich em
System durch geeignete Kombination der einzelnen Gleichungen auf diese
Form bringen 1i8t, wird nicht erdrtert. Awuch ist die Frage in keinem
Falle iiber das rein Formale hinaus verfolgt worden; andere Bedingungen
der Variationsrechnung als die Lagrangeschen sind nie erfrtert worden.

Es soll nun gerade hier in dem angekiindigten Probleme,
soweit es ein solches der Variationsrechnung ist, das Schwer-
gewicht auf die Erdrterung der hinreichenden Bedingungen der
Variationsrechnung gelegt werden.

Kapitel L

‘Die Geometricen der Ebene.

§ 1.

Die ,,idealen* Elemente und die ,,Namengebung*,

Denken wir uns ein bestimmtes System von Punkten, Geraden und
Ebenen, das unseren Forderungen A) und B) geniigt. Wie Herr Schur®#¥)
gezeigt hat, kann man dann zu diesen Punkten, Geraden und Ebenen
solche ,idealen® Punkte, Geraden und Ebenen zufiigen, daf das modifizierte
Parallelen-Axiom erfiillt ist:

Je zwei Geraden einer Ebene haben einen (und nur einen)
Punkt gemeinsam.

Die Axiome der ersten Gruppe bleiben fiir das erweiterte Gebiet
erhalten, ebenso die Stetigkeitsaxiome, wie daraus hervorgeht, daf eine
Strecke idealer Punkte von einem eigentlichen Punkte aus auf eine Strecke
eigentlicher Punkte projiziert werden kann. Die allerdings notwendig
gewordene prizisere Fassung des Begriffes ,zwischen“ sei mit Hilfe einer

* Helmholtz: ,,Ueber die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten
Wirkung“. Crelles Journal 100.
) A. Mayer: ,Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentials*.
Sdchsische Berichte 1896, p. 519.
) Schur: ,Ueber die Einfihrang der sogenannten idealen Elemente in die
projective Geometrie®*. Math. Anm. 39 (1891).

16*
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o,Normalebene” (resp. Normalgeraden) vollzogen und zwar in derselben
Weise, wie' von Herrn Dehn®*) nach dem Vorgange des Herrn Pasch®¥)
geschehen ist.

Mit dieser vervollstindigten Geometrie operieren wir jetzt weiter.
Dabei unterscheiden wir die urspriinglichen Punkte, Geraden und Ebenen
von den ,idealen® durch die Bezeichnung ,eigentlich“#¥) (Die ,eigent-
lichen* Punkte zerfallen nach unserer fritheren Terminologie wieder in
yerreichbare“ und ,singulare®)

Es ist nun eine bekannte Folgerung der Axiome A) und B), daB
jedem Punkte der (erweiterten) Ebene (auf die wir uns jetzt zunichst
beschrénken) ein reelles Zahlentripel z, y, ¢ derart zugeordnet
werden kann, daf der Punkt durch die Verh&ltnisse dieser drei
Zahlen, die Gerade aber durch eine homogene lineare Gleichung
zwischen den drei Zahlen dargestellt wird.

Die Folge des Axioms B) und des modifizierten Parallelenaxioms ist
es, daf auch umgekehrt zu jedem Zahlentripel (auBer dem Tripel z = O,
y =0, {=0) ein Punkt und zu jeder linearen Gleichung, deren Koef-
fizienten nicht simtlich Null sind, eine (erade gehort. Wir kSnnen ins-
besondere erreichen, daf ¢ = O die ,Normalgerade“ darstelli{)

Diese Einfithrung eines Zahlensystems soll nur zur Charakterisierung
der Punkte und Geraden dienen, also eine Art Namengebung darstellen;
keineswegs aber soll damit irgend eine Linge definiert werden.

Statt des Tripels z, y, ¢ werden wir meisbens —%cé, %- als Koordivaten

betrachten und diese mit z, y bezeichnen; x = co sowie y = oo bedeuten

jetzt Punkte der Normalgeraden{+).
SchlieBen wir zun#ichst einmal diese Normalgerade von der ferneren

Betrachtung aus (wir werden. sie spiter wieder aufnehmen (§ 4)), so

¥) M. Dehn: ,Die Legendreschen Sitze {iber die Winkelsumme im Dreieck®.
Math. Ann. 53 (1900).

¥ M. Pasch: ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie*. Leipzig (Teubner) 1882.

¥ Es kann sehr wohl sein, daB es gar keine idealen Elemente gibt. Danu
hat die Geometrie elliptischen Typus; die Normalgerade muf zur Priizision des Be-
griffes ,,zwischen* von Anfang an eingefiihrt werden.

1) Aus der zahlreichen Litteratur zu diesem Gegenstande sei auBer der schon
zitierten noch genannt: Klein: ,Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie®,
Math. Ann. Bd. 4, 6, 7. Fiedler: ,Darstellende Geometrie*, Bd. III, aunfierdem
Vierteljahrsschrift der mnat. Ges. Ziirich, XV, 2 (1871). Anne Lucy Bosworth:
’ indung einer vom Parallelenaxiom unabhiingigen Sfreckenrechnung*, Diss.
Gottingen 1900.

1) DaB unsere unter B) gegebene Fassung der Stetigkeit mit dem iiblichen
Begriff der Stefigkeit in der Zahlenmannigfaltigkeit z, y (abgesehen von der Normal-
geraden) tbereinstimmt, folgt aus dem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie.
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kann man alle andern Geraden mit Hilfe eines Parameters s darstellen
durch die Differentialgleichungen:

d*r ’y

zz':g'g =0 und d——sz- =0 N
wobel noch ds= 4V dx®+ dy® gesetzt werden darf.

Als Form der linearen Gleichung einer Geraden wird sich im folgen-

den diese empfehlen:

y cos & — z sin & = a.
Dabei nennen wir & die ,Richtung® der Geraden; falls dieselbe von
T

5~ abweicht, diirfen wir auch schreiben

+
y=tgd-2+b und %=O.

Weiterhin kann der Begriff der ,stetigen Kurve“ etwa so eingefiihrt

werden, daB wir darunter eine Mannigfaltigkeit verstehen, deren z und y

sich als stetige Funktionen eines stetig veriinderlichen Parameters dar-

stellen lassen.

§ 2.

Die ,,Linge‘,

Nunmehr suchen wir die Konsequenzen der Axiome C) und D) (siehe
Einleitung) zu ziehen.

a) Kann man von einem eigentlichen Punkte O aus auf einer Geraden
eine Strecke 0 A, = a abtragen, so kanm man ¢ auf der Geraden beliebig
oft nacheinander abtragen:

OA=A44,=44=---.
(Folgerung aus C, e und IV, 1). .

Dabei kann es vorkommen, daB der Ausgangspunkt O einmal wieder
tiberschritten wird, (die Gerade ist in unserer erweiterten Ebene eine ge-
schlossene Kurve!) oder aber, es gibt infolge der Stetigkeit einen bestimmten
Grenzpunkt G, der alle von der Reihe 4,, 4,, - - einmal iiberholten
Punkte von den andern frennt.

Nehmen wir zuniichst einmal an, daB ein Grenzpunkt G vorhanden
sei. Dann gelten die folgenden Sitze:

b) Auf GO selbst kann der Begriff der Kongruenz nicht angewendet
werden; es ist insbesondere nicht G O sich selbst kongruent. Denn sonst
miifite nach C, 8 auch a von G aus abtragbar sein, was dem widersprieht,
daB G der Grenzpunkt der Reihe A4,, A, - -- sein soll. Dasselbe gilt fiir
jede Strecke, die den Punkt G enthilt (nach C, f).

¢) Die Grenze G ist dieselbe fiir alle Strecken, die kleiner als & sind.
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Denn sei b < @, so ist der Satz einleuchtend, wenn man b eine end-
liche Anzahl mal (» mal) so abtragen kann, daB b > a wird (Folgerung
des Kongruenzaxioms IV, 3 und des Stetigkeitsaxioms). Eine solche Zahl »
aber muB es geben, da sonst der Grenzpunkt, der zu b gehort, schon
innerhalb o liage, der Begriff der Kongruenz dann aber bereits auf « nicht
mebr anwendbar wire (Satz D).

d) Die Grenze G ist dieselbe fiir alle Punkte, die zwischen O und @G
Liegen (Folgerung aus Satz ¢ und aus IV, 3).

e) Von einem Grenzpunkt G aus ist auf der betrachteten Geraden
ein Streckenabtragen iiberhaupt nicht moglich.

Denn wire dies der Fall, so konnte man insbesondere auch die be-
treffende Strecke g von G aus nach O zu abtragen (gemidf C, ), etwa
GB=g. Innerhalb G B aber gibt es Stellen, von denen aus @ nach G
hin abtragbar ist, also ist ¢ <g; somit miite nach (C, 8) auch a von
G aus abtragbar sein, was nicht der Fall ist.

Also ist ein solcher Grenzpunkt G ein ,relativ singulirer Punkt®
hinsichtlich der Geraden OG, falls er iiberhaupt ein eigentlicher Punkt
ist. (Siehe Einleitung.) Alle Punkte zwischen O und G sind jedenfalls
eigentliche Punkte. Liegen iiber OG hinaus noch eigentliche Punkte,
die nicht alle singulir inbezug auf die Gerade OG sind, so wiederholt
sich das Spiel.

f) Existiert eine Grenze G nicht, wird also O von der Punktreihe
A,, 4;, - -- wieder einmal iiberschritten (und dann immer wieder), so
geschieht dies von allen Punktreihen B,, B,,--. die durch fortwihrendes
Abtragen einer andern Strecke b auf derselben Geraden entstehen. Alle
Punkte der Geraden sind dann eigentliche, auf der Geraden erreichbare
Punkte; wir wollen die Geometrie inbezug auf diese Gerade ,vom elliptischen
Typus® nennen.

Alle diese Sitze beweisen nun zusammen mit dem Axiom C, p den
folgenden Satz:

g) Seien s, und s, swei Strecken, die von relativ-singuliiren Pumkiten
beziiglich ihrer Geraden eingeschlossen sind, selbst aber im Inmern keine
relotvo-singuliiren Pumkte entholten, so kanwn man s, und s, kongruent auf
einander abbilden; und diese Abbildung ist, wenn man einen erreichbaren
Punkt A der Strecke s, einem ebensolchen B der Strecke s, zugeordnet und
auf beiden Strecken einen Richtungssinn festgelegt hat, ein-eindeutiy und
bestimmd.

Dasselbe gilt in etwas abgeiinderter Weise fiir zwei Geraden, von denen
eine resp. beide von elliptischem Typus sind; nur wird die Abbildung erst
dann eindeutig, wenn man bei jedem Punkte noch angibt, wie oft man sich
den Ausgangspunkt A resp. B iiberschritten zu denken hat.
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Damit sind alle Sitze gewonnen, die gestatten, den Begriff der
,Lidnge® einzufiihren.

1) Zunichst definieren wir fiir eine Gerade mit dem erreichbaren
Punkte O (ein solcher existiert gemidB C, d) die Linge folgendermaBen:

Irgend eine Strecke OA ohne relativ-singuliren Punkt bezeichnen wir
mit der Zahl 1. Den dureh fortgesetztes Abtragen der Strecke 04
hintereinander entstehenden Strecken 04,, 04,, - - - geben wir die Lingen

2,3,-... Unter der Strecke der Linge % (m eine ganze Zahl) verstehen

wir die Strecke OB, die m mal nacheinander abgetragen die Strecke 1
ergibt. (Kine solche Strecke OB existiert infolge der Stetigkeit.)

Es gilt danm der folgende Satz:

Die Strecke der Lénge %@— kann durch VergroBerung von m beliebig
Klein gemacht werden; d. h. es gibt keine Strecke OC, die Kkleiner wire
als jede Strecke - (m=1,2,3,- - in inf).

Was unter der Strecke ¢ zu verstehen ist, wenn c¢ eine rationale
Zahl ist, ist jetzt vollig klar. Die Stetigkeit gestattet aber, auch jeder
Irrationalzabl eine Strecke zuzuordnen. Umgekehrt wird dann auch jeder
Strecke von O aus eine positive Zahl eindeutig als ,Linge“ zugeordnet sein.

IT) fiir alle anderen Strecken definieren wir dann die Linge so, daB
wir festsetzen, die Linge sei bei kongruenter Abbildung (Satz g)
invariant. Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des in Satz g
genannten Punktes 4 (nach IV, 2).

Nun konnen wir die folgenden Sétze ableiten (Vergleiche § 2 meiner
Dissertation):

1) Seien die Punkte 1:z,,%, und 2:x,, y, durch eine Strecke ohne
relativ-singulire Punkte verbunden, so kommt dieser Strecke eine Linge
zu, die eine positive Funktion der vier Variabeln z, y; #,, y; ist. Wir
bezeichnen diese Funktion mit F(zy, 4,5 ,, ¥,). Da stets AB= BA sein
sollte, so ist auch

F(@1, Y15 %25 o) = F(3, Ya3 @1, Y0)¥)-

2) Liegen die Punkte 1,2,3 in dieser Reihenfolge auf ein und der-

selben Geraden, so ist stets

F(xy, 45 %5y Ys) = F(@, Y35 %oy o) + F (@5 Yo 735 Y5)-
Es ist dies eine Folge der Definitionen I) und II) sowie des Kongruenz-
axioms IV, 3.

Die hingeschriebene Relation gelte auch noch, wenn zwei Punkte zu-
sammenfallen, d. h. es sei

F(“’) Y @, y) =0.

*) Dies ist hier anders als in meiner Dissertation, siche die Bemerkung auf
Seite 233 in der Einleitung.
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AuBerdem liBt sich noch aus der allgemeinen Gleichung 2) die
Folgerung ziehen:

Setzen wir z, =2, +scos &, ¢, =y, + ssin & (s > 0, siehe § 1) so
ist F(xy, Y55 %, 9,) eine mit s stets wachsende Funktion.

3) F ist eine stetige Funktion seiner vier Argumente in einem solchen
endlich ausgedehnten Bereiche, innerhalb dessen nur regulire Punkte
Liegen. .

«) Andern wir die Punkte 1, 2 zunichst nur so ab, daB sie auf
der Geraden 1, 2 bleiben, so ist der Satz eine leicht zu erweisende
Folgerung der Sitze 2) sowie der Definitionen I) und II)

B) Wollen wir den Satz allgemein beweisen, so miissen wir das
Axiom D) (die Archimedische Forderung) hinzunehmen.

Zuvor aber beweisen wir folgenden Hilfssataz:

Tragen wir von einem Punkte 4 im Innern des genannten Gebietes
auf allen Geraden eine Strecke ¢ ab, so kommen die Endpunkte dieser
Strecken im Sinne der Namengebung nicht beliebig nahe an A heran.

Wire dies nimlich der Fall, so miiBte es einen Strahl S geben, in
dessen beliebiger Nihe solche Endpunkte beliebig nahe (im Sinne der
Namengebung) an 4 heranriickten. Nun bestimme man aber auf S einen

Punkt B so, dap 4B = % ¢ ist. In B errichte man auf S eine Senk-
rechte (im Sinne der Namengebung) und trage nach beiden Seiten eine
Strecke BD resp. BD’ ebenfalls von der Linge -28~ ab. (Alle diese

Operationen sind mdglich, nach der Voraussetzung
y /E s iber den in Rede stehenden Bereich.) Jetzt haben
"~ zufolge des Axioms D) alle Punkte im Drejecke
ADD von A eine Entfernung, die kleiner ist als ¢
mithin kénnen sich von den oben genannten End-
punkten keine innerhalb ADJD’ befinden; also diirfen von ihnen auch
keine beliebig nahe an S und zugleich beliebig nahe an A4 liegen.

Man kann daher um A4 ein im Sinne der Namengebung endliches
Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen jeder Punkt von A eine Entfernung
Kleiner als ¢ besitzt.

Sei nun 4B eine Strecke der Liinge I und lasse sich um AB ein
Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen kein singulirer Punki liegt. Dann
kann man um 4 einen Bereich angeben, sodaB fiir jeden Punkt A’ des-

selben 44" < % ist, und um B einen solchen Bereich, da8 fiir Punkte

Fig. 1.

B’ desselben BB’ < % ist; wobei £ eine beliebig kleine vorgegebene
GroBe ist. (Folgerung des Hiilfssatzes.)
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Lift man nun die Punkie A4’ und B’ innerhalb dieser Bereiche
irgendwie in die Punkte A4, B einriicken, so ist nach der Archimedischen
Forderung stets

AB <A'B' +BB 4+ 44'<A'B +, B

A'B<AB + BB -+ AA’'< AB +§

also

|A’B’— AB| <.
Und damit ist die Stetigkeit bewiesen. Fig. 2.

Wir wollen nun aber, um bequemer weiter operieren zu kénnen,
noch das folgende Axiom einfiihren:

E) Es besitze die Funktion F im allgemeinen die vier ersten
Ableitungen nach allen Variabeln.

Ob ein Teil dieses Axioms vielleicht beweisbar ist, oder ob es moglich
ist, ohne dasselbe aunszukommen, soll hier nicht weiter ertrtert werden.

Ich habe dann in meiner Dissertation gezeigt, wie infolge der Siitze
1), 2), 3) und des Axioms E) die Linge dl eines Linienelementes ds, das
von der Stelle z, y in der Richtung & ausgeht, sich unabhingig davon, welcher
endlichen Strecke ds amgehort, folgendermapen darstellen lipt:

dl=ds- f(z,y,tg 9),

wo f eine positive, eindeutige und im allgemeinen stetige und dreimal
differentiierbare Funktion seiner Argumente ist.

(In meiner Dissertation ist die Eindeutigkeit hinsichtlich des letzten
Arguments tg & nicht gefordert.)

Falls die betrachtete Strecke nicht gerade der y-Achse parallel Liuft,
1st es bequem, die weniger symmetrische Form

dl = g(x7 Y, tg '3)dx

anzuwenden. Natiirlich ist einfach g - cos & = f.

Allgemein werden wir jetzt unter der Linge eines beliebigen
Kurvenstiickes, das aber zunichst in jedem Punkte eine im all-
gemeinen stetige Tangente besitzen soll, den Ausdruck verstehen:

f f(2,y,tg &)ds resp. f 9(2,9,y)dz,
diese Integrale lings des betreffenden Kurvenstiickes erstreckt, sodaB
’ d
y=y); y =tgo="5

zu setzen ist. Diese Definition ist mit der fiir Strecken gegebenen infolge
unserer Sitze 1), 2) und 3) im Einklang.
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Nunmehr schrinken wir die Willkiir der Funktion f, resp. g, ganz
erheblich durch die Forderung ein:

4) Die Funktion g, resp. f soll so gewidhlt werden, daB die
Linge einer geraden Strecke kiirzer sei als die eines jeden
andern, die Endpunkte der Strecke verbindenden Bogens der
oben genannten Art, fiir dessen Elemente: z,y,y iiberhaupt g
allenthalben definiert ist.

Dies ist der Inhalt der eingangs erwihnten Archimedischen
Forderung. Nach den Lehren der Variationsrechnung zerfillt sie in
die folgenden Teilforderungen:

4a) Die Lagrangesche Gleichung des aus fgdx entspringenden
Variationsproblems mufl die Form annehmen

d*y
dz®

Also muB g der partiellen Differentialgleichung geniigen:

0’ %
5595 TP ap&qy 5y —
worin ¥ = p gesetzt ist.

Man erbilt diese partielle Differentialgleichung, indem man die
Lagrangesche Gleichung aufstellt und dann beriicksichtigt, daB y” =0
sein soll*).

Differentiiert man die Differentialgleichung fiir g nochmals nach p,

80 bekommt man fir M = %% eine lineare partielle Differentialgleichung,

deren allgemeines Integral lautet:
M =W (p,y—pa)**).
W ist eine willkiirliche Funktion der Argumente p und y — pz.
Also ist zundchst g in der Form anzusefzen:

p
=f W(p,y—px)dpdp + p-v{z,y) + w(z, ¥),
¢ ist eine beliebige Konstante.

Setzt man dies Resultat in die Differentialgleichung fiir g ein, so
erhdlt man durch leichte Rechnung

0
-ffW(p,y~—px)dpdp+ BN 4T,

¢ und # bleiben beliebig.

*) Hirsch, Math. Ann. 49, § 7; Darboux, L c. p. 33f.
*) Darboux, L ¢. p. 58 u, 59,
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Nachdem wir uns bis hierher der formal einfachen Funktion ¢ be-

dient haben, wollen wir weiterhin die allgemeiner (auch fir & = + —g—)
giiltige Form

Sy, te 9)as
benutzen.

Setzen wir noch
1
cos® &

=w(tg 9, y—2tgd)
und

¢ = tg 9y,
so erhalten wir nach leichter Rechnung

9
f=/[sin(@—v)wlgr,y—zxtgr)dr + % cos 9 + %—; sin 9.
Jo

Dabei bedeutet z die Integrationsvariabele.

4b) Die WeierstraBsche Funktion £ muB stets ein negatives
Vorzeichen besitzen.

Seien Z, 7, tg & = p die Werte von z, y, p lings irgend einer Kurve
C, welche die gegebenen Endpunkte 1 und 2 verbindet; seien & = arctg p
die Richtungen der auf C einmiindenden Extremalen (Geraden), die von
1 ausgehen, so stellt sich E unter Benutzung der Funktion g(z,y, p)
dar durch

39(06, Y P) )+ - 09(Z, y,p)] ga:*)

B9 75,0)—p —9(%,9, 7

Fiihrt man die vorkommenden Differentiationen an der Darstellung von ¢
durch W aus, und substituiert hinterher w statt W, so a8t sich der
Ausdruck fiir F in folgender Weise zusammenziehen:

5
E=|sin (& —7)w(gr,yj—7ztg)ds.
3
Daraus erkennt man sofort, daB die notwendige Bedingung dafir,

daB F stets negativ wird, die ist, daB w in seinem ganzen Defi-
nitionsbereiche das positive Zeichen besitzt. Und diese Be

dingung ist auch hinreichend, da wir fiir & die Beschrinkung
annehmen diirfen, daB |&—&| < x ist. Dariiber weiteres im § 3.

¥) Vergleiche Kneser: ,Lebrbuch der Variationsrechnung“. Braunschweig 1900,
p- 77, Formel 38.
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Es mag bemerkt werden, daB es im vorliegenden Falle keinen Sinn
haben wiirde, nur den Eintritt eines schwachen Minimums zu fordern,
sich also mit der Erfiillung der Legendreschen Bedingung zu begniigen.
Denn wie eine nihere Uberlegung zeigt, ist die Forderung, daB ein
schwaches Extremum fiir alle Strecken stattfinden soll, auf denen f(z, y, %)
iiberhaupt existiert, gleichbedeutend mit der Forderung des starken
Extremums.

Was die Jacobische Bedingung angeht, so ist sie in dem Falle, da8
wir die Grenzen des zum Minimum zu machenden Integrales festhalten,
von selbst erfiillt, da alle von einem Punkte ausgehenden Geraden keine
zweite Enveloppe besitzen. Nur in dem Falle, daB alle Punkte und
Geraden der erweiterten Geometrie erreichbare Punkte und Geraden sind,
ist noch eine Bemerkung hinzuzufiigen, hinsichtlich deren wir aber auf
den § 4 verweisen mochten.

Abgesehen davon konnen wir jetzt das folgende Resultat aussprechen:

Alle cbenen Geometrieen, die unseren Axiomen wund insbesondere der
Archimedischen Forderung entsprechen, sind dwrch eine Mapbestimmung ge-
geben, in der sich das Bogenelement dl ausdriickt durch

3

dl=ds {fsm @F—)wlgr,y—xtgr)dr+ aué§y>cosﬁ+éﬁ%y—)8inﬁ} ’

Zo

wobei w eine i threm Definitionsbereiche wberall positive Funktion sein mup.

Auch die frithere Einschrinkung, nach der zum Vergleiche nur Kurven
mit stetiger Tangente herangezogen werden sollten, fallt jetzt weg. Die
Gerade ist auch kiirzer wie jeder Kurvenzug, fiir den die Linge etwa im
Hilbertschen Sinne¥*) definiert werden kann.

§ 3.
Die Monodromieaxiome.

Die einzige Forderung, der in unserer Darstellung des Linienelementes
noch nicht Folge geleistet ist, ist der Teil des ersten Kongruenzaxioms,
der aussagt, daB

’ AB=BA
ist. In meiner Dissertation habe ich diese Kongruenz nicht gefordert:
es findet sich dementsprechend dort folgende Definition:

I) Wenn AB = BA ist, oder, was dasselbe ist, wenn f(z,y, tg &)

*) Siehe C. A. Noble: , Eine neue Methode in der Variationsrechnung. Disser-
fation Goftingen, 1901, Kap. IL
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eine eindeutige Funktion auch des letzten Argumentes ist, so wollen wir
sagen, das ,starke Monodromieaxiom* sei erfiillt.

Da wir die Befriedigung dieses Axioms hier stindig fordern, miissen
wir uns noch fragen, welche Bedingungen dadurch den Funktionen w
und % sowie der Konstanten ¢ des vorigen Paragraphen auferlegt werden.

Ich habe nun in meiner Dissertation gezeigt, daB die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Erfiillung des starken Monodromie-
axioms die folgenden sind:

1) Es muB w eine eindeutige Funktion von z,y, tg 9 sein.

2) Die Funktion # darf nicht willkiirlich angenommen werden; sie
bestimmt sich vielmehr folgendermaBen:

S+
ou __ 1 sint-wdr
ox 2 ’
Jo
o+ 72
ou _ 1 cost-wdr
oy 2 ’
o

Die Integrabilitétsbedingung ist erfiillt. Alsdann wird dl (resp. f(z,y, tg 9))
von &, ganz unabhingig und ldBt sich in die einfache Form bringen:

4

d .
dl= ;fsm @—r)w(tgr,y—xtgr)dr.
Iz

Dies ist das Lingenelement in dem Falle, dof das starke Monodromieaziom
erfiillt 7st.

Verzichtet man aber auf das starke Monodromieaxiom, so garantiert
die in § 2 gegebene Darstellung noch nicht einmal die Eindeutigkeit der
Lingenbestimmung fiir eine Strecke AB. Halte ich A4 fest und lasse B
irgendwie herumwandern, bis es wieder in seine urspriingliche Lage zuriick-
kehrt, so braucht nach einem vollen Umlauf des & um 2z die Linge
der Strecke 4B nicht mehr dieselbe zu sein, wie beim Ausgang. Dieser
Umstand gab in meiner Dissertation die Veranlassung zu folgender
Defimtion:

IT) Wenn di oder f (z, y, tg &) nach einem vollen Umlauf des & um 2=
wieder den alten Wert bekommt, F also im vollen Sinne eine eindeutige
Fuanktion ist, so wollen wir sagen, das ,schwache Monodromieaxiom“
sei erfiillt.

Ich habe in meiner Dissertation gezeigt, daf die hinreichenden und
notwendigen Bedingungen fiir die Befriedigung des schwachen Monodromie-
axioms die folgenden sind:

1) Es muB w eine eindeutige Funktion von z, y, sin 9, cos & sein.
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2) Es miissen die Relationen stattfinden:
2n 27

fsinz'wdtm() und Jeost-wdr=0.

[U 0

Von der Funktion « ist nur Kindeutigkeit hinsichtlich der Variabeln z, y
zu verlangen.

Wir wollen aber im Laufe der folgenden Betrachtungen stets das
starke Monodromieaxiom als erfiillt voraussetzen mit Ausnahme des
Beispiels der Minkowskischen Geometrie (siehe § 5).

§ 4.
Die Normalgerade; die elliptischen Geometrieen.

Bis hierher blieb die Normalgerade von der Betrachtung ansgeschlossen,
wir kénnen aber nachtriglich ihr Verhalten ohne weitere Rechnungen
feststellen, indem wir zunichst die folgenden allgemeinen Sitze beweisen:

1) Gelten unsere simtlichen Axiome 4, B, C, D, E fiir alle Punkte
und Geraden mit Ausnahme einer einzigen, von der dies noch ungewi8 ist,
und haben alle auf die ausgezeichnete Gerade einmiindenden Strecken
einen bestimmien endlichen Wert, so hat jede Strecke auf der fraglichen
Geraden ebenfalls einen bestimmien endlichen Werth, d. h. die Linge
einer (variablen) Strecke, deren Endpunkte irgendwie in die Endpunkte
der fraglichen Strecke hineinriicken, konvergiert gegen einen festen end-
lichen Grenzwert unabhingig von der Art des Grenziiberganges.

2) Sind die Voraussetzungen des Satzes 1) erfiillt, gilt also ins-
besondere die Archimedische Forderung fir alle in einer gewissen Um-
gebung der fraglichen Strecke gelegenen Strecken, von demen hdochstens
ein Punkt auf der Geraden liegt, so ist auch die fragliche Strecke selbst
die kiirzeste Enitfernung ibrer Endpunkte.

Der Beweis des ersten Satzes gestaltet sich
folgendermaBen:

Es sei G, G, eine Strecke auf der Geraden, fiir die
wir die Existenz der Lénge noch nicht wissen. 4B
sei eine Strecke, deren Enden 4 und B in G, und G, ein-
laufen sollen; 4,, B, sei eine andere Strecke dieser Art.

Wir verbinden damn 4, G, 4, untereinander
durch Strecken, ebenso B, G,, B,.

Zunichst beweisen wir jetzt, daB wir um G, ein
endliches Gebiet abgrenzen kidnunen, dessen simtliche
Punkte, abgesehen von den Punkten der kritischen
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Geraden, von G, eine Entfernung haben, die kleiner als die willkiirlich
angenommene GroBe & ist. Zu dem Zwecke ziehen wir durch G, zwei

Geraden, auf denen wir nach beiden Seiten ;— abtragen. Verbinden wir

die vier Endpunkte dieser Strecken unter einander, so haben alle Punkte
innerbalb des entstehenden Rechteckes die verlangte Eigenschaft, wie
durch zweimalige Anwendung der Archimedischen Forderung hervorgeht.

Infolgedessen konnen wir 4, und 4 so nahe an &,, und B und B,
s0 nahe an (F, wihlen, daB

AG1<";"§ A1G1<‘£‘5 BG2<'§"§ B1G2§"2f’

ist, wo & eine beliebig vorgegebene kleine Zahl bedeutet. Dann ist nach
der Archimedischen Forderung auch

A4, <& und BB, <e.
Daraus schlieBt man nach derselben Forderung
AB< A,B, + 2¢,
A B <AB +2¢

also ist
ling. AB = ling 4,B;;
und diesen Limes nennen wir die Entfernung &, G,.

Damit ist der erste Satz bewiesen. Der zweite Satz sagt nun aus,
daB auch die Strecke G, @, kleiner ist als jede andere Verbindung der
Punkte G, und G,.

Gibe es nimlich eine kiirzere Verbindung, so konnte man jedenfalls
eime nicht lingere konstruieren, die aus zwei Strecken G,C und CG,
besteht. Nun kann aber auf CG, ein Punkt 4 und
auf (G, ein Punkt B so gewdhlt werden, daB

46, <+,
BG; < ”38' ’
16,6, —~ AB| < -
Da weiterhin jedenfalls

AB< AC+ BC,
so folgt

oder

GG, <G C+ G, C+e,
6,6, < ¢,C+ G,C,
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weil ¢ beliebig klein gemacht werden kann, in dieser Ungleichheit aber
lauter GroBen vorkommen, die von ¢ unabhingig sind.

DaB aber auch das Gleichheitszeichen unmoglich ist, folgt daraus,
daB man noch Wege zwischen &, und G, konstruieren kann, die kiirzer
sind als CG, 4+ CG,, z. B. G,EFG, (s. Fig. 4), die aber andererseits
doch wieder nur gleich &, G, sein diirften, was ein Widerspruch ist.

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir betrachten nunmehr eine Geometrie von vollig ellip-
tischem Typus; d. h. eine Geometrie, von der wir wissen, daB jede
Gerade auBer der Normalgeraden eine endliche Linge besitzt; in der es
also sonst keine relativ singuldren und gar keine uneigentlichen Punkte gibt.

AuBerdem mogen wir wissen, daB in jedem Dreieck, das von der
Normalgeraden nicht geschnitten wird, die Summe zweier Seiten groBer
ist als die dritte.

Wir stellen die Fragen:

1) Wann existiert auch auf der Normalgeraden eine Lingenbestimmung?

2) Wann ist diese so beschaffen, daB auch fiir sie die Archimedische
Forderung erfiillt ist?

Auf Grund der bewiesenen Sitze komnen wir jedenfalls soviel aus-
sagen:

Betrachten wir auf der Normalgeraden eine bestimmte Strecke s, so
konvergieren die Lingen aller Strecken, die von einer bestimmten Seite
in die betrachtete Strecke s einriicken, gegen eine bestimmte Grenze und
dieser Grenzwert ist auch die untere Grenze fiir die Lingen aller Ver-
bindungen, die-auf der betrachteten Seite der Strecke s liegen.

Um allerdings diesen Satz auf die Uberlegungen im Anfange dieses
Paragraphen stiitzen zu konnen, miiBten wir zeigen, daB auch in einem
Dreieck, von dem eine Ecke in die Normalgerade einriickt, noch immer
jede Seite kleiner bleibt als die Summe der beiden andern. DaB dies aber
tatsichlich der Fall ist, 18t sich durch Betrachtungen erweisen, die den
im Anfange dieses Paragraphen angestellten sehr zhnlich sind.

Wenn wir aber zeigen wollen, da die durch Anniherung von ver-
schiedenen Seiten an die Normalgerade erzielten Gremzwerte fiir die
Langen einer Strecke iibereinstimmen, so miissen wir die Archimedische
Forderung auch fir Dreiecke erfiillt wissen, welche von der Normalgeraden
durchsetzt werden. Und tiber solche Dreiecke sagen die Betrachtungen
des § 2 noch nichts aus.

(Bs ist hier iibrigens noch eine Bemerkung einzuschalten. In der
elliptischen Geometrie gibt es zwei Strecken endlicher Linge, welche zwei
Punkte verbinden (wenn wir prinzipiell von Strecken, die linger sind als
der Umfang der ganzen Geraden, sich aber teilweise selbst iiberdecken,
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absehen). Unter diesen ist natiirlich im allgemeinen nur die eine die
wirklich kiirzeste Verbindung der beiden Punkte. Trotzdem bleibt der
Satz, daB im Dreieck jede Seite kiirzer ist als die Summe der beiden
andern immer bestehen, wenn wir nur unter allen Strecken, welche drei
Punkte verbinden, solche Tripel auswihlen, die ein Stiick aus der Ebene
ausschneiden. Daf dieser Satz richtig ist, solange die Normalgerade das

Dreieck nicht schneidet, folgt aus den Betrachtungen des § 2).

Soll aber in einem Dreiecke die Summe zweier Seiten auch dann noch
groper sein als die dritte, falls das Dreieck von der Normalgeraden geschnitten

wird, so ist, wie wir sofort erkennen wer-
den, die hinreichende und notwendige
Bedingung dafiir die, daf alle Geraden
dieselbe Gesamtlinge haben.

Wir wollen zundchst zeigen, daB
die Bedingung notwendig ist.

Betrachten wir die beiden Geraden
g, und g,, die sich in 4 schneiden. Dann
kann man auf g, einen Punkt B so
wihlen, daf A B < ¢ ist, wo & eine be-
liebig kleine Zahl ist. Durch B ziehe
man eine Parallele p zu ¢,; ¢, und p
schneiden sich also auf der Normalgeraden
im Punkte C. Sei I, die Linge der
einen Strecke AC (also g, — I, die der
andern) und J, die Linge der einen
Strecke BC (also p — I, die der andern),
so ist I, <l,+ AB oder I, <l + =
Soll nun der in Rede stehende Dreiecks-
satz auch gelten fiir Dreiecke, die von

B

C
Fig. 5.

12

der Normalgeraden geschnitten werden, so mufl er auch erfiillt sein fiir
das schraffierte Dreieck A BC. In diesem miifte also sein

9 —AB<g, — 1 +1,

oder

9: < g + 2e.

Ganz analog 1d8t sich beweisen, da

9. <9y +2¢.

Da nun ¢ und & beliebig kleine Gro8en sind, so folgt g, =g;, w.z. b. w.
Der Fall, daB ¢, und g, parallel sind, liBt sich durch zweimalige

Anwendung des eben bewiesenen Satzes erledigen.

Mathematische Annalen, LVIL

17



250 Grore Hawmer.

Nun zeigen wir auch, daf die Bedingung, daB alle Geraden gleiche
Lénge besitzen, hinreichend ist dafiir, daB auch in Dreiecken, die von der
Normalgeraden geschnitten werden, die Summe zweier Seiten groBer ist
als die dritte (falls dieser Satz giiltig ist fiir alle Dreiecke, die von der
Normalgeraden nicht geschnitten werden, wie wir voraussetzen). '

Betrachten wir wieder das schraffierte Dreieck A BC. Wire nun der
genannte Satz falsch, also etwa (¢9,—ADB)>g, —1 + 1, so folgte, da
9, =9, ist, AB+1, <1, was unmoglich ist, da 4B, 1,1, die Seiten
eines Dreiecks sind, das von der Normalgeraden nicht durchsetzt wird.

Ebensowenig kamn g, —1, > ¢, — AB -+ 1, sein, da daxnm AB>1, +1,
sein miisste, was aus denselben Griinden falsch ist. Die dritte Seite li8t
sich natiirlich ebenso behandeln. Damit ist die Grundlage gewonnen,
um die an den Anfang gestellten Sitze vollstindig anwenden zu kénnen.
Es existiert daher auf der Normalgeraden eine eindeutig festgelegte
MaBbestimmung, wenn 1) die Geometrie iiberall vom elliptischen Typus
ist und auBerhalb der Normalgeraden {iiberall unsere Axiome erfiillt,
2) wenn alle Geraden dieselbe Gesamtlinge besitzen.

Welche Bedingungen ergeben sich daraus fiir die Funktion w?

Bedingung 1) verlangt:

9
81-1'_‘12 %ffsin (@—r) w(tg r, s sin (§—1) + 9y, cos 7 — x, sin 7) d7
§ %-=

hat fir alle endlichen z,, ¥, und fir alle & einen bestimmten endlichen

Wert.
Bedingung 2) verlangt, daf

© 7
f%ifsm '3'—'7) w(tg 7, §-sin @—17) + Yo COS T — xo,sin t)dt
—_— 0 -

von 9, z,, y, unabhingig ist.

Nun 148t sich zeigen, daB dies tatsiichlich stets dann eintritt, wenn
die beiden Integrationen iiber s und z vertauschbar sind.

Nehmen wir an, dafi diese Integrationen vertauschbar seien, und daf
die Linge auf ollen Geraden einen endlichen Wert besitze, so erfiillt unsere
Geometrie vom elliptischen Typus iiberall ohne Ausnahme die Archimedische
Forderung und olle Geraden haben dieselbe Gesamitlinge.

Dies ist so zu verstehen:

Von den beiden, zwei Punkte verbindenden Strecken ist stets die eine
die absolut kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Punkten, wenn nicht
grade beide Strecken gleich sind. Jede der beiden Strecken aber ist kiirzer
als jedes solches Kurvenstiick, das unter Festhalten der Fnden durch



Geometrieen, in denen die Geraden die Kiirzesten sind. 251

stetige Deformation aus der Strecke erzeugt werden kann, das also mit ihr
aus der elliptischen Ebene cin Stiick herausschneidet. (Die beiden Strecken,
in die eine elliptische Gerade durch zwei Punkte geteilt wird, konnen nicht
in. einander iibergefiihrt werden. Es zeigen diese letzten Betrachtungen
einen wesentlichen Unterschied der elliptischen Geometrie von der sphérischen,
in der alle diese Sitze in dieser Form nicht gelten.)

§ b.
Beispiele. Die Minkowskische und die Hilbertsche Geometrie.

I) Der nichst einfache Fall ist der, daB die Punkte einer und nur
einer Geraden unerreichbare Punkte sind. Wir werden diese Gerade die
,unendlich ferne Gerade“ nennen.

Wir kinnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf
sie mit der Normalgeraden zusammenfalle. Das Parallelenaxiom ist
jetzt im Euklidschen Sinne erfillt.

Es wird ein gewisses Interesse haben, solche Geometrieen zu suchen,
in denen zu jeder Schar paralleler Extremalen (Geraden) eine Schar
paralleler Geraden als ,Transversalen® im Kneserschen Sinne gehort.

Eine leichte Rechnung ergibt, daB die hinreichende und notwendige
Bedingung dafiir, daB eine Geometrie der vorstehend gekennzeichneten

Art vorliegt , die ist, da w von seinem zweiten Argument unabhingig

und daB o, % = f Konstanten sind. (Wir lassen hier einmal zu,

daB das starke Monodromieaxiom nicht erfiillt ist.)
Das Lﬁ,ngenelement hat also jetzt die Form:

:_:—{ sin (& —z) w (v)dz + « cos & + B sin 8} ds,

und die Linge der Strecke 12 ist gleich

3

12=s,, {fsin (—7)w(z)dr + e cos & + ﬁsin&} .
Jo
Die MaBbestimmung ist also auf jeder Geraden proportional der gewohn-
lichen Euklidschen MaBbestimmung und von jeder Parallelverschiebung

unabhingig.
Das heiBt aber:

Die einzige Geometrie unserer Art, bei der zu parallelen Geraden
wieder parallele Geraden als Transversalen gehioren, ist die Minkowskische
17*
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Geometrie (siehe Einleitung); denn diese ist durch die eben genannten

Eigenschaften charakterisiert.
Die ,Aichkurve® stellt sich in den Polarkoordinaten », & dar durch

3
1=——r~{ sin(&-—1)w(1)dz+acos&-{-ﬁsinr&}‘
3.

B

Daraus folgt:

a (X
—z—g%-)—%mwwm

Da aber w(9) der einzigen Bedingung unterworfen war, stets positiv

1
a (=
zu sein, und andererseits 74{}—2) -+ —;— bis auf einen stets positiven Faktor
gleich dem Krimmungsradius der Kurve ist, so erhalten wir fiir die
Aichkurve die einzige Bedingung, dab sie eine tiberall konvexe
Kurve um den Nullpunkt darstellt.
Da8 sie den Nullpunkt wirklich umgibt, driickt sich darin aus, da8

—:} fiir alle & einen endlichen Wert besitzt, falls wir annehmen, daB alle

Punkte regulir sind.
Ferner ist klar, daf die Forderung des starken Monodromieaxioms

darauf hinauslduft, daB die Aichkurve eine zum Aunfangspunkt symmetrische
Kurve sein muB.

) Herr Hilbert hat in einem an Herrn Klein gerichteten Briefe
(siehe Einleitung) eine Geometrie aufgestellt, in der ebenfalls die
Gerade Kiirzeste ist.

Betrachten wir in der zy-Ebene eine konvexe, geschlossene Kurve
und definieren fiir das Innere derselben die Entfernung zweier Punkte
durch den Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, das diese beiden Puunkte
mit den Schuittpunkten der durch sie festgelegten Geraden auf der ge-
nannten Kurve bilden, so erhalten wir die fragliche MaB8bestimmung.

Sei H(z,y) =0 die Gleichung der bestimmenden Kurve, y = pz + b
eine Gerade, so ergeben sich die Werte der Abscissen der Schnittpunkte
der Geraden mit der konvexen Kurve durch die Gleichung H(z, pz -+ b)=0.
Entweder hat diese Gleichung fiir 2 zwei reelle Wurzeln, oder eine mehr-
fache Wurzel, oder gar keine reelle Wurzel.

Seien die Wurzeln, falls sie existieren, v, (p, b) und »,(p, b), so erhilt
man mit leichter Mithe fiir den Ausdruck W(p,y —pz) den Wert

0% (v, —v,)

W(py—pr) = —Z5>,
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wobel fiir v, die groBere oder kleinere der beiden Wurzeln zu nebmen ist,
je nachdem +—;~<8<—3§ oder ———;5<&<—g— ist.
Es zeigt sich dann, daB die Funktion

1
W= cos® & w

ein stets positives Vorzeichen besitzt, wenn die Kurve H(z, y) = O iiberall
konvex ist. Ferner ist w definiert fiir alle Punkte im Innern der Kurve
H=0.

IIT) Man kann nun offenbar eine weit allgemeinere Greometrie unserer
Art erzeugen, wenn man

A=1

setzt, wo die v, Kurven H, = O entsprechen.

Ob man aber durch solche Ubereinanderlagerung Hilbertscher
Geometrieen die allgemeine Geometrie unserer Art erhalten kann, habe
ich noch nicht klarstellen konnen.

8 6.
Uber den EinfluB von Unstetigkeiten der Funktion 7.

Es sei mir gestattet, aus den in der Uberschrift dieses Paragraphen
angedeuteten Untersuchungen hier nur einen Satz herauszuheben; im iibrigen
sei auf meine Dissertation verwiesen (§ 5—8).

Der betreffende Satz lautet:

Hat die Funktion w Singularititen der Art, daB f dl auch lings einer
iiber solche Stellen hinweg gehenden Geraden einen bestimmten endlichen
Wert besitzt — also die betreffenden Punkte, fiir welche die Singularititen
eintreten, noch als erreichbare Punkte zu bezeichnen sind — so zeigt die
zu 0 gehorige Geometrie keinerlei Abweichungen von der Archimedischen
Forderung, falls nur w auBerhalb der betrefifenden Stellen iiberall positiv
bleibt. Die gerade Strecke bleibt also die kiirzeste Verbindung ihrer
Endpunkte.

§ 7.
Verallgemeinerung des Begriffes ,,Aichkurve.

Angenommen, w sei lings eines Stiickes der y-Achse regulir, eine
Annahme, die keine Beschrinkung bedeutet.

Bilden wir jetzt in Polarkoordimaten 7, & fiir jeden Punkt z =0,
Yy = b als Anfangspunkt die Kurve
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3

oo finoete e+ (), + ().

Yo

sin&} ,
0

so fallt diese fir den Fall, daB w von b unabhingig ist, mit der
Minkowskischen Aichkurve zusammen.
Fiir unsere Kurve gilt die Differentialgleichung

-()

1
1) —apr Ty = w(®b)
Soweit w willkiirlich ist, ist die Kurve auch willkiirlich, denn (%g)x_o

und (%)x—o sind natiirlich willkiirliche Funktionen von y resp. b.

Ist das schwache Monodromieaxiom erfiillt, so heift das offenbar,
daB zu jedem & + 2km dasselbe r gehirt wie zu & (b eine ganze Zahl),
daB die Kurve also geschlossen ist. Ist das starke Monodromieaxiom
erfiillt, so gehdrt zu jedem & -+ kw dasselbe » wie zu @, die Kurve ist
also in bezug auf z = 0, y = b symmetrisch.

Da aber, wie wir schon frither sahen

1
da* —

r 1
@ T

bis auf einen positiven Faktor gleich der Kriimmung der Kurve ist, so
sagt w > 0 aus, daB die Kurve stets konvex ist.

Damit haben wir das Resultat:

Man erhilt die allgemeinste ebene Geometrie, i der die Gerade
Kiirzeste ist, in folgender Weise:

Um jeden Punkt einer Geraden, die wir zur y-Achse machen, beschreibe
man eine konvexe Kurve. Man setze dann die Gleichung dieser Kurve
in Polarkoordinaten 7, & um den Punkt der Geraden in der Form an, die

stets zu erhalten ist:
1= rg ('37 b )

oder
9

. ou ou .
l=r { fsm @F—2)w(z,bydr + (—a—i)uocos g+ (’8‘5 5 e‘}} ,
%o
wobel b der Parameter ist, der den Punkt auf der Geraden markiert, und
u(z,b) noch in mannigfacher Weise gewihit werden kann, nur so, daB

(%)z_ ouﬂd (%%)z~b durch g gegebene Funktionen von b sind. w aber ist

vollstindig durch g bestimmt, nach Gleichung (1).
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Dann ist das Langenelement der gesuchten Geometrie gleich

4

ds {Jsin (F—1)w(r,y—=xtgr)dr + —g—g cos & + % sin ﬁ};

die Linge also bis auf eine bloBe Funktion des Ortes (unabhingig von

dem Verbindungswege der Endpunkte) bestimmt.

Ist die gewdhlte Kurve symmetrisch, so kann das starke Monodromie-
axiom erfiillt werden durch passende Wahl von u, das dann ebenfalls
vollig bestimmt ist¥).

Ist die Kurve nach einem Umlaufe geschlossen, so ist das schwache
Monodromieaxiom erfiillt, wie sonst auch u — aber in Ubereinstimmung

mit dem oben Gesagten — gewihlt werden mag.
Diese, die Geometrie also wesentlich bestimmenden Kurven mdégen

sAichkurven“ heiBen.

Kapitel II.

Die Geometrieen im Raume.

§ 8.
Der Aufbau der postulierten Geometrieen.
‘Wenn wir jetzt zum Raume tbergehen, so stehen der Verallgemeinerung
der Uberlegungen des § 1 keinerlei Schwierigkeiten im Wege; wir kénnen

also jedem Punkte auBerhalb der Normalebene ein Zahlentripel z, y, 2
zuordnen; die Gerade ist dann dargestellt durch die Gleichungen:

Y =PI+ u,
z2=qx + v,
oder durch die Differentialgleichungen

d? da: a?
jg§=07 Zz‘:s?_zlzoi d—s;:()’ (dsz—}—]fdxz—}-dy?-{—dz?).

Was nun die Untersuchungen des § 2 angeht, so haben unsere Axiome
jetzt ganz analoge Resultate wie damals: es 1Bt sich die Liange einer
geradlinigen Strecke im allgemeinen darstellen durch das Integral:

2 , . dy ., d
fy(w,y,z,y,z)dw. (y"_‘a%yz:jg)

*) Siehe § 3.
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und immer durch
8
dz dy dz
ff(x;?/yz: ds? ds? ;ZE) ds,
0

wobei f in den drei letzten Variabeln homogen von der ersten Dimension ist.

Fiir andere Kurven definieren wir dann die Lénge eines Abschnittes
durch obiges Integral, das wir lings der betreffenden Kurve erstrecken.

4) Die Archimedische Forderung, daB die Gerade die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei gegebenen Punkten sein soll, zerfillt
wieder in zwel andere:

4a) Es miissen die beiden partiellen Differentialgleichungen erfiillt
sein, die durch Vergleichung der Differentialgleichungen der Geraden mit
den Lagrangeschen des Variationsproblems entstehen, némlich

0% o9
(1) O”apax+8p2yp+op8z oy’ , ’
" #g o (p=v,q=2)
(2) O=3q8x+8q3yp+3q3z 0z
Daraus erhilt man zunichst als notwendige Bedingung, daB g‘}g’
2 2
527%’ gq—gz je eine Funktion von p, 9, u=y —px, v=2— gz allein

sein miissen.
Setzt man dementsprechend:

810 U(P; q, %, @):
PL
op 'qu = V(?; q, u, ”)7
o2
%% = W(p, q, U, V),

so liefert die Bedingung fiir die Vereinbarkeit dieser drei Gleichungen
die Relationen:

(1) 0U_ V. 0V _ oW 9U_2aV. 0V _iW
oq dp’ 0q 610’ 0 owl Jv ou’

woraus wieder folgt, da8 U, V, W je der partiellen Differentialgleichung
geniigen miissen:

o%h o%h
(Ib) dudqg 0vop (h=T, 7, W)

Beriicksichtigt man alles dies, so erhilt man als notwendigen Ansatz
fiir das Langenelement den folgenden:
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17’9 | 54

(M) dl._gdxmdxf dpf(Udp+Vd€l)+dqf(Vdp+de)}

PLos%o Pos% Po1%0
+ di(z, y, 2),

wobei ¢ eine willkiirliche Funktion von z,y,z bedeutet, p,, g, irgend
welche Konstanten.
DaB die hingeschriebenen Kurvenintegrale einen nur von den Grenzep
abhingigen Wert haben, ist an die Erfiillung der Relationen (I) gebunden.
Erstrecken wir die inneren Integrale stets iiber dieselbe Kurve wie
das duBere, so konnen wir auch schreiben

»ne e
(la) dl=gdz= dmf f(Udpdp +2Vdpdg+Wdgdq) + di(z, y, 2).
Podo Poo
Und daB der so bestimmte Ausdruck fiir g anch die Differential-
gleichungen (1) und (2) befriedigt, wenn nur U, V, W den Be-
dingungen (I) geniigen, ist leicht nachzuweisen.

4b) Damit wirklich ein Minimum eintritt, mufl die WeierstraB-
sche E-Funktion stets negativ sein.

Sind 7, § die Werte von p, g auf irgend einer die Endpunkte der
ins Auge gefabBten Strecke verbindenden Kurve U, p, g die Werte auf
den in C einmiindenden Extremalen (Geraden), welche von dem einen Ende
der Strecke ausgehen, so lautet die E-Funktion:

_ _ ' o da
E={!}(P;Q)*9’(P>§l)+(p—p)ag(p9)_;_(,2 g)é‘g(p ] A%

Mit Hiilfe von (II) erhdlt man nun leicht
:q 12y

E-—-—~~—— f(Udpdp+2Vdpd9+dedg)

P:Q V2%

Damit aber dieser Ausdruck stets negafiv sei, ist notwendig und hin-
reichend, daB an jeder Stelle des fiinfdimensionalen Raumes p, ¢, 2, y, 2
und fiir jedes dp, dg

gg(mpdpwmpdﬁvvdqdq) >0

sei, woraus wieder folgt:

*) Vergleiche Noble 1. ¢. p. 65. Der Faktor. %-‘?— muf notwendig hinzugenommen

werden, wepn wir nicht voraussetzen, daB y und z lings C eindeutige Funktionen
von z sind, was hier eine wesentliche Beschrinkung bilden wiirde.
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(1) UW—-V>0 wd 2y>o,
was wir auch schreiben konnen:

0%g 0%¢g 0%g dw o oy
(ITa) op® 09° (81034) >0, " opt > 0.

Wir konnen somit folgendes Resultat aussprechen:

Erfillen die im dibrigen willkirlichen Funktionen U, V, W der wvier
Argumente p, g, w =1y — zp, v =2 — qx dic Bedingungen (1) und (U1I),
so liefert der durch (11) gegebene Ausdruck des Liingenelementes dl die all-
gemeinste MapSbestimmung, die den in der Einleitung erwilmten Aziomen
entsprichi. (Abgesehen vom starken Monodromieaxiom.)

Machen wir die nicht wesentliche Annahme, daB U, V, W an der
Stelle p = 0, ¢ = 0 regulér seien, so kénnen wir p, = 0, g, = O setzen.

Werde weiterhin eine Grofie ¢ durch die Gleichung —g— = ctg ¢ bestimmt,

so konnen wir als speziellen Infegrationsweg &= const. wihlen, falls
U V, W auf diesem ganzen Wege regulir sind.

Setzen wir dementsprechend p=1rcoss, g =rsing, so lautet der
Ausdruck fiir das Langenelement

dl =dz drﬁUcos2 e+ 2V cos & sin s+ W sin® &) dr + di(z, y, 2)
6 9

Fihren wir endlich als neue Variabele & durch die Transformation
r=1tg o
ein, s0 bekommen wir
9
(b) dl = dsfsin (& —r)wdr 4 di(z, y, 2),

0
wo

W =

(U cos? e+ 2V cos ¢ sin & + W sin? &)

cc»a3
gesetzt ist.

Die Bedingungen, weleche w erfiilllen muB, lassen sich daraufhin
gemif (I) und (III) leicht angeben; speziell mag erwihnt werden, daB
die zweite Bedingung (1II) einfach lautet

(11Ib) w > 0.
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§ 9.
Die Monodromieaxiome.

I) Wenn das schwache Monodromieaxiom erfillt sein soll, d. h. wenn
der Strecke 4B uberhaupt eine eindeutig bestimmte Linge zukommen
soll, so miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1) Es diirfen U, V, W nur solche Singularititen besitzen, dal

a) die in g vorkommenden Integrale in den unabhingigen
Variabeln p, ¢ vom Wege unabhingig bleiben, solange in der pg-
Ebene die unendlich ferne Gerade nicht iiberschritten wird.

b) dafl dasselbe noch der Fall ist nach Einfiihrung der Variabeln
9, & statt p, ¢ und zwar fiir alle Werte von & und ¢, fiir die iiber-
haupt U, V, W definiert sind.

2) Es miissen w wund damit auch U, ¥V, W als Funktionen von z
und & je die Periode 2z besitzen.

3) Es miissen die Gleichungen

P E ’ 2n
fsinzwdt—-:() und costwdr =0
0 0
erfiilllt sein. Die Funktion ¢ bleibt ganz beliebig, abgesehen natiirlich
davon, daB sie eindeutig sein muB. Die Bedingungen 1), 2), 3) sind auch
hinreichend fiir die Erfiilllung des schwachen Monodromieaxioms.

I) Wenn das starke Monodromieaxiom befriedigt sein soll,
d. h., wenn die Linge der Strecke AB stets der von B4 gleich sein
soll, so miissen abgesehen von der Bedingung I, 1) noch die folgenden
Bedingungen erfillt sein:

2) w muB eine eindeutige Funktion von fgzcose und igzsing,
d. h. von p und ¢ sein.

3) Die Funkfion f muf so angenommen werden, da$

7

g—; = — é—fsin B—7)wdr
wird. ’
DaB diese Bestimmung von { mbglich ist, 188t sich mit Benutzung
der Voraussetzungen I, 1) leicht zeigen.
Die Erfillung der Bedingungen 1), 2), 3) ist auch hinreichend dafiir,
daf das starke Monodromieaziom erfillt ist; das Ldngenelement selbst
erschewnt danwn unter der Form:

F
9 |
dl =~ | sin (&—1)w(z)dv.

-7
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§ 10.
Beispiele.
I) Nehmen wir U, V, W als von u, v unabhiingig an, wodurch die
. " . ot ot ot
Bedingungen (Ib) von selbst erfiillt sind, = =, 5y — B, =7, Wo
«, B, y Konstanten sind, so wird

4

dlzds{fsin(«ﬁ——z)w(e,t)d'z—!— e cos & -+ fsin & cos ¢ + y sin & sin e} .
0

Diese MaBbestimmung ist unter den andern dadurch eindeutig hervor-
gehoben, daf sie auf parallelen Geraden dieselbe ist, d. h. nur von der
Richtung &, ¢ des Linienelementes abhingt, nicht aber von dem Orte
(z, y, 2) desselben. Wir erhalten so offenkundig die Minkowskische
Geometrie im Raume (siche Einleitung).

Die ,Aichfliche” die vom Koordinatenanfangspunkt iiberall die
Entfernung 1 hat, stellt sich in Polarkoordinaten r, &, & so dar:

9

1=r{fsin(&~—t)w(r,a)dt+ucos«‘)—{—ﬁsin«?*eose—f—ysin&sine}-
0

Die einzige Bedingung, der diese Fliche unterworfen ist, ist die,
daB sie eine den Nullpunkt umgebende, iiberall konvexe Fliche sein muB.
Im iibrigen kann sie ganz beliebig gewihlt werden.

Ist sie einfach geschlossen, d. h. ist » eine eindeutige Funktion der
Richtung 9, (0L o< =, |e] < 7), so ist das schwache Monodromieaxiom
erfiillt; ist aber die Fliche zu dem Anfangspunkt symmetrisch, so ist das
starke Monodromieaxiom befriedigh.

II) Man erhilt die Hilbertsche Geometrie fir den Raum in
folgender Weise:

Man nehme eine geschlossene konvexe Fliche H(z,y,#) = 0. Dann
existieren fiir alle p, ¢, , v, deren Geraden:

y=px+u7
Z2=qx + v

durch das Innere der genannten Fliche gehen, zwei reelle Wurzeln e,
und @, der Gleichung

H(o, op + 4, op 4 v) = 0.
Setzt man alsdann
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0% (00, —
JEAC
*(0, — @)
V= ou v )
20 —
W — M%?;Eﬂ, (m1>&32, falls ———Z~<&<325, sonst 031<m2)

so sind die Bedingungen (I) und (1) s@mtlich erfilllt. Ist H =0 eine
einfach geschlossene Fliche, so ist das starke Monodromieaxiom befriedigt,
falls man noch ¢ richtig bestimmt, und zwar erhélt man fiir die Linge
der Strecke 12 im Innern von H = 0:

s N
(Z;fsm F—t)wdr=1g

0 7

(@, — ) (2, — @) .
@y — ) (@, — @)

Dabei sind in @, und w, die Werte von p, ¢, , v einzusetzen, die der
dorch die Strecke 12 bestimmten Geraden angehoren.

Damit ist die von Herrn Hilbert gegebene Form erreicht:

Die Entfernung ist gleich dem Logarithmus des Doppelverhaltnisges,
das von folgenden vier Punkten gebildet wird: den Endpunkten der zu
messenden Strecke und den Schnittpunkten der durch sie bestunmten
Geraden mit der zugrunde gelegten konvexen Fliche.

Die Geometrie existiert nur im Innern der genannten Fliche.

§ 11
Uber die Differentialgleichung:
*h_ o%h
oudg ovop

Es leuchtet nach § 8 ein, daB die wirkliche Bestimmung aller rdum-
lichen Geowmetrieen unserer Art auf die Integration dieser Differential-
gleichung hinausfiihrt.

Abgesehen von den bekannten Existenztheoremen iiber partielle Dif-
ferentialgleichungen, mogen noch die folgenden fiir uns wichtigen Sitze
kurz genannt werden, die ich iiber sie bis jetzt habe aufstellen kdnnen:

1) Gegeben sei b lings u=0 als Funktion U(p, q,v) und lings ¢=10
als Funktion Q(p, u, v) der eingeschlossenen Grifien. Diese Anfangswerte
U, Q seien in p, v analytisch, aber wicht notwendigerweise in q resp. u; n
diesen Variabeln jedoch stetig und zweimal differentiierbar. Dann g¢ibt es
eine Funktion h(p, g, u, v), die in einem gewissen Gebiete um u =0, ¢ =0
requlér ist, die in Rede stehende Differentialgleichung erfillt und die vor-
geschricbenen. Anfangswerte anwimm.

(Natiirlich mu8 U(p,.0, v) = @(p, 0, v) sein!)
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Und zwar lautet das Integral, wenn man

ko = U+ Q‘__ (U)gzo
setzt und unter f ein n-faches Integral versteht, folgendermaBen:

3
@ q U
a?nh
h —_ (]
2 qufdu op" v
n=0 0
Dafiir 148t sich auch der folgende geschlossene Ausdruck finden:

h(u,q,v p) = hy(u, q,v,p) + 3 fdcxfdﬂfo 75 49,

als Funktion folgender Argumente anzusehen ist:

wobel 2 8

o, 8,0 —Y(u—e)(@—p) e, p—V(u—a)(g—p)e "

Fir den Fall, daB A, in p,v nicht analytisch ist, habe ich den
Existenzbeweis noch nicht filhren kénnen.

2) Es existiere eine Funktion h, die der partiellen Differentialgleichung
a‘rgq = aiﬁgp gendigt und fiir w = 0 gleich U(p, q,v) und fiir ¢ = 0 gleich
Q(p, u, v) ist. Dann ist diese Funktion h in einem gewissen Bereiche wm
die Stelle uw =0, ¢q =0, p, v auch die einzige Funktion, die alle diese
Bedingungen befriedigt, vorausgesetzt, daB % eine stetige, bis zur zweiten
Ordnung differentiierbare Funktion ist, die aber keineswegs analytisch zu
sein braucht.

Der in Rede stehende Bereich kann a priori, unabhingig von den
Werten der Funktionen U und ¢ angegeben werden.

§ 12.

Uber die geometrische Deutung der Resultate. Erweiterung des
Begriffes ,,Aichfliiche<,

Nachdem wir in den §§ 8—11 die analytischen Bedingungen formuliert
haben, die das Lingenelement dl anf Grund unserer Axiome erfiillen mu8,
soll jetzt eine geometrisch anschauliche Erliuterung derselben folgen.

Die eigentiimliche Form von U, V, W weist zunichst daranf hin,
daB wir g im wesentlichen iiberall kennen, wenn es auf der yz-Ebene
allein gegeben ist fiir jeden Punkt in allen Richtungen.

Das im vorigen Paragraphen genannte Existenztheorem sagt dann —
allerdings einstweilen nur unter Beschrinkung auf den analytischen Charakter
gewisser Funktionen — aus, daB es hinreicht, g allein zu kennen fiir
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die 2-Achse in allen Richtungen (u=0); auBerdem aber noch in allen
Punkten der yz-Ebene, jedoch nur fiir ¢ =0, d. h. in den Richtungen,
die der zy-Ebene parallel sind.

Denken wir uns jetzt um jeden Punkt 2, ¥, # eine Fliche konstruiert

der Art, daB
1 =17 cos &g

die Gleichung derselben in den Polarkoordinaten r, &, & ist, bezogen auf
den Punkt z, y, 2.

Dann sagen, ebenso wie in dem speziellen Beispiel der Minkowski-
schen Geometrie die Ungleichheitshedingungen (III), (§ 8) nichts anderes
aus, als daB die so konstruierte Fliche iiberall gegen den festen Punkt
z, Y, 2 konkav ist.

Aus der Geometrie selber kann man sich die Fliche in folgender
Weise entstanden denken:

Kounstruieren wir die Fliche, die in der betreffenden Geometrie von
dem gewdhlten Punkte z, y, # einen bestimmben konstanten Abstand
a <1 hat, vergroflern sie aber im Sinne der Namengebung dadurch, daB
wir jeden Radiusvektor durch ¢ dividieren. Alsdann lasse man a gegen
Null konvergieren. Es gibt dann eine Grenzfliche, die, in Polarkoordinaten
dargestellt, lautet

1=1rgcos@.
Diese Fliche soll allgemein ,Aichflache® heifien.

Mit Hiilfe solcher Aichflichen kann man sich nun die allgemeinste
Geometrie, die unsern Aziomen Geniige leistet, folgendermafen verschaffen:

Man: konstruiere um jeden Punkt einer Geraden, die wir zur z-Achse
machen, eine konvexe Fliche, und um jeden Punkt einer durch die
z-Achse gehenden Ebene, die wir zur yz-Ebene machen, in den Ebenen
# = const. je eine konvexe Kurve.

Diese Flichen und Kurven mdogen im allgemeinen stetig in einander
greifen. Schreibt man sie mittels Polarkoordinaten », &, ¢ in bezug auf

den zugehorigen Punkt in der Form 1 =7cos &-9, so bestimmen die

g 2§ 27 : o
Werte von —%%, 3—15—595’ 5;2—*) (p=1tg D cose g=1gPsine), soweit sie
sich bilden lassen, zusammen mit der Differentialgleichung

*h oh g v=2)
oudq 0Ovop (u=y, v=2

und den Relationen Ia des § 8 die drei Funktionen U, ¥, W vollstindig.
Setzen wir dann

*) Wir setzen von unseren Gebilden voraus, daB diese Differentialquotienten
existieren.
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= 5@1375 (cos? e U+ 2 cos e sin ¢ V+sin? s W)
und bilden die Funktion

9

g= ctoﬁ'fSin (=) w(p, ¢ u,v)de + a(y, 2) + By, )p + 74 24,
[1]

so sind «, B, p vollstindig bestimmt, wenn wir verlangen, daB § mit g
in den Definitionshereichen des letzteren iibereinstimmen und gleichzeitig

oy _ 0P sein soll.

oy 0z
Endlich leiten wir aus 7 die Funktion ¢ dadurch ab, daB wir setzen
5

1

0

wobei ¢ noch in mannigfaltiger Weise so gewihlt werden kann, daB
at ot ot
(%)x=0= a(y’ Z); (@)x_—.o: ﬁ<y? .Z), (ﬁ)zr_(): 7(?/, Z)

dl=gdx
stellt dann das Lingenelement der gesuchfen Geomelrie dar.

Dieselbe existiert so weit, als die Funktion ¢ existiert, und befriedigt
die Archimedische Forderung, solange % und 2292 g; — (ai;%—q—)g positiv
bleiben. In gewisser Nihe der Anfangswerte (u=0, ¢=0) ist diese
letzte Bedingung aus Stetigkeitsriicksichten sicher erfiillt.

Das Einzige, was nach Wahl der angegebenen Aichflichen noch un-
bestimmt bleibt, ist zam Teil die Funktion 7 Diese Unbestimmtheit
fallt aber auch fort, sowie wir die Erfilllung des starken Monodromieaxioms
fordern. In diesem Falle ist die Geometrie durch die angenommenen Aich-
fliichen und Aichkurven vollig festgelegt.

Eine notwendige Bedingung fiir den Eintritt des starken Monodromie-
axioms ist jedenfalls die, daB die urspriinglichen Aichflichen und Aich-
kurven symmetrisch waren; ob diese Bedingung auch hinreichend 1ist,
konnte erst eine eingehendere Untersuchung der im vorigen Paragraphen

besprochenen Differentialgleichung ergeben.

wird.




