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Memoria di Gaetano Scorza (Catania).

Adunanza del 27 agosto 1916.

La teoria delle funzioni abeliane (con che si intende alludere, nel tempo stesso, a
tutto Pinsieme delle quistioni analitiche che pit o meno direttamente vi si riconnet-
tono) e alcune delle piti elevate teorie della geometria algebrica presentano analogie cost
frequenti e affinitd tanto spiccate che, chiunque le esamini un pd da vicino, & con-
dotto, quasi spontaneamente, a presumere, che esse debbano innestarsi tutte sopra una
medesima teoria generale, e che in questo fatto debba ravvisarsi la spiegazione migliore
dei vincoli numerosi e stretti che le collegano.

E poiche al fondo di ogni ricerca istituita su quegli argomenti sta sempre, in
modo pitt 0o meno esplicito, una certa « tabella di periodi », la quale, come & noto, in
nessun caso ¢ una matrice qualsivoglia, vien fatto subito di pensare che appunto le
proprietd di questa matrice debbano rispondere in quelle teorie a un ufficio essenziale.

Vero & che fino a qualche tempo addictro lo studio diretto delle tabelle in discorso
era stato cosi poco approfondito che l'osservazione ora fatta, anche a ritenerla signi-
ficativa, bisognava rassegnarsi a lasciarla cadere; ma in questi ultimi anni le cose sem-
brano mutate.

A traverso lavori, pil o meno recenti, che verremo a mano mano ricordando,
esse sono divenute ormai cosi numerose e hanno acquistato tanto rilievo, che mi ¢
parso si imponesse, per ragioni teoriche e di fatto, la necessitd di comporne una trat-
tazione organica e ordinata, al tutto indipendente dalle varie interpretazioni concrete di
cui esse sono suscettibili.

Questo appunto ho tentato di fare nella prima parte di questa Memoria, nella
quale pongo la nozione di matrice riemanniana e inizio lo studio sistematico di quelle
fra le sue proprietd che restano inalterate di fronte alla relazione di isomorfismo o, in
particolare, di equivalenza.

La ragione intima del limite che cosi vien posto alla ricerca apparisce subito ma-
nifesta.

Una matrice riemanniana non ¢ altra cosa, in sostanza, che una matrice la quale
possa esser pensata come tabella di periodi primitivi per un corpo di funziori abeliane,
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e, secondo le definizioni qui poste, il dire che due matrici riemanniane sono isomorfe
val quanto affermare che ciascuna funzione abeliana del corpo relativo all’una, pre-
messa, ove occorra, una sostituzione lineare omogenea sulle variabili, ¢ algebricamente
legata a funzioni del corpo relativo all’altra; e il dire che due matrici riemanniane sono
equivalenti & quanto asserire che i corpi di funzioni abeliane ad esse relativi si possono
portare a coincidere effettuando, al pitl, sulle funzioni di uno dei due un conveniente
cambiamento lineare di variabili. E allora & chiaro che, dato il nostro scopo, le sole
proprietd di una matrice riemanniana che interessi considerare sono quelle che non
mutano quando ad essa venga sostituita una matrice equivalente o soltanto una ma-
trice isomorfa,

Dal punto di vista di questa Memoria i caratteri fondamentali di una matrice rie-
manniana che occorre tener presenti sono tre: il primo & la sua caratteristica, che qui,
per ragioni evidenti di opportunitd, vien detta il suo gemere, gli altri due sono quelli
che chiamo indici di singolarita e di moltiplicabilita.

Come ¢ noto, perche¢ un quadro di numeri possa riguardarsi come una matrice
riemanniana occorre e basta che esista una forma bilineare alternata a coefficienti (in-
teri, o soltanto) razionali, in rapporto alla quale gli elementi della matrice soddisfac-
ciano a due condizioni assegnate da Riemany e da WEiErsTRass. Di queste, la prima
si traduce in un sistema di eguaglianze; la seconda in una diseguaglianza.

Ora si supponga di non imporre alla forma bilineare la restrizione di essere alter-
nata e di lasciar cadere la seconda condizione, ma si tenga sempre ferma la prima; si
giunge cosi alla nozione di cio che dico una forma di Riemanx della matrice.

Ebbene gli indici di moltiplicabilitd e di singolarita della matrice sono semplice-
mente le dimensioni delle totalitd lineari minime a cul appartengono tutte le sue forme
di Riemann o, soltanto, tutte le sue forme di Riemanw alternate.

Accanto a codesti caratteri riguardant una sola matrice riemanniana ve n’¢ un
altro relativo a una coppia di matrici riemanniane e che chiamo il loro caratiere si-
multaneo.

Salvo una leggera differenza, esso & definito in maniera analoga alla precedente
partendo da quelle che vengon dette forme simultanee di Riemany delle due matrici, e
nel caso che le due matrici coincidano (o siano soltanto isomorfe) esso si riduce al
loro comune indice di moltiplicabilitd aumentato di 1.

Il primo a riconoscere la necessitd di considerare tutte le forme riemanniane alter-
nate della tabella dei periodi per poter comporre una teoria completa e soddisfacente
della trasformazione (in particolare, della moltiplicazione complessa) delle funzioni abe-
liane, e quindi, in sostanza, a introdurre la nozione di indice di singolaritd & stato lo
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HumeerT *), che ha studiato a fondo il caso delle due variabili; e dei due significati
geometrici che codesto indice assume, quando si trasporti nel campo delle superficie
iperellittiche o delle curve algebriche, uno ¢ stato messo in luce da BacNera e De
Francuis ?) e laltro dal Rosatt #).

Ma per lo scopo a cui or ora si ¢ alluso non basta limitarsi alle forme rieman-
niane alternate; occorre, in realtd, considerarle tutte. Lo stesso Humert, infatti, seb-
bene non arrivi alla distinzione netta fra indice di singolaritd ¢ indice di moltiplica-
bilitd, nel caso particolare che egli considera ¢ costretto a parlare di « relazioni sin-
golari » fra i periodi e di «altre relazionien.

Qui vi & luogo, anzi, a un’osservazione importante.

La lacuna della teoria classica della moltiplicazione complessa, rilevata dallo Hum-
BERT, discende dal fatto che essa ha bisogno di presupporre per la tabella dei periodi
Pesistenza, a meno di un fattore di proporzionalitd razionale, di una sola forma rie-
manniana alternata; basta, pertanto, che ci6 non sia, perché essa risulti incompleta.
Ora, per I'appunto, quando le variabili sono due, lo HumserT ha fatto vedere che non
¢’¢ moltiplicazione complessa se di quelle forme non ve n’¢ almeno due distinte, €
quindi, in sostanza, per il caso in discorso, la teoria classica fa un’ipotesi che non pud
essere mai realizzata.

Come dimostrerd in un altro lavoro, Pimportante teorema dello HumserT, ora ri-
cordato, non vale per tutti i casi; per es. non vale per le funzioni abeliane a tre va-
riabili, come, ed & notissimo, non vale per le funzioni ellittiche. Possono dunque es-
servi casi di moltiplicazione complessa che rispondano all’ipotesi della teoria classica:
ma allora, eccettuato il caso delle funzioni ellittiche, il tipo di moltiplicazione complessa
che si incontra & di natura estremamente particolare; né questa conseguenza di quella
ipotesi & stata mai rilevata.

Cosicché, da qualunque lato si guardi, l'assetto logico di codesta teoria & tutt’altro
che soddisfacente: essa, invero, o fa un’ipotesi non realizzabile, o non ne approfondisce
le conseguenze. Gli & che a chiarir le cose e a metterle nella loro vera luce & appunto
necessario, come abbiamo detto, distinguere nettamente tra indice di singolaritd e indice
di moltiplicabilita.

Il primo a imbattersi nella nozione di indice di moltiplicabilita, benche in maniera
al tutto diversa da quella qui seguita, & stato lo Hurwrrz *), il quale, introduceno il
numero base per le corrispondenze (algebriche) situate sopra una curva algebrica ha, in

') G. HUMBERT, Sur les fonctions abéliennes singulitres [Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 5™¢ série, t V (1899), pp. 233-350; e t. VI (1900), pp. 279-386].

?) G. BagNera ¢ M. De Franchis, Le nombre 3 de M. PICARD pour les surfaces hyperdlliptiques
el pour les surfaces irvéguliéres de genre zéro [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXX
(2° semestre 19:0), pp. 185-238].

3) C. Rosary, loc. cit. 7) b) e ¢).

4) A. Hurwirz, Uber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte Correspondenzprincip
[Mathematische Annalen, BJ. XXVIII (1886), pp. 561-585].

Rend. Cire. Matem. Palerme, t. XLI (1916). — Stampato il 15 dicembre 1916, 31
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altri termini, introdotto Iindice di moltiplicabilitd per le matrici riemanniane legate alle
curve, una volta che la differenza dei due caratteri & semplicemente 15 e il Severt °),
osservando che la teoria della base delle corrispondenze poteva essere estesa anche a
curve algebriche distinte, si & imbattato per il primo nella nozione di carattere simul-
taneo per matrici riemanniane legate a curve.

Si osservi, per altro, che se pure & facile trovar traccia di codesti tre caratteri in
ricerche anteriori, qui per la prima volta essi vengono considerati in modo esplicito, si-
multaneo e generale ¢ qui per la prima volta si di tutta una serie di teoremi che li
riguardi ®).

Per alcune questioni relative alle matrici riemanniane (per es., gran parte di quelle
che rispondono alla teoria della moltiplicazione complessa) Paspetto sotto cui occorre
considerare le loro forme di Riemany ¢ quello strettamente aritmetico; ma per altre
(ad es., per talune considerazioni che ricorrono nello studio degli integrali abeliani ri-
ducibili) il far questo non & necessario, anzi ¢ inopportuno, bastando considerarle sotto
Paspetto algebrico.

Dal primo punto di vista si presenta la necessitd di fissare I'attenzione in modo
particolare sulle forme di RiEMANN a coefficienti interi, e fra queste su quelle primitive,
sui valori dei loro determinanti, sulle loro basi minime, ecc.; dal secondo [che, se non
erro, € stato accentuato soltanto da poco, da lavori miei e del Rosati 7)), una volta

5) F. Sever1, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classi di super-
Sicie [Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, serie II, t. LIV (1903), pp. 1-49], n° 16.

8) Si veggano, in particolare, i teoremi generali che possono dedursi da queste ricerche intorno
ai numeri base di Hurwrirz e SEVERI, di cui finora erano noti soltanto i limiti superiori (HURWITZ,
SEVERI) e i valori che il primo pud assumere nel caso classico delle curve ellittiche e nel caso delle
curve di genere 2, trattato a fondo dal Rosatr [loc. cit. 7) b) e ¢)].

7) G. Scorza, a) Sulle funzioni iperellitiiche singolari [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,
serie 5%, vol. XXIIT (2° semestre 1914), pp. §66-5721; b) Sugli integrali abeliani riducibili, Note 1 e 11
[ibid., serie 5%, vol. XXIV (1° semestre 1915), pp. 412-418; e pp. 645-6541; ¢) Le variets algebriche con
indice di singolariti massimo, Note I e II [ibid., serie 5%, vol. XXIV (2° semestre 1915), pp. 279-284
e pp. 33333815 d) Sugli integrali abeliani riducibili [ibid., serie 5°, vol. XXIV (2° semestre 1915),
Pp. 393-4001; €) Sulle varietd algebriche con sistemi rogolari isolati di integrali riducibili [ibid., serie 52,
vol. XXIV (2° semestre 1915), pp. 4i5-453]; f) Sulle varieti algebriche con infiniti sistemi regolari di
integrali riducibili [ibid., serie 5%, vol. XXIV (2° semestre 1915), pp. 603-610]; g) Sulle variets algebriche
con sistemi regolari di integrali riducibili [ibid., serie 5*, vol. XXV (1° semestre 1916), pp. 289-2961;
h) Il teorema fondamentale per le funzioni abeliane singolari [Memorie di Matematica e di Fisica della
Societa Italiana delle Scienze, detta dei XL, serie 3%, t. XIX (1916), pp. 139-183].

C. Rosari, a) Sugli integrali abeliani riducibili [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vol. L (1914-1915), pp. 685-6941; by Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebiica e in partico-
lare fra i punti di una curvae di genere due [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol XXIV
(2° semestre 1915), pp. 182-184]; ¢) Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e in parti-
colare fra i punti di una curva di genere due |Annali di Matematica pura ed applic:ta, serie 32, vol. XXV
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che Palgebra delle sostituzioni lineari equivale alla geometria proiettiva (ordinaria o iper-
spaziale), si affaccia spontanea I'idea di sostituire allinsieme delle forme di Riemanx
di una matrice un insieme di reciprocitd o, in particolare, di sistemi nulli.

Di qua una rappresentazione geometrica delle matrici riemanniane mediante imagiai,
e lintroduzione di quelle che chiamo reciprocita, omografie o sistemi nulli riemanniani
di codeste matrici. Con cio oltre a guadagnare una visione limpida e netta dei pro-
blemi che si trattano, che & un vantaggio di ordine estetico e di ordine pratico non
disprezzabile, si soddisfa anche all’esigenza teorica di non trattare con metodi aritmetici
questioni che, in sostanza, sono di geometria proiettiva.

E in talune di queste il carattere proiettivo ¢ cosl spiccato, e la convenienza di
passare dal discontinuo al continuo & tanto manifesta, che ho creduto di non dovermi
limitare alle sole reciprocitd od omografie riemanniane, ma di introdurre quelle che
chiamo semplicemente reciprocitd od omografie di una matrice di Riemany; le quali
ultime sono tutti gli elementi delle totalitd lineari determinate dalle prime.

Questa osservazione mi si era presentata gid da qualche tempo ®) e ne avevo
tratto partito fin dal settembre dell’anno scorso per risolvere alcune questioni che qui
si trovano discusse per via diversa e pit rapida °); ma poi, e per la constatazione del
fatto che in quei casi conveniva meglio non valersene e perché attratto da altre ri-
cerche, avevo finito per lasciarla cadere.

Anche qui essa non ¢ introdotta che tardi, per il desiderio di ordine, diremmo
quasi didattico, di sfruttare prima, nel modo pit possibilmente completo, i mezzi piy ele-
mentari ¢ piti semplici; ma sulla sua feconditd non credo che sia ancora il caso di
nutrir dubbi.

Per essa, infatt, il problema della determinazione di tutti i possibili tipi, ad es.,
di corpi di funzioni abeliane a p variabili indipendenti viene a dipendere, in ultima
analisi, dalla determinazione degli spazi lineari di un S._, che da una determinata tra-
sformazione cremoniana di punti in iperpiani, ivi stabilita, sono mutati in stelle di
iperpiani!

Per ragioni di brevitd e perché¢ voglio aspettare di aver fissata meglio la teoria in
cui esso si inquadra — la teoria degli pseudo-assi di una matrice riemanniana — io non

(1915), pp. 1-32]; d) Sulle corrispondenze plurivalenti fra i punti di una curva algebrica [Atti della R. Ac-
cademia delle Scienze di Torino, vol. LI (1915-1916), pp. 991-1014].

8) Scorza, loc. cit 7) b), n°® 59.

9) Di cio ¢ dato cenno al luogo citato in 8). Si trattava della classificazione che qui & data al
n° ;6 (Parte I*); della proposizione sulle varietd algebriche con integrali ellittici che qui si trova al
n® 54 (Parte I*) e della questione delle Zacune per Pindice di singolaritd. Particolarmente per quest'ul-
tima Pantica via si rivelo disadatta; mi bastd passare dal caso del genere 3 a quello del genere 4,
perché essa si manifestasse, almeno a primo aspetto, impraticabile. Un’allusione a quell’antica via si
trova anche nella prefazione della mia Nota: Le wvarield di VERONESE e le forme quadratiche definite
[Rendiconto della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, serie 32, vol. XXI (1915),

pp- 297-305].
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mi fermo qui ad utilizzare il teorema, cui or ora & stato alluso, se non per alcune
delle sue prime conseguenze; ma esso & certo suscettibile di approfondlmenn pill no-

tevoli, e sembra che, almeno per i pit bassi valori del genere, possa essere applicato
con successo alla classificazione delle matrici riemanniane.

E quanto in parte mi propongo di fare in un prossimo lavoro che sard dedicato
al caso del genere 3.

Poich¢ i risultati della prima parte di questa Memoria, all'infuori di quelli del
§ 12, 0 sono stati gid annunziati in una recente Nota preventiva accolta nei Rendi-
conti dei Lincei '), o sono gid apparsi altrove per disteso e qui sono soltanto rimaneg-
giati e riassunti **), non credo necessario diffondermi minutamente su di essi; bast
aver chiarito lo scopo che si propongono e lo spirito che li informa. Mi permetterd
soltanto di richiamare Vattenzione del lettore sui §§ 6, 7, ..., 1L che contengono lo
studio delle matrici impure (ciog, ad es., delle classi di integrali abeliani con sistemi re-
golari di integrali riducibili) e sul gid nominato § 12; in quelli, tutt i teoremi gid
noti di Picarp, Poincare, Borza, D Franchis e SEVERI '*) vengono inquadrati con
quelli nuovi in una teoria che la semplicitd e Parmonia delle linee generali rendono
degna, mi sembra, di considerazione; e in questo si fa vedere come le idee direttive
dello studio delle matrici impure possano essere utilizzate anche per le matrici pure, e
quindi esso fornisce teoremi validi in senso assolutamente generale.

10y Scorza, loc. cit. 7) g).
11y ScoRrza, loc. cit. 7), b), ¢), d), ¢), 1).
12y E. Picarp, a) Sur Uintigration algébrique d’une équation analogue & Véquation & EuLer [Comptes

rendus hebdomadaires des séances de DI'Académie des Sciences (Taris), t. XCII (1%" semestre 1881),
pp- 506-5091; b) Sur quelques exemples de réduction d’intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques [ibid.,
t. XCIII (2° semestre 1881), pp. 1126-11281; ¢) Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abé-
lignnes, et, en particulier, dans le cas des courbes du second genre [Bulletin de la Société mathématique
de France, t. XI (1883), pag. 25-531].

H. POINCARE, a) Sur la réduction des intégrales abéliennes [Comptes rendus hebdomadaires des
séances de U'Académie des Sciences (Paris), t. XCIX (2° semestre 1884), pp. 853-8551; b) Sur la réduction
des int'grales abeliennes [ibid., t. CII (1°7 semes:re 1886), pp. 915-916]; ¢) Sur les fonctions abéliennes
[American Journal of Mathematics, t. VIII (1886), pp. 289-342].

O. Borza, Uber die Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung wnd erster Gattung auf ellip-
tische, insbesondere diber die Reduction durch eine Transfcrmation vierten Grades, (Inaug.-Diss., Gottingen
1886). 11 risultato cui si allude nel testo si trova anche in A. Krazer, Lebrbuch der Thetafunktionen
(Teubner, Leipzig, 1903), pag. 489.

M. De FrancHis, Le varietd algebriche con infiniti integrali ellittici [Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. XXXVIII (2° semestre 1914), pag. 192].

F. SEVERL, Sugli integrali abeliani riducibili, Note 1 e II [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,

serie §3, vol. XXIII (1° semestre 1914), pp. 581-587 e pp. 641-651].



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ETC. 269

La seconda parte della Memoria applica i concetti e le proposizioni della prima
allo studio del gruppo delle trasformazioni birazionali di una superficie iperellittica **)
in se.

Quest’argomento ha gid formato oggetto degli ultimi capitoli di una delle Me-
morie dianzi citate dello HuMmBERT; ma era necessario tornare a considerarlo ex #novo,
perche la trattazione dello HumserT si limita notoriamente a studiare soltanto quelle
superficie iperellittiche che oggi si dicono jacobiane o che rappresentano le coppie di
punti di due curve ellittiche; e del resto, anche in questo campo piu ristretto essa &
frammentaria, lacunosa e inadatta alle applicazioni **). Dei numerosi aspetti che pos-
sono esser presentati dal gruppo delle trasformazioni birazionali in s¢ di una di quelle
superficie, che sia singolare, tre soltanto, insomma, sono stati studiati a fondo dallo
HuMBERT.

Comunque sia di cid, I'aver ripreso quel problema non ¢ stato inutile; ne & ve-
nuto fuori uno studio che mentre illustra e pone in rilievo la feconditd e l'importanza
della teoria generale, presenta di per s¢ stesso un interesse non piccolo.

Distinte le superficie iperellittiche in nove tipi diversi, secondo una classificazione
che, in sostanza, & dovuta al RosaTr ™), assegno tipo per tipo le proprietd fondamen-
tali del relativo gruppo di trasformazioni.

In ordine a teoremi generali esso consta sempre di schiere co® di trasformazioni;
ma il numero di codeste schiere ¢ finito solo per quattro dei nove tipi e allora esso

non pud essere che:
2, 4, 6, 8 12 0 24.

Negli altri cinque casi ¢ infinito e la strattura del loro insieme & a volta a volta,
minutamente studiata.

Notevole in tutto questo il rilievo che vengono ad assumere alcune superficie iper-

13) Chiamo semplicemente superficie iperellittica cid che, secondo una nomenclatura introdotta
da Exriques e SEvERI, dovrebbe dirsi superficie iperellittica di rango 1. Faccio questo per breviti di
discorso, ma mi sembra del resto che non convenga chiamare superficie iperellittica ogni superficie rap-
presentabile parametricamente per funzioni abeliane a due variabili, una volta che nessuno chiama
curva ellittica qualsiasi curva rappresentabile parametricamente per funzioni ellittiche.

E lo stesso dicasi per quelle che chiamo semplicemente varietd abeliane, anzi che varietd abeliane
di rango 1.

14) Si pensi, ad es., che nessun aiuto essenziale hanno potuto trarre da questa parte delle Memorie
dello HumBerT, ENRIQUES e SEVERL, BAGNERA e DE FrancHis nei loro classici lavori sulle superficie
rappresentabili parametricamente per funzioni abeliane a due argomenti; mentre se la trattazione delle
HuMmserT fosse stata completa essa avrebbs di molto agevolato le loro ricerche.

15) RosaTl, loc. cit. 7) b) e ¢). La classificazione del RosaTi riguarda veramente le curve di
genere 2, ciod le superficie jacobiane; ma poiche ¢ fatta in base a criteri invariant rispetto alla rela-
zione di isomorfismo essa ha valore per tutte le superficie iperellittiche,
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ellittiche particolari, e precisamente, quelle che chiamo di Jacos-Humsert e Jacosi-
Borza *°), ciot le superficie jacobiane collegate ai radicali quadratici

A CTGE !
quelle che chiamo superficie iperellittiche armoniche o equianarmoniche, cioé le varietd
delle coppie di punti di due curve ellittiche entrambe armoniche o entrambe equianar-
moniche, ¢ infine quella che rappresenta le coppie di punti di due curve ellittiche di
cui una & armonica e altra equianarmonica.

In particolare quest’uliima & appunto la sola superficie iperellittica che sia dotata
di un numero finito di schiere oo® di trasformazioni e che ne possegga precisamente 24.

Notevole anche il fatto che qui per la prima volta viene determinata, caso per caso,
in modo preciso la natura aritmetica dei moltiplicatori di una sostituzione lineare sui pa-
rametri atta a determinare una trasformazionc birazionale sopra una superficie ipereliit-
tica di cui sia assegnata la rappresentazione parametrica; con che viene ad aversi per
le varietd abeliane a due Jimensioni un insieme di risultati che ¢ 'analogo per questa
teoria di quello che nella teoria delle curve ellittiche ¢ immediata conseguenza di un

classico teorema di ABEL.

Un’ultima avvertenza.

Come ¢ stato detto, gli studi della prima parte si riferiscono tutti alle matrici rie-
manniane astrattamente considerate; quindi essi possono ricevere, in generale '7), al-
trettante interpretazioni concrete per quante sono le teorie analitiche e geometriche cui
pitt sopra & stato alluso. Per non andar troppo in lungo, nel testo, io non mi fermo
affatto su cid; solo vi dedico qua e 14 qualche nota a pi¢ di pagina, quando mi &
parso che la chiarezza dell'esposizione o Iinteresse delle cose lo richiedessero **). E cost
dedico pure qualcuna di queste note, nella seconda parte, al raffronto delle mie consi-
derazioni con talune di quelle dello HumserT; dal che riesce sviscerato e illuminato il

senso intimo di quest’ultime.

18y Veramente le superficie jacobiane con trasformazioni birazionali in s¢ periodiche e che mutino
in s& il sistema delle funzioni © sono state enumerate tutte dal BorLza {O. Borza, On binary sextics
with linear transformations into themselves [ American Journal of Mathematics, vol. 10 (1888), pp. 47-70}};
ma mi & parso, legando a una di esse il nome di HuMBERT di rendere pit spiccata la distinzione e nel
tempo stesso di rendere un doveroso omaggio a chi per il primo ne ha studiato il gruppo completo
delle trasformazioni birazionali in sé.

7) Diciamo «in generale» perche, ad es., per ragioni ben note, i teoremi di esistenza non pos-
sono essere senz’altro applicati al caso delle curve.

13) La tradugione dei tcoremi astratti in teoremi riguardanti le curve algebriche esige che si
tenga presente la bella interpretazione geometrica della teoria Hurwitziana delle corrispondenze dovuta
al Rosarti [loc. cit. 7), b) e c)]; e quella in teoremi relativi allz varieta algebriche con sistemi regolari
di integrali riducibili si compie in base a una osservazione che si trova in una delle mie Note gi ri-

cordate {loc. cit. 7), b), Nota I, n® 5 e 6].
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PARTE PRIMA.
LE MATRICI DI RIEMANN.

§ 1.

Definizioni preliminari.

1. Una matrice, a p righe ¢ ¢ colonne,

) ' ’ ,
«”"=‘y‘,‘,,a Piar oo f"j,q} (=12 ..., p)
si dird dedotta mediante un’operazione A, o mediante un’operazione B dalla matrice
dello stesso tipo

= By ey B
secondo che si ha

1...p
P‘;,r:Z}\j,ly'l,r G=1,2,...,p;7=1,2, ..., ),
7
con
P‘j,ll  0;
oppure

lq
’
lu'j,f - z hr,s y’j,s’
s
le h , essendo numeri razionali, ed essendo inoltre

h, | # o.

Cosi, ad es., il cambiare in una matrice ordine delle righe o il moltiplicare gli
elementi di una stessa riga per uno stesso numero non nullo equivale ad applicare ad
essa un’operazione A; e il cambiare 'ordine delle colonne o il moltiplicare gli elementi
di una colonna per uno stesso numero razionale non nullo equivale ad applicare un’o-
perazione B.

Se la matrice g’ ¢ dedotta dalla matrice p. mediante un’operazione 4 o B, anche
p. & deducibile da p’ con un’operazione 4 o B; e l'applicazione successiva a una ma-
trice di due o pit operazioni 4 (o B) equivale all’applicazione di una sola operazione
A4 (o B) prodotto di quelle.

Cosicche, se diciamo isomorfe due matrici quando una sia deducibile dall’altra me-
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diante operazioni 4 e B, la relazionc di isomorfismo cost stabilita risulta riflessiva, sim-
metrica e transitiva ).

2. Un’operazione B si dird intera, se per essa le b, , sono numeri interi; e se &
intera si dird poi unimodulare o modulare, secondo che per essa si ha:

b, | = + 1 oppure b, | = 1.

Due matrici si diranno equivalenti quando una pud esser dedotta dall’altra ricor-
rendo soltanto ad operazioni 4 e ad operazioni B unimodulari.

Matrici equivalenti sono anche isomorfe, ma non viceversa.

La relazione di equivalenza & poi, come quella di isomorfismo, riflessiva, simme-
trica e transitiva.

3. Siano ora date due matrici ¢ e p', avent rispettivamente p e p’ righe e ¢ e
q' colonne:

— I ' [} .
H=|P‘,’,nf‘,-,z,---,l",’,ql’ P’=—".’"z.’(f~z,n---af‘z,q'l (=12 p5l=12 ..., )

Allora una forma bilineare a coefficienti razionali

r.gt.q

ar,s xrys

nelle due serie di variabili

Xy Xy oeeey X, € Yy Yas e Yy

si dird una loro forma simultanea di Riemanxn, se si ha, per j =1, 2, ..., p ed
— r
Il=1,2,...,p

1. 1..q
i ——
D D a0, =0
r s

Combinando linearmente ed omogeneamente secondo numeri razionali forme si-
multanee di Riemann di due matrici, si ottengono ancora forme si fatte; in base a cio,
diremo che % & il carattere simultaneo di due matrici, se % & il massimo numero di
forme linearmente indipendenti che possono esser scelte tra le loro forme simultanee
di RiEMANN.

Se % > o, le dne matrici si diranno vincolate; se » = o, ciot se le due matrici
non ammettono alcuna forma simultanea riemanniana non identicamente nulla, le ma-
trici si diranno non vincolate.

4. La definizione precedente non esclude che le matrici 1 e p' possano coincidere;
ove questo avvenga e ove non occorra considerarle come distinte, ogni loro forma
simultanea di Riemanx si dird una forma di Riemany di una qualunque di esse.

5. Sia

0 == |o)j”, Wiy e (»j‘zp| (G=1,2 ..., p)

9) Restringiamo dunque ulteriormente, per ragioni di opportunita manifestatesi con lo sviluppo
della teoria, il significato di questa parola introdotta per la prima volta (e soltanto per le matrici rie-
manniane) nella nostra Nota citata in 7) f), e poi ristretto gia nella Nota citata in 7) g).
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una matrice a p righe e 2p colonne, e pongasi
W
!21 - )\1(‘01)7 + )\2 mz,r + U + )\p mp,r

Q(,l) — gm + in(f’ (=171, % e, reali,

r

le % essendo numeri reali o complessi, non tutti nulli, ma del resto qualunque.
Allora si dird che o & una matrice riemanniana o di Riemany di genere p, se
esiste per essa una forma di RiEmMaNN alternata

I...2p
(1) D 6%, (Crys €6 = ),
7,5

si che si abbia

12
(2) RJL) = chmgil)nil) # o

o
per ognuno dei sistemi di valori non tutti nulli delle .

Notisi che, per definizione, l'intero p & ™\ 1.

La (2) esclude che la forma (1) possa essere identicamente nulla, anzi porta, come
vedremo, che il suo determinante |c, | ¢ diverso da zero; ed essa esclude pure, che es-
sendo non tutte nulle le %, possano esser tutte nulle, per r =1, 2, ..., 2p, le &P
ole E_‘,)') ole n(f).

Da quest’ultima osservazione segue che:

La caratteristica di una matrice riemanniana eguaglia il suo gemere;

e che:

Gli elementi di una qualunque combinazione lineare omogenea secondo numeri non
tutti nulli delle righe di una matrice riemanniana non possono essere né tutti reali, ne
tutti imaginari puri; cosicche, in particolare, non possono essere memmeno tutti nulli.

Se la matrice o di cui sopra si discorre, ¢ una matrice riemanniana, una sua forma
di Riemanw alternata (1), che soddisfaccia rispetto ad essa alla condizione (2), si dird
una sua forma riemanniana (alternata) principale.

A questo proposito si osservi che dall’essere R™ £ o per ogni sistema di valori
non tutti nulli delle %, segue che per questi stessi sistemi di valori & sempre R* > o
o sempre R < 0; anzi, di queste due alternative si pud far verificare quella che si
vuole, cambiando, ove occorra, i segni di tutte le ¢, ;.

6. Il carattere simultanco % di una matrice riemanniana e sé stessa ¢, per defini-
zione, non inferiore ad 1. Ebbene, posto

A="h —,—- I
per modo che sard b X\ o, diremo che b & Pindice di moltiplicabilita di o.
Invece diremo che k & Pindice di singolarita della matrice riemanniana o, se k1

¢ il massimo numero delle sue forme riemanniane alternate linearmente indipendenti.
Come ¢ chiaro, si ha in ogni caso

oLk Lh

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 15 dicembre 1916. 35
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Una matrice riemanniana si dice poi singolare o non singolare secondo che per essa
si ha k> o oppure k = o.

7. Se le due matrici ' ¢ v' sono rispettivamente isomorfe alle due matrici p e
v, il carattere simultaneo di p’ e v' eguaglia quello di p e v; e s¢ la matrice o ¢ iso-
morfa alla matrice riemanniana o, anche o’ ¢ riemanniana ed ha per indici di singo-
laritd ¢ moltiplicabilitd quelli di . In altri termini:

Le nozioni Jdi carattere simultanco di due matrici, di matrice riemanniana e di indici
di singolarita e moltiplicabilita di una tal matrice sono invarianti di fronte alla relazione
di isomorfismo (in particolare, di equivalenza);

nella quale osservazione & implicita naturalmente Paltra, che lo stesso vale per la
proprietd di una forma riemanniana alternata di una matrice di Riemany espressa col
dire che essa ¢ una forma principale.

A questo proposito & opportuno, poi, osservare che se lc matrici u’ e v proven-
gono da p e v mediante sole operazioni 4, le forme riemanniane simultanee di v’ ¢
v' coincidono con quelle di 1 e v; e se » e 1’ sono, insieme, riemanniane, lo stesso
accade per le loro forme di Riemann principali *).

20y Ad ogni varietd algebrica dotata di integrali semplici di 1* specie (curva algebrica non razio-
nale, o varietd algebrica superficialmente irregolare), ad oeni corpo di funzioni abeliane, ad ogni sistema
regolare [denominazione introdotta dal SEVERI, loc. cit. '2)] di integrali abeliani riducibili ¢ legata una
matrice riemanniana o meglio una classe di matrici riemanniane equivalenti; quindi la maggior parte
della nomenclatura introdotta per le matrici riemanniane pud essere opportunamente estesa a ciascuno
di quegli enti. In particolare si avra per ciascuno di essi un indice di singolaritd ¢ un indice di molti-
plicabilita.

A questo proposito giova fissare fin da ora le seguenti osservazioni, sebbene alcune di esse discen-
dano da considerazioni che saranno fatte soltanto pill tardi:

1) Una funzione abeliana é o non & a moltiplicazione complessa, secondo che il suo indice di moltipli-
cabilits (donde la denominazione) é positivo o nullo;

2) Il numero base delle corvispondenze algebriche intercedenti fra due curve algebriche non rayionali
(distinte 0 no) eguaglia il loro carattere simultaneo; quindi:

3) Le corrispondenze algebriche inlercedenti fra curve algebriche mon ragionali, distinte e non vincolute
sono tutte a valenza zero;

4) L’indice di singolavitd di una curva algebrica non ragionale, ove sia aumentato di 1, da il numero
base delle corrispondenge simmetriche appartenenti alla curva;

§) Se due varicti abeliane appartengono a tabelle di periodi isomorfe ognuna delle due ¢ birazional
mente identica a una involuzione segnata sullaltra. E se le tabelle sono equivalenti, le varietd sono addirit-
tura birazionalmente identiche ;

6) Condigione necessaria e sufficiente perché due curve di genere p > o siano birazionalmente iden-
tiche, & che siano equivalenti le tabelle dei periodi di due loro qualunque sistemi di p integrali di I' specie
linearmente indipendenti

Notisi espressamente che secondo la nomenclatura adottata una curva algebrica (non razionale)
possiede o no corrispondenze prive di valenza secondo che ¢ positivo o nullo il suo indice di molti-
plicabilita ; mentre & singolare solo quando possegga corrisp.indenze simmetriche prive di valenza.

Notisi ancora che il teorema (6) discende subito da unma bella proposizione del compianto
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8. Due matrici si diranno coniugate se 'una si ottiene dall’altra cambiando ogni
elemento. di questa nel corrispondente numero complesso coniugato.

Se due matrici hanno per carattere simultaneo %, X & pure il carattere simultaneo
delle matrici ad esse rispettivamente coniugate; e le forme riemanniane simultanee di
quelle coincidono con le forme analoghe di queste.

Se due matrici sono coniugate e una di esse ¢ una matrice riemanniana, tale &
anche l'altra e le forme riemanniane principali dell’una sono tali anche per Paltra.

A proposito di quest’ultima asserzione si badi che, se si considera una determinata
forma riemanniana principale comune alle due matrici e si costruiscono le due espres-
sioni R™ corrispondenti nel senso del n° 5 alla forma e alle due matrici, queste due
espressioni R risultano entrambe di segno costante; ma se, fissati i segni dei coeffi-
cienti di una forma, 'una & sempre positiva, l'altra & sempre negativa.

§ 2.

Imagini, reciprocita ed omografie di RiemanN di una matrice riemanniana.

9. Le definizioni del paragrafo precedente e le proprictd che saranno esaminate in
questo e nei successivi guadagnano di chiarezza e di rilievo, ove siano accompagnate
da una rappresentazione geometrica, che si ¢ rivelata utile e feconda in questo genere
di studi.

Consideriamo una matrice riemanniana o di genere p.

Poich¢ gli elementi di una sua riga non possono essere mai tatti nulli (n°® 5), la
loro successione potrd riguardarsi come quella delle coordinate proiettive omogenee di un
punto in uno spazio lincare X a 2 p — 1 dimensioni. In tal modo ad ogni riga della
matrice viene a corrispondere un punto di Z.

Lo spazio v di X che congiunge codesti punti si dird limagine di o nello spagio
rappresentativo X e rispetto al sistema di coordinate proiettive omogenee ivi fissato; o,
brevemente, quando non vi sia possibilitd di equivoci, P'imagine di .

Valendosi del sistema di coordinate fissato in X si possono distinguere i suoi punti,
le sue rette, ... in reali o imaginari, ragionali o irragionali; allora, in base alle osser-
vazioni del n° § possiamo asserire che:

a) Lo spazio v ¢ della dimensione p — 1 ¢ non contiene alcun punto reale.

Cio porta che v ¢ indipendente dallo spazio imaginario coniugato =; e quindi:

b) Lo spagio = (o =) non & neppare contenuto in alcun iperpiano reale.

Di qua segue, in particolare, che:

¢) Gli elementi di una colonna di una matrice riemanniana non possono essere mai
tutti nulli.

Dr. R. Torertt. Veggasi R. Torervt, Sulle varietd di Jacor:, Nota 1 [Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, serie 5%, vol. XXII, 2° semestre 1913, pp. 98-103], n° 7.
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Lo spazio =, che ¢ l'imagine della matrice o coniugata ad o, si dird Pimagine con-
iugata di w (cosicché t & l'imagine coniugata di @); ¢ quando non occorra far distin-
zioni, = € T si diranno, insieme, le imagini di o.

Notisi che, fissato lo spazio rappresentativo e in esgo il sistema di coordinate:

Le matrici di RIEMANN che hanno la stessa imagine di una data sono tutte ¢ sole
quelle che si deducono da essa mediante operazioni A. Invece le imagini delle matrici rie-
manniane provenienti da una data mediante operagioni B somo tuthi e soli gli spazi che
si deducono dall’imagine di questa mediante le trasformazioni omografiche razionali *') e
non degeneri dello spazio ambiente.

10. Si eguagli a zero una forma di Riemann di una matrice riemanniana e si in-
terpretino le sue due serie di variabili come coordinate di due punti nello spazio rap-
presentativo della matrice. Si ottiene un’equazione che rappresenta in questo spazio una
reciprocitd ragionale rispetto a cui sono coniugati a due a due tutti i punt di cia-
scuna imagine della matrice.

Per esprimere questo fatto diremo che la reciprocitdi muta in sé ciascuna delle due
imagini (concepita, una volta, come luogo di punti e, un’altra, come inviluppo di iper-
piani), sebbene cio non sia del tutto esatto se non quando la reciprocitd sia non degenere.

A questo proposito non sard inutile osservare che, per quanto risulterd tra poco,
questa condizione ¢ certo soddisfatta se la forma di Riemany da cui si ¢ partiti & una
forma di RiemMaNN generica della matrice.

La considerazione fatta & invertibile, e quindi:

Se gli indici di moltiplicabilita e singolarita di una matrice riemanniana somo b e
k, nello spagio rappresentativo della matrice esistono, rispettivamente, b -1 ¢ k1, ¢
non pin, reciprocita razionali e sistemi nulli razionali, linearmente indipendenti, che tra-
sformano in st ciascuna delle sue due imagini **).

Di qua segue, se p ¢ il genere della matrice

Oéképz—l,
oLkLhL2p — 1.

21y 11 significato di questa frase e delle analoghe che seguono pil tardi & chiaro per s¢ ed &
noto. Veggansi del resto i lavori miei e del RosaTr cit. in 7).

22) La differenza b — k dei due caratteri b e & di una matrice riemanniana ¢ il numero delle
sue reciprocitd di Rremanw linearmente indipendenti che si riducono a polarita. Per convincersene basta
osservare che se in un §, si associa ad ogni reciprocita la propria inversa, concepite entrambe come
connessi di punti, resta stabilita nella totalita lineare delle reciprocita di S, una omografia involutoria i
cui elementi uniti sono le polariti e i sistemi nulli; e poi tener conto del fatto che linversa di una re-
ciprocita di RiemaNN di una matrice riemanniana & ancora una sua reciprocitd di RiIEMANN.

Le quadriche fondamentali di quelle polaritd sono le quadriche degli elementi incidenti delle re-
ciprocita di RIEmManN della matrice che non si riducono a sistemi nulli.

Notevole & il significato geometrico della differenza b — & per il caso di una curva algebrica,
Esso risulta dalle ricerche del RosaTr ed & espresso da cio che per una curva la differenza h—k & il
numero base delle corrispondenze che il Rosati chiama emisimmetriche.
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Notisi che per p =1 (nel qual caso la matrice si dira ellittica) risulta k =o e
oLhL1;esihah=o0odh=1, secondo che nello spazio rappresentativo, che
¢ adesso una retta, non esiste o esiste una proiettivitd razionale non identica avente per
punti uniti i punti imagini della matrice. Cosicché:

Una matrice riemanniana ellittica & certo non singolare, ed bha Uindice di moltipli-
cabilita o o 1, secondo che il rapporto dei suoi elements (mecessariamente imaginario) & o
no radice di un’equagione quadratica a coefficienti intert.

Le reciprocitd razionali e i sistemi nulli (o, se p>1, i relativi complessi lineari)
razionali qui considerati si diranno reciprocita, sistemi nulli (complessi lineari) di Rie-
MANN della mairice. Essi sono individuati, appena siano fissate le imagini della matrice.

Un sistema nullo (e, se p > 1, il relativo complesso lineare) di Riemann della
matrice si dird poi principale, se tale ¢ la corrispondente forma di Riemann da cui
proviene.

11. In un SZP_I si considerino due S,_, indipendenti « e «' e si scriva I'equazione
della pitt generale reciprocitd rispetto a cui ciascun punto di « (di «') & coniugato ad
ogni punto di « (di «'), assumendo « ¢ ' come due spazi opposti della piramide fon-
damentale delle coordinate.

Allora si vede subito che se la reciprocitd concepita come operazione sui punti
dello S, s € singolare, lo spazio luogo dei suoi punti singolari, o, coms si dice, il suo
primo asse o giace per intero in « o @', o congiunge uno spazio contenuto in o con
uno spazio contenuto in «'.

E lo stesso pud dirsi per il suo secondo asse, cioé¢ per lo spazio (avente la stessa
dimensione del primo asse) secondo cui si intersecano gli iperpiani omologhi nella re-
ciprocitd ai punti non singolari dello spazio ambiente.

Di qua si trae che, se una reciprocitd reale di un S, muta in s¢ due S p_, ima-

ginari coniugati di specie p, T e 7, la reciprocitd non pud essere degenere se non a
patto di avere per assi degli S, reali (con o < ¢ L p) appoggiati a = e 7 secondo
S,_, imaginari coniugati; e quindi essa non pub esser degenere se non di specie pari.
Questa osservazione, congiunta all’altra che una reciprocita razionale degenere ha
per assi spazi razionali, di luogo al seguente teorema:
Se una reciprocits di RIEMANN di una matrice riemanniana di genere p ¢ degenere,
essa & di specie mecessariamente pari e ciascuno dei suoi due assi ¢ un S,
. . . . . . . .. . -
appoggiato secondo S, imaginari coniugati alle due imagini della matrice.
Notisi che se la reciprocitd in discorso non ¢ totalmente indeterminata deve essere

o< qg<peaquindi p > 1; e che se essa ¢ un sistema nullo i suoi due assi coin-
cidono.

ragionale

1

12. Si riprendano per un momento le notazioni del n° 5, supponendo che la
matrice @ di cui ivi si tratta sia riemanniana e del genere p > 1.

(l) . . -
Allora le @ ivi considerate, per r =1, 2, ..., 2, non sono altra cosa che le

. . 5 . . % % . .
coordinate di un punto dell'imagine di w, e le & e le »!* sono le coordinate di due
punti reali distinti della retta reale che congiunge quel punto con limaginario coniu-
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gato, appartenente all'imagine coniugata di . Ma allorala diseguaglianza (2) csprime
che il complesso lineare riemanniano principale della matrice, rappresentato dall’equazione

1...2p
ZCI,SxI.yf =0
¥,5

>

non contiene alcuna retta reale appoggiata alle due imagini di w.

Di qua segue:

Condizione necessaria e sufficiente, perché un complesso lineare di RieMann di una
matrice riemanniana di genere p > 1 sia principale, ¢ che nessuna delle rette reali ap-
poggiate alle due imagini appartenga ad esso *°).

Ora un complesso lineare singolare contiene tutte le rette appoggiate (o, in parti-
colare appartenenti) al suo asse, dunque, per losservazione ora fatta e per quel che ¢
stato detto nel n°® precedente:

Un complesso lineare di RIEMANN principale di una matrice riemanniana di genere
p > 1 non & certo singolare.

Abbiamo eccertuato il caso p = 1, perché allora non puo parlarsi di complessi
lineari di RiEmanw, ma anche per p = 1 vale che:

Un sistema nullo riemanniano principale di una matrice di RieMany & certo non
singolare. ’

Segue, com’era stato preannunziato (n° 10), che:

11 sistema nullo riemanniano generico e, a fortiori, la reciprocitd riemanniana ge-
nerica di una matrice di RIEMANN & non singolare.

13. Due reciprocitd di Rremany ¢ e o, di una matrice riemanniana, concepite

\
come operazioni sui punti dello spazio rappresentativo, nell’ipotesi che p, non sia dege-

)¢

nere, dinno luogo col loro prodotto z :;* a un’omografia razionale che porta ciascun
punto dell'imagine (o dellimagine coniugata) della matrice in un punto (indeterminato,
o in un punto) dell'imagine stessa; o, come anche diremo, sebbene cid sia esatto solo
nel caso che non si tratti di un’omografia degenere, che muta in s¢ 'imagine e I'ima-
gine coniugata della matrice.

Viceversa, una tale omografia razionale ¢ sempre ottenibile nel modo ora conside-
rato da due convenienti reciprocitd riemanniane della matrice.

E infatti sia « 'omografia in discorso e g, una reciprocitd non degenere della
matrice.

Posto
a’?z == ?I ’

23) Questa utile osservazione ¢ dovuta sostanzialmente al RosaTt [loz. cit. 7), ¢) n° 8, nota a
pi¢ di pagina]. Veggasi a questo proposito Pabile uso che il RosaTr stesso ne fa nel n° 15 della sua
bella Nota citata in 7), d).
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anche o, per lipotesi fatta su =, ¢ una reciprocitd di Riemann della matrice; ma si ha

%
=000
dunque « & del tipo voluto.

Un’omografia razionale come x si dird un’omografia di Riemaxy della matrice
considerata; ¢, per quanto or ora ¢ stato detto, & chiaro che le omografie di RiemaNN
di una matrice riemanniana si ottengono tutte moltiplicando a destra le sue reciprociti
di RiemanN per Pinversa di una di queste fissa e non degenere.

Ma allora:

Dire che Tindice di moltiplicabilita di una matrice riemanniana & b, equivale a dire
che esistono b + 1 omagrafie razionali linearmente indipendenti, ¢ non pin, dello spazio
rappresentativo che mutano in sé ciascuna imagine della matrice.

Il gruppo (contenente Iidentitd e le inverse delle sue operazioni generiche) costituito
dalle omografie di Riemany di una matrice riemanniana si dird il suo gruppo di molti-
plicabilita. Se non si riduce a un gruppo identico (cioé se h > 0), esso & senz’altro
un gruppo infinito discontinuo.

Naturalmente il gruppo di moltiplicabilita di una matrice riemanniana non & fis-
sato se non quando ne siano fissate le imagini.

Notisi che, per Uosservazione che chiude il n° 12, omografia riemanniana generica
di una matrice di RIEMANN & non degenere.

14. Ragionando come al n° 10, oppure profittando delle osservazioni del n® pre-
cedente, si vede subito che:

Se un’omografia di RIEMANN di una matrice riemanniana di genere p & singolare,
essa & di specie necessariamente pari; inoltre il suo primo asse, ciot il luogo dei suoi
punti singolari & un S, _ razionale, appoggiato secondo S,_. (imaginari coniugati) alle
imagini della matrice; e il suo secondo asse, ciot il luogo dei punti in cui essa porta i
punti dello spazio ambiente che non sono singolari per essa & un Satp—s
poggiato secondo S, . (imaginari coningati) alle imagini stesse **).

Naturalmente, se 'omografia in discorso non ¢ del tutto indeterminata, sard
o< ¢ < pequndi p> 1.

15. Siano ® e o' due matrici di Riemann dei generi p e p' e siano v e 7, ©' e

., razionale, ap-

' le coppie delle loro imagini negli spazi rappresentativi X e X',

Una considerazione analoga a quella fatta nel n® 1o conduce allora a riconoscere,
che w e o' sono o non sono vincolate, secondo che esiste 0 no una reciprocitd razio-
nale fra X e X', non totalmente indeterminata (ma certo degenere se p=4p'), rispetto
a cui clascun punto di = (di t) sia coniugato a ciascun punto di =’ (di 7). E anzi,
se & ¢ il carattere simultaneo di @ e o', % & il massimo numero di reciprocitd razio-
nali fra X e X' linearmente indipendenti per ciascuna delle quali accade che rispetto
ad essa ciascun punto di = (di 7) ¢ coniugato a ciascun punto di 7' (di ). Di qua

24) Per il caso delle curve questo teorema & stato gia stabilito dal Rosatr [loc. cit. 7) b) e ¢)]
per via del tutto diversa da quella del testo.
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segue subito che:
oLhLz2pp.

Alle reciprocitd razionali di cui qui si discorre daremo il nome di reciprocita si-
multanee di Riemanx delle matrici o e o',

Supponiamo, per fissar le idee, p £ p’. Allora una reciprocitd fra X e =, sard
certo degenere se p < p’, potrd esser degenere o no se p == p’; in ogni caso, chia-
mato suo primo asse il luogo degli eventuali punti singolari di = e suo secondo asse
lo spazio secondo cui si intersecano gli iperpiani di X' omologhi ai punti non singolari
di X, basta imitare il ragionamento fatto al n® 10 per vedere che:

Se una reciprocita simultanea di RieManx delle matrici riemanniane o e o' coi
genert p e p' non & del tutto indeterminata ed & p L p', il suo primo asse & un S,
razionale (0 £ g < p), appoggiato a v ¢ ~ secondo Sq_I (imaginari coniugati); e il suo
secondo asse & un §

-

A —peqi—s TORIONAlE appoggiato a T e = secondo Sp'~p~~q—1 (imagi-
nari coniugati): quindi se p < p', il suo primo asse pud mancare, ma il secondo esisle
certo in ogni caso.

Si moltiplichino a destra le reciprocitd simultanee di RiEmany di o e o' per
Pinversa di una reciprocitd riemanniana non degenere della matrice ’; allora risulta
subito che:

Il carattere simultaneo % delle matrici o ¢ o' & il massimo numero di trasformazioni
omografiche razionali linearmente indipendenti dello spazio I nello spazio X' che portano
i punti di v (di v) in punti di +' (di ).

' Le omografie razionali che godono della proprietd considerata in questo enunciato
si diranno omografie simultanee di Riemany delle matrici w e ',

A proposito dei loro assi, la cui definizione & senz’altro manifesta, vale un teorema
analogo a quello enunciato piu sopra per le reciprocitd.

16. Si osservi che:

Due matrici riemanniane isomorfe sono anche vincolate.

Infatti se dall’una si passa all’altra con un’operazione 4, le forme di Riemanx di
una qualunque di esse — fra le quali, per ipotesi, ve ne son certo di quelle non iden-
ticamente nulle — sono nel tempo stesso le loro forme simultanee di Riemany; e se
dall'una si passa all’altra con un’operazione B, a questa risponde appunto un’omografia
simultanea riemanniana (non degenere) delle due matrici.

Viceversa :

Se due matrici riemanniane dello stesso genere sono vincolate ed esiste per esse almeno
una (reciprocitd, o cio che fa lo stesso una) omografia simultanea di RieMaNN non dege-
nere, le due matrici sono isomorfe.

Infine si noti che:

Se due matrici riemanniane sono isomorfe, il loro carattere simultanco, diminuito di
1, da il loro comune indice di moltiplicabilita.

E invero, per lipotesi fatta, il carattere simultanco delle due matrici eguaglia (n° 7)
quello di una qualunque delle due e s¢ stessa.
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§ 3

Le basi minime per le forme di Riemanx intere.

17. Una forma riemanniana simultanea di due matrici (distinte o no), che, per li-
mitarci al solo caso per noi interessante, supporremo senz’altro riemanniane, si dird -
tera se i suoi coefficienti sono tutti numeri interi. E ove sia intera, si dird primitiva,
se 1 suol coeflicienti sono anche primi fra di loro.

Se il carattere simultaneo delle due matrici & A, esisteranno certo per esse A forme
riemanniane simultanee intere e linearmente indipendenti; se codeste forme sono

(3) 4, 4,, ..., 4,
per ogni altra forma simultanea intera B sussisterd un’identitd del tipo

(4) PBEy1A1+y2A2+ e +{/;A3

BC Py B,y ..., Py essendo del numeri interi ed essendo inoltre g = o.

Ebbene vogliamo far vedere che:

E sempre possibile scegliere le forme (3) in modo che nella (4) si possa supporre
v = 1, qualunque sia la forma riemanniana simultanea intera B.

Considerando i coefficienti di una forma non identicamente nulla come coordinate
proiettive omogenee di un punto in uno spazio convenientemente esteso, il teorema
enunciato, ove sia 2 > o, nel qual caso soltanto ¢ significativo, si riduce evidentemente
a quest’altro:

Se in un S, si considera un S, | razionale, si possono sempre scegliere in questo \
punti indipendenti a coordinate intere, cosi che le coordinate di ogni altro suo punto ra-
ionale, ove siano intere, si ottengano combinando linearmente ed omogeneamente secondo
gli stessi N numeri interi le coordinate omonime di quei % punti indipendenti.

E questo, considerando lo S, | come intersezione di r —A-}- 1 iperpiani razionali
indipendenti e scrivendo le equazioni di questi iperpiani in modo che tutti i loro coef-
ficienti siano interi, si converte in una proposizione ben nota sulle soluzioni intere di
“un sistema di equazioni lineari omogenee a coefficienti interi **).

Anzi dalla teoria di queste equazioni *’) pud dedursi un’osservazione ulteriore. Pud
dirsi infatti che:

Nella (4) si puo sempre supporre =1 quando, e solo quando, i minori di ordine
massimo della matrice formata coi coefficienti delle (3) sono nuwmeri primi fra loro; nel
qual caso i loro valori assoluti non dipendono dalla scelta delle (3).

18. Quando le (3) sono scelte in modo che nella (4) si pud sempre supporre

p.=1, dopo di che per lindipendenza delle (3) gli interi p., 1 , ..., p, sono fissat

28) Vedi, per es., E. CaueN, Théorie des nombres [Paris, A. Hermann, 1914], pag. 168, n® 191.
36) Camen, loc. cit. 25), pag. 168 e 169, n' 193 ¢ 194.

Rend. Cire. Matem. Palermo, 1. XLI (1916}, — Stampate il 16 dicembre 1916. 36
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appena sia data B, diremo che le (3) costituiscono una base minima per le forme rie-
manniane simultanee intere delle due matrici considerate.

Allora ¢ chiaro che:

Le forime di una base minima sono tutte primitive;
ed & poi evidente che:

Fissata una base minima, le forme riemanniane simultanee primitive si ottengono
tutte combinando linearmente ed omogencamente le forme della base minima secondo nu-
meri interi primi fra loro.

Se le (3) costituiscono una base minima ¢ si pone

’ /] N
Aj:y'j,lA[—}—lU'j,zAz_{— e +y‘j,1A}, (/:Is 27~-~a)‘)
le p.;, essendo numeri interi con

'I",‘,z’ =41
! !
4, 4,.. .., 4

A

anche le

costituiscono una base minima; e inversamente. Cio & chiaro per s¢ ed & ben noto.

D’altro canto si sa pure che si pud sempre costruire un determinante a elementi
interi ed eguale a + 1, assegnandosi a piacere gli elementi, primi fra loro, di una sua
riga (o colonna), dunque:

Ogni forma riemanniana simultanea primitiva di due matrici riemarniane fa parte
di qualche base minima.

Naturalmente, in questi ultimi enunciati, ¢ sempre supposto che sia % >> o, cio¢
che le due matrici siano vincolate.

19. Le considerazioni dei n' 17 e 18 valgono anche per le forme di Riemaxv,
alternate o no, di una matrice riemanniana; in particolare, si potra dunque discorrere
di forme riemanniane alternate intere di una matrice riemanniana, € tra codeste forme
si potrd sempre scegliere una base minima. E lo stesso dicasi per le forme di Ruzmann
simmetriche di una matrice riemanniana.

20. Se le

(5) Px: = ar,lxl + ar,zxz + e + [lr,zp'\-zp (l‘: I, 2, .. 21‘”)

sono le equazioni di un’omografia riemanniana simultanea di due matrici riemanniane
o ¢ o' dei generi p e p’ (o di un’omografia riemanniana di o, s o =w'), si puod
sempre supporre che le 4, siano addirittura dei numeri interi; anzi, senza mutar Po-
mografia, si pud verificar questa condizione in infinite maniere diverse.

In questo modo, al’omografia (5) vengono coordinate infinite sostituzioni lineari
omogenee a coeficienti interi del tipo

x: = ar,xxl + ar,z X, + e + ar,zp xzp

ognuna delle quali si dird una sostituzione riemanniana simultanea delle matrici © ¢ o’
(o una sostituzione riemanniana di o, se o' = o).

Notisi che, se una tale sostituzione si dice primitiva, quando i suoi coeflicienti
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sono interi primi fra loro, tra le infinite sostituzioni rispondenti a una stessa omografia
(5) non del tutto indeterminata, ve ne sono due e due soltanto primitive, i coefficienti
dell’'una deducendosi da quelli dell’altra mediante un cambiamento di segni simultaneo;
e che, ognuna di quelle infinite sostituzioni si pud ottenere da una di queste due mol-
tiplicandone i coefficienti per uno stesso numero intero non nullo.

Cid posto, ¢ chiaro che anche per le sostituzioni riemanniane simultanee delle
due matrici ® e o’ si pud introdurre la nozione di base minima. In altri termini, se
% & il carattere simultaneo di © e ', fra le loro sostituzioni riemanniane simultanee
se ne possono scegliere A tali, che detti

7.

al a?, ..., a“}:

r,s? r,s? °

r=1,2,...,2p;5=1,2, ..., 2p)

i coefhicienti di quest’ultime, 1 coefficienti a
la forma

di ogni altra possono essere espressi sotto

s

— (1) (2) (4)
a’r,s i P‘x ar,s + y'zar,: + e + y‘lar,s

Uiy Uy +eny Py essendo numeri interi, indipendenti da r ed s.
E lo stesso dicasi per le sostituzioni riemanniane di una qualsiasi matrice di RiE-
MANN 7).
21. Occorre appena avvertire che nel n® precedente la parola ‘sostituzione & ado-
perata in un senso un po’ pitt ampio dell’ordinario, poich¢ p e p’ in generale sono

diversi.

S 4

Teoremi generali sulle omografie e sostituzioni riemanniane
di una matrice di Riemanw.

22. Siano
4 — - .
(6) Px‘/_ar,rxx_l_ar,z“\z—l_ e +ar,2px2p (T:I, 27"'a2p)
le equazioni di un’omografia riemanniana (non del tutto indeterminata) della matrice

di RiIEMANN @ di genere p.
Poich¢ 'omografia muta in s¢ I'imagine v di o, posto

0= |mj,17 w;‘,z’ R wj,2p| (j=ly 2, ---,P),

dovra essere, per convenienti valori delle A,

(7) )‘j,lwx,r + )‘j,z O —I- tr + )‘j,p mp,r - dr,ij,x + ar,zwj,z + vt + dy,zp w/,zp;

27) Vale la pena di osservare che mediante le considerazioni del testo resta dimostrata in modo
nuovo e pit rapido esistenza della base minima per le corrispondenze (algebriche) situate sopra una
curva algebrica non razionale o intercedenti fra due tali curve distinte. Da esse, anz, risulta Pesistenza
di una base minima anche per le sole corrispondenze simmetriche o per le sole corrispondenze emi-
simmetriche,
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dopo di che, le a

essendo (razionali, e quindi) reali; sard pure:

7,8

(8) )\1, IV+)\ »2 27+ —l—)\/p prr: 1,1 /,|+a,zw12+ + 72p ;,2177

ove, al solito, coll’apporre a un numero un soprassegno intendiamo indicare il pas-
saggio da quel numero al numero complesso coniugato.

Nello spazio rappresentativo X della matrice eseguiamo la trasformazione di coor-
dinate definita dalla sostituzione lineare omogenea

- wl,rXI + e + wp,rXp —l— —(;I,rXp+l + e + (;p,rX”ﬂ

il cui modulo, attesa 'indipendenza delle imagini = e v di o, ¢, come dev'essere, dif-
fevente da zero.
Nelle nuove coordinate le equazioni del’omografia diventeranno:

o X, =1, X 2, X+ o4, X,
5) 0 X, =beX, +12)PX2 +o X,
PXp+x Al,l Xp+1 —l_ : + )\p T X

e s e & ¢ 3 s e s s 4 s a4 s s & s s 2 s s s s & s e s s 2 s 2 s e s

. _
P‘sz - xp p+1+ +)\pr
Di qua ricaviamo subito alcune conseguenze interessanti.

In primo luogo, nel nuovo sistema di coordinate, T e = sono i due spazi opposti
della piramide fondamentale rappresentati rispettivamente dalle equazioni:

Xy+1=Xp+z:"'=X2p:o e X::Xz:"':XPZO;

quindi Pomografia considerata induce in = e 7 le omografie che ivi sono rappresentate
dalle prime p, o dalle ultime p equazioni (9).

In altri termini le prime p equazioni (9) sono le equazioni del’omografia indotta
su t dallomografia riemanniana (6), quando in 7 si prendano come vertici della pira-
mide fondamentale i punti dello spazio rappresentativo corrispondenti alle p righe della
matrice e inoltre si scelga opportunamente il punto unitd *%).

In sccondo luogo, poiché per una sostituzione lineare le radici dell’equazione carat-

teristica di una forma bilineare restano inalterate, posto
D(e)=1la,, —¢,.¢l, A(p) = P‘,‘,z - 5,‘,19]) A(p) = I)‘,‘,l - sj.l?]
(r,s=1,2, ...,2p; f, l=1,2, ..., p)

dove le ¢ con indici diversi sono tutte nulle e quelle con indici eguali sono tutte eguali

a 1, sard identicamente

(10) D(p) = A(p)A(p)-

28) Questa osservazione & continuamente utilizzata nella parte seconda della Memoria.
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Cid dimostra che:
L’equazgione caratteristica di grado 2p

D(@E)=o

della considerata omografia si speza in due equazioni a coefficienti imaginari coniugati
di grado p _
A(p)=o e A(p) = o;

e quindi le sue radici si distribuiscono nei due gruppi imaginari coniugati delle radici di
quest’ ultime 9.

Segue che:

Se Pequazione D(p) = o ha delle radici reali, Vordine di molteplicita di ciascuna
di queste & necessariamente pari;

e che:

Se Pequagione A(p) == o ammette due radici imaginarie coniugate con lo stesso or-
dine di molteplicita, ciascuna di queste & multipla d’ordine (doppio, e quindi) pari per
Pequazione D(p) = o.

Dall’identitd (10) si trae in particolare
(11) @, =
e quindi:

Il modulo di una omografia riemanniana di una qualsiasi matrice di RIEMANN non
pud essere mai megativo.

ﬁ;ll

23. Supponiamo ora che 'omografia considerata non sia singolare e diciamo
3 P o) 91

una radice dell’equazione D(p) = o ed «, lo spazio di punti uniti del’omografia che
ad essa cotrisponde.

La caratteristica del determinante D(p,) eguaglia la somma delle caratteristiche di

Ap,) e A(p,) *), quindi lo spazio «, o giace per intero in uno dei due spazi 7, =;
o & lo spazio congiungente due spazi di punti uniti delle omografie indotte dalla data
inter
Se o, (e quindi «) ¢ reale, Palternativa che si presenta & certo questa seconda e
Vi q 1 y

allora 2, & a dimensione dispari 2 — 1 (0 <{q £ p) e si appoggia a T e = secondo
S,_. (imaginari coniugati).

29) Questo teorema, con le sue conseguenze, era noto solo per le omografie che pil avanti
vengon dette principali. Vedi G. Frosenius, Uber dic principale Transformation der Thetafunctionen
mehrerer Variabeln [Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. XCV (1883), pp. 264-296].
Si badi per altro che la nozione di trasformazione principale introdotta dal FroBENIUS non coincide
esattamente con quella del testo di sostituzione riemanniana principale. Soltanto quest’ultima & inva-
riante di fronte alla relazione di isomorfismo.

3°) Per giustificare questa asserzione si scrivano le equazioni dell’'omografia nella forma (9) e si
imiti con le debite modificazioni un ragionamento che abbiamo gia adoperato altrove. Vedi Scorza,
loc. cit. 7) b), pag. 151, nota '8) a pie di pagina.
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Se le radici dell’equazione D(g) == o sono tutte scmplici, gli spazi fondamentali
del’omografia, cio¢ gli spazi di punt uniti, sono 2p punti indipendenti di cui p appar-

terranno a 7 e altri p a =
Siano ¢, ¢,, +-+, 0 le radici corrispondenti ai p punti unitd situati in 7, e siano

Q,,, le coordinate del punto corrispondente alla radice g;.

)
) “jr2p
Si potrd porre

Q. Q. ...,

— 2p—1
GjQ'/':r - 1r,r + ar,z \o/ + Ut —I— ar,zppj
dove o, & un fattore di proporzionalitd e le »,, sono numeri che risultano razionali e
indipendenti da j, una volta che, mutando ¢, in ¢,, le equazioni lineari omogenee che

]
definiscono i rapporti mutui delle @, si cambiano in quelle che definiscono i rapporti

delle @, , .

Poiché non pud esistere nello spazio rappresentativo della matrice un iperpiano
reale che contenga i p punti uniti in discorso [n° 9, )}, il determinante |a, | & certo
diverso da zero; quindi *):

Nelle ipotesi fatte la matrice o ¢ isomorfa alla matrice

1, Fis 9;, "'7P;P#l| G=1,2...,p)

24. Un’omografia riemanniana non degenere di una matrice di RiEMaNN tra-
storma in s¢ Pinsieme dei sistemi nulli riemanniani principali, poiche, se il genere della
matrice & 1, la cosa & senz’altro manifesta, e se quel genere & superiore a 1, lomo-
grafia essendo reale, muta in s¢ l'insieme delle rette reali appoggiate alle imagini della
matrice.

Se fra quei sistemi nulli ne esiste almeno uno che sia mutato in sé¢ dall’omografia,
questa si dird principale, ¢ gode allora di un’interessante proprietd posta in luce dal
Fropexius ®?). Richiamiamola rapidamente.

Supponiamo che Pomografia di cui si discorre nei n' precedenti sia appunto un’o-
mografia principale, e sia ,

12
(12) Z ¢, Xy, =0
Pequazione del sistema nullo principale che (essa, e quindi anche) la sua inversa muta
in sé.

Dovrd essere, indicando con ¢ un conveniente numero razionale non nullo

2P
(13) 6c,, = Z ¢,.a.,4, tGu=12 ..., 2p),
7,8

3"y Questo teorema, che si riconnette con una osservazione dovuta a KRONECKER e WEBER
(v. Krazer, loc. cit. 13), pag. 235), & utilissimo nelle applicazioni. Si vegga l'uso che ne & stato fatto
da BaGNERA ¢ DE Francais §Le superficie algebriche le quali ummettono una rappresentazione paramelrica
mediante funzioni iperellittiche di due argomenti [Memorie di Matematica e di Fisica della Societa italiana
delle Scienze, detta dei XL, serde 3%, t. XV (1908), pp. 251-343], n! 25 e 26$ e la frequenza con cui
viene adoperato, per scopi analoghi, nella seconda parte di questa Memoria.

34) Loc, cit. 29),
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e quindi sard intanto
- 62/’ |Cr,x' = lcr,s|. Iar',s]27
cio¢
(14) of =la, [
una volta che, per lipotesi fatta,
., 7 o

Posto
1 1...2p _ B 1/—
_— ——— . 0 = V—1
(IS) Hj,l - 2 1 ; Cy,: ()/,r Dl,: (t ),
consideriamo la forma bilineare
I,.
(16) H= VH,“U,}v

7
nelle due serie di variabili .} e v;.
Come ¢ noto, il sistema nullo considerato essendo principale, questa forma, ove
vi si supponga v; = g;, diventa una forma Hermitiana definita. -
Se le p’ e v si considerano come le coordinate in © e 7 dei punti di v e v che
hanno in X le coordinate

yllb)x,v—l_ vt +P';>(’)p,r € vi(;ur—{_ +V!,J(;P,’ (1‘_———1, 2""’2P)’

la forma bilineare (16) eguagliata a zero rappresenta semplicemente la reciprocitd indotta
fra = e 7 dal sistema nullo (12).

Ma allora il fatto che la nostra omografia muta in s¢ il sistema nullo (12), porta
che (I'omografia e quindi anche) la sua inversa porta in s& questa reciprocita, e quindi
la forma (16) non pud mutare che di un fattore numerico ove si eseguiscano sulle p.’
e v' le sostituzioni lineari date da:

(17) y';':)\l,jlu'x_{— Tt +)‘p,/‘xu‘1; € V;: Y + + 51y (hl=1,2, ..., )
Indichiamo con

K= ZK vy,

B
la trasformata di (16) mediante le (17). Con un facile calcolo si trova, badando alle (13),

K.l:G‘H.

J ot
e quindi il fattor numerico in discorso & appunto .
Ora K, per estensione alle forme Hermitiane della legge d’inerzia di SyLvester,
per v/.:gf}., ¢ definita positiva (negativa), se tale ¢ H, dunque o & positivo. Ma
(n® 22) ¢ tale anche |a, |, dunque la (14) di, intanto,

r,sl)
(18) ¢! — 1a,

r,s,'

Poi, il ragionamento fatto dimostra che le sostituzioni lineari

! I = < R
(9) y‘; / ( ,]y‘ + +)P:/HI’) € Vl:{/;()\hlvl—’_“'+)\p,lvp) (],l:I,Z, ,p)
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mutano H esattamente in s¢ stessa, quindi le corrispondenti equazioni caratteristiche
hanno i divisori elementari tutti lineari e le loro radici hanno tutte per modulo 1.
Segue che:
Lequazione caratteristica dell’omografia principale considerata,

D(p) = o,
¢ a divisori elementari tutti lineari ¢ le sue radici hanno tutte per modulo V5.

In altri termini, ma con minor precisione:

Un’omografia riemanniana principale di una qualsiasi matrice di RIEMANN & sempre
generale e i suoi invarianti assoluti hanno sempre tutti per modulo 1.

25. Una sostituzione riemanniana (non degenere) di una matrice di RieMaNN si
dird principale, se risponde a un’omografia riemanniana principale, cio¢ se, a meno di
un fattore numerico ¢, muta in s¢ una forma di RieMann alternata principale della
matrice.

Se, come pud ben supporsi, questa forma & intera e primitiva, quel fattore s (che
¢ positivo) & pure intero; e se p ¢ il genere della matrice, si ha sempre che of egua-
glia il modulo della sostituzione,

Se la sostituzione & modulare risulta quindi ¢ = 1; e allora tutte le radici della
sua equazione caratteristica hanno per modulo 1.

Ma questa equazione & a coeflicienti interi ed ha eguale a 1 il coefliciente della
potenza pili elevata dell'incognita, dunque, per un importante teorema di KroNECkER #),
quelle radici son tutte radici dell’unitd e la sostituzione & periodica.

Abbiamo cosi che:

Ogni sostituzione riemanniana principale di una matrice di RIEMANN, che sia mo-
dulare, & anche periodica.

Viceversa:

Ogni sostituzione riemanniana periodica di una matrice di RIEMANN & (modulare ¢)
principale 3%).

E infatti, se & periodica, le radici della sua equazione caratteristica sono tutte radici
dell’unitd; e quindi il termine noto dell’equazione, che eguaglia il modulo della sosti-
tuzione, e percio & intero e positivo, ¢ senz’altro eguale a 1. Poi, se f ¢ una forma
riemanniana principale della matrice, ed

f.:fa f;) sy Ju

sono le forme riemanniane principali in cui f & portata dalle operazioni del gruppo
ciclico d’ordine n generato dalle potenze della sostituzione, la forma riemanniana (certo

foA Lot

non identicamente nulla)

33) L. KRONECKER, Jwei Sifze iiber Gleichungen mit gangiahligen Coeflicienten [Journal fir die
reine und angewandte Mathematik, Bd. LIII (1857), pp. 173-1751.
34) Di queste due proposizioni soltanto la prima fu gia osservata dal Fropeniwus tloc. cit. 29)].
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¢ principale ed ¢ mutata in sé dalle operazioni del gruppo, dunque la nostra sostitu-
zione & anche principale.

Notisi che se 7, 7,, ..., r, sono gli esponenti distinti a cui appartengono le
radici dell’'unitd che costituiscono le radici dell’equazione caratteristica della sostituzione
in discorso, il suo periodo # ¢ il minimo multiplo comune di », 7, ..., r,, e il
primo membro della sua equazione caratteristica si spezza in un prodotto di potenze
dei primi membri delle equazioni (irriducibili) che ddnno le radici primitive dell’unitd
1y oo, 1 Ma, allora, se p & il genere della matrice e ¢ ¢, secondo il solito,
il segno della nota funzione indicatrice di EuLero, deve essere, per convenienti valori

interi e positivi delle m , m,, ..., m,:

m o(r)+mo(r)+ - +me(r)=2p.

Cio di modo, per ogni assegnato valor di p, di indicare tutti i valori, in numero
finito, che n pud eventualmente assumere. Cosi, per es., prescindendo sempre dal caso
triviale dell'identitd, se p = 2 si trova che n pud essere soltanto

2 3 4 5 6 8, 10, 12;
e se p =3 si trova che n pud essere soltanto
2,3, 4 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 24, 30.

A questo proposito ¢ utile osservare che i fattori primi dei valori possibili per
possono essere pienamente caratterizzati.

Si ponga

no=a*b? AN
con a, b, ¢, ... numeri primi.

Allora VPesistenza della sostituzione riemanniana principale considerata col periodo
n porta Vesistenza di sostituzioni riemanniane principali coi periodi 4, b, ¢, ...

Per ciascuna di queste, per es. per una di quelle a periodo 4, i relativi numeri
r; o si riducono a uno solo eguale ad 4, o sono due e due soltanto eguali il primo
a 1 e il secondo ad 4. Intanto

() =a—1
e quindi, o si ha ( ’

m'(a — 1) = 2p,
con m, intero positivo, o si ha
mt i (a— 1) = 2p,

interi positivi ed m/ pari (n° 22).

Di qua risulta che:

I fattori primi del periodo di una sostituzione riemanniana principale non identica
di una matrice di RIEMANN di genere p ove siano diminuiti di 1 si mutano in divisori
di mumeri pari won superiori a 2p *).

4 4
con m, , m,

35) Dal teorema di FroBENIUS esposto nel testo si pud far discendere con Hurwitz nel m>do
piti diretto e pil significativo il fatto ben noto che ogni trasformazione birazionale in s¢ di una curva

Rend. Circ. Matem. Palerme, t. XL1 (1916). — Stampato il 16 dicembre 1916. 37
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26. Sebbene si tratti di cosa manifesta per definizione, notisi esplicitamente che:
Le omografie e sostituzioni riemanniane di una matrice di RIEMANN nmon singolare
sono tulte mecessariamente principali,

§ 5.

Matrici di Riemany composte.

27. Se p/y p”, ..., u" sono n matrici qualunque (n 2\ 2), diremo composta
con esse la matrice p. definita da

dove il significato della scrittura adoperata al secondo membro & noto ed & del resto
chiaro per s¢ stesso.

Posta questa definizione si riconosce subito che se dalle matrici p’, 1", ..., p),
applicando a ciascuna di esse un’operazione 4 (o B), si passa rispettivamente alle ma-

trici v/, v, ..., v, la matrice composta con queste & deducibile dalla matrice com-

posta con quelle mediante un’operazione 4 (o B); e quindi:

Se le matrici v'y v'', ..., v") sono ordinatamente isomorfe (equivalenti) alle matrici

algebrica di genere superiore a I & necessariamente periodica. Vedi la Memoria di A. Hurwrrz, Uber
diefenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen [Mathematische An-
nalen, Bd. 32 (1888), pp. 290-308].

Combinando le osservazioni di HurwiTz con quelle del testo si ha un modo assai rapido per
caratterizzare, almeno per i primi valori del genere, le trasformazioni birazionali in s¢ che una curva
di genere p > 1 pud possedere.

Poicht lo HurwiTz non vi si ferma, vale la pena di osservare, che se le notazioni del testo si
riferiscono alla sostituzione riemanniana principale che risponde a una trasformazione birazionale in sé
a periodo # (> 1) di una curva di genere p > 1, il numero dei punti uniti della trasformazione &
dato da

u=2—m p@r)—mu(r,)— ... —mp(r),
dove w &, al solito, il segno della cosi detta fungione di Mésius, e quindi y.(rj) ¢ zero se r; ammette
dei divisori quadrati diversi da 1, & - 1, se 7 ¢ 1 o & un prodotto di un numero pari di fattori
primi differenti, ed & — 1, se r; & un prodotto di un numero dispari di fattori primi differenti.

Il RosaTi, a cui ho avuto accasione di comunicare la relazione
m. r.)=—=2pH.
2metp=2p
mi ha scritto che ad essa egli era pervenuto per suo conto nel caso delle curve utilizzando la nozione

di equazione minima di una corrispondenza. Vedi per questo importante concetto introdotto appunto
dal Rosartr la sua Nota citata in 7), d).
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u'y 'y ooy 2" anche la matrice composta con quelle & isomorfa (equivalente) alla

matrice composta con queste.
28. Una matrice composta con pite matrici riemanniane & ancora una matrice di

RIEMANN.
Siano, ad es., w’ € o' due matrici riemanniane dei generi p’ e p'" e si ponga
o o

o (l)”

3

oW =

dico che » & una matrice riemanniana del genere p' -4~ p"'.
E infatti siano

1...2p!

1..2p
! 1"
Doy, e Dy,
1,8 7,5

due forme riemanniane principali di o’ e o’ rispettivamente.

Allora, adoperando per le matrici o’ e '’ le notazioni che si ricavano da quelle
del n® 5 apponendo ad esse uno o due apici rispettivamente, possiamo supporre di
aver disposto dei segni delle ¢, e delle ¢/, in modo che sia sempre

YL vl
R™ >0 ed R'™ > o

Ciod posto, & chiaro che la forma

roazp!!

1.4.2;7'
’ "
Z Cr,: xrys + Z Cr,s xzp'+ry2p'+s
7,5 T,

¢ una forma alternata di Riemann della matrice o, la quale rispetto ad essa soddisfa
appunto alla condizione che si richiede per concludere che » ¢ una matrice rieman-
niana del genere p' + p”.

Viceversa:

Se una matrice riemanniana & composta con pii altre, aventi ciascuna il numero
delle colonne doppio del numero delle righe, anche queste somo matrici riemanniane.

E infatti se, ad es., per la matrice riemanniana « si ha

1(»' 0
0=

rr

10 o

'

ed o', 0" soddisfanno alla condizione espressa dall’enunciato, basta prendere una forma
riemanniana principale di » e in essa sopprimere tutti i termini con variabili aventi
un indice (almeno) superiore al numero delle colonne di ', per riconoscere che w' &

una matrice di RIEMANN e avere nel tempo stesso una sua forma riemanniana prin-

cipale.
29. Siano o ¢ ' due matrici riemanniane e la seconda sia composta con le matrici
riemanniane o, o, ..., o . Allora il carattere simultaneo X\ di o ¢ o' & dato da:

(20) A= LZ”‘A]. ,

) s . !
se N & quello dio ¢ o).
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E infatti si riconosce subito che una forma bilineare ¢ una forma riemanniana si-
multanea di » e ', quando e solo quando pud spezzarsi nella somma di # forme rie-
manniane simultanee di o ¢ @/, w ¢ @, ..., ® € o rispettivamente. Di qua segue
subito la (20) quando si osservi che %, ad es., ¢ il numero dei parametri razionali
arbitrari che compariscono linearmente ed omogeneamente nei coefhcienti della pit ge-
nerale forma simultanea di o e o'

Il teorema dimostrato di luogo immediatamente a quest’altro:

Se le matrici riemanniane o e w' sono composte, la prima, con le matrici rieman-

niane o, , ,, ..., o, e, la seconda, con le matrici riemanniane ©!, o), ..., w,, per

2)
il carattere simultaneo \ di o ¢ o', 5t ha:

I...m1...n

(21) A= Z Z;)\j,l’

dove %, & il carattere simultaneo di o, ¢ o}; quindi w e o' non sono vincolate, se¢ non
a patto che almeno una delle matrici w; sia vincolata ad una almeno delle matrici o).

Si supponga in questo enunciato che » e o’ coincidano, cioé¢ che sia m =n e
w; == ;. Allora, se si indica con b Iindice di moltiplicabilitd di » e con h; quello di
w;, si ha

A=h-1 e h.=h+1

e quindi:

Se la matrice riemanniana o & composta con le matrici riemanniane »_, ©,, ...,
per Uindice di moltiplicabilita b di o si ha

(22) hzhl+bz+"'+bn+”*1+2z7\,~,l

dove b, & Vindice di moltiplicabilita di w;, ), ¢ il caratterc simultaneo di o; e o, ¢
il sommatorio si intende esteso a tuite le combinazioni binarie degli indici 1, 2, .
Di qua, una volta che # X\ 2, segue che per o si ha certo

n

coy B

h X\ 1.

30. Al teorema precedente, riguardante l'indice di moltiplicabilitd di una matrice
riemanniana composta con pil altre dello stesso tipo, fa riscontro, per indice di sin-
golarita, quest’altro: o

Se la matrice riemanniana o & composta con le matrici riemanniane © y 0,y ..., ® ,
indicati con ky k; e ), rispettivamente, Vindice di singolarits di o, quello di w, ¢ il
carattere simultaneo di o, ¢ o,y si ha:

(23) b=k b4 b n—14 30,
dove il sommatorio si intende sempre esteso a tutte le combinazioni binarie degli indici
I, 2, ..., &

Per la dimostrazione basterd evidentemente limitarsi al caso di # = 2.
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Sia dunque

!

b

|
2]

e siano p, p, € p, +p,=p i generi di o, w, € w rispettivamente.
Se

1..2p
(24) ; cr,s X, ¥s

¢ una forma riemanniana alternata di o, le forme

5..2pp 1..2p,
(25) ; Cr,s xryx7 Z Czp,+r,zp,+:xryx

sono delle forme riemanniane alternate di w e o, rispettivamente; inoltre

L.2p1..2p,

(26) Z Z Cv,sz-,-s xrys

r

sard una forma riemanniana simultanea di w e o,.

Viceversa, se le (25) sono delle forme alternate di Riemann di o, e o, ela(26)
¢ una loro forma riemanniana simultanea, la (24) che pud scriversi

2P, L2py T 2P,

Z C xrys + Z L. 12p1+s( ryz;v1+: —xzp,+sy")+ 2 czp‘+r,2pl+sx2pl+ry2p‘+s

75

¢ una forma riemanniana alternata di »; quindi, basta ricordare i significati di %, k
k, e %, per concludere che

(27) =k +k+142,

La (23), poiche n X\ 2, dd kB 1 e quindi:

Una matrice riemanniana composta con matrici dello stesso tipo & seng’altro sin-
golare.

31. Per alcune considerazioni che dovranno esser fatte in seguito ¢ utile appro-
fondire il significato geometrico dei teoremi precedenti per il caso di una matrice rie-
manniana o del genere p, composta mediante due matrici riemanniane w, e o, dei ge-
neri p. € p,.

Se in uno spazio rappresentativo X l'imagine di » & 7, T si appoggia, rispettiva-
mente, secondo un S, e un S,  indipendenti ai due spazi opposti, 4, e 4,, della
piramide fondamentale delle coordinate, che sono rappresentati dalle equazioni:

xzpl+1:xzpl+z=”'=xzp=0 ¢ xr=x2='“=xzp1=o‘

Anzi quello S, | e quello S,,_, sono proprio le imagini 7, € 7, di o, € o, negli

spazi rappresentativi 4, ¢ 4,, ove in ciascuno di essi si prenda come sistema di coor-
dinate quello indottovi dal sistema fissato in Z.
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Allora I'equazione

1.2p)

Z Cr,s xr)’; - 07
7,

che si ottiene eguagliando a zero la prima delle forme (25), & in A4, , equazione di
un sistema nullo riemanniano di w , e, i X, I'equazione di un sistema nullo rieman-
niano di w, singolare, di specie > 2 p,, avente per asse 4, 0 uno spazio contenente
4,; quindi, badando che se quel primo sistema nullo ¢ non singolare, quest’ultimo &
esattamente della specie 2 p,, attribuendo ai simboli k, e k, il solito significato pos-
siamo asserire che:

a) La matrice o ammette k 41 (0 k, 1), ¢ non pin, sistemi nulli riemanniani
degeneri di specie 2p, (0 2p,), linearmente indipendenti, aventi per asse A, (0 A).

Inoltre 'equazione

1...2py 1...2p,
z_ cr,s xrys + Z 62171—w1’,2‘[}l+3 x2P1+1'y2‘Dl+S =0
i 75

rappresenta in X un sistema nullo riemanniano di o rispetto a cui ogni punto di A4
¢ coniugato a ciascun punto di 4,; e l'equazione

[..2pp5..2p,
cr,pl+s(xry2[>l+: - xzpl-uyr) =0

rappresenta in X un sistema nullo riemanniano di o rispetto a cui sono coniugate
tutte le coppie di punti di 4, o di 4,; dunque, col solito significato di %, ,:

b) Esistono k ~ k, 4 2, ¢ non piu, sistemi nulli riemanniani, linearmente indi-
pendenti, ¢ non degeneri di « rispetto a cui A e A, sono Puno lo spagio polare del-

Paltro;
¢) Se X ,> o, esistono \ ,, ¢ non piti, sistemi nulls riemanniani, linearmente in-

dipendenti, di @ rispetto a cui A e A, sono spazi autoconiugati.
Notisi che tra i sistemi nulli di cui parla 'enunciato &) ve ne son certo di quelli

principali; anzi si potrebbe far vedere che di questi ne esistono appunto & -k, -} 2

linearmente indipendenti.
Per mettere in luce il significato della formula (22) che, scritta per I'attuale ma-

trice w diventa
(28) b:bx+b2+ I +2x1,27
si pud seguire una doppia via, considerando le reciprocitd o le omografie di RiEmann
delle matrici w, », € ®,.
Scegliamo per il suo maggiore interesse la seconda e siano

(29) Px; = ar,lx[ + ar,zxz + e + ar,szzp (7 =1, 25 a0y Zﬁ)

le equazioni della pit generale omografia di Riemann della matrice o.
Per essa ogni punto di v deve andare in un punto di v; quindi se nei secondi
membri delle (29) si pongono le coordinate di un punto di r,, delle quali sono nulle
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tutte quelle con indice superiore a 2p , net primi membri dovranno venire le coordi-
nate di un punto di 7, delle quali le prime 2p, sono combinazioni lineari omogenee
delle prime 2p, coordinate di p, punti indipendenti di .

Ma allora, entro 4, le equazioni

(30) ox,=a, x -+ - | 0 Ko, (r=1,2,...,2p)

saranno quelle di un’omografia riemanniana della matrice o ; e, per una ragione ana-
loga, le equazioni
' el e —
(31) Px2p,+r - a2p1+r,zp,+rx2pl+x + + ﬂZP;-H,ZPx#’ (1’ =1, 2, ..., 2[72)
saranno, entro A,, quelle di un’omografia riemanniana della matrice .
Inoltre le equazioni

! p— " .« —
(32) «oxzp!+:' - azprw,lxr + : + a2p1+r,2p!x2.171 (f =152 ..., 2[’2)

<
! pnd . —
(33) pX, = ar,zp,+1xzp,+x + o + A apXap (r=12,..., ZPI)

rappresenteranno, rispettivamente, delle omografic riemanniane simultanee di o, , o,
€0, 0.

Il discorso fatto & invertibile, e quindi si ha intanto una conferma della formula
(28); ma poi, basta riguardare le (30), (31), (32) € (33) come equazioni di omografie
in I, per avere i seguenti teoremi:

d) Esistono b, 4 1 (0 b, + 1), e non pis, omografie riemanniane linearmente in-
dipendenti di w che siano singolari di specie 2p, (0 2p)) ¢ abbiano per primo asse A,
(0 4,) e secondo asse 4, (0 A4,);

e) Se ), > o, esistono X, ¢ non pin, omografic riemanniane linearmente indi-
pendenti di w che abbiano per primo asse A, (o A,) o uno spazio passante per esso, e
per secondo asse uno spazio contenuto in A, (in A).

§ 6.

Matrici di Riemany pure ed impure.

32. Una matrice riemanniana del genere p si ditd pura od impura, secondo che nel
SUO spazio TAppresentativo non esistono o esistono spazi razionali S, , (o < ¢ < p),
appoggiati alle sue imagini secondo S,_, (imaginari coniugati). Ogni S, st fatto, ove
esista, si dird poi un asse della matrice.

Per una matrice impura ¢ certo p > 1, quindi:

Una mairice ellittica & necessariamente pura.

Una matrice riemanniana composta con due o pitt matrici riemanniane &, per
quanto si & visto, certamente impura; ma risulterd tra poco che questa osscrvazione &
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in un certo senso invertibile, poiché si vedrd che ogni matrice impura & isomorfa a
una matrice composta. Quindi, in particolare, si avra allora che:

Una matrice impura & certo singolare.

Cost pure risulta da quanto ¢ detto nei n' 11 € 14 che una matrice di RIEMANN
dotata di reciprocitd od omografie riemanniane degeneri (ma non del tutto indetermi-
nate) & senz’altro impura; ed anche quest'osservazione &, come vedremo, invertibile
[n° 41, &), &)] *).

33. Due matrici riemanniane isomorfe sono insieme pure o insieme impure; e
quando siano entrambe impure, le configurazioni dei loro assi sono proiettivamente
identiche.

34. Le definizioni ora poste e i teoremi dei n' 15 e 16 dinno subito le seguenti
proposizioni :

a) Se due matrici riemanniane sono vincolate ¢ non hanno lo stesso genere, quella
di genere maggiore & certo impura;

b) Se due matrici riemanniane sono pure, ogni loro eventuale omografia simultanea
di RieMANN, non del tutto indeterminata, & non singolare; quindi esse o non somo vin-
colate o sono (vincolate ed) isomorfe;

da cui si trae in particolare che:

¢) Matrici pure vincolate a una stessa matrice pura sono vincolate fra di loro.

Notisi che il teorema ¢) per matrici riemanniane non tutte pure in generale non
sussiste. Per es., s¢ » e w, sono matrici di RIEMANN non vincolate fra di loro, esse,
pur essendo tali, sono entrambe vincolate alla matrice composta

La differenza che qui si manifesta fra le matrici pure e quelle impure si collega

36y Se una matrice riemanniana si riferisce a una funzione abeliana, essa & pura od impura se-
condo che questa, mediante una sostituzione lineare omogenea sulle variabili e una trasformazione (lineare
o0 no) sui periodi, non pud o pud esser ridotta a una combinazione razionale di funzioni abeliane dipen-
denti ciascuna da un minor numero di variabili.

Se si riferisce a una varieta algebrica, essa & pura od impura secondo che questa non possiede o
possiede sistemi regolari di integrali (semplici, di 1* specie) riducibili.

Se, in particolare, si riferisce a una curva algebrica, si puo anche dire che essa ¢ pura od im-
pura secondo che la curva non contiene o contiene corrispondenze (algebriche) speciali. Per questa de-
nominazione introdotta dal RosaTr vedi le sue Note pilt volte citate.

L’osservazione che una matrice riemanniana di genere 2 & impura quando e solo quando am-
mette forme di RieMaNN alternate (non nulle, ma) degeneri & stata fatta per la prima volta dal Poix-
care [loc. cit. 13) )], salvo una leggera imperfezione nell’enunciato. L’imperfezione consiste nel fatto
che il PoINCARE suppone implicitimente non nullo il cocfficiente del termine che, nelle sue notazioni,
¢ dato da GG — H*.
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col fatto che il prodotto di due omografie degeneri pud essere indeterminato senza che
siano tali le due omografie considerate 7).

35. Dalla definizione di asse di una matrice impura e dal fatto che spazi razio-
nali sono congiunti da spazi razionali e, ove non siano indipendenti, si secano secondo
spazi razionali, segue subito che:

Se due assi di una matrice tmpura non sono indipendenti, la loro intersezione &
ancora un asse della matrice; e se lo spagio che li congiunge non & quello rappresenta-
tivo, anch’esso & un asse della matrice *®).

Un asse di una matricc impura si dird puro od impuro, secondo che non con-
tiene o contiene assi della matrice di dimensione inferiore alla propria. Quindi:

Due assi puri o sono indipendenti o coincidono; e un asse puro e un asse impuro
0 sono indipendenti o si appartengono.

36. Due o pin assi indipendenti di una matrice impura si diranno complementari %),
se lo spazio che li congiunge coincide con lo spazio rappresentativo della matrice.

L’interesse di questa definizione risulta dal fatto che:

Per ogni asse di una matrice impura ne esiste sempre un. altro (almeno) che ¢ ad
esso complementare *°).

E infatti sia 4 un asse della matrice o di genere p (> 1), con le imagini 7 e
7. Lo spazio 4 sard, per definizione, un S, _, razionale (0 < g <p), appoggiato a 7t
e v secondo Syi

Sia, inoltre, ¢ un sistema nullo riemanniano principale di , e 4’ lo spazio polare
di 4 rispetto a o.

Poiché 4 e & sono razionali, e poiché 4 si appoggia a 7 e 7, che sono mutati

. N o . \ . i
in s¢ da o, secondo S _,, anche 4’ & razionale ed & un S, ., appoggiato a v e7
secondo SP_(H; sicche, intanto, A’ &, al pari di 4, un asse di w.

Ma & facile vedere che 4’ ¢ anche indipendente da 4, e che quindi 4 e 4’ sono
complementari.

Infatti ove 4 e A4’ non fossero indipendenti, si taglierebbero secondo un asse §,, |

37) In particolare:

Se due curve algebriche non razionali distinte non posseggono sislemi regolari di integrali di 1* specie
riducibili, o i loro gemeri sono disuguali e allora le corrispondenze (algebriche) intercedenti fra di esse sono
tutte a valenza zero, o hanno lo stesso genere e allora il numero base di quelle corvispondenze eguaglia i
numeri base delle corvispondenze (algebriche) situate su ciascuna di esse.

38) Questa osservazione riferita alla teoria degli integrali abeliani riducibili si converte in un
noto teorema di SEver! [loc. cit. '2)].

39) Denominazione desunta da quella introdotta dal SEvERI nella sua Nota ora citata per i si
stemi regolari di integrali riducibili.

49) E questo, in sostanza, il famoso teorema di Porncar [loc. cit. 2) ¢)] che generalizza una
osservazione fatta per la prima volta dal PicarD nella sua Nota citata in *2) 4). La dimostrazione del
testo & quella che si trova nella mia Nota II citata in 7) ), con la semplificazione che le proviene
dalluso dell’osservazione del Rosati di cul alla nota 23).

Rend. Circo Matem. Palermo, t. XLI (1916). -~ Stampato il 16 diccmbre 1916, 38
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e tutte le rette di quest’asse apparterrebbero al complesso lineare corrispondente al si-
stema nullo ¢; mentre, per quanto sappiamo (n° 12), questo ¢ certo impossibile per
le rette reali dello S,  appoggiate a = e =

37- Se un asse 4 di una matrice impura & impuro, due o pit assi contenuti in
esso si diranno complementari in A se sono indipendenti e hanno per spazio congiun-
gente 4. Allora sussiste sempre che:

Per ogni asse B contenuto (in senso stretto) in A ne esiste sempre un altro (almeno)
B', che & complementare a B in A.

E infatti si ha subito un tale asse B' intersecando 4 con un asse della matrice
complementare a B.

Di qua, ove si osservi che, se un assc & impuro, esso contiene per definizione
qualche asse puro, segue che:

Per ogni matrice impura esiste sempre un insieme (almeno) di assi complementars
puri.

Un tale insieme si dird per la matrice un gruppo fondamentale di assi puri; ed &
chiaro che per ogni asse puro della matrice esiste almeno un gruppo fondamentale
che lo contiene.

Gruppo fondamentale di assi puri di un asse impuro ¢ un insieme di assi puri
in esso complementari.

Per estensione si chiamerd poi gruppo fondamentale di un asse puro I'asse stesso **).

38. Adesso facciamo vedere che:

Se una matrice impura o del genere p ammette n assi complementari 4 , A, ..., 4
(n X\ 2) delle dimensioni rispettive 2p, — 1, 2p, — 1, ..., 2p, — 1, cosicche

P, +p2+ +Pn:P7

la matrice o & isomorfa a una matrice composta con n matrici riemanniane dei gener

Pl’p27 "'7pn'

Si indichi con «; lo S, secondo cui Passe 4, (j =1, 2, ..., n) si appoggia

n

allimagine ~ di w; gli spazi =, «
spazio congiungente.

, ..., a saranno indipendenti e avranno T per
2 w

Cid posto, con un’operazione 4 si incominci dal mutare o in una matrice o',
che abbia ordinatamente per righe le successioni delle coordinate, entro lo spazio rap-
presentativo X, di p, punti indipendenti di «,, p, puntd indipendent di «,, ..., p,
punti indipendenti di «,. Poi, con una omografia razionale non degenere dello spazio

r
n

. 3 1 . . : b I3 !
X, si portino, come & certo possibile, 4, 4,, ..., 4, negli spazi 4., 4,, ..., 4
della piramide fondamentale che ne congiungono rispettivamente i gruppi di vertici

1,2, .,205 2P 41 202 200,005 5 200 P ) 1 20

41) Scorza, loc. cit. 7) f).
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A questa omografia rispondera un’operazione B che muta ' in una matrice rie-

e

manniana «'’, avente per imagine la trasformata di = mediante omografia, ciot un

S,_. appoggiato, secondo gli Sy s Sy e Sy
M ’ ! ! T M ' ! ! : M
(e stano o, o, ..., o), agli spazi 4', 4., ..., A, della piramide fondamentale.
Ma allora " & appunto composta mediante » matrici riemanniane o, @,, ..., o,
. . . . e ,
dei generi p_, p,y ..., p,, che, negli spazi rappresentativi 4., 4, ..., 4, hanno
per imagini o, o !

trasformati di « , «

2) "'77'11

Ly ey A

39. Il procedimento or ora adoperato comporta una certa arbitrarietd. E invero
Poperazione 4 di cui in esso si discorre pud essere effettuata in infiniti modi diversi
(badando, per altro, che se tutte le p; sono eguali a 1 gli elementi di ogni riga di o’
non possono variare che per un fattore di proporzionalitd); e lo stesso dicasi per la
successiva operazione B.

Ma & evidente che, comunque si proceda nella scelta di queste operazioni 4 e B,
di fronte alla relazione di isomorfismo, le matrici & , ©,, ..., @, a cai si perviene,
sono nettamente individuate. E lo stesso accade per una di queste matrici, per es. per
la w , se tenendo fermo lasse 4 si considera un altro qualunque insieme di assi
complementari di cui esso, eventualmente, fa parte, diverso dall'insieme 4, 4,, ..., 4,.

Cosicche, insomma, di fronte alla relazione di isomorfismo, la matrice o ¢ indi-
viduata dallasse 4, e non dipende n¢ dall'insieme di assi complementari di cui 4, fa
parte (di tali insiemi esistendone sempre almeno uno), né, dopo la scelta di questo in-
sieme, dalla scelta delle operazioni 4 e B, di cui sopra.

Per render ragione di questo fatto anche con la nomenclatura potremmo estendere
la definizione di matrice riemanniana, si da poter considerare «, ¢ A4, come imagine e
spazio rappresentativo di una matrice riemanniana isomorfa ad @ ; ma preferiamo tener
ferma quella definizione e attribuire invece all'asse 4, la nomenclatura introdotta per
la matrice © . Quindi 4, avrd un genere, un indice di singolarits o moltiplicabilita e
per A, si avranno reciprocitd o sistemi nulli riemanniani, ecc.; quei caratteri saranno
i caratteri omonimi di », e queste reciprocitd, ad es., saranno le reciprocitd razionali
di 4, che mutano in sé lo spazio « .

In conformitd di cio, il caratiere simultaneo di due assi 4, ¢ B, di o sard il mas-
simo numero di trasformazioni omografiche razionali linearmente indipendenti di 4, in
B, che portano i punti di 4, comuni a 7 in punti di B, situati egualmente su =. I
due assi si diranno poi wincolati o mnon wincolati secondo che questo loro carattere
simultanco ¢ positivo o nullo; e se sono vincolati e una (almeno) delle omografie ra-
zionali, in discorso, non & degenere, si diranno anche isomorf.

Dopo ci6 ¢ visibile senz’altro in qual senso parleremo di carattere simultaneo di
assi appartenenti a matrici riemanniane diverse; e che cosa intenderemo dire chiaman-
doli wincolati o non vincolati, isomorfi o non isomorfi.

40. Sul procedimento adoperato nel n° 38 notiamo ancora quanto segue.

L'operazione B di cui in esso si discorre si pud supporre in ogni caso intera;
ma in generale non sari modulare. Perd giova far vedere che:

I
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A portare un solo asse, per es. A , in uno spagio della piramide fondamentale vi
si pud sempre riuscire con omografie rvispondenti a operazioni B modulari **).

Infatti con una tale omografia si pud in primo luogo portare un punto razionale
di A, nel vertice 1 della piramide fondamentale, perché asserir questo equivale ad as-
serire che si pud costruire un determinante a elementi interi ed eguale a 1 in cui gli
elementi della prima colonna siano numeri interi, primi fra loro, assegnati ad arbitrio;
poi, per una ragione analoga, con una omografia della specie voluta e che lasci fermi
il vertice 1 e la faccia ad esso opposta nella piramide fondamentale, si pud portare
nel vertice 2 un punto razionale della nuova posizione di A4, situato su quella faccia;
e cosi via. L’operazione B modulare corrispondente all’omografia prodotto di tutte
queste omografie soddisfa appunto allo scopo voluto;

41. Dalle osservazioni del n° 39, congiunte a quelle dei n' 29, 30 e 31 discen-
dono senz’altro i seguenti teoremi *%).

a)ySe d,4,,...,4,¢B,B,..., B,
tari delle due matrici impure w e o', rispettivamente, per il carattere simultaneo \ di o
e o s ha:

(34) A= Z A,’,z

sono due insiemi di assi complemen-

dove A, ¢ il carattere simultaneo di A; e B, ¢ la stessa formula vale se 4,, 4,, ..., 4,
e B, B,, ..., B, sono due insiemi di assi contenuti in due assi impuri A ¢ B di o
e o', rispetitvamente, e vi complementari, purché si supponga che % sia il carattere si-
multaneo di A ¢ B;

a)Se A, 4,, ..., 4, sono n assi complementari di una matrice impura, se ke
h sono gli indici di singolarita e moltiplicabilita della matrice, k; ¢ b; quelli dell'asse A4,
e infine X, & il carattere simultanco di A, ¢ A, si ha:

(35) b=k b+ bt —14 20,
(36) h:h1+hz+.'.+bn+n_l+zz)‘j,l
col solito significato dei sommatori; e le stesse formule sussistono, se A, A, ..., 4,

sono n assi conlenuti in un asse impuro B e ivi complementari, purché si intenda che
ke b siano gl indici di singolarita ¢ moltiplicabilita di B;

Dati due assi complementari A, ¢ A, di una matrice impura e conservate per essi
le notazioni del teorema a') (dove, adesso, n = 2):

by esistono k, 4 1 (k4 1), € non pin, sistemi nulli riemanniani degeneri della
matrice aventi per asse A (A,) e linearmente indipendenti;

c) esistono k- k, <~ 2, ¢ non pin, sistemi nulli riemanniani indipendenti non de-
generi della matrice rispetto a cui A, e A, sono mutuamente polari;

43) Questa proposizione & ben nota. E stata accolta nel testo solo per uniformita e chiarezza di
esposizione.
43) Scorza, loc. cit. 7) d) e g).
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d) esistono b, 4 1 (b, - 1), e non pin, omografie riemanniane indipendenti ¢ de-
generi della matrice che abbiano per primo asse A, (A,) ¢ per secondo asse 4, (4,);

€) se %, > o esistono N, ,, e non piu, sistemi nulli riemanniani indipendenii della
matrice rispetto a cui A e A, sono spazi autoconiugati;

f) se N, > o esistono X, ¢ non piit, omografie di RIEMANN degeneri e indipen-
denti della matrice che abbiano per primo asse A, (A4,) o uno spagio passante per esso,
e per secondo asse uno spazio contenuto in A, (in 4,).

Il teorema b) contiene implicitamente il fatto che se Uasse 4, ammette pit di un
asse complementare, I'indice di singolaritd di questo ¢ perd individuato; ma le formule
(35) € (36) per n = 2 dinno:

(37) k=k +k 4143,
(38) hb=h+h 414 2%,

quindi & pure individuato X , e poi h,; dunque:

g) Se un asse di una matrice impura ammette assi complementari distinti, questi
hanno tutti gli stessi indici di singolarita e moltiplicabilit ;
e:

i) Il carattere simultaneo di due assi complementari di una matrice impura & indi-
viduato appena sia dato uno dei due assi.

In base a quest’ultima proposizione, il carattere simultaneo di due assi comple-
mentari di una matrice impura 'abbiamo anche chiamato, altrove, coefficiente di immer-
sione di uno qualunque di essi ).

Allora la formula (37), posta a riscontro col teorema ¢) e col ragionamento del
n° 36, mostra che:

Un asse di una matrice impura ammette un solo asse complementare o infiniti assi
complementari distinti secondo che il suo coefficiente di immersione & nullo o positivo.

Secondo che si verifica la prima o la seconda alternativa di questo enunciato, asse
si dird isolato o non isolato.

Se un asse & isolato, tale & pure il suo complementare.

Se un asse non ¢ isolato, basta considerare un suo complementare e gli spazi
polari di questo rispetto ai sistemi nulli riemanniani non singolari della matrice, per
accorgersi che esso fa parte di una totalitd infinita discontinua di assi della matrice
aventi tutti lo stesso genere e gli stessi indici di singolaritd e moltiplicabilitd.

Queste osservazioni sono tutte precisate dal teorema che si trovera al n® 43.

44) Scorza, loc. cit. 7) d).
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S 7
Limiti superiori per gli indici di singolarita e moltiplicabilita
di una matrice pura.

42. Sia ® una matrice riemanniana di gencre p e supponiamo che per essa le
notazioni X, %, 7, k ¢ b abbiano i soliti significati.

Consideriamo la totalitd lineare oof*/~""* dei sistemi nulli di X e riferiamola omo-
graficamente a quella dei punt di uno spazio lineare proiettivo S, della dimensione
p(2p~—1)—1, fissando in S un sistema di coordinate proiettive omogenee ¢ facendo
poi corrispondere al sistema nullo di X rappresentato dall’equazione:

1..2p
Z Y, %Y, =0 (s + ¥, =0)

il punto di S che ha per coordinate (in un ordine fissato) le vy, per cui r <s.

Allora i sistemi nulli reali o razionali di X si riflettono in punti reali o razionali
di S e inversamente.

La totalitd dei sistemi nulli singolari di X si rispecchia in un’ipersuperficie F di §
dellordine p. I sistemi nulli di X che hanno un punto singolare in un punto (di %)
assegnato costituiscono, se p > 1, un sistema linecare della dimensione p(2p — 3);
quindi, corrispondentemente agli oo**~* punt di X, F & solcata da oo?~' spazi lineari
della dimensione p(2p — 3), di cui ne passano o' per ogni suo punto generico. Fra

questi S sono poi razionali quelli, e soltanto quelli, che provengono dai punti ra-

plap—3)
zionali di X.

I punti di S rispondenti ai sistemi nulli riemanniani di » sono tutti e soli i punti
razionali di un certo spazio razionale w che bha la dimensione .

Allora si supponga che sia & >\ 2p — 1, e quindi p > 1.

In tal caso, ognuno degli §, razionali di F sega @ in uno spazio razionale

della dimensione ¢ con
tNp(2p—3)+h—p2p—1)F10p(2p—3)F+2p—1—p(2p—1)F1=0,

e quindi per ogni punto razionale di X esiste almeno un sistema nullo riemanniano
degenere di o (non del tutto indeterminato) che ha in esso un punto singolare. Cio
porta che w &, nell’ipotesi fatta, necessariamente impura e che per ogni punto razionale
di ¥ passa almeno un suo asse; cioe che essa ammette infiniti assi distinti, dal momento
che un asse di & o un numero finito dei suoi assi non possono mai contenere tutti i

(2p—3)

punti razionali di .
Di qua deduciamo che:
Una matrice riemanniana del genere p con Vindice di singolarita non inferiore a

2p— 1 & impura ed ammette infiniti assi distinti;
e quindi:
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Una matrice riemanniana pura del genere p bha al massimo per indice di singolaritd
2p — 2 )

Si cousideri, adesso, il sistema lincare o' ~* di tutte le omografie di T e si noti
che quelle fra di esse aventi ua punto singolare in un punto assegnato formano un
sistema lineare della dimensione 4 p* — 2 p — 1. Allora, procedendo in maniera ana-
Joga a quella or ora adoperata, si trova che:

Una matrice riemanniana del genere p con Uindice di moltiplicabilita non inferiore
a 2p & impura ed ammette infiniti assi distinti;

e quindi:

Una matrice riemanniana pura del gencre p ha al massimo Pindice di moltiplica-
bilita. 2p — 1 *°).

§ 8.

La configurazione degli assi di una maftrice impura.

43. Se due assi A e A, di una matrice impura hanno uno stesso complementare
A,, A e A sono isomorfi 47).

E infatti siano ¢ e " due sistemi nulli riemanniani non singolari della matrice,
tali che rispetto ad essi 4, abbia per spazi polari A e A rispettivamente. Il prodotto
o5 & un’omografia riemanniana non singolare della matrice che porta 4, in 4';
quindi 4, e 4’ sono isomorfi.

Segue, in particolare, che:

Il carattere simultaneo di 4 e A, ¢ uguale al loro comune indice di moltiplicabi-
litd aumentato di 1.

44- Se due assi complementari A e A, di una matrice impura sono isolati, ogni
altro eventuale asse della matrice o giace in A, (in A4,), o congiunge un asse contenuto
in A, con un asse contenuto in A, *°).

Infatti ogni sistema nullo riemanniano della matrice, data l'ipotesi fatta, ¢ linear-
mente dipendente da quelli che sono degeneri e hanno P'asse in 4, o in 4,; ¢ allora
esso non pud essere a sua volta degenere se non a patto di avere per asse uno spazio
contenuto in A4, (in 4,), o uno spazio congiungente uno spazio contenuto in 4, con
uno spazio contenuto in 4, *9).

Ma allora il teorema & da riguardare come dimostrato, perché ogni asse di una
matrice impura ¢ asse [n° 41, b)] di qualche suo sistema nullo riemanniano degenere.

45) Scorza, loc. cit. 7) ¢), Nota I

45) Scorza, loc. cit. 7), g).

47) Scorza, loc. cit. 7), f).

48) Scorza, loc. cit. 7), o).

49) Per la giustificazione di questa osservazione vedi la mia Nota ricordata in 48),

P2
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Di qua discende subito che:

Se una matrice riemanniana ammette un asse isolato A, , ogni ulteriore asse indipen-
dente da A, appartiene all’asse complementare di A4 ;

e quindi:

Se una matrice impura ammette degli assi B, B,, ..., B, e poi un asse A, in-
dipendente da ciascuno di quelli ma non dallasse che Ii congiunge, la matrice ammette
seng’altro infiniti assi isomorfi ad A, ).

E infatti, date le ipotesi, 4,, in virtd del penultimo enunciato, non pud essere
isolato; e quindi [n® 41 in fine, e n°® 43] esistono infiniti assi isomorfi ad 4, .

45. Se un asse di una matrice impura & impuro, un asse ivi contenuto pud essere
in esso isolato o non isolato, cio¢ avere in esso un solo o infiniti assi complementari
distinti. Ebbene:

Se Passe A, di una matrice impura & isolato, ogni asse contenuto in A_ & isolato
per la matrice se tale & in A, .

Infatti sia 4, il complementare di 4,, B, un asse contenuto (in senso stretto) in
4, e B, un complementare di B, in A4 . Per ipotesi 4, non ¢ vincolato ad 4, quindi
[n°® 41, a)] non pud neppure essere vincolato a B, o a B]; ma allora, poiché Passe
B, & complementare all'asse congiungente 4, con B, il carattere simaltaneo di B, e
quest’asse eguaglia quello di B, e B!, e quindi tali caratteri sono insieme nulli o insieme
positivi. Di qua segue, in particolare, il teorema enunciato.

46. Se und matrice impura & priva di assi isolati, i suoi assi puri (che somo sen-
Laltro infiniti) sono tutti isomorfi fra di loro ).

Supponiamo, se & possibile, che ci6 non sia e indichiamo con A un asse puro
della nostra matrice di dimensione minima (O 1).

Ciascun sistema puro A, della matrice, non isomorfo ad 4, non pud essere indi-
pendente da un qualsiasi asse complementare di 4. E invero, o 4, & di dimensione
superiore a quella di A e allora, per ragioni di dimensione, la cosa & senz’altro mani-
festa; o A, ha la stessa dimensione di 4, e allora 4 e 4 , non essendo isomorfi, non
possono avere uno stesso complementare.

Ma un asse puro giace per intero in ogni asse che non & da esso indipendente,
dunque ciascun complementare di 4 contiene futti gli assi puri della matrice non iso-
morfi ad 4.

Chiamiamo B l'asse della matrice di dimensione minima che, in virta di quanto
¢ stato detto, contiene tutti gli assi puri della matrice non isomorfi ad 4.

Per ipotesi B non ¢ isolato, quindi la matrice ammette infiniti assi isomorfi a B
e ciascuno di questi contiene una configurazione di assi puri non isomorfi ad 4 proiet-

59) Questo teorema di luogo, per la teoria degli integrali abeliani riducibili, alla proposizione di
SeveRI [loc. cit. '3)] che generalizza il teorema di PorNcare contenuto nella Nota di questo Autore
citata in '?) g). Veramente 'enunciato del testo & pitt generale di quello corrispondente del SEVERI,
ma si tratta, come gia osservammo altra volta [loc. cit. 7) ¢)}], di una differenza non essenziale.

51y Scorza, loc. cit. 7) f).
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tivamente identica a quella analoga contenuta in B. Ora questa conseguenza contrasta
con la definizione stessa di B, dunque il teorema ¢ dimostrato.

47. Da esso discendono conseguenze interessanti.

In primo luogo sia p il genere della matrice considerata, ¢ quello di un suo qua-
lunque asse puro 4, #n (O 2) il numero degli assi di un suo gruppo fondamentale di
assi puri. )

Dovrd essere

ng=p

e quindi ¢ sard un divisore di p (inferiore a p) ed n sara indipendente dal gruppo fon-
damentale considerato.

Inoltre siano % e b gli indici di singolaritd e moltiplicabilitd della matrice e %, e
b, quelli di 4. Il carattere simultaneo di due assi puri qualunque della matrice sard
allora b, 4 1 e quindi applicando le formule (35) e (36) a un qualunque gruppo fon-
damentale della matrice si trae:

(39) b=k, 4200 L oDt 2)

2
(40) b=w(h 41—t
Man= —% e inoltre, essendo A puro,

hL2g—2 b ZL2g—1,

dunque

(41) <@ —(L-+1),

(42) h_._/__zﬂqz——l.

48. Se una matrice impura possiede due assi complemeniari isolati B e B,, ogni
suo gruppo fondamentale di assi puri

4, 4, ..., 4

2y n

si scinde in due gruppi parziali, di cui uno & gruppo fondamentale di assi puri per B,
e Paltro & gruppo fondamentale di assi puri per B,; di pin assi appartenenti a gruppi
parziali diversi sono certo non vincolati (o mnon isomorfi) tra di loro.

E infatti ogni asse 4;, in quanto & puro, non potendo essere lo spazio congiun-
gente un asse contenuto in B, con un asse contenuto in B,, giace per intero in B, o
in B, (n® 44); quindi & senz’altro evidente che gli assi 4 ; debbono distribuirsi fra B,
e B,. Ed ¢ poi chiaro, per ragioni di dimensione, che essi non possono stare tutti in
B, ottt in B,, e che quelli che giacciono in B, (in B,) formano ivi un gruppo
fondamentale di assi puri.

Infine, una volta che il carattere simultaneo di B, ¢ B, & nullo, deve esser tale
quello di due assi 4, situati I'uno in B, e l'altro in B,.

Rend. Circ. Matem, Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 18 dicembre 19:16. 39
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Inversamente, ¢ chiaro che:
Se un gruppo fondamentale

A, 4, ..., 4
di assi puri di una matrice impura pud scindersi in due gruppi parziali
A4, 4,,...,4,; 4., 4., ..,4,

st che ciascun asse di un gruppo non sia isomorfo ad alcun asse dellaltro, gli assi B,
¢ B, congiungenti rispettivamente gli assi dei due gruppi sono complementari e isolati.
49. Cid posto, si consideri una qualsiasi matrice impura di genere p, sia

(43) A, A, ..., 4

un suo gruppo fondamentale di assi puri, e si prenda di mira in questo I'asse 4, .

Puo darsi che 4, non sia vincolato, o, cid che fa lo stesso, isomorfo ad alcun
altro asse A;; ma pud darsi anche che di questi assi ne esistano. Comunque sia, si
indichi con
(44) AI, Az, ceey A”! (1Ln, Lhn)
Pinsieme di tutti gli assi del gruppo isomorfi ad 4.

Adesso, se n, <, si ripeta per un asse 4; che non sia nel gruppo parziale (44)
il ragionamento fatto per 4 ; e cosi si continui. Si giungerd alla fine a scindere il
gruppo fondamentale (43) in m gruppi parziali (m X\ 1), contenenti successivamente
> M,y -, n, assiy cosl che due assi appartenenti a uno stesso gruppo parziale sono
isomorfi tra di loro, mentre due assi appartenenti a gruppi diversi sono certo non
isomorfi tra di loro.

Naturalmente sard

n

e per ciascuna delle #, sard

Se m = 1, la matrice & per quanto precede, priva di assi isolati e si ricade in
fatti ormai noti; supponiamo dunque m X\ 2.

Allora la matrice considerata non pud ammettere altri assi isolati all'infuori di
quelli che congiungono tutti gli assi 4, appartenenti a uno o a piti degli 7 gruppi
parziali in discorso; e poiché questi sono realmente isolati, si conclude che nell’ipotesi
attuale gli assi isolati della matrice sono tutti e soli:

a) gli assi C,, C,, ..., C, congiungenti rispettivamente gli assi puri dei singoli
gruppt pargiali;

b) e poi gli assi che congiungono C , C,,...,C a due a due, a tre a tre, ..., a
m—1 am-—1 in tutte le maniere possibili.

Il numero totale degli assi isolati della matrice ¢ dunque:

)+ () ()=
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Notisi che m L n e che n £ p; quindi:

Se una matrice impura ammette assi isolati, il numero di questi & finito e del tipo
2" —2 (o <m L D), ed essi son tutti forniti da certi m assi complementari C , C,, ..,C _,
nessuno dei quali conmtiene assi isolati (in esso o per la matrice) di dimensione inferiore
alla propria, e poi dagli assi che li congiungono a due a due, a tre a tre, ..., a m—1
a m — X in tutte le maniere possibili. Inoltre ogni gruppo fondamentale di assi puri
della matrice si ottiene associando fra di loro m gruppi fondamentali di C , C,, ..., C
rispettivamente.

Ora un gruppo fondamentale di un asse C,, una volta che questo & privo di assi

m

isolati in esso, o coincide con C,, se C, & puro, o consta di assi puri tutti isomorfi
e pud esser scelto in infinite maniere diverse, i suoi assi puri essendo perd sempre di
un tipo determinato rispetto alla relazione di isomorfismo, quindi:

Una matrice impura di genere p o contiene un solo gruppo fondamentale di assi
puri, e allora il numero dei suoi assi ¢ finito ed & del tipo 2™ — 2 (con o <m £ p),
0 me contiene infiniti; ma in questa seconda ipotesi i vari gruppi fondamentali contengono
tutti lo stesso numero di assi puri, per ogni asse dell'uno esistendo in qualsiasi altro
gruppo un asse isomorfo a quello, e inoltre in ogni gruppo appariscono necessariamente
assi (puri) isomorfi 5).

50. Nelle considerazioni che ci hanno condotti all’ultimo teorema enunciato sono
implicitamente contenuti questi altri *%):

Una matrice impura priva di assi isolati & sempre isomorfa a una matrice composta

del tipo:

(45)

la matrice » essendo pura;
e:
Una matrice impura con assi isolati ¢ sempre isomorfa a una matrice del tipo
0o o
0 ® 0...0 O

(46) .

dove le matrici o , o , ..., o sono due a due non vincolate e inoltre ciascuna di esse
0 & pura o ha Uaspetto (45).
Il primo di questi dd poi subito che:

52) Scorza, loc. cit. 7) ¢), f).
53) I quali implicano, a loro volta, e generalizzano i teoremi di Borza e De Fraxcwis ricor-

dati in ).
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Allorquando una matrice impura & priva di assi isolati, due suoi assi qualunque
sono isomorfi appena hanno lo stesso genere (o la stessa dimensione);
con che resta generalizzato il teorema del n® 46.

§ 9.

Teoremi ulteriori sulle matrici impure con assi isolati.

51. Se una matrice riemanniana impura di genere p contiene assi isolali e fra questi
m (O 2) & il numero di quelli che non contengono assi isolati di dimensione inferiore
alla propria ), per gl indici di singolarita e moltiplicabiliti k e b della matrice si ha:

bLG—mtiydm—2 ¢ hLap—mA1)ydom—3

E infatti siano 4,, 4,, ..., 4, gli assi isolati in discorso e siano g¢;, k; e h; il
genere ¢ gli indici di singolaritd e moltiplicabilita dell'asse 4; (j =1, 2, ..., m).

Poiche gli assi 4,, 4,, ..., A4, sono complementari e a due a due non vincolati

si ha:

(47) .+¢.+ - +.=p

(48) k=k+k+ - +k +mn—1

(49)M :h1+b2+'.'+hm+m_r‘
a

(50) bLg—1 e hL2g—1,

dunque :

Gy kLG + 4+ -+, —1 e L2+ 4+ +q)— 1

Allora tutto si riduce a far vedere che, in base alla relazione (47) fra i numeri
interi positivi ¢; si ha necessariamente:

2
(52) +et+ o +aL—nd1yt+m—1
Ora questa & un’osservazione aritmetica elementare che si giustifica subito.
Infatti si ha

40=0¢—D@—=D+g+q—1
quindi, estendendo i sommatori a tutte le combinazioni binarie (j, /) degli indici

I, 2, ..., M

Sqa=m—p="""D 45 (g, — )@ -1,

2

54) 1l teorema ¢ valido per ogni insieme di m assi complementari isolatl. Ma prendendo per m,
come si fa nel testo, il massimo valore possibile si ottiene il teorema nella sua forma pib significativa,
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e di qua

53) G+t =p—22qq4=>0—m+1Y+m—1—22 (g;—1)(g,—1).

Ma le differenze ¢;—1 sono tutte nulle o positive, quindi segue senz’altro la (52).
Si osservi che, essendo 2 £ m £ p, si ha:

G—mtybm—2=0p— 1 —(n—2)p—m—1) L —1)

€

2(p—mt 1) am—3=2(p— Y F1—2(m—2)(2p—m—1) L2(p— 1)+ 1;
dunque:

Una matrice impura del genere p con assi isolati ha Vindice di singolarita non supe-
riore a (p — 1) e quello di moltiplicabilita non superiore a 2 (p — 1) -+ 1.

Notisi inoltre che se gli assi 4; sono puri, cio¢ se la matrice contiene soltanto un
numero finito di assi, si ha:

ki L2g,—2 e b L2g — 15
quindi
(54) kZL2p—m—1 e hL2p—1.

Di queste diseguaglianze la seconda non insegna nulla di nuovo (n° 42); invece

la prima, ricordando che m X\ 2, da, in particolare:

(55) kL2p—3.

Dunque:

Una matrice impura del genere p che contenga soltanto un numero finito di assi ha
un indice di singolarits non superiore a 2p — 3 ).

52. Se fra le ¢; del n° precedente ve ne sono 7 (X 2) maggiori di 1, e non piy,
le disuguaglianze ivi date per k ed h possono esser precisate.

Le ¢; maggiori di 1 siano ¢,, ¢,, ..., ¢, e si supponga ¢, L q, £ --- Lyq.:
allora
los == " =4, =1 € ¢+ g+ - +g=p—mtr ¢Lm
Poi si ha:
2 (g;—1)(g,—1)

=(¢,— D —g,—m+ )+ —)(—g.—g—m+2)+ -

et — D) —4—¢— - —q,_,—mr—1)
2@—m—0+(p—mn—g)+0@—m—q¢,—¢,+1)+ -
= —g == =g, Fr—3)

=(1’—I)(P—m)"l—(r—l)—“";r;“)_(r_z)qx_(r—-;)qz— ”'—’zqr—g—qr—z’*

Se r =2, nellultimo membro di questa espressione apparisce semplicemente
p—m—1

55) Scorza, loc. cit. 7) ¢)
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Sia, adesso, r >> 2 e dispari. Si suppongano scritti i termini della somma

(r—2)q,+0—3)g,+ - +29_,+9q._

in r — 2 orizzontali di cui la prima contenga la somma ¢ 4 ¢, 4 - f¢q,_.; la
r—2

seconda la somma ¢, 4¢, + -+ 4+ ¢,_5 ..., '(r—2)" soltanto il termine ¢,. Si
aggiunga alla somma della prima orizzontale quella del’(r — 3)™ dopo aver cambiato
i termini ¢, € ¢, di questa in ¢,_, e ¢,; alla somma della seconda quella dell’(r — 4)™

dopo aver cambiato i termini ¢ , ¢, e ¢, di questa in ¢, ,, ¢, ., ¢, € cosi via. Verrd:

+¢t+ - +49)

O—®m+0—ﬂ%+~~+ww+%4é“ﬂ

T p—m + r
+o £ —mtn+
Se invece 7 & pari ¢ > 2, procedendo come or ora, di coppie di orizzontali, esclusa
r— 4 . r ma
la (r — 2)™, se ne possono formare s ¢ poiresta Porizzontale (— — 1)
2

che porta ¢, + ¢, -+ + ¢, . Dunque:
(= =k - 20, LA G () T
=T ey 2

Si ha cio¢ qualunque sia r (X 2)

(o —m )+ 22

,
r—2q+0—3g+ - +24.,+q..£
poiché se r = 2 entrambi i membri di questa espressione sono nulli.
Ma allora viene:
r’fr—2
Sl — e —1D>— + 20 —m)—r 41

e quindi:

ké(P—m‘I‘I)z_L—I—_—:‘:E(p—m)—I—zr{—m—z}

héz(p—m~|—1)’—2ij_:_2(p——m)—[—zm+4r—7.

§ 10.

Sviluppo di alcuni esempi.

53. Abbiamo gid osservato che se una matrice riemanniana ¢ ellittica essa ¢ ne-
cessariamente pura; e per i suoi soliti indici k e b si ha:

D k=o e h = o,
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oppure
(I k=o e h=1.

Se la matrice si suppone ridotta con un’operazione A all’aspetto

1, 2|

(con « imaginario) si verifica il caso (I) o il caso (II) secondo che « non ¢ od ¢ un
numero quadratico.

Se due matrici ellittiche sono vincolate, esse sono anche isomotfe; e il loro ca-
rattere simultaneo X & dato da

A= o} A= 2,

secondo che sono entrambe del tipo (I) o entrambe del tipo (II).

54. Di qua, tenendo presenti le formule (39) e (40) del n® 47, si ha subito che:

Se una matrice impura del genere p (> 1) non possiede assi isolati ¢ i suoi assi
puri sono tutti (del genere 1 o) ellittici, per i suoi indici k e h o si ba:

) R R T Ty e
0 si ha
(ID k=p"—1 e h=2p" — 1.
In entrambi i casi la matrice & isomorfa a una matrice avente Paspetto:
I &« 0 0 0...0 O]
0 01 2 0...0 0
0 000 O0...1 &

e si verifica il caso (1) o il caso (II) secondo che x mon & 0 & un numero (imaginario)
quadratico >°).

Quest’ultima osservazione (che segue subito dal n® 50) rende senz’altro manifesta
Pesistenza delle matrici in discorso.

55. L’enumerazione dei vari tipi di matrici riemanniane del genere 2 ¢ stata gid
compiuta dal Rosarr *7) e sard ritrovata piti innanzi dal punto di vista attuale.

Da essa risulta che per una matrice pura di genere 2 gli indici k e b possono
presentare le seguenti quattro alternative:

k=0 e h=o0; k=1 ¢ h=1; k=1 e h=3; k=2 e bh=13;
mentre per quelle impure si hanno le cinque alternative:
k=1 e h=1; k=1 e h=2; k=1 e bh=73;

k=2 ¢ h=3; k=3 ¢ h=r1.

56) Scorza, loc. cit. 7) f). Ivi il teorema si trova soltanto enunciato, ma non vi si tiene conto
dei valori di h perché allora non avevo ancora introdotto lindice di moltiplicabilita. L’enunciato com-
pleto apparisce perd nella Nota preventiva citata in 7, 0.

57) Loc. cit. 7), b) e ¢).
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Quest’ultime si ricavano subito osservando che qui gli assi non possono essere
che ellittici e che quindi per il calcolo di & e 4 si possono adoperare le formule (37)
e (38), ove sard da fare in ogni caso k, =k, =o epoih, =0, 1, h =0, 1 ¢
A, =0, I, 2, badando che, allorché si pone per % , un valore non nullo, b, e b,
debbono eguagliare entrambi X, — I.

Ma allora le formule (39) e (40) del n° 47 danno che:

Una matrice impura del genere p priva di assi isolati e i cui assi puri siano tutti del
genere 2 (cosicche p & un numero pari, \ 4) non pud presentare che quatiro aspetti dif-
ferenti, tutti realizzabiliy e caratterizzati dalle seguenti coppie di valori per gli indici

kebh:

4
(In) k:fz_flf%—ﬁ ¢ h:fzi_ 1
(Il b=t 2 e h=p—1;
) b= (1’“1)2(1’"‘2) e h=p—1.

56. Come ultimo esempio calcoliamo gli indici £ e b per una matrice impura del
genere 3.

Un gruppo fondamentale di assi puri di una tal matrice o contiene un asse ellit-
tico e un asse di genere 2; o contiene tre assi ellittici.

Nella prima alternativa i due assi del gruppo sono certo (non vincolati fra di
loro, ciot) isolati; nella seconda sono tutti e tre isolati o non isolati, oppure ¢ isolato
uno solo.

Nel primo caso sugli indici £ e b di un asse possono esser fatte due ipotesi dif-
ferenti e su quelli dell’altro ne possono esser fatte quattro; dunque si avranno com-
plessivamente 8 tipi differenti coi seguenti valori per k e h:

) Sk::l, h=1; k=2 h=2; k=2 h=4; k=3, h=4;

o

k=1, h=2; k=2 h=3; k=2 h=35; k=3, h=5.
Nel secondo caso, se nessuno dei tre assi & isolato, si trovano i due tipi del n® 54
per cui si ha:

® k=5, hb=28; oppure k=38, h=17;

se un asse ¢ isolato e gli altri due no, sul primo possono esser fatte due ipotesi di-
verse ¢ lo stesso vale per il suo complementare che risulta un asse di genere 2 impuro
e privo di assi isolati; dunque si hanno altri 4 tipi, per cui ¢ successivamente:

) k=3 bh=4; k=4, h=8; k=3 h=35; k=4 ¢ h=y;

se gli assi sono tutti ¢ tre isolati si hanno altri 4 tipi differenti secondo che lindice b
¢ o (o 1) per tutti e tre gli assi, oppure ¢ o per uno e 1 per due, oppure & o per
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due e 1 per il terzo, alle quale ipotesi corrispondono per k e h le coppie di valori
®) k=2 h=2; k=2 h=y35; k=2 h=4; k=2 e b=3;

dunque:

Una matrice impura del genere 3 pud presentare 18 aspetii diversi e tutti realiz-
zabili.

57. Da quanto & detto nel n® 55 risulta che per p = 2 lindice b pud assumere
il massimo valore di cui allora & capace, cioé 7, ma non pud essere né 4, ne 5, né 6;
e poiché una matrice del genere 3 con k>4 o h>>§ & certo impura (n° 42), basta
guardare le tabelle («), (8), (y), () del n° precedente per persuadersi che quando
p =3, k e b possono raggiungere i massimi valori di cui sono capaci, cioé¢ 8 e 17
rispettivamente, ma k non pud essere né 6, né 7, € h non pud assumere nessuno dei
seguenti valori:

6, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16.

Son questi i primi esempi di fatti che tra poco si vedranno verificarsi in generale,

appena &, per quanto riguarda k, p > 2, e, per quanto riguarda b, p > 1.

§ 11,

Sui valori massimi e sui valori lacunosi dei caratteri %, » ¢ .

58. Per una matrice riemanniana del genere p &, come sappiamo,
(56) bLp—1 e bZap—u,
e per il teorema del n° 54 pud essere effettivamente

E=p —1 e h=2p*— 1.

Ebbene facciamo vedere che:

Se p > 1, nelle (56) valgono insieme i segni superiori o insieme i segni inferiori,
e quest'ultima circostanza si verifica quando ¢ solo quando la matrice ¢ impura, ¢ priva
di assi isolati e 1 suoi assi puri sono tutti cllittici e con Vindice di moltiplicabilita 1.

Infatti per p > 1 ¢

pPP—1>2p—2 e 2P —1>2p—1

e quindi se & k= p* — 1, oppure h=12p’ — 1 la matrice ¢ certo impura e contiene
infiniti assi puri distint (n°® 42).

Ma per p > 1 & anche
Por>0=1 e 2p—1>a0 -1y,

dunque, se k = p* — 1 oppure h = 2p* — 1, la matrice (n® 51) & anche priva di
assi isolati, ciot il k e I'h debbono esser dati da formule come le (39) e (40) ¢ deb-

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XLY (1916). — Stampato il 18 dicembre 1916, 40
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bono soddisfare a diseguaglianze come le (41) e (42). Ma i secondi membri di queste
sono certo inferiori a p* — 1 ¢ 2 p° — 1, rispettivamente, se vi si suppone ¢ > I,
dunque se k = p* — 1, oppure h = 2p° — 1, la matrice & impura, & priva di assi
isolati e 1 suoi assi puri sono tutti ellittici.

Ma allora, per il teorema del n® 54, lasserzionc fatta si pud considerare come
giustificata.

Ad essa il caso p=1 fa veramente eccezione, perche allora k & sempre o, mentre
h puod essere 0 o 1.

59. Consideriamo una matrice riemanniana del genere p > 1 a indicd massimi,
cot con k=p*—1€eh=12p —1.

Da ogni punto razionale del suo spazio rappresentativo parte almeno un suo asse
(n° 42); e questo & pure, come si vede subito, a indici massimi. Ma allora anche da
un qualsiasi punto razionale di quest’asse, ove non sia ellittico, parte un asse della ma-
trice ad indici massimi, che & contenuto in esso ed ¢ di genere inferiore; quindi, ripe-
tendo, ove occorra, questa deduzione, in ogni caso si pud concludere che per ciascun
punto razionale dello spazio rappresentativo passa un asse ellittico della matrice.

Abbiamo cost il teorema:

Se una matrice riemanniana del genere p>>1 ¢ ad indici massimi, ogni retta reale
appoggiata alle sue imagini pud considerarsi come retta limite di assi llittici della matrice.

Viceversa:

Se ogni retta reale appoggiata alle imagini di una matrice riemanniana di genere
p > 1 ¢ limité di assi ellittici della matrice, la matrice ¢ ad indici massimi 9.

Intanto & chiaro che la matrice ha infiniti assi ellittici ed ¢ priva di assi isolat,
poiche se ammettesse due assi complementari isolati 4 e B, gli assi ellittici sarebbero
tutti contenuti in 4 ¢ B e il loro insieme non potrebbe avere per rette limiti tutte le
rette reali appoggiate alle imagini. Quindi per essa si ha:

p— 0= D¢ +2)
2

e h=p —1,

58) Questi ultimi due teoremi rivestono il loro maggiore interesse quando si riferiscano alle va-
rieta algebriche con integrali ellittici. Vedi Scorza, loc. cit. 7) ¢) ove i teoremi furono enunciati per
la prima volta e dimostrati per via diversa da quella attuale. Un’altra dimostrazione, per 'uno ¢ per
Paltro, & stata data dal De Franchuis nella sua recente Nota: Sulle varietd con infiniti integrali ellittici
{Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XL (2° semestre 1915), pp. 187-193].

A proposito di questi teoremi possono interessare i seguenti escmpi.

La quartica di KLEIN

x1x§+x2x§+x3x§=o,

st x =0,

sono del genere 3 e ammettono terne di integrali ellittici indipendenti a moltiplicazione complessa e

e la quartica di Dick

vincolati [v. H. F. BAKER, An introduction to the theory of multiply periodic functions (Cambridge, Uni-
versity Press, 1907), n' 74 e 75]; dunque esse sono ad indici massimi, ossia il loro indice di singo-
larita ¢ 8 e quello di moltiplicabilita & 17.
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oppure
PP k=p"—1 e k:zp’—l.

Ma allora il teorema sard senz’altro dimostrato se facciamo vedere che nelle ipo-
tesi attuali la prima alternativa deve essere esclusa; e per questo ci basterd stabilire il
fatto, per s¢ stesso interessante, che:

Quando essa si verifica le rette assi della matrice segnano sulle sue imagini coppie
di punti omologhi in una proiettivitd ¢ quindi appartengono a una V! ragionale nor-
male 9).

Se p =2, la cosa ¢ manifesta, perché allora, risultando & = 2, i sistemi nulli
riemanniani della matrice stanno tutti in una rete e quindi le rette assi della matrice
sono contenute in una schiera rigata ordinaria avente per direttrici le rette imagini
della matrice. Per estendere il teorema agli altri casi basterd allora far ricorso al me-
todo di induzione matematica osservando che gli assi (impuri) della matrice di genere
p—1, p—2, ..., 2 presentano tutti lo stesso suo tipo; che due suoi assi distinti
di genere p — 1 si tagliano in un asse di genere p — 2 e che esiste sempre una ed
una sola omografia tra due S, che subordini proiettivitd assegnate tra due loro coppie
di iperpiani, purch¢ queste inducano la stessa proiettivitd sugli S, , intersezioni delle
due coppie di iperpiani.

€o. Allorch¢ una matrice riemanniana ¢ ad indici massimi (e col genere X\ 1),
ciascun punto razionale dello spazio rappresentativo ha per coniugato armonico rispetto
alle sue imagini un punto che ¢ pure razionale; quindi le sue imagini sono gli spazi
dei punti uniti di un’omografia razionale involutoria dello spazio ambiente che risulta,
evidentemente, una sua omografia riemanniana. E la stessa cosa sta per tutte le omo-
grafie razionali del fascio individuato da codesta omografia involutoria e dall'identita.

L’osservazione fatta pud essere invertita e quindi:

In un assegnato S,,  (p X 1) le imagini delle matrici riemanniane a indici mas-

simi sono tutle ¢ sole le coppie di S, | imaginari coniugati indipendenti che possono con-

-
siderarsi come spazi fondamentali dip omografie ragionali non identiche.

Consideriamo, adesso, una matrice di Riemanw e il suo gruppo di moltiplicabilita.

Questo induce su ciascuna delle due imagini della matrice un gruppo di omo-
grafie che ¢ ad esso isomorfo. Se I'isomorfismo non & oloedrico, esiste nel gruppo di
moltiplicabilitd qualche omografia che senza essere identica subordina sulle imagini Ii-
dentitd. Ma allora, per quanto precede, la matrice ¢ ad indici massimi.

In questo caso, poi, I'isomorfismo & veramente non oloedrico, dunque:

11 gruppo di moltiplicabilits di una matrice riemanniana induce sulle sue imagini
dei gruppi di omografie a cur esso & oloedricamente isomorfo, eccettuato soltanio il caso

in cui la matrice sia ad indici massimi *).

59) Questa osservazione, salva la forma dell’enunciato, apparisce gia nella mia Nota citata in 7),
f). Vedi ivi n°® 10, a).
6°) A proposito del gruppo di moltiplicabilita di una matrice riemanniana giova ossetvare che,
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61. Anche il teorema del n® 51 pud essere adesso precisato; noi possiamo cioé
domandarci se e quando accade che nelle relazioni ivi scritte

kL(p—m4f1)Y+m—2 b L2(p—m—41)+2m—3

valgano i segni di eguaglianza.
Evidentemente cié non pud avvenire se non quando sia, mantenendo le notazioni
allora adoperate,

7 Z(Q,"— 1)(g—1)=o0

¢ poi nel primo o nel secondo gruppo delle (50) valgano sempre i segni di egua-
glianza. -

Ora la (57) porta che tutte le ¢; debbono essere uguali a 1, tranne al pia una
che per la (47) deve essere allora uguale a p — m - 1, dunque:

Perché nelle relazioni considerate si abbia per k o per b il segno di uguaglianza
occorre ¢ basta che uno degli assi A; sia del genere p —m 1 ¢ gli altri siano tuth
ellittici, e poi che essi siano tutti a indice massimo di singolaritd o, rispettivamente, di
moltiplicabilita.

In particolire risulta di qui che per una matrice di genere p con assi isolati i
valori massimi di ¥ e b sono proprio (cfr. n° 51) (p—1) e 2(p — 1)’ - 1, rispet-
tivamente.

62. E ora dimostriamo che:

Se una matrice riemanniana & del genere p > 3, il suo indice di singolarita k non
puo essere uguale ad alcun numero della serie

-1+, (G—10+2...,p—2
In altri termini dobbiamo far vedere che, se p > 3, ¢ assurdo supporre:
Pp—1y<k<p —r1
E infatti se fosse k>>(p—1)* sarebbe pure, visto che ¢ anche p>3, k>2p—2,

cioé la matrice sarebbe intanto (n® 42) impura, e poi (n° 51) essa sarebbe anche
priva di assi isolati. Se i suoi assi puri fossero ellittici, essendo, per ipotesi, k< p* — 1,

dovrebbe essere
DI DY
2

e se i suoi assi puri fossero di genere ¢ >> 1 sarebbe

kép_1+1*_q—‘f>ép_l+p22—p=(p—r)z(p+z)’

se questa ¢é impura, il gruppo opera sullinsieme dei suoi assi puri in modo assolutamente tramsitivo quando
¢ solo quando la matrice é priva di assi isolati. Si tengano presenti per cio i n' 43 e 46 e si badi che
due assi distinti equivalenti rispetto al gruppo di moltiplicabilitd sono vincolati e quindi non possono

essere isolati.
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dunque, in ogni caso, si avrebbe

ké (P— 1)2(1)"'_2)

e quindi
. ¢—-00+2)
(0 — 1y 12 EORED,
cioé
=2 —3Lo

Ora questo ¢ impossibile, se, come si ¢ supposto, p > 3.

Se p = 3 la serie dei valori di k presenta ancora, come sappiamo, delle lacune,
ma queste sono soltanto due e non tre, come darebbe questo teorema, ove sussistesse
per p = 3.

In modo perfettamente analogo si vede che:

Se p > 1, Vindice di moltiplicabilita di una matrice riemanniana di genere p non
pud assumere alcun valore della serie

2p—1y+2 20—1)43 ..., 20 —2

63. Non ¢ da credere che i teoremi precedenti diano tutte le lacune di % e b per
ogni valore di p; cosi per esempio potremmo far vedere che:
Se p > 6 sono lacunosi per k tutti i valori della serie

=244 @G—2Y+s5 ., 0—10—5

e se p > 9 sono lacunosi per k anche tutti i numeri della serie

(P—3y+9 (—3V+10 ...\ (p—2)—1;

e qualcosa di analogo potremmo stabilire per 5. Ma poich¢ non potremmo assegnarli
tutti per ogni valore di p, preferiamo non entrare in particolari minuti che, sotto
quella restrizione, non sarebbero, poi, interessanti.

Osserveremo piuttosto che:

Se p > 1, ogni valore della serie

o I, 2,...,2p—1

pud essere effettivamente assunto da k.

Intanto & fuori dubbio che %k pud assumere, qualunque sia p, il valor zero; e ci
¢ pur noto che il teorema & vero per p = 2 e per p = 3. Cosicché per dimostrarlo
in generale possiamo supporre p > 3 € supporre inoltre che il teorema sia vero per
tutti i valori del genere inferiori a p.

Allora lUindice di singolaritd di una matrice di genere p — 1 potrd assumere cia-
scun valore della serie

0y I, 2y ...,2p—3
¢ quindi l'indice di singolaritd di una matrice riemanniana di genere p, composta con
una matrice ellittica e una matrice di genere p — 1 non vincolate fra loro, potrd bene
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assumere 1 valori

I, 2, 3, ...,2p—2

Inoltre essendo p > 3 si pud spezzare p nella somma di due numeri interi ¢, e
g, maggiori entrambi di 1; e allora basta considerare una matrice di genere p com-
posta con due matrici riemanniane non vincolate dei generi ¢, e ¢,, con gli indici di
singolaritd 2¢, — 1 € 2¢, — 1, per avere una matrice di genere p con lindice di
singolaritd 2 p — 1.

Allo stesso modo si vede che:

Qualunque sia p, ogni valore della serie

0, I, 2,...,2p—1

pud essere effettivamente assunto dall’indice b.

64. Passiamo ora ad alcune semplici considerazioni sul carattere simultaneo % di
due matrici riemanniane © e o' dei generi p e p'.

Se e o' non sono vincolate si ha senzaltro » = o.

Se sono vincolate € sono entrambe pure, ¢ necessariamente p = p’ ¢ ) eguaglia
Vindice di moltiplicabiliti di » e o’ aumentato di 1. Ma questo indice (n° 42) ¢ in-
feriore a 2 p, dunque:

L 2p.

Se sono vincolate e sono una pura e l'altra impura, supposto che quella pura sia
o, si ha senz’altro p < p’. Poi, una volta che » e o' sono vincolate, in un qualsiasi
gruppo fondamentale di assi puri di ' esiste un gruppo parziale ed uno solo (che
pud anche coincidere col gruppo totale) di assi puri di genere p vincolati (o isomorfi)
fra loro e vincolati (o isomorfi) ad w; dove, beninteso, la frase « gruppo parziale » &
adoperata nello stesso senso che nel n° 49. Detto m il numero di questi assi puri e b
il loro indice di moltiplicabilitd eguale a quello di w, risulta [n°® 41, )]

r=m(h -+ 1)

Ora mp L p' e b L 2p— 1, dunque

M2

Supponiamo infine che » e ' siano vincolate ed entrambe impure.

Allora in un qualsiasi gruppo fondamentale di assi puri di o esistono uno o pitl
gruppi parziali, diciamo, di m,, m,, ..., m, assi puri dei generi g, Gy eeny g;, tali
che gli assi di ciascun gruppo sono vincolati fra di loro e vincolati a quelli di #n gruppo

’ I3

parziale analogo di un gruppo fondamentale di w’. Detti rispettivamente m/, m!, ..., m;
i numeri degli assi di questi ultimi gruppi parziali, assi che risultano degli stessi generi

gy 939 o~y 91’ avremo:
L..j L.j
v=3 mm(h 1) L2 momg,,
7

dove h, sta ad indicare l'indice di moltiplicabilit comune degli assi puri dei #™ gruppi
parziali considerati.
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Supponiamo, come ¢ lecito, m, > m; X -+ X m 5 allora

l_/
rL 2 ml’z m,q, £ 2m!p.
i

Ma m' 2~ P, dunque
g

L

Ao 2P
="y

Se ¢, >\ 2, il che accade certo se almeno una delle due matrici & priva di assi
ellittici, di qua si trae

"L pp
Se ¢, = 1, basta che sia m! £ p" — 1 perche venga
AL 2p(p = ).
Se g =1¢ed m =p', w & priva di assi isolati e quindi j = 1 e per & si ha:

r=mm (b, 4+ 1) =m p'(h 4 1).
Qui poi b L 1; se h, = o, viene
A= pt Lpp
e quindi, una volta che per ipotesi p’ > 1, & ancora a fortiori
AZL2p(p—1);

)‘:21’111)’.421)1),)

se b, =1 viene

verificandosi il segno di uguaglianza solo se m = p, nel qual caso » e ' sono en-
trambe a indici massimi.

Riassumendo, possiam dunque asserire che:

Se X ¢ il carattere simultaneo di due matrici riemanniane o ¢ o' dei generi p e p',
secondo che » e w' sono entrambe pure, o sono la prima pura e la seconda impura, si
ha W L 2p, oppure X L 2 p'. Se sono entrambe impure si ha A=2pp' quando, e solo
quando, w e o' sono vincolate ed entrambe a indici massimi; se sono entrambe impure
e almeno una non possiede assi ellittici si ha % L pp'; se sono entrambe impure e
almeno una, per es. la o', non & ad indici massimi, si ha X\ £ 2p(p" — 1).

In particolare, se 2 > o, viene » = 2pp’ o quando © e @’ sono entrambe im-
pure e ad indici massimi; o quando sono entrambe pure, ma p=p' =1 e il co-
mune indice di moltiplicabilitd ¢ 1, o quando la prima & pura con p =1 ed h=1
¢ la seconda ¢ impura ad indici massimi. Dunque:

11 caratiere simultaneo di due matrici riemanniane vincolate dei generi p ¢ p' rag-
giunge il massimo valore di cui & suscettibile, ciod il valore 2pp’, quando ¢ solo quando
esse sono a indici massimi.

E risulta ancora facilmente che:
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Se p" >\ p > 1, sono certo delle lacune per N tutti i numeri della serie

2P(P,—'I)+I7 ZP(P’—I)_I‘Z)'-"ZPP’—I'

Basta osservare che se p' N\ p > 1 si ha:

2P = D2 (P — D)2 pp > 2p > 2.

§ 12.

Gli pseudo-assi delle matrici riemanniane.

65. Le ricerche esposte fin qui si riferiscono di preferenza alle matrici impure, ma
esse suggeriscono spontaneamente una estensione che porta a considerazioni valide per
tutte le matrici riemanniane. Riserbandoci di tornarvi in avvenire per dare ad esse un
aspetto meno incompiuto, vale la pena di chiarire fin da ora il punto di partenza.

66. Si consideri una matrice riemanniana e si prendano di mira, per es., i suoi
sistemi nulli riemanniani. Essi individuano una totalitd lineare che ha per dimensione
Pindice di singolaritd della matrice.

Ebbene, se per molte delle questioni riguardanti la matrice, i sistemi di questa
totalitd che occorre considerare sono soltanto quelli riemanniani, cioé¢ quelli razionali,
per altre, invece, giova considerarli #utti; noi li diremo i sistemi nulli della matrice.

Fra di essi quelli, per altro, che pil interessa di tener presenti sono i sistemi nulli
reali. Appena lindice di singolaritd della matrice supera lo zero, fra questi, come
vedremo, ne esistono necessariamente di quelli che sono anche singolari e la configu-
razione dei loro assi riveste, per lo studio delle proprietd della matrice, una particolare
importanza.

Un sistema nullo reale della matrice si dird principale se, all'infuori del fatto che
esso non &, eventualmente, razionale, si comporta rispetto ad essa come un sistema
nullo riemanniano principale.

Un tal sistema nullo sard dunque certo non singolare e, se la matrice ¢ di genere
superiore a 1, il complesso lineare che esso definisce non conterrd alcuna delle rette
reali appoggiate alle imagini della matrice.

Accanto ai sistemi nulli della matrice introdurremo anche le sue reciprocitd ed omo-
grafie (riemanniane o no), alla cui definizione si perverrd procedendo allo stesso modo
che piti sopra. Si le une, che le altre costituiscono una totalitd lineare avente per di-
mensione U'indice di moltiplicabilitd della matrice.

67. Per la chiarezza di quanto dovrd esser detto fra poco giova richiamare alcune
semplici nozioni sui sistemi nulli di uno spazio lineare nell’ipotesi, che sola ci interessa,
che la dimensione di questo spazio sia dispari.

Consideriamo dunque un S,, , £ (p X 1) e stabiliamo in esso, al solito modo,
un sistema di coordinate proiettive omogenee per i punti e gli iperpiani. Poi pren-



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ETC. 321

diamo una forma bilineare alternata, non identicamente nulla, in due serie di 2 p varia-
bili indipendenti e poniamola uguale a zero.

Interpretando le due serie di variabili come le successioni delle coordinate di due
punti o di due iperpiani di X, lequazione cost ottenuta dard luogo, a seconda del caso,
a un connesso di punti 0 a un connesso di iperpiani, che si dird, rispettivamente, un
sistema nullo luogo o un sistema nullo inviluppo.

Ove sia p > 1, un sistema nullo luogo definisce in T un complesso lineare di
rette, mediante le rette che congiungono coppie di punti coniugati; e un sistema nullo

inviluppo definisce un complesso lineare di S _,» mediante gli S, secondo cui si in-

2
tersecano coppie di iperpiani coniugati. '
Supposto sempre p > 1, pud accadere che un sistema nullo luogo o inviluppo
sia singolare di specie (necessariamente pari) 2. Nel primo caso l'asse del sistema
sard lo S,  luogo dei punti singolari; nel sccondo, si dird invece asse del sistema lo
S,p_n_, Per cui passano (tutti e soli) gli iperpiani singolari.
Un sistema nullo luogo, rappresentato dall’equazione

5..2p
(58) X a’,s xrys =90 (ar,s + a,, = O)v

7,5

e un sistema nullo inviluppo, rappresentato dall’equazione

1...2p s
(59) Z a?’,s g-17}5 =0 <ahf + Fe = 0)
.3
si dicono coniugati allorche si ha:
1 .ZP

(60) X a, .2,  =o0.

In particolare, supposto p > 1, se il sistema nullo (58) & dotato di un Sé‘p‘;vasse,
la (60) esprime che quest’asse appartiene al complesso lineare di 5,5, definito da (59);
e se il sistema (59) & dotato di una retta asse, la (60) esprime che questa appartiene
al complesso lineare di rette definito da (58).

Un sistema nullo non singolare di 2, nel senso ordinario della parola, di luogo
a un sistema nullo luogo e ad un sistema nullo inviluppo, ove si riguardi una volta
come connesso di punti e un’altra come connesso di iperpiani. Questi ultimi due
sistemi risultano entrambi non singolari e si individuano a vicenda; noi diremo percio
che Puno aderisce all’altro.

68. Ci6 premesso, diciamo « una matrice riemanniana di genere P, con gli indici
k e b, ¢ indichiamo, al solito, con %, v e v il suo spazio rappresentativo ¢ le sue
imagini.

La totalitd {1 dei sistemi nulli di w ¢, in sostanza, la totaliti lineare dei sistemi
nulli lvogo di X individuata dai sistemi nulli luogo razionali rispetto a cui © € ¥ sono
autoconiugati.

Ebbene, chiamiamo 11’ la totalitd lineare dei sistemi nulli inviluppo di ¥ congiun-

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 18 dicembre 1916, 41
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gente i sistemi nulli inviluppo razionali rispetto a cui = e © (concepiti come sostegni
di stelle di iperpiani) sono autoconiugati, e facciamo vedere che:

Lelemento generico di W' & il sistema nullo inviluppo aderente all’elemento generico
di 11;

per modo che, in particolare, II’ avrd, come W, la dimensione k.

Indichiamo con
A, =0, 4 =o0,...,4, =0

o]

le equazioni di k -} 1 sistemi razionali indipendenti di T e con

r__ o L
A, =0, 4 =o,..., d,=0

()
le equazioni di k' 4~ 1 sistemi razionali indipendenti di 11, ove, per il momento, k'
sta a rappresentare la dimensione di 11'.
L’equazione di un sistema qualunque di 11 sard del tipo

(61) ) 7\0A0+)\1A1+”'+)\k‘4k:o

e quella di un sistema qualunque di II" avrd l'aspetto

(62) tody + 1, 4 A Fppdy=o.

Cio posto, troviamo 'equazione del sistema nullo inviluppo aderente al sistema
nullo Juogo (61), nell’ipotesi che le % siano numeri generici assegnati, e scriviamo le
condizioni necessarie e sufficienti, perché questa equazione possa ridursi, per una con-
veniente scelta dei parametri p., allequazione (62).

Si otterranno nelle . p(2p — 1) — 1 equazioni lineari omogenee i cui coefficienti
saranno polinomi nelle X del grado p — 1.

Ora che il sistema nullo inviluppo aderente al sistema nullo luogo razionale gene-
rico di 11 appartenga a I’ ¢ evidente, per la definizione stessa di I'; quindi, codcste
equazioni lineari, se le X sono numeri razionali generici risultano compatibili e permet-
tono di determinare univocamente i rapporti muatui delle w. Ma allora le due circo-
stanze si debbono verificare anche se le X sono numeri generici qualunque, e quindi il
teorema ¢ dimostrato.

Insomma, con espressione meno precisa ma pilt suggestiva, possiamo dire che:

I sistemi nulli di una matrice riemanniana costituiscono una totalita lineare sia che
st riguardino come connessi di punti, sia che si riguardino come connessi di iperpiani.

Occorre appena avvertire che questo teorema ¢ significativo solo nel caso in cui
sia p D 3; poiché se p == 1 la distinzione fra sistemi nulli luogo e sistemi nulli invi-
luppo ¢ priva di valore, e se p = 2 qualunque totalitd lineare di sistemi nulli general-
mente non degeneri ¢ tale, sia che essi si riguardino come sistemi nulli luogo, sia che
essi si riguardino come sistemi nulli inviluppo.

69. Prima di procedere innanzi osserviamo che per le reciprocitd di o, premesse
considerazioni analoghe a quelle del n°® 67, sussiste lo stesso teorema che piu sopra &
stato enunciato per i sistemi nulli. Inoltre un ragionamento della stessa natura di quello
fatto nel n°® precedente permette di asserire che:
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La totalita lineare delle omografie di o &anche un gruppo (continuo ad b parametri).

In queste proposizioni, per quanto esse¢ siano semplici € quasi immediate, son da
ravvisare le proprietd fondamentali delle totalitd di enti ora introdotte per ogni matrice
riemanniana. Cid & ben chiaro @ priori; ma ¢ confermato dalle considerazioni che se-
guono, nelle quali vien presa di mira soltanto la totalitd dei sistemi nulli.

Questa limitazione ¢ consigliata da varie ragioni; ma, segnatamente, dal fatto che
quando sia nota la configurazione dei sistemi nulli degeneri di una matrice riemanniana,
si ba in questo il mezzo pin semplice e pits potente per caratterizzare i vari aspeiti che
possono essere assunti dal gruppo delle sue omografie.

Veggasi, per una conferma di questa asserzioue mediante un esempio, il § 3 della
Parte Seconda.

70. Adesso consideriamo tutti i sistemi nulli luogo e inviluppo dello spazio rap-
presentativo X di «, rispetto a cui T e T sono autoconiugati, e riferiamoli omografi-
camente in modo reale, ai punti e agli iperpiani di un S.._,, X', si che un punto e un
iperpiano di X' si appartengano quando, e solo quando, sono imagini di un sistema
nullo luogo e di un sistema nullo inviluppo fra loro coniugati. Inoltre, per limitarci
al solo caso interessante, supponiamo senz’altro che sia p > 1.

Allora sorgeranno entro X' due serie di varieta, 'una di punti

FY, F® ..., F&
altra di iperpiani

(I)(l) (I)(Z) (D(p—l)
y g e

T )

delle quali F'" sard I'imagine dei sistemi nulli luogo dotati di un asse avente la dimensione
N 2/—1, e & sard imagine dei sistemi nulli inviluppo dotati di un asse avente la
dimensione £ 2(p — 1) — 1. Ognuno di questi assi sard poi un S, appoggiato a
7 e 7 secondo S,_,.

In particolare un iperpiano « di ®“~" tisponderd a un sistema nullo inviluppo
dotato di retta asse e questa retta sard appoggiata a T e T in due punti 4 e A'; e
quindi per un’osservazione del n° 67 e per il modo usato nella rappresentazione, i
punti di « risponderanno ai sistemi nulli luogo i cui relativi complessi lineari conten-
gono la retta 4 4'.

Ma allora, se si tien conto di quanto ¢ detto al n® 1§ della Memoria citata in 7)
h), si pud supporre che le varietd F" e ®" ora introdotte coincidano con quelle
ivi indicate con gli stessi simboli e quindi possiamo valerci per esse di tutte le proprietd
ivi stabilite.

71. In particolare ricordiamo che F"™ & un’ipersuperficie d’ordine p; che le varietd

F@) F9 ..  F®" delle quali ciascuna contiene quelle che le seguono, sono le va-
tietd dei suoi punti doppi, tripli, ..., (p—1)-pli; che F?" & una varietd di SEGRE di
2* specie, con gli indici (p — 1, p — 1), e che F*= F*=35 . F" sono le varietd
riempite dalle corde, dai piani trisecanti, ..., dagli S, , (p — r)-secanti di F#~".

La F%" contiene poi una schiera [j] della dimensione 2 (j 4 1)(p —j — 1)
di varietd LYV (j =0, 1, ..., p — 2), ciascuna delle quali & ancora una varietd di
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Secre (di 2% specie, con gli indici eguali a j, se j > 0); e al variare di LY entro
[7] il suo spazio di appartenenza &' descrive la varieta F'Y—7/="),
Uno spazio &) avente la dimensione (j 4 1)* — 1, ¢ I'imagine, entro ', dei

sistemi nulli luogo di X, che mutano in s¢ t e 7 e hanno per asse uno stesso Sup—iims
—JiT

appoggiato a = € 7 secondo S, ;.. oppure uno spazio passante per €sso.

Per le varietd @) %, ... @ valgono le considerazioni duali, ¢ quindi, in
particolare, si avrd per ®'7~" una schiera {;i di varietd A7, avente per essa lo stesso
significato che la schiera [;] delle LY ha per F'*=Y,

La stella cui appartiene una AV si dird una s e lo spazio sostegno di una s
si dird un SY.

Al variare di % entro {j}, la stella s descrive la varietd ®7==" ¢ una stella
s/ & limagine, entro X', dei sistemi nulli che hanno per asse uno stesso S,jeir 2Pp-

poggiato a 7 e 7 secondo un S;, oppure uno spazio contenuto in esso.

Lo spazio tangente ad F*7/=" in un suo punto generico A tocca la varietd in
tutti i punti dello spazio ¢'/ che passa per 4; ed esso & da una parte uno spazio
S®-i=* — per modo che &Y & la varietd degli iperpiani tangenti ad F¥7=" — g,
dall’altra, lo spazio tangente ad F”=" lungo la varieta LY appartenente a quel o,
cioé lo spazio congiungente gli spazi tangenti ad F'~" nei singoli punti di LY. Anzi
lo spazio " e la stella s'777=? che ha per sostegno lo S$¥~/=? tangente in esso ad
F'#=7=% rispondono, nei modi chiariti piu sopra, a uno stesso S, , ., appoggiato a =
e © secondo SP_]._Z.

Infine ricordiamo che dai punti reali di F" si pud staccare una parte, quella che
diciamo la prima falda di F") la quale & atta a dividere in due regioni i punti reali
dello spazio ambiente che non appartengono ad essa.

I punti interni a questa prima falda sono le imagini dei sistemi nulli luogo reali
di X, i cui relativi complessi lineari di rette non contengono alcuna delle rette reali
appoggiate a = e 7. In particolare, dunque, saranno punti interni alla prima falda di
F tutti i punti imagini dei sistemi nulli principali di » (concepiti come connessi di
punti).

72. Cid posto, consideriamo in X un sistema nullo non degenere che muti in sé
Ter

Riguardandolo una volta come connesso di punti e un’altra come connesso di
iperpiani, resteranno coordinati ad esso, in base alla rappresentazione di cui sopra, un
punto P e un iperpiano = di X'

Ebbene & facile riconoscere che:

Il punto P ha per iperpiano polare rispetio a F™ Piperpiano =;

o che:

Liperpiano = ha per polo rispetto a & il punto P.

Quindi:

La corrispondenza (fra punti e iperpiani) che si ottiene in X' coordinando a ciascun
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punto il suo iperpiano polare rispetto ad F & generalmente biunivoca, ossia & una tra-
sformagione cremoniana, che indicheremo con T.

I due sistemi omaloidici di ipersuperficie luogo e inviluppo, cui di origine T sono,
nello spazio di punti, il sistema delle prime polari di F" e, nello spazio di iperpiani,
il sistema delle prime polari di ®". Cosicche, nei due spazi, gli elementi eccezionali di
T sono dati dai punti di F" (in particolare di F?, FW ..., F"") e dagli iper-
piani di & (in particolare, di ®%, ®¥ ... @P)

73. La considerazione della corrispondenza T introdotta nel n® precedente ¢ fon-
damentale per la determinazione dei vari aspetti che, per un dato valor di p, pud pre-
sentare il sistema IL

Se p = 2, nel qual caso, d’accordo con un’osservazione precedente, T & una po-
laritd ordinaria non degenere, non vi ¢ luogo, veramente, ad alcun problema, perche
allora k pud assumere tutti i valori di cui & suscettibile, e per ogni valor di %, il si-
stema 1l non pud presentare, dal punto di vista proiettivo, che un aspetto e un aspetto
solo. Ma non ¢ cost quando p > 2, perché allora lindice %k presenta delle lacune e
per uno stesso valor di k possono aversi per Il tipi proiettivamente diversi.

Ora da quanto & stato detto, badando che se p e p’ sono lo spazio lineare ¢ la
stella di iperpiani di X' rispondent ai sistemi Il e 11" di X, p’ ¢ la trasformata di p
nella corrispondenza T, segue appunto che:

La determinazione degli aspetti possibili proiettivamente distinti per il sistema 11 di-
pende innanzi tutto dalla determinagione degli spazi lineari di X' che dalla corrispon-
denza cremoniana T sono mutati in stelle di iperpiani.

Questa osservazione pud essere utilizzata in pit modi; qui ce ne serviamo soltanto
per dedurre una proprietd generale del sistema 11, nella quale ¢ da ravvisare I'intimo
fondamento di tutta la teoria delle matrici impure.

Per questo ci & necessario esaminare, in primo luogo, il comportamento degli ele-
menti eccezionali di T.

74. Consideriamo, pertanto, in 3’ un punto A4 che appartenga ad F", ma non ad
F+9 (se | < p — 1), ciot un punto che sia l-plo e non pit che I-plo per F", e ve-
diamo come esso si comporta rispetto alla corrispondenza T. Naturalmente suppo-
niamo qui che sia p > 2, poiche in caso contrario non vi sarebbe luogo a parlare di
punti eccezionali.

Se =1, 4 ¢ un punto semplice di F"'; quindi non & eccezionale per T e Ii-
perpiano che ad esso corrisponde in T & Piperpiano ivi tangente ad F". Anzi codesto
iperpiano (che appartiene a ®'’~") corrisponde non solo ad 4 ma a tutti i punty
dello spazio o= di F", passante per 4, che risultano semplici per F".

Se I> 1, 4 & un punto multiplo di F", ciot un punto eccezionale per T e
allora per trovare la varieta di iperpiani che ad esso corrisponde gioverd procedere nel
modo che segue.

Si dica « lo spazio tangente ad F¥ in 4. Lo spazio « toccherd F” in tutti i punti
dello spazio ¢*~'~"; diciamo ¢'#~'=*), che passa per A4; sari il sostegno di una stella
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1

s di iperpiani appartenent a &7, toccherd F'/~'in tutti i punti della sua L~
diciamola L= appartenente a +'/~'=" ¢ avrd infine la dimensione p* — I* — 1.

Fra le prime polari di F", che passano tutte per ' e hanno in F"¥ una va-
rietd (I — 1)-pla, consideriamo quelle che passano per un punto infinitamente vicino
ad 4 in una direzionc non contenuta in 2, cio¢ che hanno in 4 un incontro [-punto
con una retta f, passante per 4 ma non situata in x. Lsse formano un sistema lineare
oo?*~* e Piperpiano contenente i loro poli sard liperpiano omologo in T al punto di
t infinitamente vicino ad 4.

Ora la polare (p — 1)™ di A rispetto ad F'", ciot il cono osculatore ad F"' nel
suo punto l-plo 4, & un cono di vertice », cioé ha un punto I'plo in ogni punto di
, quindi la prima polare di ogni punto di « ha un punto lplo in 4. Segue che fra
le prime polari sopra considerate compaiono certo quelle dei punti di «, e quindi Ii-
perpiano corrispondente in T" al punto di ¢ infinitamente vicino ad 4 passa per «,
cioé & un iperpiano di @'~

Poiché una prima polare di F™ ha in 4 un punto (I — 1)plo ¢ ha per cono
osculatore in A un cono di vertice », basta che essa abbia incontro [-punto cen f,
perche abbia un incontro analogo con ogni retta uscente da A e situata nello sz_zz
che da 2 proictta ¢; quindi gli infinit iperpiani omologhi in T al punto 4 restano,
intanto, biunivocamente coordinati agli S, ;. della stella 2, e questo implica che essi
sono tutti e soli gl iperpiani di ®'7~" appartenent alla stella a.

Ma le cose possono essere ulteriormente precisate.

In primo luogo il cono osculatore ad F* in 4, in quanto ¢ la polare (p — )™
di A rispetto ad F", passa semplicemente per la varietd F¥~"" che & (p — 14 1)
pla per F". Daltro canto se L™ & una L7 di F*=" complementare ad L=, I'i-
persuperficie congiunta ad L™ ®) appartiene ad F*~"" ed ha lordine I, dunque
quel cono & nient’altro che il cono proiettante da « questa ipcrsuperficie, cio¢ € la
polare mista di p — I punti generici qualunque di LY~'~", o anche un cono, dicia-
molo V., del sistema che nella Memoria pid volte citata & detto sistema [V, /] In
particolare si noti che V)%, & nella stella di centro a, concepita come totalitd dei
suoi S,._j, un’ipersuperficie della stessa natura di F e quindi un S, ;; della stella
corrisponde al suo iperpiano polare rispetto a ¥,”, in una trasformazione cremoniana
T' della stessa natura di T.

Ora si supponga che mediante T allo S,._.«f, passante per «, resti coordinato
Viperpiano p. La prima polare del punto generico P di p, che ha in F" una varietd
(! — 1)-pla, ha in 4 un cono osculatore d’ordine I — 1, che, nclla stella «, & sem-
plicemente la prima polare dello S, .« P rispetto a 7”5 e di pitt quel cono oscu-
latore ha uno S,._;» generatore ncllo spazio =t Ma allora ¢ & liperpiano polare di at
rispetto a V;“ll, ossia T & appunto la trasformazione che T induce fra gli S, . e

gli iperpiani della stella «.

61y Per queste denominazioni vedi la Memoria citata in 7) b), n' 12 € 13.
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Riassumendo abbiamo:

Nella corrispondenza T al punto A di FY corrispondono, se 1\ 2, infiniti iper-
piani. Essi sono gli iperpiani della stella s* ' di @~ avente per wvertice a e quindi
non mutano al mutare di A entro 6\'~'"". Ognuno di essi ¢ poi coordinato mediante T
a un S, . uscente da o, e la corrispondenza che per tal modo T stabilisce nella stella
a ¢ la corrispondenza cremoniana T, della stessa natura di T, ivi fissata dal cono V;‘ﬂl.

Di qua deduciamo una conseguenza importante.

Fra gli iperpiani di ®'/~" passanti per « ve ne sono di quelli che appartengono

anche a @P="*" o @12 "o @5 ma, applicando a T“ le considerazioni
fatte per T si riconosce che a uno S, , della stella = corrisponde un iperpiano di
@'Y oppure infiniti iperpiani di @ o di ®*F ..., o di @Y secondo che

esso ¢ uno spazio geperatore semplice oppure uno spazio generatore doppio, triplo, ...,

L9 L quind , (@)

o (I — 1)plo di 7}”;; quindi a uno Sp._;: della stella « che non appartenga a V7,
corrisponde certo un iperpiano che appartiene a @'~? ma non a @470,

In tale condigone si trovano, in particolare, gli Spuz che vanno da « ai punti

reali interni alla prima falda di FY, poiché questi sono anche interni alla prima

falda di 7,2,

Per quel che segue giova enunciare una parte dei risultati conseguiti guardando,
anzi che allo spazio ¥’ alle totalitd di sistemi nulli che esso rappresenta. Badando alla
penultima osservazione del n° 71 si ottiene cost il teorema:

Si considerino le due totalita lineari dei sistemi nulli luogo e inviluppo di T che
mutano in s¢ T e v e si chiamino omologhi due elementi delle due totalita allorché wuno
aderisce allaliro. Sorge allora fra le due totalita una trasformazione cremoniana nella
quale ad ogni sistema nullo luogo non degenere corrisponde uno ed un solo sistema nullo
inviluppo non degenere, mentre ad un sistema nullo luogo dotato di asse corrispondono
gli infiniti sisteni nulli inviluppo degeneri ch: hanno lo stesso suo asse, oppure che hanno
per assi spazi contenuti in esso.

75. Cio posto, riprendiamo a considerare le imagini & e ' di 1 e " uello spazio X'.

La stella p" ¢, in T, la trasformata dello spazio lineare p: di piu, corrispon-
dentemente ai sistemi nulli principali di o, lo spazio 1. contiene certo dei punti interni
alla prima falda di F"'; quindi, in base alle osservazioni fatte:

Per ogni eventuale sistema degenere di 1V esiste almeno un sistema degenere di I
che ha per asse lo stesso suo asse (e non uno spazio di dimensione inferiore ivi conte-
nuto) ; e viceversa.

E questa la proprietd generale di Il cui piti sopra abbiamo alluso e che ci con-
durrd subito a conseguenze interessanti.

76. Chiamiamo pseudo-asse della matrice » ogni asse di un suo sistema nullo

reale e degenere. Esso & in ogni caso un §,

1

reale appoggiato a v e t secondo Sps
imaginari coniugati, e se ¢ razionale ¢ addirittura un asse della matrice.
Inoltre diciamo complementari due o pitt pseudo-assi indipendenti di » quando lo

spazio che li congiunge coincide con lo spazio rappresentativo di w.
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77. Una matrice riemanniana non singolare ¢ naturalmente priva di pseudo-assi,
ma invece si vede subito che:

a) Se una inatrice riemanniana & singolare essa ¢ certo dotata di pseudo-assi.

E infatti se la matrice @, di cui si & discorso fin qui, ¢ singolare, il sistema II
ha almeno la dimensione 1; quindi lo spazio w di %', imagine di 11, ha almeno la di-
mensione I, & reale e contiene punt interni alla prima falda di F".

Ma allora p taglia certo F' in punti reali e questo significa appunto che la
nostra matrice ¢, nellipotesi fatta, dotata di pseudo-assi.

b) Per ogni pseudo-asse di una matrice singolare ne esiste almeno un altro che ¢ ad
esso complementare.

Sia 4 uno pseudo-asse della matrice o e sia 2 g—1 la sua dimensione (0 <<g <p).

Per definizione esiste un sistema nullo reale (almeno) di Il avente per asse A;
diciamolo s . Poi chiamiamo 5 un sistema nullo riemanniano principale di w e co-
struiamo il sistema lineare o™l 5 trasformato di I mediante . Esso ¢ un sistema li-
neare di sistemi nulli inviluppo che coincide evidentemente con 1I'; quindi in partico-
lare apparterrd a 11’ il sistema nullo inviluppo 675 g, trasformato di s mediante s.

Ora 676, 6 & un sistema nullo inviluppo singolare di specie 2¢; quindi il suo
asse ¢ uno spazio A’ della dimensione 2 (p — ¢) — 1, che sard nel tempo stesso lo
spazio polare di 4 rispetto a 6. Cid porta intanto, per una ragione gid addotta altrove
(n° 36), che A4’ & (uno spazio reale) indipendente da A.

Ma poi, per il teorema del n® 75, esiste almeno un sistema nullo di M che ha
per asse A’, e questo, come subito si vede, si pud supporre reale, dunque 4’ & vera-
mente uno pseudo-asse di o complementare ad A.

Poiche, nel ragionamento fatto, lipotesi che s sia riemanniano pud esser sosti-
tuita senza danno dall’altra che esso sia soltanto reale, e Dipotesi che sia principale
serve soltanto ad assicurare che 4 e 4’ risultino indipendenti possiamo dire che:

¢) Lo spazio polare di uno pseudo-asse di o rispetto a un qualsiasi sistena nullo
reale di » non degenere & ancora un suo pseudo-asse.

Viceversa:

d) Se A ¢ A sono due pseudo-assi complementari di o, esistono infiniti sistemi
nulli di o, non degeneri, rispetto a cui 4 ¢ A’ sono mutuamente polari.

Per convincersene basta considerare il fascio di IT individuato da due sistemi pulli
reali :he abbiano per assi 4 e A’ rispettivamente. All'infuori di questi due, niun altro
sistema del fascio ¢ degenere e rispetto a ciascuno di questi 4 e 4’ sono spazi polari
reciproci.

e) Llintersezione di due pseudo-assi non indipendenti di o & ancora uno pseudo-asse
di o.

E infatti se 4 e B sono due tali pseudo-assi ¢ 5., 5, sono duc sistemi nulli reali
di Il che li hanno per assi, il sistema nullo reale generico del fascio individuato da s,
e 6, ha appunto per asse l'intersezione di 4 e B.

f) Lo spagio congiungente due psendo-assi di o, ove non coincida con lo spagio rap-
presentativo di o, ¢ ancora un suo pseudo-asse.
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E infatti se 4 e B sono gli pseudo-assi considerati, si chiamino 4' e B’ gli spazi
polari di 4 e B rispetto a un sistema nullo principale di ©. Lo spazio congiungente
A e B avra per spazio polare rispetto a questo sistema nullo I'intersezione di 4’ ¢ B';
ma allora poicheé 4’ e B’ sono, per ¢), pseudo-assi di o, tale, per ¢), & la loro inter-
sezione e tale &, di nuovo per ), lo spazio congiungente 4 e B; supposto, beninteso,
che quest'ultimo non sia lo spazio rappresentativo di w.

78. Uno pseudo-asse della matrice w si dira isolato se non ammette che un solo
complementare.

Se 4 & uno pseudo-asse isolato e 4’ & il suo complementare, 4 e A4’ sono polari
Puno dell’altro rispetto ad ogni sistema nullo non degenere di I e quindi anche 4’ ¢
isolato. Inoltre il sistema I, se non pud concepirsi come il sistema congiungente due
totalitd lineari di sistemi nulli aventi per assi 4 e A’ rispettivamente [come sarebbe il
caso, se 4 e A4’ fossero addirittura degli assi di o (n° 44)], ¢ certo contenuto in un
tal sistema congiungente, dunque per il ragionamento fatto al n° ora richiamato:

Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana & isolato, tale & pure il suo com-
plementare e ogni altro eventuale pseudo-asse della matrice o sta in uno di quei due o
congiunge uno pseudo-asse contenuto nell'uno con uno pseudo-asse contenuto nell’altro.

79. Anche gli pseudo-assi di una matrice riemanniana possono esser distinti come
gl assi in puri od impuri, secondo che non contengono o contengono pseudo-assi di
dimensione inferiore alla propria. E quindi si puo introdurre anche la nozione di gruppo
fondamentale di pseudo-assi puri per una matrice riemanniana o per un suo pseudo-asse.

Non entreremo su cid in particolari: ci limitiamo a segnalare su tal proposito I'im-
portante teorema che segue e la cuil dimostrazione (cfr. n° 46) non offre alcuna dif-
ficoltd :

Se una matrice singolare & priva di pseudo-assi isolati, tutti i suoi pseudo-assi puri
(che sono certo infiniti) hanno la stessa dimensione.

80. Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana & addirittura un suo asse,
esso ¢ isolato come asse se ¢ tale come pseudo-asse, e viceversa; quindi:

Se una matrice riemanniana ¢ singolare, ma & priva di pseudo-assi isolati, appena
ammette un asse ne ammette infiniti.

81. Riserbandoci di riprendere in modo piu completo questa teoria degli pseudo-
assi che promette di esser feconda di risultati, ci accontenteremo qui di illustrarne sol-
tanto la conseguenza a cui di luogo per le matrici riemanniane semplicemente singolari,
cioé per le matrici che hanno Pindice di singolaritd %k eguale a 1.

Unpa tal matrice in quanto ¢ singolare, ammette certo due pseudo-assi complemen-
tari; ma in quanto k£ = 1 non ne pud ammettere pit di due [cfr. il ragionamento
fatto per dimostrare il teorema d) del n® 77], dunque essa ha due e due soli pseudo-
assi (complementari, isolati).

Se il genere della matrice ¢ dispari, le dimensioni di questi due pseudo-assi sono

certo differenti tra di loro; se quel genere ¢ invece pari, le dimensioni stesse possono
essere diverse o uguali.

Rend. Circ. Matem. Pulerme, t. XLI (1916). — Stampato il 19 dicembre 1916, 42
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Ma quando le dimensioni in discorso sono differenti i due pseudo-assi sono razio-
nali, cioé¢ sono degli assi, dunque:

Una matrice riemanniana semplicemente singolare non pud esser pura se non a
patto che il suo genere sia pari e che i suoi due (s0li) psendo-assi (complementari) abbiano
la stessa dimensione. Se almeno wna di queste due circostanze non si verifica, la matrice
¢ necessariamente impura; ma non & detto che essa sia seny’altro pura, se le due circo-
stanze sono entrambe verificate °%).

Questo teorema caratterizza nettamente per k = 1 gli aspetti proiettivi possibili
per il sistema indicato piu sopra con Il

Esso & dunque il primo anello di una catena di teoremi di cui potremmo dare
qualche altro esempio; ma per ora preferiamo astenercene, perché speriamo di potere
approfondire ulteriormente le nostre considerazioni.

PARTE SECONDA.

LE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI
DI UNA SUPERFICIE IPERELLITTICA IN SE.

§ 1.

Considerazioni introduttive.

1. Prima di passare allo studio particolareggiato delle trasformazioni birazionali di
una supetficie iperellittica in s&, crediamo opportuno premettere alcune osservazioni
preliminari riferendole a una varietd abeliana a un numero qualunque di dimensioni.

2. Sia, dunque, ¥, una varietd abeliana a p dimensioni, cio¢ una varierd (neces-
sariamente algebrica) che ammette una rappresentazione parametrica mediante funzioni

62y Perché, dunque, il teorema riguardante I'equazione (30) del n° 60 della Memoria citata in 7)
h) diventi pit significativo, giova riferirlo a una funzione abeliana singolare qualunque e a una sua
qualunque coppia di forme di RIEMANN alternate, al cui fascio appartenga una forma principale. Se la
funzione & solo una volta singolare, le radici del’equazione (30) si riducono, in ordine al teorema del

testo, a due sole radici distinte.
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abeliane a p variabili indipendenti u , u,, ..., #,, appartenenti a una stessa tabella
di periodi primitivi

O= 05, 0, 00y 0] G=1,2, ..., p);
la rappresentazione essendo tale che ad ogni punto della varietd risponda, a meno di
periodi, un solo gruppo di valori per le variabili ;.

Se p=1, V, & una curva ellittica, se p=2, V, ¢ una superficie iperellittica. In
ogni caso gli integrali semplici di 1° specie di 7, sono dati dalle u , u,, ..., u, e
dalle loro combinazioni lineari.

Supponiamo ora che la nostra ¥, ammetta una trasformazione birazionale in sg,

la quale porti il punto (u,, u,, ..., u,) nel punto (u;, u,, ..., #,).
Poiche « & un integrale semplice di 1* specie di ¥, al posto (u,, 4,y ..., u,),
deve essere, indicando con le 2, e le ¢; delle costanti opportune:
! .
(1) wy =%t A1 0, - AU, 4 G=12....0);
e poiché le u, debbono potersi esprimere allo stesso modo per mezzo delle u;, sard
Al # o

Aumentando le u; di un periodo, le (1) debbono indurre un aumento analogo
sulle #;, dunque debbono esistere degli interi a,, per modo che si abbia

(2) )\j,x wr,r + )‘j,z wz,r + et + )‘j,pwp,r = af,le,l + ar,zwj,z + te + ar,zpwj,zp
G=1,2, v, P57 =1,2, ..., 2p).

Di qua si deduce intanto che:

(3) x: = a’,l xx + ar,z xz + tee + ar,szzp
¢ una sostituzione riemanniana della (matrice » o della) varietd V,, e che le
(4) pa, =4, % X, e

sono le equazioni di una omografia riemanniana della varietd V,.
Come ¢ noto, il valore del determinante

= l%‘,ll'ﬁj,l'

2,

che & (I, n° 22) ®) un intero positivo, rappresenta il numero dei punti (u,, 0,y ...,u »)
corrispondenti mediante le (1) al punto (], u , ..., ) %), dunque nel caso nostro
deve essere

|ar,x| =1,
e la sostituzione (3) ¢ modulare.

63) D’ora innanzi quando occorre richiamare un n® della Memoria, questo n°, ove appartenga
alla prima parte sari preceduto dal segno L

64) Vedi, per il caso p == 2, Humserr, loc. cit. *), 2™ Mémoire, pag. 289 n° 143. Il ragionamento
dello HumBERT si estende subito, per altro, ad ogni valor di p.
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Viceversa, se la (3) ¢ una sostituzione riemanniana modulare della varietd V,,le
(2) individuanc le %, ;, e dopo cio le (1) danno effettivamente una trasformazione bi-
razionale di ¥, in sé stessa per ogni sistema di valori attribuid alle costanti ;.

Possiamo dunque asserire che:

Ad ogni trasformazione birazionale della V, in st stessa risponde una ed una sola
sostituzione riemanniana modulare della varietd; viceversa, ad ogni tale sostituzione ri-
sponde una schiera oo di trasformagioni biragionali della varietd in sé stessa.

3. Fra le sostituzioni riemanniane di 7 , due che siano modulari esistono certo
in ogni caso. Esse sono quelle nei cui moduli tutti gli elementi sono nulli, tranne gli
elementi principali, che per 'una sono tutti eguali a - 1, e per laltra sono tut
eguali a — 1.

Quindi la 7, ammette intanto due schiere oof di trasformazioni rappresentate le
une da equazioni del tipo

;= t; - ¢;
e le altre da equazioni del tipo
w, = —u; + .

Come ¢& ben noto esse si dicono, rispettivamente, le trasformazioni di 7, di 2% e
di 1* specie %), e quelle di 2* specie formano da sole un gruppo continuo abeliano
a p parametri.

Se per la 7, considerata Pindice di moltiplicabilitd ¢ nullo, ciot il gruppo di mol-
tiplicabilitd ¢ identico, la ¥, non ammette altre sostituzioni riemanniane modulari all'in-
fuori di quelle ora ricordate e quindi:

Una varieta abeliana pud ammettere schiere o di trasformazioni biragionali in se,
diverse dalle due schiere delle trasformazioni di 1" e 2° specie, solo quando il suo indice
di moltiplicabilita sia . positivo.

4. Nella schiera oof delle trasformazioni birazionali in s¢ di ¥, corrispondenti a
una sua determinata sostituzione riemanniana modulare g, ve n’¢ una ed una sola che
porti un punto dato di ¥, in un altro punto di ¥, egualmente assegnato; in partico-
lare, ce n’¢ una sola, e diciamola ¥, che lasci in s¢ il punto (o, o, ..., 0).

In questo modo al gruppo delle sostituzioni riemanniane modulari di 7, che di-
remo G, viene a corrispondere il gruppo, che diremo I', delle trasformazioni birazio-
nali di ¥, in s¢ stessa, che lasciano tutte fermo il punto (o, o, ..., 0), ad ogni ope-
razione di G corrispondendo una ed una sola operazione di T.

A questo proposito osserviamo subito che:
Se alle operazioni y' e "' di T rispondono le operazioni g' e g'' di G, al prodotto
risponde il prodotto g'' g'.

’

Y, Y}

65) Veramente non tutti gli scienziati che si sono occupati di questo argomento adottano la
stessa nomenclatura, Tutti si accordano a chiamarle insieme #rasformazioni ordinarie, ma poi alcuni
chiamano trasformazioni di 1* specie quelle che altri dice di 2* specie, e vicever.a. Nel testo ¢ seguita
la nomenclatura che oggi sembra pit diffusa,
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Infatti supponiamo che y' e y'’ siano rappresentate, rispettivamente, dalle equazioni

u;:l})lul—f—)\ u, - .- +)\1P ,

e
wp =0 u N A e A
Il prodotto y'y"" sard rappresentato dalle altre
= 8 + Pty + e + Fioty
dove

1.
. "ot
Fin= Z)\",n A

Ora se le a,,, a e b, sono, successivamente, i coefficient di g, g’ e della

7,53 Tr,s 1,5

operazione ¢ di G corrispondente a y'y"”, si ha:
1..2p
— '
Zlisn Wy = Z s Bjss
s
T...p 1...2p
"y — 1
Z)‘i,nwn,r - Z ar,smjﬁ’
n s
1..p 1..2p
Zy'j,n('on,r == Z br,r (’)j,s;
n s

quindi, per un facile calcolo, sard

1...2p 1...2p
. )
Zbr,:wj,s— Zartatsm s
g

5,k
Di qua si trae

1...2p
—_— N\ A 7]
br,s - Zar,latﬁ’
t

rr

§=8 8-

e questo dimostra appunto che

In particolare, all’operazione y'* risponde ¢'* dunque, atteso che alPoperazione
identica di T' risponde quella identica di G

Una operazione di ¥ e la corrispondente operazione di G sono insieme aperiodiche
o insieme periodiche con lo stesso periodo.

5. Le trasformazioni di 7, di una determinata schiera oo® si ottengono tutte mol-
tiplicando a destra la trasformazione y che essa contiene per le varie trasformazioni di
2* specie; quindi il gruppo I' & oloedricamente isomorfo al gruppo complementare del
gruppo di tutte le trasformazioni birazionali in sé¢ di V, rispetto al suo sottogruppo
costituito dalle trasformazioni di 2* specie.

Infine si osservi che ogni schiera cof di trasformazioni birazionali in se di v, &
come V,, una varietd abeliana, quando si concepiscano come suoi elementi le trasfor~
mazioni che essa contiene.
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§ 2.

Le varieta abeliane armoniche ed equianarmoniche.

6. A titolo di esempio, e per alcune considerazioni che dovranno esser fatte in
appresso, vediamo se & possibile che per la nostra ¥ , esista una trasformazione y del
gruppo T' che sia rappresentata da formule del tipo

) ;== au, =12 ..., p)
con « 74 + 1.

Se cio accade, dette 7 e 7 le imagini (di o, ciot) di ¥ ,» esiste evidentemente nel
gruppo di moltiplicabilita di 7 , una omografia riemanniana non identica, che subor-
dina su 7 e 7 lidentitd; dunque (I, n® 60) ¥ , ¢ senz’altro ad indici massimi.

Inoltre I'equazione caratteristica della sostituzione riemanniana modulare corrispon-
dente a ¥ ha come radici p-ple « e « (I, n® 22), dunque « e « sono radici di un’e-
quazione di 2° grado coi coefficient interi e i coefficienti estremi uguali a + 1. Sia,
questa, I’equazione:
© CHarti=o.

Poiché «« & positivo, nellultimo termine di questa equazione deve valere intanto
il segno superiore; poi da |2} = 1 e « 5% -+ 1 segue che « e = sono numeri imagi-
nari (coniugati), dunque Pintero 4 ¢ nullo, oppure ¢ uguale a £ 1. Ma allora:

a = i, oppure «=-T¢ ¢,

2;y

essendo, al solito i1 =y — 1 e poice=¢

7. Se p = 1, le considerazioni fatte mostrano che /7, ¢ una curva ellittica armo-
nica od equianarmonica; se p > 1, ricorrendo, ove occorra, a una sostituzione lineare
omogenea sulle #;, che non altera la forma delle (5) e non altera o, y o T, si pud
supporre che le u; siano altrettanti integrali ellittici di 7, e allora le equazioni:

#; = cost. G=1,2,..., p),
definiscono su ¥, p fasci ellittici di varietd a p — 1 dimensioni, ciascun fascio essendo
trasformato in s¢ dalloperazione y. Segue che questi fasci sono insieme armonici o
insieme equianarmonici e che, per conseguenza, alla tabella cui appartiene 7, puo darsi

intanto Iaspetto

I p O ...o0
O, By, O, .0,
wP:‘ (Op,z wm e wP:’P

ove p=isea =i p=csea=c:¢ t¢ eleaw, sono della forma

) —
ar,s + Pgr,s?
con le « e B, numeri interi.
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In ogni caso, alla sostituzione

! -
u, = pH; G=1,2, ..., p)
tisponde certo una trasformazionale birazionale di 7, in st stessa (che &y, y* o il
i . P . Coa . A SR
prodotto di y o y* per la trasformazione di 1% specie definita da «] = — u); quindi
una volta che
I, o, y O,
¢ un sistema di periodi simultanei di u , u,, ..., u,, deve esser tale anche
0 POy vy PO,

Indicando con le 4, degli interi deve essere dunque;

PO, =0, + a,v,. + et + 2. 0,25

D R R R S T R T S S

po,, =0, -+ a0, + . 4 B0, 05

e quindi la tabella cui appartiene /, con un’operazione B modulare pud ridursi a
quest’altra:

| 1 p o ...o0

i

‘ (’)z,x P(’)z,: wz,; v wz,zp

' .
[ oo s

|

| (”p,l pwm (x)p,3 . e e (')Pﬂl’

V=0, U — U, (/':‘2:3’"'!17);

le v,, v,, ..., v, saranno ancora degli integrali ellittici (tutti armonici, o tutti equia-
narmonici) e la nuova tabella cui apparterra ¥, diventerd

]I P o ...o0
13 ’
io o Oy o Oy
Y
p3 """ Tpe2p
ove
’ .
W, =, G=2,3 ..., p57r=13,4, ..., 2p).

Giunti a questo punto non vi ¢ pill bisogno di spendere altre parole per far com-
prendere che alla tabella cui appartiene 7, pud darsi in definitiva Iaspetto:

1 p 00O 0O...0 0 O
0o 01 p 0...0 0 ©
0 0 0o 0 O o I

Viceversa, ¢ chiaro che sopra ogni V7, appartenente a questa tabella, la sostituzione
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sui parametri #,, #,, ..., u, Tappresentata da

! .

U, =gt G=1,2,...,p
(ove g = i, oppure s = ¢) genera effettivamente una corrispondenza birazionale.

Chiamando armonica o equianarmonica una varietd abeliana di dimensione p(p\ 1)
birazionalmente identica alle p-ple di punti estratte da p curve ellittiche tutte armoniche
o tutte equianarmoniche, abbiamo dunque il seguente teorema:

La varieta abeliana V, ammette una trasformazione biragionale vy del gruppo T rap-
presentata da equazioni del tipo (5) con x £ 4= 1 quando, ¢ solo quando, & armonica
0 equianarmonica. E allora si ha, rispettivamente,

« =11 oppure a=-tz¢ I

2T

essendo i =V — 1 ede=c¢> 63).

§ 3

I valori dei caratteri k¥ e b per una superficie iperellittica.

. 8. Il problema che ora vogliamo risolvere & quello di approfondire lo studio dei
gruppi G e T nel caso in cui sia p = 2, cio¢ nel caso in cui la varieta abeliana con-
siderata sia una superficie iperellittica 7.

Per questo & necessario partire da una classificazione in tipi delle /7, che, sostan-
zialmente, & stata gid compiuta dal Rosatt e che abbiamo gid richiamata al n° 55 della
Parte Prima.

Il Rosatt ha determinati i vari tipi possibili e ne ha dimostrata I'esistenza effettiva
con un notevole metodo diretto.

Tralasciando questa seconda parte della ricerca, che qui sarebbe resa in gran parte
inutile dagli esempi che incontreremo, riprendiamo la prima, per trattarla dal punto di
vista di questa Memoria; tanto piti che vi saremo condotti da osservazioni che, in ogni
caso, non potremmo omettere per quello che dovrd esser detto nel seguito.

9. L’indice di singolaritd k di una ¥, non pud essere che o, 1, 2 0 3.

Si tratta di vedere per ogni ipotesi fatta su k quali sono i valori che possono
essere assunti ‘dall’indice di moltiplicabilitd 5.

Poiché sappiamo gid (I, n° 58) che se k=3 & necessariamente =7, ci basterd
discutere separatamente i casi in cui k € o, 1 0 2.

66y Per p =1 il teorema & notissimo e classico; per p=2 €ss0 implica le proposizioni stabilite
da BacnEra e D Francuis, per via al tutto diversa da quella qui seguita, nei n' 11 e 12 della loro Me-
moria citata in 3%). Per p=2 BaGNERA ¢ DE FRancHis hanno anche dimostrato la razionalita delle invo-
luzioni generate, sulle superficie che le posseggono, dalle trasformazioni birazionali y di cul si parla su

\

nel testo. Questa circostanza & valida qualunque sia p (X 1) ¢ si pud stabilire molto semphutmth
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10. Il caso k = o.

Poich¢ k = o, il gruppo delle omografie di 7, deve mutare in s& il suo unico
sistema nullo (riemanniano e principale). Cid porta che ogni eveptuale omografia di
V,, diversa dallidentitd, & omologica o biassiale ).

Esista ora, se ¢ possibile una omografia riemanniana di ¥, che non sia identica:
una volta che le imagini di ¥, non contengono punti reali né stanno in piani reali,
essa non potrd essere omologica e quindi sard certo biassiale. Inoltre le sue rette di
punti uniti o saranno le imagini T e v di ¥, (che sono due rette imaginarie coniu-
gate di 2* specie), o saranno due rette @ ¢ b appoggiate a T e .

La prima alternativa va esclusa, perché altrimenti (I, n® 60) ¥, sarebbe ad indici mas-
simi; ¢ la seconda va esclusa, per il fatto che ove essa si verificasse ogni complesso di rette,
lineare e razionale, passante per la congruenza lineare razionale con gli assi a ¢ b
sarebbe un complesso riemanniano di ¥, e per ¥, sarebbe k>>o0; dunque, nell’ipotesi
fatta, non esistono omografie riemanniane di ¥, diverse dallidentitd, e quindi si ha
necessariamente b = o.

Insomma :

Lindice di moltiplicabilita di una V, non singolare & necessariamente nullo.

11. Il caso k = 1.

Poiché qui k =1, la 7, considerata ammette due e due soli pseudo-assi comple-
mentari che sono due rette reali sghembe a4 ¢ b appoggiate a = e =.

Ogni omografia di 7, deve mutare in sé il fascio dei sistemi nulli di 7, quindi
o tiene ferma ciascuna delle due rette a € b o le permuta fra di loro.

Ma una omografia di 7, che nasca dal prodotto di un suo sistema nullo per I'in-
versa di un altro (non degenere) lascia ferme a e b, e il gruppo continuo delle omo-
grafie di 7, deve indurre sull'imagine di ¥, un gruppo continuo di proiettivitd (che
deve essere anche un sistema lineare), dunque ogni omografia di V, lascia ferme a e
b e ha quattro punti uniti nei punti in cui @ e b si appoggiano alle imagini v e = di 7,.

Questi quattro punti sono i vertici di un tetraedro, dunque & intanto

h £ 3.

Ma & pure h X k, quindi b non puo essere che 1, 2 0 3.
Adesso osserviamo che il sistema lineare oo® delle omografie di un S, aventi per
punti uniti i vertici di un tetraedro pud supporsi costituito dalle omografie date da

px].:cx}.xl. (j:-Is 2, 3 4)

al variare delle «, ¢ che una rete di questo sistema & un piano nello spazio CHLRE AN
J
cio¢ ¢ rappresentata da una equazione del tipo

y‘lal + P‘2a2 + y‘;y'g + !1‘40‘4 = 0.

67) R. Bowova, Sistemi lineari di omografie piane e spaziali che formano gruppo [Atti della So-
cieta dei Naturalisti ¢ Matematici di Modena, serie IV, vol. X (1908)].

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 19 dicembre 1916, 13
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Se codesta rete ha da essere anche un gruppo deve contenere I'identitd e poi ac-

, .

canto allomografia (x,, «,, «, «) deve contenere tuwte le sue potenze, dunque, in
particolare, ha da essere:

vt b =0
v e =0
T o A O
et e e = o,

cloe

—
—
—
(=]

1
P, o,
|

Cio porta che due delle o, debbono essere uguali, e quindi el considerato sistema
o’ di omografie mon esistono che sei reti di omografie formanti gruppo; ciascuna di
queste reti & poi formata dalle omografie assiali che bhanno la retta dei punti uniti in wno
spigolo del tetraedro e la retta dei piani uniti nello spigolo opposto.

Applicando questa osservazione al caso nostro, si vede che se per la ¥, considerata
& b= 2, la sua omografia riemanniana generica ¢ assiale ed ha le rette a e b per rette
di punti o piani uniti.

Ma allora le rette a4 e b sono entrambe razionali, cioé a e & sono due assi di
V,, e V, & necessariamente impura.

Riassumendo e ricordando la formula (38) della Parte Prima, possiamo dire che:

Se per una V, ¢ k=1 ¢la V, & pura, per essa 0 ¢ h=1, 0 ¢ h=23. Se invece
k=1 c¢laV, timpura, per essa & h =1, 2 0 3 secondo che dei due (soli) integrali
ellittici che essa possiede nessuno, uno o due sono a molliplicazione complessa.

Se & k= h =1 Pomografia generica di V¢ biassiale avendo per rette di punti
(e piani) uniti ¢ due psendo-assi (o assi) di V. Se ¢t k=1 ¢ b =2 Uomografia gene-
rica di V, ¢ assiale, avendo la retta dei punti uniti nellasse di V, rispondente all’inte-
grale ellittico che non & a moltiplicazione complessa ¢ quella dei pinni uniti nellasse di
V, rispondente all’integrale ellittico a moltiplicazione complessa; se ¢ k=1 ed h =3
Vomografia generica di V, ha soltanto quattro punti unili nei punti tomuni alle imagini
e agli pseudo-assi.

In tutii 1 casi le omografie di V. sono a due a due permutabili.

12. ] caso k = 2.

Qui i sistemi nulli di 7, costituiscono una rete e gli pseudoassi sono le retee
reali di una schiera rigata ordinaria avente per direttrici le imagini di 7.

Come prima si vede subito che esistono omografie di 7, inducenti sull’imagine <
una proiettivitd con due punti oniti nei due punti ove v incontra due qualunque
pseudo-assi di 7 ; quindi, per una ragione addotta, il gruppo indotto su t dal gruppo
delle omografie di 7, & necessariamente il gruppo di tute le proiertivitd di = in sé
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stessa. Segue che b\ 3; ma se fosse b > 3 sarebbe addirittura (I, n® 62) h=7 e
quindi (I, n® 58) k = 3, dunque, aggiungendo qualche altra facile considerazione com-
plementare:

Se per una V, & k = 2, per essa & necessariamente h=3; ¢ la V, 0 & pura o ¢
impura e contiene infiniti integrali ellittici dei quali nessuno & a moltiplicazione complessa.
In ogni caso, Pomografia generica di V, & biassiale, le rette dei suoi punti (e piani) uniti
essendo due generatrici (qualungue) della schiera rigata contenente gli pseudo-assi.

13. Raccogliendo tutte le osservazioni fatte, possiamo enunciare il seguente teorema:

Le superficie iperellitiiche possono esser distinte in nove tipi fondamentali, nel modo
che segue:

TIPOI) k=o0 ed h=o;

TIPO II) k=1, b =1 ¢ non esiste alcun integrale ellittico ;

TIPO W) k=1, h = 1 ed esistono due (soli) integrali ellittici nessuno dei quali
¢ a moltiplicazione conmplessa;

TIPO IV) k=1, h = 2 ed esistono due (5o0li) integrali ellittici di cui uno solo
¢ a moltiplicazione complessa ; '

TIPO V) k=1, h = 3 ¢ non esiste alcun integrale ellittico;

TIPO VI) k =1, h = 3 ed esistono due (soli) integrali ellittici a moltiplicazione
complessa ;

TIPO VII) k = 2, b = 3 ¢ non esiste alcun integrale ellittico;

TIPO VIII) k = 2, b = 3 ed esistono infiniti integrali ellitiici, nessuno dei quali
¢ a moltiplicazione complessa ;

TIPO IX) k= 3, h = 7 ed esistono infiniti integrali ellittici, ognumno dei quali
¢ a moltiplicazione complessa.

Come abbiamo gid detto i nove tipi sono tutti realizzabili; per quelli che risultano
di 7, impure la cosa & immediata, per gli alui risulterd dagli esempi che saranno effet-

2
tivamente incontrati o che potrebbero essere facilmente costruiti.

§ 4

Teoremi generali sulle trasformazioni birazionali
di una superficie iperellittica in se.

14. Alla descrizione dei gruppi G e I' per i singoli tipi di superficie iperellittiche
giova premettere le seguenti considerazioni generali. '

Sia ¥, una superficie iperellittica singolare con lindice di singolarita k¥ (N 1) e
siano

l...ZP i
4= > xly! (G=0,1, ..., k)
[

k + 1 sue forme riemanniane alternate intere (primitive) linearmente indipendenti, co-
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stituenti una base minima (I, n° 19) per I'insieme delle sue forme riemanniane alternate
intere.

Indicato con §; lo pfaffiano del determinante (emisimmetrico) di 4, e con I, I'in-
variante simultaneo di 4/ e 4., cioé posto:

NI ]) (j)
()J'_‘C & +613 41+ ,462.3
(;) (l) U) it D
]j, 1234+61342 1,4 2,,+634612+C4,21,+62314’

lo pfaffiano della forma riemanniana alternata intera generica di 7

@ A=} p 4,

j

ove le p; sono interi qualunque sard dato da:

) =179 N +3ky'k+ o1 o P + - +[k‘1kyk e

Cio6 posto, supponiamo che

(9) xi’ = ar,l xx + ar,z xz + ar,; ‘x; + ar,4x4 (7 =123 4)

sia una sostituzione riemanniana modulare di /.

Per effetto di essa la forma 4; va in una forma riemanniana alternata intera di
V,, dunque, indicati con le p;, degli interi convenienti, la trasformata di 4; mediante
la (9) sard una forma del tipo

Q...k
Zl: P/,IAI‘

Allora la trasformata di (7) mediante (9) sard la forma

0... k
A = 2_ wid,
ove !

o...k
pi= Zl;pl,,-y-z-

Poiché la sostituzione (9) ¢ modulare, 1 determinanti delle forme 4 e 4" debbono
essere uguali, quindi i relativi pfaffiani, almeno in valore assoluto sono eguali.

Ma per effetto di (9) le forme riemanniane principali (non principali) di 7, si
convertono in forme che pure sono principali (non principali), dunque, per un ben
noto teorema dei sig”. BaGNERA e DE Francuis %), codesti pfaffiani sono eguali anche
per il segno.

Cio porta che [p; | ¢ il modulo di una sostituzione lineare a coefficienti interi atta
a mutare in sé la forma quadratica (8), cioé di una sostituzione (unimodulare) del
gruppo automotfo deila forma quadratica (8).

68) Loc. cit. 2), n° §
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Adunque:

Il gruppo G delle sostituzioni riemanniane modulari della nostra V, ¢ isomorfo a
un sottogruppo del gruppo aritmetico riprodutiivo di una forma quadratica (a coefficienti
interi) a k < 1 variabili indipendenti %).

Osservisi subito che codesto isomorfismo ¢ certo in ogni caso meriedrico, perche
due operazioni di G differenti solo per i segni dei coefficient inducono sulla (8) la
stessa sostituzione unimodulare.

Se k ¢ dispari, una considerazione fatta pili sopra pud essere ulteriormente pre-
cisata; si pud asserire, cio¢, che:

Quando k & dispari ¢ necessariamente

l?l,j\ =+

E infatti se k= 1, la (9) induce nello S, dei sistemi nulli reali di 7, una proiet-
tivitd reale concorde, una volta che per essa sistemi nulli principali vanno in sistemi
nulli principali, mentre i due che sono degeneri restano fermi; e se k = 3, la (9) in-
duce nello S, dei sistemi nulli reali di », una proiettivitd reale che muta in s¢ la
quadrica dei sistemi nulli degeneri, lasciando singolarmente invariate le due schiere
degli S, (imaginari) di codesta quadrica.

Notisi infine che la forma quadratica (8) ¢ in ogni caso a discriminante non nullo
e indefinita; ed & una forma annullantesi o no, secondo che la 7, & impura o pura.

15. Supponiamo ancora che ¥, sia una superficie iperellittica singolare e conside-
riamo un fascio di suoi sistemi nulli che contenga (due, e quindi) infiniti sistemi nulli

69) Grazie alle ricerche di BAGNERA e DE Franchis sulla base delle curve (algebriche) tracciate
sopra una superficie iperellittica [loc. cit. ?)], questo teorema &, per il caso delle superficie iperel-
littiche, 'analogo di quello che Severr stabilisce per tutte le superficie regolari nel n® 6 della sua
Memoria: Complementi alla teoria della base per la totalitd delle curve di una superficie algebrica [Ren-
diconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXX (1° semestre 1910), pp. 265-288].

Le considerazioni del testo sono visibilmente estendibili al caso di una varieta abeliana qualunque.

Qui vi & luogo a un’osservazione ulteriore.

Tra le forme 4; se ne prenda di mira una, per es. 4,. Allora ad ogni sostituzione riemanniana
(9) si possono associare i k4 1 interi p,; che sono univocamente determinati dalla sostituzione
quando sia fissata la base (4, 4, ..., 4,) e in essa la forma A,. Se k=11 due numeri che cosi
si ottengono sono quelli che HUMBERT chiamerebbe indici non della sostituzione considerata, ma della
sostituzione aggiunta.

Questa osservazione mentre chiarisce il concetto dello Humrert, introdotto da questo scienziato
in modo puramente algoritmico, pone in luce la sua poca suscettibilita ad esser posto a base della
presente teoria. Da una parte codesti indici non dipendono dalla sola sostituzione, ma da essa e da
elementi che possono esser scelti con grande arbitrarieta; e dall’altra si vede che, se mai, a voler esser
conseguenti, come nel caso k = 1 si introducono due indici, nei casi in cui k=2 0 k=3 bisognerebbe
introdurre fre o qualtro indici rispettivamente,

Comunque, se per la teoria attuale il concetto dello HUuMBERT non & molto raccomandabile, per
altre questioni pud riuscire utile. Sopratutto per questo mi ¢ parso conveniente di chiarirlo ed illy-
strarlo,
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riemanniani; di pit supponiamo che i due (soli) sistemi nulli degeneri appartenenti al
fascio, distinti o no, abbiano per assi le rette a ¢ b.

Moltiplicando, a destra, i sistemi nulli riemanniani del fascio per Iinversa di uno
fisso fra di essi, non degenere, si ottengono infinite omografie riemanniane di 7, che
hanno altrettante rette unite nelle rette della congruenza lineare (speciale o no) avente

per direttrici a e b; anzi esse sono tutle le omografic riemanniane di 7, che godano

2
di questa proprietd, perche il prodotto di una tale omografia per un sistema nullo rie-
manniano del nostro fascio ¢ ancora un sistema nullo riemanniano del fascio.

Adesso consideriamo le sostituzioni riemanniane di /), corrispondenti a queste
omografic riemanniane (contenute tutte in uno stesso fascio); e nel loro insieme sce-
gliamone due che costitniscano per esso una base minima 7°). I moduli di queste sosti-

tuzioni siano

(17 § = I’ 2’ 3? 4)7

H’

1
la
r,s 18

e le omografie riemanniane di 7, ad esse corrispondenti siano o' €

Il modulo di un’altra qualsiasi sostituzione dell'insieme considerato sari

(10) [ a,, 4 p"a) |,

le ' e p"" essendo due numeri interi (non entrambi nulli).

la

Per quel che & stato detto, ¢ possibile scegliere nel fascio considerato tre sistemi

" cost che sia:

nulli riemanniani di 7,, ©, =’ e =

(11) . o =7'%w e ' =4x"=%»

Siano
1--:4 ,
Zcmxrys Zc”x y, =0
7,5

le equazioni di =" e ="’ considerati come connessi di punti, e
1.4
Sy —
Z (‘r,s Srm =0
7,5

Pequazione di = considerato come connesso di piani, le ¢, ¢, C essendo tutte, come
¢ lecito supporre, dei numeri interi.
Grazie alle (11), dovra essere indicando con I’ ed I" degli interi opportuni,

ZC””’ _Zcr,tts7

e quindi sara

(12) W, e, = 3G, (1' 6, + b )

Adesso indichiamo con &', 3", & gli pfaffiani di |c] |, [c"| e |C, | e con I linva-

7°) L’esistenza di tale base minima & manifesta dopo quel che ¢ stato detto nel § 3 della Parte
Prima,
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riante simultaneo

6’26;24_‘}- 1,3 4, +cx,4 23+£,,4 12+64,2 J,,+C ”

I

[n base all (!2), il determinante (1o) ¢ uguale al prodotto di ka& per il deter-

‘

. v v (
. ly
minante ;¢ R S Lo dunque

[ ol 3’ 12 :
‘(J‘ ﬂr,s :J‘ ar,;l - ( 12 + l }n\ + rns ) .

Segue che nell'insieme considerato esisteranno tante sostituzioni modulari quante
sono le soluzioni in numeri interi g’ e p’” delle equazioni

Sb '2 l II 88” "z
(13) 1'2‘ +11 Thal s +_IWTV‘ :il

dove, occorre appena avvertirlo, i coefficienti delle incognite sono certo dei numeri
interi.

Ciascuna delle equazioni (13) presenta il caso ellittico, il caso parabolico o il caso
iperbolico, secondo che

(14) r— 438

¢ negativo, nullo o positivo; dunque si presenta il primo, il secondo o il terzo caso
secondo che le rette @ e b souo distinte e imaginarie coniugate, coincidenti o distinte
e reali.

Se le rette a e b coincidono, esse coincidono in una retta razionale; se le rette
a e b sono distinte, esse sono razionali solo quando Uespressione (14) & un quadrato
perfetto (non nullo).

Allora basta osservare che una almeno delle equazioni (13) ammette soluzioni in-
tere, perche nell'insieme considerato esiste certo la sostituzione identica, e ricordare
teoremi classici della teoria del numeri per concludere che:

Nellinsieme di sostitugioni riemanniane considerato ne esistono certo di quelle che
sono anche modulari; ma queste sono in numero finito se le rette a e b sono distinte ¢
imaginarie coniugate o distinte e ragionali, sono invece infinite se le retfe a ¢ b sono
distinte, reali e non ragionali oppure coincidono in un’unica retta (razionale).

Siccome Dinsieme di sostituzioni considerato ¢ evidentemente un gruppo, quando
le sostituzioni modulari che esso contiene sono in numero finito esse saranno tutte
periodiche e principali.

Infine si osservi che il caso delle rette @ e b coincidenti non pud presentarsi se
non quando l'indice di singolaritd della 7, sia 2 0 3, e la V, sia impura 7%).

71y Si supponga di considerare una ¥, con k =k = 1. Allora ogni omografia riemanniana non
degenere « della 7, & data da un’eguaglianza del tipo
a==n'r"T,

dove m ¢ = sono due sisterui nulli riemanniani non degeneri della 7, e dove, per es., =’ si puo sup
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§ 5.
I gruppi G e T per le superficie iperellittiche dei tipi I) e II).

16. Qui e nel seguito si indicherd sempre con V' la superficie iperellittica consi-
derata, con 7 e T le sue imagini, con G il gruppo delle sue sostituzioni riemanniane
modulari, con T il gruppo delle sue trasformazioni birazionali che hanno un punto
unito nel punto u =v =0 di V,, u e v essendo gli argomenti delle funzioni iperel-

littiche che danno la rappresentazione parametrica di 7, e con (T') il gruppo delle so-

stituzioni lineari omogenee sui parametri # e v corrispondenti alle operazioni di T.

porre fisso. Si puo domandare allora come deve esser scelto ® perché il prodotto
ol

risulti un’omografia rispondente a una sostituzione modulare.

Per questo si puod procedere cosi.

Intanto per ricerche classiche di FRoBENIUS, Pequazione di n’, premettendo, ove occorra, un’ope-
razione B modulare, si pud supporre dell'aspetto

!
(x1y3 - x;y1)+a(xzy4—' x4)’2)=0

con & intero. Sia poi
1.4

D %y =0

7,

Pequazione di m, con le ¢, . intere e prime tra loro.
q »

Le formule dell’omog’raﬁa a sono allora

r__ / v
pr;i=1¢6, % 4 3 ¢ %+ o F b C4%
r ’
Px2—64.rx1+8 51,3x2+c4,;x3+ * 4
v ’ ’
pr; = . +852,,x2—{—62’4x3+854",x4,
v . ’
px, =, , %, o x ¥ x,
Il massimo comun divisore dei coefficienti ¢, si vede subito, quello m dei numeri
3 2
/.
Ciay Cryr Cogs Cas C30 8’

e quindi il modulo della sostituzione riemanniana rispondente ad 2 (individuata a meno dei segni dei
coefficienti) & dato da
3282
Tt
essendo 8 lo pfaffiano di |z, .
Intanto m divide 3 e ¥, dunque perché questo modulo risulti eguale a 1 occorre e basta che i
tre numeri 3, &, m coincidano in valore assoluto.
Se &' = -} 1, ciot se la ¥, ¢ una superficie jacobiana (degenere o no), la cosa si semplifica.
Allora occorre e basta che sia 8 = &+ 1.
E questo il risultato che, sebbene non apparisca mai esplicitamente, sta al fondo delle considera-
zioni dello HUMBERT.
Al ragionamento ora fatto si possono collegare interessanti considerazioni aritmetiche che forse
avremo occasione di riprendere.
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Notisi, a questo proposito, che quel punto, e quindi T, non muta, per qualsiasi
sostituzione lineare omogenea eseguita sulle variabili # e v.

La trasformazione di 2* specie appartenente a T' ¢ Pidentitd; la trasformazione di
1% specie appartenente a I' sard indicata sempre con ¥y, ¢ la corrispondente operazione
di G sard sempre indicata con g,.

La sostituzione (y,) di (T') corrispondente a y, &

e le operazioni y,, g, e (y,) sono permutabili con ogni operazione di T, G e (T) ri-
spettivamente.

Allorche Pindice di singolaritd di 7, ¢ 1, premessa ove occorra una sostituzione
lineare omogenea sui parametri, si pud supporre che gli integrali » e v di 7, abbiano
per imagini i due pseudo-assi (o assi) di V,; con questa scelta degli argomenti u e v -
tutte le operazioni di (I') si ridurranno, simultaneamente, all’aspetto

W=y, v =upuw

Cio posto, vediamo, in questo paragrafo e nei successivi, quel che pud dirsi dei
gruppi G e T secondo le varie ipotesi che possono esser fatte sul tipo a cui ¥V, ap-
partiene.

17. TIPO ).

In questo caso, essendo b = o, il gruppo di moltiplicabilitd di 7, & identico, e
quindi G e T sono i gruppi ciclici del 2° ordine generati da g, e y, rispettivamente.

18. TIPO II).

~ In questo caso k =h =1 e V, & priva di integrali ellittici: essa ha, cioe, due
(e soltanto due) pseudo-assi, che non sono certo degli assi.

Il teorema del n® 35 assicura allora immediatamente che i gruppi G e I' sono
(discontinui) infiniti, e il teorema del n° 14 fornisce che G & meriedricamente isomorfo
a un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo di una forma binaria quadratica
a discriminante positivo e non quadrato.

Per far vedere che nel caso attuale il grado di meriedria di codesto isomorfismo
¢ proprio 2, basterd dimostrare che:

Due sostitugioni riemanniane modulari della nostra V,, rispondenti a due sue omo-
grafie riemanniane distinte non possono indurre mel fascio dei suoi sistemi nulli una
stessa protettivita.

E infatti se cid avvenisse per le sostituzioni g’ e g, il prodotto g'g"~" sarebbe
per la 7, una sostituzione modulare non identica e principale, o, cid che fa lo stesso,
periodica. D’altra parte al prodotto g’¢”~* corrisponde un’omografia riemanniana non
identica di 7, che, essendo biassiale (n° 11) e con le rette dei punti uniti reali, non
pud esser periodica se non a patto di essere a periodo 2; dunque le radici dell’equa-
zione caratteristica di g’'¢"”~' (dovendo esser radici dell’'unitd e reali) sarebbero neces-
sariamente - 1 € — 1, € gli pseudo-assi di V/, sarcbbero, contro I'ipotesi, razionali.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 19 dicembre 1916. 44
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Allora basta ricordare la struttura del gruppo aritmetico riproduttivo di una binaria
quadratica a discriminante positivo non quadrato, per concludere che:

Per una V, del tipo 11) i gruppi G ¢ I sono (discontinui) infiniti; inolire si puo
sempre scegliere in G un’operazione (aperiodica) g, (corrispondente a un’omografia rieman-
miana biassiale), cosi che detta vy, la corrispondente operazione di T, le operagioni di G
e T siano tutte date dalle formule

m 1 .’"’l (3
£:8: Tt Y2
dove m & 0 0 1, ed n & un intero che percorre tutti i valori possibili da — oo a - oo.
Per conseguenza, le operazioni del gruppo (T) si possono sempre supporre date da
formule del tipo
#w =+ «"u, v =-4 ",

dove i segni sono concordi, n & un intero qualunque e « ¢ § sono le due radici reali ¢
non ragionali di un’equazione quadratica del tipo:

¢darti=o,

con a intero.

§ 6.
I gruppi G e I’ per le superficie iperellittiche del tipo V).

19. Qui si ha k=1, h=3; e la ¥, non possiede integrali ellittici. Quindi essa
ha ancora due (e due soli) pseudo-assi a e b che non sono certo degli assi.

Cid porta subito che G e T sono ancora infiniti, poiché ciascuno di essi contiene
certo come sottogruppo un gruppo della stessa natura di quello incontrato per le 7,
del tipo II); ma si tratta ora di vedere se essi possano essere pili ampi di questi loro
sottogruppi. ‘

Troveremo, € in questo consiste il teorema pil riposto della presente teoria, che
cid non pud accadere se non per alcune delle superficie iperellittiche che sono birazio-
nalmente identiche a involuzioni (di ordine >\ 1) segnate sulla superficie di Jacos

corrispondente al radicale quadratico

V% + 1.

Per esse i gruppi G e T possono presentare due nuovi aspetti distinti che saranno
pienamente caratterizzati.

Poiché il comportamento eccezionale di cotesta superficie di Jacosr era stato gia
segnalato dallo HumperT nelle sue ricerche sulle trasformazioni birazionali in st di una
superficie iperellittica jacobiana, la chiameremo la superficie di Jacosr-HumserT.

20. Una sostituzione riemanniana modulare della nostra ¥, corrisponde a un’o-

mografia riemanniana di 7, che ha certo quattro punti uniti nei punti ove @ ¢ b si
appoggiano a < e . Poi, una volta che /, & pura, questa omografia non pud certo



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ETC. 347

csser soltanto assiale; quindi o ha due rette di puntl uniti nelle rette 2 e b, o ha
quattro e soltanto quattro punti uniti.

Per comoditd di discorso, chiamiamo g, le operazioni di G per cui si presenta la
prima alternativa, e g, quelle per cui si verifica, eventualmente, la seconda.

Poich¢ di operazioni g, ne esistono sempre infinite, formanti un gruppo la cui co-
stituzione ci ¢ nota, supponiamo che la nostra ¥, ammetta una g,, che diremo g%, e
vediamo a quali conseguenze conduce codesta ipotesi.

Naturalmente, occorre appena avvertirlo, se di operazioni g, ne esiste una, ne esi-
stono senz’altro infinite: per es. i suoi prodotti per tutte le g, .

21. Grazie alle considerazioni del n® 14, € al teorema, gid invocato, sulla strut-
tura del gruppo aritmetico riproduttivo di una binaria quadratica a discriminante posi-
tivo e non quadrato, I'operazione ¢* e una qualsiasi operazione g, inducono nel fascio
dei sistemi nulli di 7 due trasformazioni che sono potenze di una stessa proiettivitd;
e quindi esiste una potenza di g*, diciamola g¥”, che induce nel fascio dei sistemi

nulli di 7, la stessa proiettivitd indottavi da una conveniente g , poniamo g*. Ma

allora
ko kK-—1

88
¢ un’operazione g principale, cioé periodica (o, in particolare, identica).
Di qua, una volta che per ogni ¥, con k = 1, le operazioni g, ¥ o (y) sono a
due a due permutabili, segue l'esistenza di un esponente # per cui risulta

* mn

A

Cio posto, sia I il minimo esponente positivo (certo > 1) per cui accade che:

— ot —
=g = una g,.

¥
g =um g,

Come sard dimostrato ’esponente I non pud essere che 5.
p p

22. Supponiamo di aver scelto gli integrali u, v di 7, nel modo indicato al n® 16
e sia
W =iy, v =pv

Poperazione di (') rispondente all’operazione g%. Allora P'operazione di (T)

’

l4 !
' =%Nu, vV=po
risponderd alla g, che & uguale a g¥.
Poniamo, per comoditd di scrittura

V=a p =8

Le radici dell’equazione caratteristica di g* sono imaginarie e tutte distinte, dunque
i numeri X e p. sono imaginari non coniugati (I, n® 22) e radici di un’equazione del tipo:

(15) ot AP+ B+ Cot1=0
con 4, B, C interi.
Invece le quattro radici dell’equazione caratteristica della g, uguale a g*' o si ridu-
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cono a due radici reali doppie distinte o (sc quella g, & identica oppure co ncide con
¢.) si riducono alla radice quadrupla 1. In tutti i casi, i numeri « e 3 saranno dunque

reali e radici di un’equazione del tipo
2
(16) L+ az+1=o0,
con a intero.
La tabella cui appartiene 7, ¢ (I, n® 23) isomorfa alla matrice riemanniana
B SIS S O
2 3 ] )
rop
quindi lindice di singolaritd di questa matrice deve essere uguale a 1, cio¢ % e . deb-
bono soddisfare a due (e soltanto a due) relazioni indipendenti a coefficienti interi

(17)

del tipo:
(18) Lo MOA)-E NG )+ P Q160+ RV g =o,

Come ¢& chiaro, si pud sempre supporre che % e u soddisfacciano a una relazione
di questo tipo ove manchi il termine in »* 4 X p -4 p*, e quindi possiamo supporre
che le due relazioni in discorso siano quella scritta e quest’altra

(1) L+ MO+ +Prp+ Qa0+ e+ R =o
23. Cio posto, osserviamo che
Ml =af =1,

e facciamo vedere che non puo essere

)\m f“m —_ j: 1
con o < m <L
Intanto ¢ chiaro che non pud essere
)\y. = _'f_— I

perche altrimenti la tabella (17) ammetterebbe un sistema nullo riemanniano degenere
e sarebbe impura, mentre la ¥, di cui si tratta, essendo del tipo (V), ¢ pura; e allora
non pud neppure essere

V" =41

con m positivo e inferiore ad I, perché¢ altrimenti si presenterebbe per la g¥™ , che non
& certo una g,, il caso ora escluso per g}.
Segue che

(20) A =,

dove n & una radice primitiva dell'unitd d’ordine ! o d’ordine 27 secondo che nella
(16), vale il segno superiore o il segno inferiore.

24. Dico, ora, in primo luogo, che:

Lesponente | non pud essere pari.
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Per dimostrarlo, basterd far vedere che non pud essere ! == 2, perché se fosse
] =2q con ¢ > 1 si ripetercbbe per g¥? quello che ora diremo per gF nellipotesi
che sia | = 2.

E infatti se fosse | = 2, risultando

V=a e p'=2§,

quindi nella (16) varrebbe il segno superiore, cioé sarebbe

A e p non potrebbero essere imaginari se non a patto che fosse « <o e B <o, e

Wpl=1
A=+ 1

Il che, per quel che & stato detto pia sopra, ¢ senz’altro assurdo.

25. Dico, in secondo luogo, che:

Lesponente | non puo essere un multiplo di 3.

E infatti se fosse I = 3 (unica ipotesi che importi considerare), indicando con

3 3 ami
Y e VB le radici cubiche reali di « e §, e posto e = ¢3
e p sono imaginari,

, sarebbe, una volta che

3 3_
y = ¢Y/«, oppure _Sst/b, oppure
=9 s =1 5_
P ( e 1/p.
Intanto, per quanto sappiamo, non pud essere Ap = - 1, ciod non pud essere

3 e
e =1ap;
dunque dovrebbe essere

3 3
r=ca e y.:ej/B,

oppure

Valga la prima alternativa.
In tal caso le quattro radici dell’equazione (15) sarebbero

3 3

3 _ 3 _
sVa’ 82 1/“’ s‘/b’ Ez Vb;
1+cfe=0

quindi, badando che
sarebbe ”
Va4 VB =4, V7 + V2B + /F = B;
Adp=dc e ¥fappt =B =—B(1+s),
Ma ¢ pure

cioé

3.—-_
Xy.:e’l/aﬁzis’—:_:{:(l -+ ¢),
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quindi, come subito si verifica, per la tabella (17) sussisterebbero quattro e non gid
due relazioni indipendenti del tipo (18).
Dopo cio, resta naturalmente esclusa anche la seconda alternativa.
26, Adesso prendiamo a considerare le due relazioni (18) e (19) che legano
Ae .
Nella (19) non pud essere
M+ Qrp=o,

perché ne seguirebbe M' — Q' = o, oppure Ap, cioé n, razionale e quindi eguale a
-+ 1. Ora di queste due alternative, la seconda & stata gid dimostrata assurda; ma
anche la prima & da respingere, perché altrimenti resterebbe per ), cioé per n, I'equa-
zione (non identica) a coefficienti interi:

LI+ Prn + R"/)Z:O,
e n sarebbe una radice primitiva dell’'unitd d’ordine 2, 4, 3 o 6 contrariamente a quel
che ¢ stato gia dimostrato per l'esponente L.
Ma allora la (19), posto n per A, ci da:
R"’]z + Pl_n + Lr
Afp=—-" Onf M~

R T

da cui segue

Sostituendo questi valori nella (18) si ricava un’equazione in = che & del quarto
grado e a coefficienti interi; dunque, o questa equazione ¢ identica, o # ¢ radice pri-
mitiva dellvnitd di uno dei seguenti gradi:

-

2, 3 4 5, 6 8 10, 12

Che quella equazione sia identica si esclude per altro con tutta facilita.

Infatti al posto di X - ¢ e Ay si pongano nelle relazioni (18) e (19) due varia-
bili x € y, e si chiamino f(xy) e 9(xy) i due polinomi in cui si convertono i loro
primi membri.

Se quella equazione si riducesse a un’identitd, sarebbe

f(xy)=o

per tutte le coppie xy soddisfacenti all’equazione

cp(xy) = 0.

Ma nella (19), per il fatto che la matrice (17) non & impura, non pud essere
Q' =R =o, il che val quanto dire che il polinomio ¢(xy) & certo del 2° grado,
dunque f(xy) non potrebbe differire da ¢(xy) che per un fattor costante, e le rela-
zioni (18) e (19) non sarebbero, come ¢& stato supposto, indipendenti.

Intanto = ¢ pure radice primitiva dell’unitd d’ordine ! o d’ordine 21, con I di-
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spari € X 5, dunque [, come era stato preannunziato, & mecessariamente eguale a 5, e
n & radice primitiva, quinta o decima, dell’unila.

5 5
27. Dimostrato che I = 5, indichiamo con 1/ e V¢ le radici quinte reali di « e

£ e poniamo
S —
r=10 1/0!,

dove, una volta che X ¢ imaginario, § & una radice quinta (imaginaria, ciot) primitiva
dell’unita.
Siccome

I &

il moltiplicatore ¢ non potrd avere che uno dei tre valori

S_ S__ 5
0yE, 0VE OYE

Fare su p la seconda o la terza ipotesi ¢ indifferente, perché basterebbe in caso
guardare a g¥* anzi che a g} e scambiare 'ufficio di A ¢ p, cioe di # e v; dunque
possiamo dire che:

Doe

5 5__
‘ A=601x ¢ p=0yF;
Moe

s s
7\:61/; (S El.:ezl/g

Facciamo vedere che di queste due alternative la prima non pud essere accettata,
mentre, come si vedrd, la seconda & veramente realizzabile.
28. Se valesse ipotesi I) le quattro radici dell’equazione (15) sarebbero

5 5S_ 5 5_
oo . 61/“’ b V“y 6‘/(5; b4 1/{57
quindi sarebbe intanto

DO +B=—d e Ot =—

Ma
dunque verrebbe
cio¢

dove, come ¢ chiaro, in questc ¢ nelle formule che seguono valgono, sempre, insieme
1 segni superiori o insieme i segni inferiori.
Inoltre sarebbe

S etr it =g
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cioe

AP G a0 ) =B
Ma
Nt 200 = (4,
dunque verrebbe
A ? —
N aroy=BrFE+
cioe

FOFBT BT FO428— 4 Fa=o
Ora lequazione irriducibile di 4° grado a coefficienti interi cui soddisfa 6 &
x4+ x4 x4 x4 1 =0,
dunque dovrebbe essere
BT2=7F1 cio¢ B=+1;

) 2B— A TF2=TF1 cot 4 =+1.
Ma allora in tutte le formule scritte valgono intanto i segni superiori, poiché, es-
sendo 4 intero, non pud essere 4* = — 1; quindi sarebbe
B=1, A=C==1, \p=¥0.
Di qua seguirebbe:
15/9_! + IS/B =F 7;(1‘_1}_—9*)*”
(78 = 13
ma ~
b1 4 0) = ——E=F3 ‘2-J£V5,

5 5
e quindi ¥/ e VB, come subito si verifica, in nessun caso potrebbero esser reali.

L’assurdo a cui siamo pervenuti giustifica la prima parte dell’asserzione fatta pili
sopra.

29. Sia ora
S 5

A="0Va e un="0"7p.

Allora le radici di (15) sono

5

0yz, 8% OVF OYF
ed & g = = 0%; dunque risulta
(404 + Op=—4,
0(s = 0%+ 0'(x + ) = F G,
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cioe

A= [34 2 Ck (4T O + 9]
(21) 2
p=sl24d5C— U T OE +0)

dove, per far sparire le irrazionalitd dai denominatori di X e p. si & tenuto conto del-
I'identitd
(I —6——63-{—04)’_—_564,
e dove, come prima, & inteso che nelle formule scritte e in tutte quelle che seguono
valgono insieme i segni superiori o insieme i segni inferiori.
Di qua si trae subito un legame fra gli interi 4 ¢ C.
Infatti il prodotto dei secondi membri delle (21) &

T £ 540+ 0,

ma & pure Ap. = 1= %) dunque
(22) A+ 34C+C =5
Infine esprimendo che la somma dei prodotti a due a due delle quattro radici

sopra scritte di (15) € uguale a B e tenendo conto dei valori di % e p. dati dalle (21)
si trova che:

(23) B=4 (02— 4C)

30. Le espressioni (21) di X e p possono essere semplificate.
Infatti, a seconda del valore di 6,

g — 15
o= LT

oppure B
0 40— —1—1s5
2 b
quindi
o[ 4£64 42 00]
(24) .
JA4+C FC
o)
oppure

I0

u=92[AiC+ A$CV§]-

(25) l:e[AziC_Aq;C‘/ﬂ’

2 10

31. Le formule (24) o (25) pongono in evidenza che i coefficienti di 8 e 6* nelle
espressioni di % e p. sono, come debbono essere, reali, e le (21), quando si rifletta

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1916), — Stampato il 20 dicembre 1916. 43
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che sono muliipli di 5 gli interi 4—C, 3442C e 24+43C o gli interi 4 C
34—2Ce 24— 3C secondo che nella (22) valgono 1 segni superiori o i segni
inferiori, mostrano che, in ogni caso, * ¢ p. sono della forma

a, 4 a, b+ a4 a363
con a,, a,, a,, a_ interi.
Ma un altro fatto, ben pit interessante per la nostra discussione, risulta dalle for-
mule (21). Esse infatti possono essere scritte cosi:

p=— AFLQ 4oy 4 24

quindi provano che Uespressione di g si puo ricavare da quella di » ponendo in questa
62, 6+ e 6 al posto di 6, 6% e 0°. Lo stesso accadrd allora per p* € 3% p’ e 2%, dunque
la matrice (17) & (vincolata, cio¢, una volta che ha da essere pura, &) isomorfa alla
matrice

(26)

1 0 6 03
UL

Come ¢ noto, la tabella (26) ¢ realmente una matrice riemanniana pura con
k=1¢eh=3,e le superficie iperellittiche corrispondenti (qualunque sia la radice
quinta primitiva #) sono birazionalmente identiche alla superficie di Jacosr inerente al
radicale quadratico

sz + 1,
ciot alla superficie di Jacosr-HumserT; quindi abbiamo intanto che:

Una V, del tipo V) la quale ammeita delle operazioni g, ¢ birazionalmente identica
alla superficie di JacoB-HUMBERT o ad una involuzione segnata su di essa.

32. Per precisare questo risultato giova osservare quanto segue.

Pii sopra, posto

S j—
A= 07a,
potevamo supporre.

5 5
w=0yE oppure p=07VE.

Si & gid detto che, allo scopo della discussione, era indifferente fare una ipotesi
piuttosto che altra; e, infatti, si pud verificare che se, invece di fare

5
=98,

si pone
s e
po= 8 1/6

si ottengono le stesse formule (21), salvo che, nella seconda, al posto del fattore esterno
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§* comparisce invece il fattore 83; ma le condizioni (22) e (23) restano le stesse, e
la matrice (17) ¢ sempre isomorfa a una matrice equivalente a (26), cioé¢ alla ma-
trice (26).

Ma, fatta una delle due ipotesi, quesia porta con sé una conseguenza che va subito
chiarita.

Riprendiamo la nostra V7, con la relativa g%, i moltiplicatori dell'operazione di (T')

2

corrispondente a g* essendo
S , 5_
A= OVa, ==~ 1/?)

I moltiplicatori del quadrato, del cubo e della quarta potenza di questa operazione
saranno

s 5 s s 5 5__
W= G’Va’, E"2 = 641/@2; N o= 031/013, {.I.3 = 01/@3; AN = 641/0(.4, yf’ = 631/({)4

e quindi se vi & una g, cui compete, nel senso che risulta dal discorso, la coppia or-
dinata di radici quinte primitive dell’unitd (8, 6*), ve ne sono, per la nostra V,, anche
di quelle cui competono le coppie ordinate (42, 8*), (83, 6), (8¢ ).

Ora con le quattro radici quinte primitive dell’unitd possono formarsi in tutto
ofto coppie ordinate di radici distinte e non coniugate. Di queste, quattro sono quelle
scritte; le altre quattro sono:

Ebbene (0, 0, (&, 0), &, ), (O, 6)
cne:

La V, considerata non pud ammettere alcuna g, cui competa una di quest'ultime
quatiro coppie.

E infatti se esistesse una g, cui rispondesse una di queste coppie, facendone le
potenze, si troverebbero delle g, cui risponderebbe una qualunque delle rimanenti tre;
ma allora il prodotto di due g,, a una delle quali competesse la coppia (8%, 6%) e al-
Paltra la coppia (6%, 8*), sarebbe una g, con la coppia (8, 0). E cid & stato dimostrato
assurdo.

Per intenderci, chiamiamo ciclo ognuna delle due quaterne di coppie ordinate qui
introdotte.

Allora la discussione fatta prova che se una V, del tipo V) ammette delle g,, e
quindi ne ammette infinite, i moltiplicatori \ e . delle corrispondenti operazioni del gruppo
(T) sono dati, tutti, da formule che hanno necessariamente il seguente aspetto

z - -
V=24 %20+ETF O+,

¢, - F
p=22dd3C—(UFOC+D)
dove la coppia (A4, C), secondo che valgono i segni superiori o i segni inferiori rappre-
senta una Soluzione in numeri interi dell’equazione

(28) “t3xy+y =35

(27)
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o dellequazione
(29) N—=3xy4y ==y

L.y %) ¢ una coppia ordinata di radici

C, & il numero complesso coniugato di {, e (
quinte dellunita imaginarie, diverse e non coniugate, apparienente a un ben determi-
nato ciclo.

Viceversa:

Se nelle (27), (4, C) ¢, a seconda del caso, una soluzione della (28) o della (29)
e C, e L, sono due radici primitive quinte dell’unitd diverse e non coniugate, esiste sempre

una V_ del tipo V) su cui la sostituzione
(30) w=u, v =ypv

genera una trasformagione biragionale che & una g,.
E invero, per le ipotesi fatte, A e p riescono radici complesse diverse e non co-
) Y lJ'
niugate dell’equazione a coefficienti interi

(1) A+ (2 — 40"+ Co+1=0,
o dell’equazione (a coefficienti interi)
(32) B AP+ (4C—2)¢" - Cot1=0;
e la matrice

D U S
(33) s

I W Il W

risultando isomorfa alla matrice (26), & una matrice riemanniana pura con k = 1 ed
h = 3; dunque esistono delle ¥, [del tipo V)] appartenenti alla tabella (33) e su
queste (che sono tutte birazionalmente identiche), in virtu della (31) o della (32), la
(30) dd veramente luogo a una trasformazione birazionale che non & certo una g, una
volta che X e p non sono reali.

Ma qui possono presentarsi due casi ben differenti.

Se una ¥, del tipo V) ammette delle g,, ma non ammette sostituzioni rieman-
niane (modulari) principali diverse dall’identitd e da g, il relativo gruppo G & sempre
meriedricamente isomorfo col grado di meriedria 2 a un sottogruppo del gruppo arit-
metico riproduttivo di una binaria quadratica indefinita e non annullantesi; quindi il
gruppo G ha sempre per una tale V, la struttura indicata al n® 18 per le 7, del
tipo II), con la sola differenza che qui la sostituzione ivi indicata con g, ¢ una con-
veniente g, € non una conveniente g .

Se invece la 7, ammette sostituzioni riemanniane (modulari) principali diverse
dallidentitd e da g , queste non saranno certo delle g,, per il ragionamento fatto al
n°® 18, che qui, per le g , potrebbe esser ripetuto; quindi dovendo essere delle g, avranno
necessariamente per periodo 5 o 10, e, indicata una di esse a periodo 5 con g, (e
una tale g esisterd certo nelle ipotesi fatte), tutte le altre saranno date dai prodorti

n

88,
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dovemeéoo1edn o, 1,2 304 una volta che le sostituzioni di (I) corri-
spondenti a quelle a periodo 5, non potendo avere per coppie di moltiplicatori che le
coppie di un determinato ciclo, non possono essere che quattro.

Allora nei moltiplicatori, del tipo (27), della operazione di (I') rispondente a una
qualsiasi g, della 7, i coefficienti di {, e %, sono da soli i moltiplicatori di una opera-
zione di () rispondente a una g che risulta una g, poiche £, e {,, per quel che &
stato detto, sono certo i moltiplicatori di una operazione di (') rispondente a una g,
col periodo §5; quindi, in tal caso, il gruppo G & generato dalle tre sostituzioni rie-
manniane

g &5 £
dove g, ¢ una conveniente g, .
Ora le due alternative sono entrambe possibili.
La possibilitd della prima ¢ mostrata dalla 7, appartenente alla tabella 72)

I —14+6 —0 —36 f 260 —36 84864 136
1 —1-6—0 — 36 f 26t —36 8486 136

equivalente alla tabella

)

1 0 —0 0 36 11h
1 67— 0 436 116’

la quale non ammette sostituzioni principali a periodo 5; la possibilitd della seconda &
mostrata immediatamente dalla superficie di Jacosr-HUMBERT.

33. Si badi che per la discussione fatta ad ogni g, di una 7, (che ne sia dotata)
risponde una soluzione intera di una delle due equazioni (28) o (29); ma non bisogna
pensare che ad ogni tale soluzione risponda una g, di quella stessa V,, qualunque sia
questa V.

La cosa sta per altro per la superficie di Jacos-HuMserT, come si pud verificare
direttamente; cosicché per essa pud enunciarsi il seguente teorema:

Per la superficie di JacoBl-HUMBERT appartenente alla tabella

1 6 6* 6
1 6 6+ 6

le operazioni del gruppo (T) sono date tutte dalle formule

v=S[AL 20+ UTF O+
(34)
v :—:;—[3 A+ 2C4+UAFOE +T)]v

7%) Questa tabella si ottiene dalla (17) o (33) facendo nelle (21) 4 =4 ¢ C=+41
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(35)

quando vi si supponga che la coppia (5., L,) percorra il ciclo individuato da (0, 8) ¢
la coppia (A, C) percorra, secondo che valgono i segni superiori o i segni inferiori, fuite
le soluzioni intere della equazione (28) o della equazione (29).

Naturalmente le operazioni di (V) date dalle (34) rispondono alle g, e quelle date
dalle (35) rispondouo alle g, della superficie.

34. Riassumendo la discussicne fatta e limitandoci a parlare, per brevitd, del solo
gruppo G, abbiamo il seguente teorema:

Per una V, del tipo V) 1l gruppo G:

1) o & generato, come per le V, del tipo II), da g e da una sostitugione (aperio-
dica) g, rispondente a una omografia riemanniana biassiale ;

2) o & generato da g, e da una sostituzione (aperiodica) g rispondente a una omo-
grafia riemanniana con guatiro (e soltanto quatiro) punti uniti;

3) o & generato da g, da una sostituzione principale g  col periodo § e da una
sostitugione g, rispondente a un’omografia riemanniana biassiale.

I tre casi sono tutti realizzabili; ma gli ultimi due non possono presemtarsi se non
per V, che siano biragionalmente identiche a involuzioni (d'ordine Xx 1) segnate sulla
superficie di Jacost HUMBERT, per la quale si verifica appunto Palternativa 3). E in
essi i moltiplicatori delle sostituzioni lineari sui parametri corrispondenti alle trasforma-
zioni birazionali hanno una strutiura aritmetica netlamente definita in relagione alle so-

luzioni intere delle due equazioni

HAdzxyt+y =5 e M —3xyFy=—3

§ 7
I gruppi G e I' per le superficie iperellittiche dei tipi I1I), IV) e VI).

35. La caratterizzazione dei gruppi G e I per le ¥, dei tipi 1), IV) e VI) ¢&
resa presso che immediata dal fatto che tutte queste superficie contengono due fasci
ellittici isolati di curve ellittiche, per modo che ogni loro eventuale trasformazione bi-
razionale deve mutare in sé ciascuno di questi fasci subordinandovi una corrispondenza
birazionale. ‘

Segue che, se a rappresentare parametricamente una di queste ¥, si ricorre pro-
prio ai suoi due integrali ellittid » e v, per modo che (n° 16) ogni operazione di (I")
¢ del tipo
(36) uw = \u, v =pv,
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tanto 7, quanto g non pud essere eguale che a

—l"l? — I +i7 _i) +s, -5 +52 0 ~52>
218
dove, al solito, i =y — 1 ed e = ¢’ .

Da cio risulta subito, intanto, che:

I gruppi G e U per le V, dei tipi 1II), IV) e VI) sono in ogni caso finiti 7).

Ma le cose possono essere facilmente precisate.

Si osservi che il moldplicatore p (e lo stesso dicasi per 1) non pud assumere
uno dei valori imaginari della serie di numeri sopra scritta, se non a patto che il cor-
rispondente integrale v sia armonico o equianarmonico, nel primo caso non potendo
essere che -1, e nel secondo che + ¢ o = ¢*; e si osservi, inoltre, che per una 7,
del tipo VI), i due integrali ellittici # e v, pur essendo entrambi a moltiplicazione
complessa, non possono essere entrambi armonici o entrambi equianarmonici, una volta
che debbono essere isolati.

In conformitd di cio, se dei due integrali # e v uno solo & armonico o equianar-
monico conveniamo che questo sia v; ¢ se dei due integrali # e v uno & armonico
e laltro & equianarmonico, indichiamo il primo con # e il secondo con v.

Allora & chiaro che il gruppo (T"), per le ¥, qui considerate, non pud presentare
che una delle seguenti sei alternative:

1) o ¢ il gruppo ciclico d’ordine 2 costituito da:

wW=u, vV=v; t=-—u v=—uv:
2) o ¢ il gruppo quadrinomio costituito da:

W=u, vV=v; W=—u, V=—v; #'=u, V=—uv; ¥=—u V=0

3) o ¢ il gruppo d’ordine 8 generato da:

[— r __ . v (2
W —m—=u, vV =——uU;, U =1u UV =1V

cio¢ il gruppo ciclico generato da:
U = —1u, UV — —EV:

5) o & il gruppo d’ordine 12 generato da:

W =—u vV=—uv; v=u vV =—cu;

6) o ¢ il gruppo d’ordine 24 generato da:

’ ’

W=—u V=-—uv; v =1iu v =co.

78) Questo fatto, naturalmente, pud esser dedotto anche dal teorema del n°® 15 di questa 2*
parte della Memoria,
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36. Per dimostrare che queste sei alternative sono tutte realizzabili e per caratte-
rizzare le ¥, per cui ciascuna di esse si presenta, giova ricorrere alle seguenti consi-
derazioni.

Intanto, grazie alle ipotesi fatte sui parametri # € v, la tabella a cui appartiene
una delle nostre ¥, si pud sempre supporre della forma:

2

w, ®, 0 o]
37) .

o o o ol
2 )3 4

i b

dove le o’ sono legate da due relazioni lineari omogence a coefficienti interi; anzi, se
il gruppo (I') ha da presentare alternativa 3), nella (37) si pud supporre

e se il gruppo (I') ha da presentare le alternative (4) o (5), nella (37) si pud sup-
porre

37. Cid posto, supponiamo in primo luogo che nel gruppo (I') della V, appar-
tenente alla tabella (37) appaia la sostituzione lineare

Allora, giacché questa sostituzione deve generare sulla 7, una trasformazione bi-
razionale, occorre che (o, — !) ¢ (0,, — »!) siano due coppie di periodi simul-
tanei per # e v; quindi debbono esistere degli interi 4, b, ¢, d per modo che sia

— 0o =0 —ao. — bo,
: : 5 4
' o '
. — o, =0, — (] do,,
cioe
! ' ! !
aw, + bo, ' co; -+ do;
0 =, 0 = .
! 2 : 2

Qui gli interi @, b, ¢, d possono essere calcolati rispetto al modulo 2; per con-
seguenza, si pud supporre che tanto !, quanto , sia uguale a uno dei seguent
quattro valori:

! 1] ’ !
) o w + o)
2
Se ! ¢ » sono eguali e non sono entrambi nulli, uno dei due si pud supporre

ridotto a zero; dunque, nell’ipotesi fatta, salvo a cambiare qualcuna delle denominazioni
per i periodi © e ', la tabella (37) pud ridursi a uno dei tre aspetti seguenti:

ley © o o » w, 0 o
, (Jl)l , [¢] 0 " ! ! 2, " I’ 21
(37 . G377 o s G el e
o o o o o — o —4 2w o
1 2 ‘ 2 1 2 2 2 1 2

38. Supponiamo, in secondo luogo, che nel gruppo (') della V, appartenente
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alla tabella (37) compaia la sostituzione lineare
W =u, v =iv,
per modo che la (37) pud essere scritta cosi:

® w, 0 O

(38)

Allora occorre che (o,, io!) e (o,, io]) siano due coppie di periodi simultanci
per # e v; quindi deve essere

Ce g
10, = o, —a— bi,

N N ;
in] = o, — ¢ —di,

o' = g?Ar(b) +.@:':_I.Jl1i 0 = (c "“';d) + (c 4 )i
X p : 5

cio¢

) ’

con a, b, ¢, d interi.
Siccome, rispetto al modulo 2,

a—b=a+b ¢ c—d=c+4,
si vede che tanto o', quanto ! si pud supporre eguale a uno dei numeri
14
-

0,

Ma, al solito, se sono eguali e non sono entrambi nulli, uno dei due pud esser
ridotto a zero, dunque, nell’ipotesi attuale, la tabella (34), salvo a cambiare i signifi-
cati di ® e o,, non pud presentare che uno dei seguenti due aspetti

w  © 0 O
o ®w, 0 O !

| 2
G 1S | (387) |, 5;%;1 E
39. Supponiamo, in terzo luogo, che nel gruppo (I) della 7, appartenente alla
tabella (37) sia contenuta la sostituzione lineare
w=u, v =¢tv;
nel qual caso la (37) si pud supporre rimpiazzata da:

o o o O

(39)

® (O] I ¢

Allora occorre che esistano degli interi a, b, ¢, d per modo che si abbia

’

!
cw = o, —a — b,
P _
ol =0, — ¢ — dg,

Rend. Circ, Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 20 dicembre 1916. 46
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ossia

o — (_2'4 — b) —[—_(a—I— b)e o (2c —d)+ (c 4 d)e

I 3 ) 2 3 .
Ma

2a —b=—(a+b), 2c—d=—(c+d) (mod. 3),

dunque ciascuno dei periodi &' e ! si pud supporre eguale a uno dei seguenti tre
numeri:

|
|

0,

o

Badando, come prima, che se o’ e  sono eguali e non entrambi nulli, uno pud
esser ridotto a zero, ed osservando che

si vede che, nellipotesi fatta, la tabella (39) pud esser ridotta alluno o allaltro di
questi due aspetti:

® . o o (0N o, O O
)

[] 1 2 1 |
(39" ’ . (39" o 5:1 o

40. Supponiamo, in quarto luogo, che nel gruppo (I) della 7, appartenente alla
tabella (37) compaia la sostituzione lineare

(40) w=u, v =-—co

Allora nel gruppo (I") comparisce pure la sua quarta potenza, cioé

o o .
' =u, v =cev;

quindi la tabella (37) o si pud ridurre all’aspetto (39') o si puo ridurre all’aspetto (39").

Ma sopra la V7, appartenente a una tabella del tipo. (39"), la sostituzione (40)
non di luogo a una trasformazione birazionale perché una relazione del tipo

e—1 &g—1
— & = a be
; ;o Tet

con @ ¢ b interi & assurda, dunque, nell’ipotesi fatta, la ¥ appartiene certamente a una
tabella del tipo:

(39 ’

|
0 o, O 0!
jo 0o I gl

41. Infine supponiamo che nel gruppo (T') della solita 7, sia contenuta la so-

stituzione
u' =iy, v =co.

Allora nel gruppo ¢ contenuta pure la (40) e quindi la ¥, appartiene intanto a

2
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una tabella del tipo (39'). Ma poi # & un integrale armonico e quindi si pud supporre
o =Iy o =i,

1 2

2

dunque nell'ipotesi attuale la tabella cui appartiene la ¥, & equivalente all’altra:

i1 7 o o

(41)

0O O I ¢

cio¢ la superficie considerata rappresenta la varietd delle coppie di punti estrate da
due curve ellittiche di cui una & armonica e l'altra & equianarmonica.

42. Le considerazioni dei o' 37, ..., 41 possono essere tutte invertite; inoltre si
vede subito che i due fasci ellitici di curve ellittiche situati sopra una delle nostre 7,
si unisecano, se la tabella a cui essa appartiene ha Paspetto (37') [in particolare (38"),
(39'), (41)), si bisecano se ha laspetto (37") o, in particolare, (38'"), si quadrise-
cano se ha laspetto (37'"") e si trisecano se ha I'aspetto (39'") 7).

Dunque, raccogliendo tutte le osservazioni fatte possiamo enunciare il seguente
teorema:

Per le V, considerate in questo paragrafo i gruppi G e T':

1) o sono ciclici del 2° ordine;

2) 0 sono quadrinomsi;

3) o sono dell’ordine 8;

4) 0 sono dell’ordine 6;

5) o sono dell’ordine 12

6) 0 sono dell’ordine 24.

Per le V, del tipo 1IT) mon possono presentarsi che le alternative 1) e 2); per le
V, del tipo IV) non possono presentarsi che le prime cinque; per le V, del tipo VI)
possono presentarsi tubte e sei.

Nel caso 2) 1 due fasci ellittici di curve ellittiche situati sulla V, si unisecano, si
bisecano o si quadrisecano ; nel caso 3) si umisecano o si bisecano; nel caso 4) st unise-
cano o si trisecano; mei casi 5) e 6) si unisecano.

Nel caso 3) uno dei fasci & armonico e Paltro ¥ costituito di curve armoniche; nei
casi 4) e 5) uno dei due fasci & equianarmonico e Paltro ¥ costituito di curve equianar-
moniche; nel caso 6) la V_ ¢ birazionalmente identica alla superficie iperellittica che rap-
presenta le coppie di punti di una curva ellittica armonica ¢ una curva ellittica equia-
narmonica.

7%) Le superficie iperellittiche appartenenti a tabelle dei tipi GB7) G677, 38, 38", (39") e (397)
si erano gii tutte presentate 2 BagNERA ¢ De Francuis [loc. cit. 3*), n' 10, ..., 13] come sostegai
di involuzioni di irregolaritd 1 non equivalenti a rigate ellittiche; non cosi quelle appartenenti a ta-
belle del tipo (37”). E cio & ben naturale, poiché ogni involuzione segnata sopra una tal superficie o
¢ iperellittica o & equivalente ad una rigata. La ragione che esclude queste superficie dalle considera-
zioni di quegli scienziati si trova nella discussione che essi fanno nel luogo citato al n° 10,



364 GAETANO SCORZA.

§ 8.
I gruppi G e I per le superficie iperellittiche dei tipi VII), VIII) e IX).

43. Le superficie iperellittiche degli ultimi tre tipi ammettono tutte infiniti fasci di
sistemi nulli contenenti ciascuno infiniti sistemi nulli riemanniani.

Ciascuno di codesti fasci contiene due e due soli sistemi nulli degeneri i cui assi
possono essere:

1) due rette reali distinte non razionali; oppure

2) due rette reali distinte e razionali; oppure

3) due rette reali coincidenti in un’unica retta (necessariamente razionale); oppure

4) due rette imaginarie coniugate.

Per le superficie del tipo VII), che sono tutte pure, le sole alternative possibili
sono la prima e la quarta; per quelle dei tipi VIII) e IX) possono presentarsi tutte €
quattro. '

Tra le omografie riemanniane generate per prodotti dai sistemi nulli riemanniani
di uno dei fasci in discorso, ve ne sono sempre (n° 15) di quelle che danno luogo a
sostituzioni riemanniane modulari, e il gruppo formato da queste sostituzioni modulari,
che diremo, per intenderci, un gruppo L, ¢ finito nei casi 2) e 4), mentre & infinito
nei casi 1) e 3).

Nel caso 1) il gruppo L ha la stessa struttura del gruppo G di una ¥, del tipo
II) e sard detto iperbolico.

Nel caso 2) il gruppo L ha la stessa struttura del gruppo G di una 7, del tipo
I1II); quindi o ¢ il gruppo ciclico del 2° ordine generato da g, o ¢ un gruppo qua-
drinomio.

Nel caso 3) il gruppo L, per un ragionamento analogo a quello del n° 14, appli-
cato all'insieme delle forme riemanniane alternate intere rispondenti ai sistemi nulli rie-
manniani del fascio, e per una osservazione del n° 18 & meriedricamente isomorfo col
grado di meriedria 2 a un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo di una binaria
quadratica semi-definita; quindi & sempre assimilabile al gruppo G di una ¥, del tipo
I1), salvo che l'operazione aperiodica che lo genera insieme con g,, corrisponde non
gid ad una omografia biassiale con le rette dei punti uniti distinte, ma ad una omografia
biassiale con le rette dei punti uniti coincidenti in un’unica retta (razionale). In tal caso
esso sard detto parabolico.

Nel caso 4) il gruppo L & meriedricamente isomorfo col grado di meriedria 2 al
gruppo aritmetico riproduttivo di una binaria quadratica definita; d’altra parte le radici
dell’equazione caratteristica di una sua operazione non identica e diversa da g ;, debbono
ridursi a due radici doppie imaginarie coniugate e debbono pure essere radici dell’unitd,
cioé non possono essere che

27

Jie—i o eedel, 0o —ee—¢ (i=r=7, e=cl),
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dunque, esso, o ¢ il gruppo generato da g,; o ¢ il gruppo ciclico generato da un’opera-
zione del 4° ordine avente per radici dell’equazione caratteristica -}-i e —1; o ¢il gruppo
ciclico generato da un’operazione del 6° ordine avente per radici dell’equazione caratte-
ristica — ¢ e — ¢*. Ove si verifichi una di queste due ultime alternative, il gruppo L
si dird ellittico 7°).

Dicendo A il sottogruppo di I' corrispondente a un sottogruppo L del gruppo G
di una delle nostre ¥, ed estendendo a A le denominazioni introdotte per L, possiamo
enunciare intanto il seguente teorema:

I gruppi G e T di una V, degli ultimi tre tipi sono sempre infiniti (discontinui).
Essi contengono in ogni caso infiniti sottogruppi L o A iperbolici; ma se (e soltanto se)
la superficie & del tipo VIII) o IX) essi contengono anche infiniti sottogruppi L o A pa-
rabolici.

Precisamente, si ha un sottogruppo L (e un corrispondente gruppo A) sperbolico per
ogni coppia di pseudo-assi della superficie, distinti e non ragionali; si ha invece un sot-
togruppo L (e un corrispondente sotiogruppo A) parabolico per ogni eventuale asse della
superficie.

44- Se per una delle 7, qui considerate esiste un gruppo L (o A) quadrinomio
o ellittico, ne esistono infiniti altri della stessa sua struttura; ma non & detto che di
gruppi L si fatti ne debbano esistere in ogni caso. Vogliamo appunto vedere sotto
qnali condizioni essi si possono presentare.

Per un gruppo L (o A) che sia quadrinomio, la questione, in sostanza, & stata
gid risoluta al n° 37, dove adesso gli integrali ellittici # e v son da considerare come
vincolati; quindi possiamo dire che:

I gruppi G ¢ T di una V, dei 1ipi VIII) ¢ IX) possono contenere (uno, e quindi)
infiniti sottogruppi L o A quadrinomi; ma cid accade quando ¢ solo quando la V, ap-
partiene a una tabella riconducibile all’aspetto (37"), (37"') 0 (37"""). Allora essa am-
mette una coppia di fasci ellittici di curve ellittiche unisecantisi, bisecantisi o quadrisecan-
tisi, ¢ quindi ne ammelte addirittura infinite.

Per un gruppo L (o A) che sia ellittico e dell’ordine 4 o 6 la questione & stata
gid risoluta dai sig." BaGNERA e De Francuis 7°); ma, per uniformiti di metodo, vale
la pena di ritrovare i loro risultati dal punto di vista. di questa Memoria.

45. Sia dunque /, una superficie iperellittica (di uno degli ultimi tre tipi) il cui
gruppo G contenga un sottogruppo ellittico L del 4° ordine.

Questo sard generato da un’operazione g del 4° ordine avente per radici dell’e-
quazione caraiteristica 1 e — 1.

L’omografia riemanniana della 7, corrispondente a g & un’omografia biassiale in-

75) Queste denominazioni sono chiaramente suggerite da denominazioni della teoria delle form
quadratiche ternarie. Come pure, ¢ in teoremi ben noti di questa teoria che deve esser ravvisata I
chiave del fatto che un sottogruppo L d’ordine finito ha Pordine 2, 4 o 6.

78) Loc, cit. 3%), n! 39 e 4o0.
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volutoria avente per rette di punti uniti due rette imaginarie coniugate s ¢ & appog-
giate alle imagini t ¢ v della V.
Segue che le rette ¢ e o (I, n° 60) si possono riguardare come imagini di una

¢ & una sua sostituzione modulare

superficie iperellittica 7] a indici massimi, e che g

rispondente a un’omografia che subordina su s ¢ & delle identitd.

Ma allora, poich¢ g ha per radici dellequazione caratteristica 44 e — 4, V. ¢
(n°® 7) una superficie iperellittica armonica; quindi si pud supporre che la tabella cui
essa appartiene sia

(42) |

‘Iioo]
I,
.
|0 O I 1t}

ciot si pud supporre che ¢ e o siano, rispettivamente, le rette congiungenti i punti

(1, 4, o, 0), (0, 0, 1, 1) e i punti (1, — 4, 0, 0), (0, 0, 1, —1)

Di qua, poiché = congiunge un punto di 5 a un punto di s, si trae intanto che

la tabella cui appartiene la nostra ¥, pud ridursi all’aspetto
|1 i ni!

(43) 1 —i g —pi
Si tratta, adesso, di vedere a quali condizioni debbono soddisfare X e p perche la
(43) sia una matrice riemanniana.

Si osservi che g ¢ una sostituzione principale; quindi omografia corrispondente
muta in sé un sistema nullo principale di 7,; poniamo il sistema =.

Le ritte o e o, corrispondendo a radici dell’equazione caratteristica del’omografia
diverse da - 1 e — 1, sono mutate in sé dal sistema =, quindi = &, nel tempo stesso,
un sistema nullo riemanniano di /), cioé¢ un sistema nullo riemanniano della matrice

2

(42). Cid porta che la sua equazione & del tipo:

(44) a1, 2) 4+ 5[(1, 3) 4 (2, DI+ <[(1, ) — (2 D] +4G, D=0,
dove a, b, ¢, d sono interi, che si possono supporre primi tra loro, e (j, I) sta per

x4y —_ X Y-
j/1 17j
Lo pfafhano del determinante emisimmetrico formato coi coefficienti di (44) &

ad — b — ¢

e il determinante formato con le parti reali e i coefhicienti dell'imaginario degli ele-
menti di (43), posto

)‘:)\l+)‘zi’ y':y‘l—,—y‘zz

con A, A, ¢, ¢, reali &:

1 X, — 1,
1 o e
0 1 A, A
o — 1 fl'z —y'xl
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che ¢ eguale a
Q=)+ 0+ )

durque, esprimendo che = ¢ un sistema nullo principale di (43) 77) si trova che deve
esserc:

dip +(c—bi)r+(c+bi)p+a=o0
(ad =0 — [ — ) + O, + )] <os

questa diseguaglianza equivalendo alle altre due:

LFEN e b4 —ad> o;

delle quali la prima risponde evidentemente al fatto che la retta = non pud esser
reale.
Le considerazioni fatte possono essere invertite e quindi si ha il teorema:
Condizione necessaria e sufficiente perche i gruppi G e U di una superficie iperellit-
tica (di uno degli ultimi tre tipi) siano dotati di sottogruppi ellittici L e A del quartor-
dine, ¢ che la tabella cui essa appartiene sia equivalente a una tabella del tipo (43),
dove \ e p. sono numeri complessi non coniugati, fra i quali sussiste una relagione della

forma
dyp 4 (c =24+ (c+bi)p 4 a=o,

con a, by ¢, d interi e soddisfacenti alla diseguaglianza

b+ ¢ —ad>o.

46. Un procedimento analogo a quello or ora adoperato fornisce subito quest’altra
proposizione :

Condizione necessaria e sufficiente percht 1 gruppi G e T di una V, (di uno degli
ultimi tre tipi) contengano sottogruppi ellittici L e A del sesto ordine, ¢ che la tabella
cui essa appartiene sia equivalente a una tabella avente Iaspetto

I & A Asg
(45) .

2|
Ie P e

dove e . sono numeri complessi non coniugati, fra i quali sussiste una relazione della

Dy — [+ b+ Qe+ b+ b+ Ielp +a=o,
con a, b, ¢, d interi ¢ soddisfacenti alla diseguaghanza
b4 4 bec— ad > o.

47. Se una superficie iperellittica appartiene a uno dei tipi VII) o VIII), ogni sua

forma

77) Qui si adopera l'importante teorema di BAGNERA ¢ DE FrANCHIS gid invocato precedente-
mente [loc. cit. 98)].
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omografia riemanniana (non identica) & biassiale, con le rette dei punti uniti appog-
giate alle imagini della superficie. Ma allora questa omografia é certa ottenibile come
prodotto di sistemi nulli riemanniani; e quindi:

Per le superficie iperellittiche dei tipi VII) ¢ VII) le operagioni dei gruppi G ¢ T
sono esaurite da quelle dei loro sottogruppi L e A.

Cid non & vero per le 7, del tipo IX) perché non tutte le omografie rieman-
niane di una tale superficie provengono per prodotti dai relativi sistemi nulli rieman-
niani: quindi, per approfondire la ricerca in quest’ultimo caso ci resta da vedere se per
una superficie del tipo IX) possano esistere operazioni del gruppo G rispondenti:

@) a un’omografia riemanniana biassiale con gli assi nelle imagini = e = della su-
perficie; oppure

b) a un’omografia riemanniana assiale, con le rette dei punti o piani uniti appog-
giate alle imagini della superficie; oppure

¢) a un’omografia riemanniana con due soli punti uniti (distinti, imaginari coniu-
gati), situati I'uno su v e Paliro su t; oppure

d) a un’omografia riemanniana con quattro soli punti uniti (distinti), situati due
su v ¢ gli altri due (coniugati ai precedenti) su .

Grazie alle osservazioni del n® 23 della Parte Prima & chiaro che altre alternative
ulteriori non sono possibili.

Le alternative a), b), ¢) e d) saranno discusse separatamente nei n' che seguono;
intanto non sari male preannunziare fin da ora che le prime tre non possono verifi-
carsi che per superficie particolari; e precisamente per superficie che in ogni caso sono
birazionalmente identiche a involuzioni (di ordine X\ 1) segnate sopra una superficie
iperellittica armonica o equianarmonica.

48. Alternativa a).

Per cid che & detto al n° 7 essa ha luogo quando e solo quando la superficie con-
siderata b armonica o equianarmonica.

49. Alternativa b).

Sia g un’operazione del gruppo G della nostra ¥, per cui si presenti il caso b).

Allora la corrispondente equazione caratteristica deve possedere una radice doppia
e due radici semplici; la prima risulta quindi razionale, ciot intera, cioe 4-1 0 —1, ¢
le altre due risultano due numeri imaginari coningati, radici di un’equazione della forma

Cdaxti=o
con 4 intero.

Ma allora (cfr. n® 6) qui deve valere per l'ultimo coefficiente il segno superiore,
e poi deve essere a = 0, 4 1, 0 — I; per conseguenza le altre due radici saranno
+ie —i oppure ¢ ed ¢, 0 — ¢ e — &%

Segue, scegliendo 2 parametri u e v gli integrali ellittici di ¥, corrispondenti P'uno
alla rerta dei punti uniti del’omografia rispondente a g e laltro a quella dei piani
uniti, che Poperazione di (T) corrispondente a g puo supporsi che sia

o= at, v =Hv



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ETC. 369

dovea ¢ +10 —1,0 B &

Di qua, per P'analisi dei n' 38 e 39, si trae intanto che la V, o contiene dei
fasci ellittici di curve ellittiche armoniche o contiene dei fasci ellittici di curve ellittiche
equianarmoniche.

Ma questa volta gli integrali ellittici della ¥, sono tutti a moltiplicazione com-
plessa e tutti vincolati fra di loro, quindi nelle ipotesi attuali la tabella cui appartiene
la 7, pud ridursi ad avere uno dei quattro aspetti seguenti

a4bi c4di o o

a b+4ci o o
6 6" :
(467 0 0 1 i’ (46") 0 ————Ij—t 1 i
- 2 bdcs o o ) adbe ¢4de o o
47 0 o 1 ¢’ 47 0 E:I e

dove (a, b, ¢) o (a, b, ¢, d) sono numeri interi (che si possono supporre primi fra
loro) assoggettati alla sola condizione di far risultare imaginario il rapporto dei primi
due periodi della prima riga della tabella cui si riferiscono.

Concludendo:

Una g che risponda allalternativa b) & mecessariamente periodica col periodo 4,
30 6.

Se essa ha il periodo 4, la V, considerata rappresenta un’involuzione (di ordine
N\ 1) segnata sopra una superficie iperellittica armonica e appartiene a una tabella ricon-
ducibile all'aspetio (46") o (46'"); se invece ha il periodo 3 0 6, la V, rappreseita un’in-
voluzione (di ordine D\ 1) situata sopra una superficie iperellittica equianarmonica ¢ la
tabella cui appartiene & riducibile a uno dei due aspetti (47') e (47").

50. Alternativa c).

Se loperazione g della 7, presa in esame risponde al caso ¢) la sua equazione
caratteristica deve avere due radici doppie imaginaric coniugate, soddisfacenti a un’e-
quazione della forma

‘ Ctazxti=o
con a intero; quindi, al solito, codeste radici sono 4-i e — i, ¢ ed ¢*, oppure — ¢
e — ¢’

Poiche la discussione nel caso che le due radici siano ¢ ed ¢, oppure —z e —¢
pud essere ricalcata, con qualche cambiamento del tutto insignificante, su quella che
faremo per il caso in cui esse siano - i e — 4, noi, per disteso, non faremo che
questa; ma va da s¢ che, alla fine, nell’enunciarne il risultato daremo addirittura il
teorema che contempla tutti i casi possibili. ]

51, Siano, dunque, i e — i le radici (doppie) dellequazione caratteristica in
discorso, ¢ siano (w,, w,, w , ©,) le coordinate del punto unito del’omografia cui da

Rend. Cir. Matem. Palermo, t. XLI (1916). — Stampato il 20 dicembre 1916. 47
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luogo g, situato su =t e rispondente a una determinata di queste radici. Salvo, se miai,
a considerare gg invece di g, si pud supporre che quest’ultima radice sia proprio --i.

Il determinante caratteristico D(g) di ¢ per ¢ = ¢ ¢ nullo, ma, per ipotesi, di ca-
ratteristica 3; dunque, trascurando se mai un fattore di proporzionalitd che qui non
interessa, si pud supporre che le o slano numeri interi di Gauss, cioé della forma
m - ni con m ed n interi.

Ma

0, O, (v)}‘, (,)4

si pud pensare come riga di una tabella equivalente a quella cui appartiene V7, ; dunque
questa superficie, per una ragione gii addotta, &, senz'altro, birazionalmente identica a
un’involuzione (di ordine X\ 1) segnata sopra una superficic iperellittica armonica.

Come parametri # e v scegliamo due integrali ellittici, supponendo per altro che
il primo corrisponda all’asse di 7
coniugato.

che congiunge il punto (@) col punto imaginario

2

Allora Poperazione (y) di (I') corrispondente a g & del tipo
(48) uw=1iu, v =au-4iv

con x =£ o, e la tabella cui appartiene la superficie, salvo a effettuare in caso una so-
stituzione unimodulare sui periodi di # e v puod supporsi. dell’aspetto

J

)
o o o ! ‘
. 0 o

i 3

(OO (o]

(49)

o ) Ce . ,
, si possono supporre degli interi ordinari (non nulli) e le altre o e o

sono numeri interi di Gauss.
Naturalmente o e o, potranno non essere piti i numeri indicati piu sopra con

ove o €

gli stessi nomi.
Ci6 posto, indichiamo con a,, i coeflicienti (interi) della sostituzione riemanniana
modulare g. Dovrd essere:

iwl - a],l(,)l + a1,2w17 “0)[ + i(’): - al l(') + [ll Zw; al 3(')’ + al)4(’);’
(50) io,=a, 0 +a, 0, to, fic,=a, 0 +a 0 +a 0 +a o,
. ’ ! !
0=a, 0 +a, 0, z‘m;, =a,, o, -+ aw(»% +a,, o, +a,, 0)’4 ,
0=4a,0, T 4,0, g =a,, 0 44,0, + 2,0 + VR
S
(SI) lar,sl = L

Notisi prima di procedere innanzi che le relazioni (50) e (51) fra gli interi «,,,
le w, ® e il numero « esprimono le condizioni necessarie e sufficient perché Popera-
zione (48) generi sulla superficie iperellittica appartenente alla tabella (49) una trasfor-
mazione birazionale; e che l'operazione del gruppo G corrispondente a questa trasfor-
mazione, ove sia « =% o, risulta certo un’operazione rispondente all’alternativa c). E
appunto questo fatto che tra poco ci permetterd di invertire senz’altro le nostrc con-
siderazioni.



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ETC. 371

Le ultime due equazioni della prima quadrupla delle (50) esigono che sia

(52) a},l - a;,z =a =a - O’

poiche altrimenti il rapporto —' non potrebbe essere imaginario, dunque si ha intanto
)
2

. _ " ' '
(53) %1’0)1 _ax,1w1+a120‘)2’ 10)3—&3,30)3—’—(13)4(04,
: o s ' ’
i, =a, 0 -+a,0, o, =a o ta o.
Di qua si trae
a,, —i a, |_ la, — 1t 4.l
L4, Ao — 1t ’ ' a5 Ay — 1
dunque
(54) ax,x + az,z = a}yi + a4’4 = 0’
e
(55) Ay, — @0, =454, —a4,4,=1

Come ¢ chiaro, le (52) e (55) implicano la (51).
Poniamo ora, in conformitd di quanto ¢ stato detto pili sopra,

wo=a o,=b-4ci; ol=2a", o =b"+471

I
dove a, b, ¢, a”, b, ¢’ sono interi e i primi tre si possono anche supporre primi tra
di loro.
Allora le (53) si convertono in queste altre

a=a_¢ b=a,,c o' =a,., V=a,l,
— " "o___
(56) a,a4a b=o0, a a"+4a V' =o
— r o
a, a+4a, b=—c¢ a o' +a b =—7.

Segue, primieramente, che a e b debbono essere divisibili per ¢, e a4, 5" divisi.
bili per ¢’; ma a, b, ¢ sono primi fra di loro, dunque ¢ = 4= 1 0, com’¢ lecito sup-
porre, ¢ = I.

Poi, posto, in conformitd di cid, con 4’ e &' interi

0 =a, o,=b-4i; o =2d7¢, o = 4

1

le (54), (55) e (56) si accordano tutte a dare

145
a:,x = - az,z = - b’ ax,z = 4, az,x = a ’
I + b'z
— I X — —_ .
as,s - a4,4 - b ’ am = a, am "— a’ ’

quindi 1 -5 e 1 - &'* debbono essere rispettivamente divisibili per a e a'.
Le sole equazioni (50) fin qui non considerate, posto per brevitd

a, =% a,=y 8,;=% aM:t
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diventano

xa—+io =—bo Jae,+acdx+ b 0y,

‘ oo I + b? ’ ' roar ' N A
2(b+ i) o= — ST ol bl a0+ e
e perche queste coesistano, per un conveniente valore non nullo di « (che, si noti, ¢
certo del tipo » - 54, con r ed s razionali), occorre e basta che sia

(57) G+ ol —au £ acx 4 (b i)y
(S

(58) —2(b+Do!+2aw,Fa'c[(1 —bi)xtaij-+(1—ib) ' [(b1)y—at]=o.
Invertendo le considerazioni fatte ed estendendole al caso in cui le radici dell’e-
quazione caratteristica di g non siano -+ i e — i, ma ¢ ed ¢, o (cid che sostanzial-
mente & lo stesso) — ¢ e — <7, si trova il seguente teorema complessivo:
Perché una V| del tipo 1X) possegga un’operazione g rispondente all'alternativa c),
occorre e basta che la tabella a cui essa appartiene sia equivalente
1) a una tabella del tipo
(59) ia b+i o o |
53 o e, ald (b - i)c't
dove a, b, a'y b'y ¢' sono interi (con a 40, a'c' F~0), 1 40" e 14 b'? sono divisi-
bili rispettivamente per a e a' e inolire », ¢ w, sono interi di Gauss legati fra loro da
condizioni della forma

—2(b4ie+ 2400, -fa c;\[(l —byx+aiz]+ (=0 [(b41)y—at]=o,

(b4 d)o, —aw, FEa' x4 (0 i)'y

con x, ¥, 3, t interi; oppure
2) a una tabella del tipo
(a b+¢ o o

(60) W e e (B e
dove a, b, a', V', ¢' sono interi (com a o, a'c' F40), ' —b+1e¢ b* —b 41
sono divisibili rispettivamente per a ¢ a' e infine o, ¢ », sono della r -}~ se con r, s
interi e sono legati fra loro da condizioni della forma

[2—b4 (1 —2b)c]o +a(1 4 2¢)0]

a0+ x— ax] + (¢ + ¢ [¢+ Oy — al] = o,

b+ ol —awFEa x4 (b + )y

con x, y, 3, ¢ interi.

Per conseguenza la V,, secondo che si verifica il caso 1) o il caso 2), rappresenta
un’involuzione segnata sopra una superficie iperellittica armonica o equianarmonica,
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52. Alternativa d).

Sia g un’operazione del gruppo G di una 7, del tipo IX) che risponda al caso
d); allora non vi & piti luogo a cercare una caratterizzazione della superficie che la
possiede, poiché & chiaro a priori che ogni superficie iperellittica dell’ultimo tipo pos-
siede delle operazioni si fatte: ma vi ¢ luogo, invece, a una importante osservazione
sui moltiplicatori X e p della operazione (y) del gruppo (I") ad essa corrispondente.

Si osservi intanto che A e . sono imaginari, non coniugati e che le quattro radici
semplici dell’equazione caratteristica di g

(61) pt+ AP +Bp'+ Co+1=0

dove A4, B, C sono interi, sono fornite da X, p, % e w; poi si noti che la tabella cui
appartiene la superficie ¢ isomorfa alla matrice (riemanniana)

I A A W

Y
e quindi A ¢ p. debbono soddisfare a quattro relazioni indipendenti del tipo
L+MO+w)+NE+re+e)+Pohp+ Qrp(h )+ R¥u =0

con L, M, N, P, Q, ed R, interi.
Cioé porta che esiste certamente fra A e . una relazione di questo tipo in cui
N, = @, =R, = o e quindi sussisterd fra A e p una relazione della forma

L—MOM+p)+Prp=o0
con L, M, P interi e non tutti nulli.
Qui possono presentarsi due casi; e cio¢ pud essere

M=o, oppure M £o.

Se M=o, non potendo essere anche P= L=o0, Ay risulta razionale; e siccome,
per le relazioni che legano i coefficienti e le radici dell’equazione (61), ¢ pure

Xy.. 7le. =1,
Pessere X p. razionale porta che & pure
)\y. = i I.

Allora dalle ulteriori relazioni fra i coefficienti e le radici dell’equazione in discorso
si ricava

A+ +0+m=—4,
O+0G+W=BF>
e quindi X - p & radice dell’equazione di 2° grado
C+ A2+ (BF 2) = o;
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la quale, si noti, risulta certo a radici imaginarie, perché se no sarebbero reali A-}-p. e
Y

o, ¢ } e p sarebbero reali o imaginari coniugati.

Se M % o si puo scrivere

_ Pt L
)\-{—[J._- YR
e quindi da o
Afptrtp=—4
si trae
— AM 2L
A dp=— e ;—f )

ciod i numeri Ap. e Ap sono radici dellequazione di 2° grado
P+ (AM 4 2L)3+ P=o,

che & reciproca e, come prima, a radici imaginarie.

In conclusione:

L'equazione caratteristica di una sostitugione riemanniana modulare g che presenti
il caso d) & risolubile per successive estragioni di radici quadrate; e per i moltiplicatori
% e p della corrispondente operagione di (T) o si ha

A=+ 1
e % v radice di un’equagione di 2° grado del tipo
o X taztb=o
con a, b interi e
a —ab<o;

0 st ha » .
A
x+y_zay%

con Py, L, M interi e hp. radice di un’equagione di 2° grado del tipo
a? +bz+a=o0
P — g8 <o

Che entrambe le alternative siano possibili si dimostra subito con esempi effettivi;

con a, b interi e

ma ¢ importante osservare che delle due equazioni di 2° grado di cul parla questo
teorema soltanto la prima &, nella sua specie, a meno di uma eccezione, una equazione
qualunque.

Si supponga, per un momento, che nel ragionamento fatto piu sopra valga la
seconda alternativa.

Allora la somma .

g4

si pud calcolare, come & stato fatto, in funzione di L, M, P ed A4; ma essa potrebbe
anche essere calcolata mediante L, M, P e poi B o C. Sussistono quindi dei legami
tra gli interi 4, B, C, L, M, P che non permettono di riguardare l'equazione di 2°
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grado cui soddisfa hp. come una qualunque equazione di 2° grado reciproca a radici
imaginarie e a coeflicienti interi.

Per es. si riscontra subito che lequazione in discorso non pud essere mai la
seguente

27+ 32+ 2=o0.

Piuttosto che fermarci a indicare in che consistano le particolaritd aritmetiche di
questa equazione, che non sembrano suscettibili di un enunciato semplice € interessante,
facciamo vedere che, invece:

Se per i due numeri % e p. st ha

I = +1
e poi che \ . & radice di un’equagione di 2° grado del tipo
o ¢ +arb=o
con a, b interi e
a’ — 4 b <o,
diversa per altro dall’equazione
T+4=0o

esiste una superficie iperellittica del tipo I1X) con un’operazione del gruppo G che risponde
al caso d) e ha per radici della sua equazione caratteristica

Ay My Ry P

In primo luogo & chiaro che A e p sono entrambi imaginari, perché la loro
somma &, per ipotesi, imaginaria e il loro prodotto & reale, ed ¢ pur chiaro che non
sono imaginari coniugati, perché altrimenti la loro somma sarebbe reale.

D’altro canto & e p. sono pure diversi, perche altrimenti, essendo A = -4 1 ed
essendo % ¢ p imaginari sarebbe

¢ la somma A - p sarebbe radice dell’equazione di 2° grado esclusa; quindi i quattro
numeri

Ay 7, g

sono tuttl imaginari e tutti distinti.
Adesso si ha

Mgt =g
Motdp e i ke Fpn =0 4 )0+t f =02
20t p) F A0 ) = F o
Ak =1
dunque i quattro numeri considerati sono le radici dell’equazione a coefficienti interi

62) ¢ —ap (2 Fapt1=o
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Cid posto, in base alle relazioni che vincolano % e g, si ha subito che la matrice

(63) ) S S S T
2 i
J !
RN
ammette quattro forme riemanniane alternate indipendenti; d’altra parte il determinante
formato con le parti reali e i coefficienti dell'imaginario del suoi element, cio¢, a meno

di un fattore numerico non nullo, il determinante

o R WY
ot
RSN STl
e W W

&, per quanto & stato detto, differente da zero; dunque essa & senz’altro una matrice
riemanniana a indici massimi.
Sopra una superficie iperellittica che appartenga alla tabella (63) l'operazione

W =hu, vV =pv

in virtd dell’equazione (62) genera una trasformazione birazionale; dunque la nostra
asserzione si pud considerare come pienamente giustificata.

53. Chiudiamo queste nostre considerazioni sul gruppo G o T di una superficie
iperellittica del tipo IX) completando la ricerca per quel che riguarda le sue eventuali
operazioni periodiche.

Per le superficie dei primi otto tipi la questione analoga & stata pienamente riso-
luta; noi sappiamo, tipo per tipo, quali operazioni periodiche il gruppo G puo, in
caso, contenere, e abbiamo anche visto come si caratterizzino le superficie per cui queste
operazioni periodiche esistono effettivamente.

Invece per le superficie del tipo IX) occorrono ancora delle considerazioni comple-
mentari che ora passiamo ad esporre.

Sia dunque g un’operazione periodica (non identica) del gruppo G di una 7, del
tipo IX).

Il periodo » di g (I, n® 25) pud essere

27 3) 47 57 67 87 IO’ 12.

Che il periodo n possa essere effettivamente 2, 3, 4 o 6 & chiaro, in base a quello
che & stato stabilito nelle pagine precedenti; ma si vede anche subito che per quei
valori del periodo nessun altro caso pud presentarsi allinfuori di quelli che sono stati
gid incontrati.

E infati se il periodo & 2, 'equazione caratteristica di g o ha la radice quadrupla
— 1, o ha le due radici doppiec 41 e —1. Nel primo caso, g coincide con g,; nel
secondo caso g fa parte di un sottogruppo L quadrinomio.

Se il periodo & 4, I'equazione caratteristica o ha una radice doppia eguale a 4-1
o —1 e le due radici semplici 4-i e —i; o & priva di radici reali e allora ha le due
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radici doppie <~ i e — 4. La prima ipotesi conduce a superficie incontrate nel n® 49,
la seconda alle superficie armoniche e a quelle caratterizzate nel n°® 45.

Se il periodo & 3 le radici dell’equazione caratteristica non possono essere che
una radice reale doppia eguale a 4 1 e le radici semplici ¢ ed ¢*, oppure le due ra-
dici doppie ¢ ed ¢*; quindi si ritrovano superficie incontrate nei n' 49, 48 e 46.

Se il periodo & 6 le radici dell’equazione caratteristica o sono date da — ¢, —e¢
e da una radice reale doppia eguale a -+ 1 0 — 1, 0 sono date da ¢, ¢’ e dalla ra-
dice reale doppia — 1, o sono date dalle radici doppie — ¢, — ¢* o sono date da ¢,
—¢, £ e — ¢ Che le prime tre ipctesi non diano luogo a casi nuovi ¢ ormai evi-

2

dente; resta dunque da considerare la quarta.

In tal caso i moltiplicatori dell’operazione di (I') corrispondente a g, salvo a sost-
tuire a g il prodotto gg o la sua quinta potenza, si possono suppotre ¢ € —¢ oppure
e ¢ — ¢’ Nella prima alternativa si trova che (T") contiene un’operazione coi molti-
plicatori ¢, ¢* e quindi la superficie & una superficie equianarmonica, nella seconda, il
gruppo (I') contiene un’operazione coi moltiplicatori ¢, ¢ e quindi si ricade in superficie
incontrate al n® 46.

54. Supponiamo dunque che # sia §, 10, 8 0 12 e facciamo vedere subito che
ipotesi # = 5 (e quindi anche lipotesi # = 10) deve essere scartata.

Infatti se fosse n = 5 tra le radici dell’equazione caratteristica di ¢ apparirebbe
certo una radice quinta imaginaria dell’unitd; ma allora siccome questa & necessariamente
primitiva, le altre sarebbero certo le rimanenti radici primitive quinte dell’unitd; e i mol-
tiplicatori dell’operazione di (T') corrispondente a g sarebbero dati da due radici primitive
quinte diverse e non coniugate. Segue che la superficie apparterrebbe a una tabella iso-
morfa a quella cui pud supporsi appartenere la superficie di Jacosr-HumBerT; e cio &
assurdo, una volta che quella superficie &, per ipotesi, del tipo IX), mentre questa ¢ del
tipo V).

Consideriamo il caso di n = 8.

Allora le quattro radici dell’equazione caratteristica di g non possono essere tutte
radici ottave dell’unitd non primitive, perché se cid accadesse loperazione sarebbe al
pitt del periodo 4; dunque almeno una di esse & una radice primitiva ottava dell’unitd,
e dopo cio le altre saranno necessariamente le rimanenti tre radici primitive. Indicatane
una con =, le altre saranno — », #° ¢ — =,

I moltiplicatori X ¢ p. delloperazione di (I') corrispondente a g debbono esscre
diversi e non coniugati, dunque posto, per es., A = 4, sard

po=n* oppure p = — =.
Si vede subito che entrambi i casi sono realizzabili considerando la matrice
5 T S SRR

2

L
S N

che risulta riemanniana e ad indici massimi: ma resta a vedere a quali superficie essi
conducono.

Rend. Cive, Maiem. Palerme, t. NLI (1916)., — Stampato il 3 gennaio 1917, 48
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Se ¢

e quindi la superficie considerata & una superficie iperellittica armonica; se ¢ invece
A= e n=o1m

la tabella cui apparticne la superficie considerata &, al solito, isomorfa a quest’alira

BRI o

o —w
cui risponde la superficie di Jacosi, che dircmo di Jacos-Borza, incrente al radicale
quadratico

(x4 1),

e quindi la superficie in discorso ¢ birazionalmente identica a una involuzione (d’ordine
>\ 1) segnata sulla superficie di Jacosr-Borza.

Supponiamo infine che sia # = 12.

Allora Pequazione caratteristica di g o ha per radici le quattro radici primitive do-
dicesime dell’unit o ha per radici (sostituendo, in caso, a g il prodotto gg ) -4, —1,
g, ¢*. Quest’'ultima ipotesi va scartata perché esige (I, n° 23) Desistenza di integrali
ellittici non vincolati e quindi porta alla superficie del tipo VI) che rappresenta la
varietd delle coppie di punti di una curva ellittica armonica e una curva ellittica equia-
narmonica; dunque non resta che la prima.

Se { & una radice primitiva dodicesima dell’unitd, le altre sono 05, — { ¢ — 7%
per modo che, se X e . sono i moltiplicatori dell’'operazione di (i) corrispondente a
g, posto A ={ si ha

Entrambe le alternative sono realizzabili, come si vede al solito modo; ma nella
prima il gruppo (I') contiene un’operazione coi moltiplicatori

2 2 2,
VN=p'=—c 0 —2;

nella seconda, una operazione coi moltiplicatori
V= =i

e quindi la superficie considerata o ¢ equianarmonica o & armonica.
Concludendo:
Il gruppo G o U di una superficie iperellittica del tipo 1X) non pud possedere ope-
razioni periodiche dell’ordine 5 0 103 puo contenerne invece dell’ordine 2, 3, 4, 6, 8, 12.
Inoltre:
Se possiede un’operagione a periodo 8 la superficie relativa o & armonica o & bira-



INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI DI RIEMANN, ErIC. 379

zionalmente identica a un’involuzione (d'ordine ™\ 1) segnata sopra una superficie di
Jacosr-Bovza ™), e se possicde un’operagione a periodo 12, la superficie stessa o & armonica
0 ¢ equianarionica.

Infine vale la pena di osservare esplicitamente che:

Una superficie iperellittica il cui gruppo G o T contenga un’operazione a periodo 12
0 & armonica o & equianarmonica o ¢ la varietd delle coppie di punti di due curve ellit-
tiche di cui una sia armonica e Paltra equianarmonica;
e che:

Una superficie iperellittica il cui gruppo G o T contenga un'operazione a periodo
0 10 ¢ biragionalmente identica a un’involuzione (di ordine X\ 1) segnata sopra la su-
perficie di Jacor-Humsert 79).

Parma, 16 agosto 1916.

GAETANO ScoRrza.

73) Cfr. BagNERA e DE Frawncuis, loc. cit. 31), n® 25,
73) Cfr. BAeNERA ¢ DE FrRANGHIS, loc. cit. 31), n° 26,



